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[L?10f]
SUR LES POLYGONES INSCRITS ET CIRCONSCRITS

A LIES QUADRIQUBS 1101101 OC ALK S ;

FAR M. R BRIGARD.

1. On doit à M. Darboux un beau théorème qui
constitue une extension à l'espace de celui de Poncelet
relatif aux polygones insct ils et circonscrits à des co-
niques. L'éminenl géomètre, qui a fait connaître ce
théorème en 1870 (4) , l'énonce ainsi qu'il suit dans ses
Leçons sur la théorie générale des surfaces (t. II,
p. 3o3) :

Si un polygone est circonscrit à deux surfaces
homofocales et sises sommets sont placés sur dautres
surfaces homofocales aux premières, de telle ma-
nière que la normale en chacun de ces sommets à la

(*) Bulletin de la Société philo mat/tique, t. Vil, 1870, p.' 92.
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surface homofocale qui contient ce sommet soit la
bissectrice intérieure de V angle formé par les deux
côtés de Van g le qui se croisent en ce sommet, il y
aura une infinité de polygones ayant les mêmes
propriétés, Vun quelconque des sommets de ces poly-
gones pouvant se déplacer arbitrairement sur la
surface qu'il est assujetti à décrire.

La démonstration de M. Darboux repose sur la con-
sidération d'un système abélien d'équations différen-
tielles de la forme

[où P(M) désigne un polynôme du sixième degré],
système qui s'intègre algébriquement, comme on sait.
On peut également, comme Ta fait voir M. Slaude (*),
faire intervenir des fonctions 0 à quatre paires de pé-
riodes.

La démonstration que je vais développer est d'un ca-
ractère beaucoup plus élémentaire. La proposition à
laquelle elle conduit n'est d'ailleurs pas identique, ainsi
qu'on le verra, à la précédente. Dans cette dernière il
est nellement spécifié que les normales aux diverses
surfaces liomofocales introduites sont les bissectrices
intérieures des angles du polygone. Cette condition
n'est pas exigée dans l'énoncé qui sera donné plus loin.

Les principes sur lesquels je m'appuierai sont très
simples. Mais, pour donner à la démonstration toute la
rigueur désirable, il est nécessaire de présenter en
premier lieu quelques remarques sur 4#» polygones «ir-
conscrils aux

V) Mathematische Annalen, t. XXII, i«83, p. i et



2. Soient (Q) une quadrique, A( A2 . • • A,, un po-

lygone de a côtés circonscrit à celte quadrique. Ap-

pelons B,, Bo, . . . , Bn les points de contact respectifs

des côlés A,A2 , A2A3, . . . , A„A,. Le théorème de

Carnot fournit immédiatement la relation

d'où
AtB! A2B2 A„ B„ __^_

} BtA2 B 2 A 3 " B/.At —'*

On \oit donc qu'il existe deux espèces de polygones

circonscrits à ( Q ) : ceux pour lesquels l'égalité (i) a lieu

avec le signe -f- dans le second membre, ceux pour

lesquels elle a lieu avec le signe —. Je dirai que les

polygones de la première catégorie sont régulièrement

circonscrits cl que ceux de la deuxième catégorie sont

irrégulièrement circonscrits à (Q).

Cela posé, considérons une quadrique (Q) et un po-

lygone A, A 2 . . .A,2 circonscril (régulièrement ou non)

à cette quadrique. Soient toujours B,, B2, . . . , B W les

points de conlact des côtés successifs A, A2, A2 A3, . . . ,

AnA,. On a

AtBt A2B2 A„B„
{2) #{2) B,A* B 2 A 3 " # B„Ai &'

e étant égal à zb i suivant que le polygone Af A2 . . . A,,

es>t régulièrement ou irrégulièrement circonscril à (Q).

Appelons D2, L)3, . . , D„, Df {fig. i) les droites

conjuguées par rapport à (Q) des droites B,B2,

B2B3, . . . , BnB| : la droite Dt passe par le point A/.

Les droites D, et Di+i étant toutes deux situées dans

le plan langent à (Q) au point B4 se rencontrent en un

point Ct. Les droiles D n D2, . . . , Dn sont ainsi les

côtés.conséculifs.d'un, polygone CwCt C2 . . . C,/_r, au-

quel est inscrit le polygone A|A2 . . .AW . Je vais dé-
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montrer la relation

(3) ,.

A cet effet considérons un point M, variable sur Dj.
Joignons-le à B4 et soit M2 le point de rencontre de

Fig. i.

M1 B, avec D2. Soit de même M3 le point de rencontre
de M2 B2 avec D3 et ainsi de suite. Le point Mn obtenu
sur Dn étant joint à B„, la droite M^B,, rencontre D4

en un point M',. Il est clair que M{ et M't engendrent
sur D, des divisions homographiques dont Ai est un
point double. Nous allons chercher à préciser davan-
tage la nature de la correspondance entre les points M!
et M'j. Pour cela on aura recours à la considération des
génératrices de la quadrique (Q). Ces génératrices se
répartissent en deux systèmes, et je désignerai par G/
et GJ les génératrices passant par le point B; et appar-
tenant respectivement à ces deux systèmes. G/ et Ĝ-
renconirenl la droite D; aux deux points d'intersection
a/ et â  de celte droite avec (Q); G,_! et Gf

i_i passent
respectivement par ô  et a,*.



D'après cela, si le point M, vient en a4, le point M2

vient en a',, le point ÎYI3 en a3, et ainsi de suite. Il y a
maintenant deux cas à distinguer.

i° n est pair. Alors M4 élant venu en a,, Mn vient
en a^el M\ vient en a<. De même, si I\]4 vient en a'n
Mj vient aussi en a'4. On voit donc que les divisions
homograpliiques engendrées par M, et M', ont trois
points doubles A|, at et a't. Ceci ne peut avoir lieu que
si ces divisions sonl confondues. Ainsi, lorsque n est
pair, M', se confond avec M,, quelle que soit la posi-
tion de ce dernier point. Autrement dit, il existe une
infinité de pohgones ayant leurs sommets sur D4 ,
D2, •.., D,t et dont les côlés passent respectivement par
les points B4, B2, . . . , B„.

2° n est impair. Alors, si le point M4 vient en a4,
Mn vient en 0Ln et M', en a',. De même, si le point M,
vient en a't, M't vient en a,. On conclut de là que dans
le cas actuel M, et M[ engendrent des divisions en in-
volution, définies par la conditon que A, est un point
double et que a, et a', sont un couple de points conju-
gués.

Le second point double de l'involution est le point A',,
conjugué harmonique de A, par rapport à a, a',. M, et
M, étant deux points correspondants quelconques, on a

~~ A ; M ;

En parlicuiier, si A{ M{ et A{ Mj sont infiniment
petits, le second membre se réduit à — i et l'on a

A I M ; = —AtMi.

On peut donc énoncer le résultat suivant, valable
que n soit pair ou impair :

Si le point M| est injiniment voisin du point Ai}

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Juillet 1908.) 21



le point M[, obtenu par la construction indiquée plus
haut, est tel que Von ait

(\) A,M; = ( - i ) " At M,.

Il esL maintenant facile de démontrer la relation ( 3 ) .

Supposons toujours le point M4 infiniment voisin du

point A, et appliquons le théorème classique des trans-

versales au triangle A4 C< \2? coupé par la transversale

J M I B J M J , au triangle VjCjA-j, coupé par la transver-

sale M2B2iVl3, et ainsi de suite. On a

MtAt B,A2 M2C, _
1M! G, BjA, M2 A,

Gomme M<G, diffère infiniment peu de Â  Gt et MjG^

infiniment peu de A2Gj, on peut écrire

iVhAi B, V2 A2d __
AiGj BiAj M2A2

OU (MH'OI P
Ci A, = A» M, A, B,

Ai Ci Ai Mi BiA2

D e m ê m e
C8A3 _ A,M8 A 2B 2

A2G2 A2M2 B2AS '
?

C« i V„ A n M n \ n , B f l . ,
AM i C , i A ^ - i M , ^ ! J

L'I enfin
C,,Ai A|MJ An]

Multiplionb ces relations membre à membre, en

tenant compte de (2) et de ( \ ) ; il vient

CnA, CtAj Crt-tA,, .

ce qui ebt bien la relation (3) dont la suite montrera

l'importance.
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3. Soient maintenant deux quadriques homofocales

(Q) e l (Q!)' P a r u n p ° i n t M de l'espace on peut leur
mener quatre tangentes communes MT,, MT2, MT3

et MT/O qui sont les quatre génératrices communes aux
deux cônes (S) et (S') de même sommet M, circonscrits
respectivement à (Q) et à (Q') . Or ces deux cônes ont,
comme Ton sait, les mêmes axes principaux, qui sont
les normales aux trois surfaces homofocales à (Q) et
(Q')» c l m passent par le point M. Les symétriques de
l'une des tangentes communes, MT1 par exemple, par
rapport à ces trois axes, sont respectivement MTj,
MT3 e tMT 4 .

Si l'on se donne a priori le cou pïe des tangentes MT4

et MT2, celui des axes principaux des cônes (S) et (S')
par rapport auxquels ces tangentes sont symétriques
est parfaitement déterminé, et il en est de même de la
surface homofocale qui a cet axe pour normale. Nous
dirons que cette surface appartient au couple de tan-
gentes communes MT4, MT2.

Cela posé, considérons un polygone A, A2 . .. An cir~
conscrit à la fois aux quadriques (Q) et (Q;)« Nous
désignerons par B,, B2, . . . , B„ les points de contact
des côtés avec (Q), et par B',, B'2, . . . , B^ les points de
contact avec (Q') . Soit (Qi ) la quadrique homofocale
a (Q) e t (Q')î q1" P a s s e P a r ' e point A, et qui appar-
tient aux tangentes communes Â  A2 et Aj An. Soient
(Q2) , . . . , ( Q / Î ) les quadriques analogues passant res-
pectivement par les points A2, . . . , An.

Déplaçons infiniment peu et d'une façon quelconque
le point A| sur la quadrique (Q<). Soit M1 sa nouvelle
position. Les points A2, A3, . . . , An éprouvent, par
suite de ce déplacement, des déplacements infiniment
petits sur les quadriques correspondantes et viennent
respectivement en M2, M3, . . . , MH. Le dernier côté du
polygone, A„AO devient M^M^, M\ étant infinimeot
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voisin de Aj. Nous allons chercher la relation qui existe
entre M, et M't.

Remarquons tout d'abord que les plans tangents
mem's aux quadriques (Q) et(Q') par les côtés successifs
du polygone A< A2 . . . A,, ont leurs traces sur les plans
tangents aux quadriques (Qi) , ( Q 2 ) Î ••••> (Qn) con-
fondus deux à deux. Par exemple, les plans tangents
menés à (Q) par A4 A2 et A2A3 (plans dont B< et B2

sont les points de contact) ont même trace sur le plan
tangent à (Q2) au point A2. En effet, At A2 et A2AS

•-ont sur le cône (S), circonscrit à (Q) et de sommet A2,
deux génératrices symétriques par rapport à l'un des
axes principaux de ce cône. Les plans tangents à (S),
c'est-à-dire à (Q), menés par A, A2 et A2A3 sont aussi
symétriques par rapport à cet axe, et par suite ont leurs
traces sur le plan principal perpendiculaire confondues :
or ce plan principal n'est autre que le plan langent
à (Q2), d'après la manière dont cette quadrique a é.é
choisie.

Les traces des plans tangents à (Q) aux points Bj,
B2, . . . , B„ sur les plans tangents respectivement à (Q«),
(Q2) , • . . , (Q»)> a u x points A,, A2, ..., A„, forment
donc un polygone Cw C< 0 2 . . . C^..,, qui donne lieu,
ainsi qu'on Ta vu, à la relation (3) écrite plus haut.

Supposons maintenant que le déplacement infini-
ment petit A» M, donné au point At soit dirigé suivant
CflC, {fig> 2). Il résulte de propriétés classiques que
A,A2 engendre alors un élément de surface dévelop-
pable dont le point central est le point B ' r Le déplace-
ment correspondant A2M2 du second sommet A2 du
polygone est dirigé suivant Cf C2. Mais cette dernière
droite est, comme on vient de le voir, dans le plan
tangent~à (Q) au point B2. A2A3 va donc encore en-
gendrer un élément de surface développable, ayant pour
point central le point B!>, et ainsi de suite. Ainsi le



fait que le premier côté du polygone engendre un élé-
ment de surface développable entraîne la même pro-
priété pour tous les côtés suivants (*).

Fig. 2.

Il résulte de là que le point A, ayant reçu le dépla-
cement particulier A, M, dont il s'agit, dirigé suivant
GWC1, le point M\ sera aussi situé sur C r tC,. Cherchons
maintenant la relation qui existe entre les longueurs
des segments A<M1 et A1 M, : le calcul est en tous
points semblable à celui du numéro précédent.

M{ M2 pouvant être considérée comme rencontrant
A, A2 au point B',, on a, par le théorème des trans-
versales,

M! A, B'jA2 M2G, _
M, Ci B; A, M2A2 ~ f '

ou, en négligeant des infiniment petits d'ordre supé-
rieur,

MtAt B; A2 A,G,
A, G, B; At M2A2 - <

I '
ou encore

A2M2 _ GtA2 B;A2

Ai Ci

(x) M. Darboux fait cette remarque dans sa Théorie des sur-
faces (t . II, p 289).



De même
A3M3
A 2 M ,

A,, M,,

A, M;
AWMM

C 2 A ,
A,C,

(\tl_]

K l<

GWA,
AnCn

B^A3

A 2 B ; '

K v.
A„B„

,A„
B'„ ,

En multipliant membre à membre les égalités précé-

dentes, il vient, en tenant compte des relations (1)

et (3) ,
A f M ;
A, M, ~" ( ~ ^ " '

e' étant égal à ±: 1, Mii\ant que le polygone A< A2 . . . An

est régulièrement ou irrégulièrement circonscrit à la
quadi ique (Q').

De même, donnons au point A{ le déplacement in-
finiment petit A J N J dirigé suivant la trace AjC^ du
plan tangent à (Q r) en B'̂  sur le |)lan langent à (Q<).
L'extrémité du nleme côté du polygone viendra en N;,,
situé sur A, Ni et tel que Ton ait

Aj Y

Donnons enfin à A, le déplacement infiniment pelit
quelconque A, l)

1 daiiN le plan tangent à (Q< ). L'extré-
mité du A?umecôlé du polygone \ienten P'{. Rapportons
les points P, et P', aux axes \{ G< et 4 , C', ; soient // et v
\t*> coordonnées du premier point, //' et v' celles du
second; u' el vr sont fonctions de // et f, et, comme ces
dernières variables sont infiniment petites, on peut
écrire

A, B, (J, D étant des coefficients que nous allons dé-



terminer. A cet effet faisons ç =z o; on doit alors avoir,
comme on a vu,

u' = ( — i ) ; i E e ' w , v'~ o,

d'où l'on lire

A = (— i )»es ' , C = o.

On trouve de même

B = o, I) — ( - i)"ee'.

On a donc
u' = (— i )"ee' i/,

v' = (— i)"£eV.

Distinguons maintenant deux cas :
i° On a

Les relations (5) sont alors

Le point P{ est confondu avec le point P4. Ainsi, lorsque
l'on donne au premier sommet du poKgone un dépla-
cement infiniment petit quelconque dans le plan tan-
gent à (Qi), rexlrémilé du dernier coté ne cesse pas
d être en coïncidence avec ce premier sommet. On peut
ensuite donner à ce même premier sommet un nouveau
déplacement infiniment petit, sans que le polygone
cesse d'être fermé, et ainsi de suite. On voit donc
qu'il existe une infinité de polygones de n cotés cir-
conscrits à (Q) et (Q') cl ayant leurs sommets sur les
quadriques (Q | ), (Q2)? . . . , (Q„), l'un des sommets
pouvant occuper une position arbitraire sur la qua-
drique correspondante.

20 On a

(— i) r tee' = — i .

Les relations (5) sont alors

#' = — u, v'' = — v1
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el Ie point P^ est symétrique du point P| par rapport
à Aj. Ainsi, quand on déplace arbitrairement le pre-
mier sommet du polygone, celui-ci cesse d'être Terme.
Mais menons du point V't une tangente commune à (Q)
et(Q'), rencontrant le plan t.mgcnl à (Q2) e° l |n point P^
infiniment voisin du point P2 , et ainsi de suite. On
arrivera finalement à un poinl Pn infiniment voisin du
point P„ et à un point P*, dont les coordonnées satis-
font aux relations

II" =— 11' = M, V" — — V'=V.

Le point P* est confondu avec le point P, , et l'on a
construit un polygone fermé de 2n côtés, circonscrit
aux (jiiadriques (Q) et (Q') et ayant ses sommets op-
posés situés deux à deux sur les quadriques (Qi ) ,

(]e polygone est régulièrement circonscrit à chacune
des quadriques (Q) et (Q'). Kn effet, les deux côtés
opposés P, P/+l et P^P)+, touchent (Q), par exemple,
en deux points fit et j3' infiniment voiMns. Les deux

rapports fl .̂  et ',• sont donc de même signe, et

I r> étendu à tout le polygone a bien

le signe -f-.
(.le polygone .satisfait donc à la condition examinée

dans le premier cas : le produit analogue à (— i)/lE£f

est pour lui égal à -f- 1 . On pourra donc construire une
infinité de polygones de 2" côtés circonscrits à (Q) et
(<!>') et ayant leurs sommets opposés situés deux à deux

s « r ( Q i ) , ( Q a ) , • • • , (Q«) .
tën résumant les résultats de l'analyse précédente,

nous parvenons à ce théorème :

Soient {Q)cl (Q;) deux quadriques homofocales,
II un polygone de n côtés circonscrit à la fois à (Q)



et à (Q'), s un nombre égal à -\- \ ou à — i suivant
que II est régulièrement ou irrégulièrement circon-
scrit à (Q), e' un nombie analogue relatif à (Q')-
Soient (Q<), (Q2)? ••••> (Q//) w quadriques homofo-
cales aux deux premières, passant respectivement
par les sommets du polygone II, chaque quadrique
appartenant aux deux cafés qui se croisent au
sommet correspondant. Cela posé :

i° Si le produit {— i)ntBr est égal à -h i, il existe
une infinité de polygones de n cotés circonscrits à
(Cl) et (Q') et ayant leurs sommets respectivement
sur (Qi) , (Q2)i •••> (Q«)i l'un des sommets pouvant
être pris arbitrairement sur la quadrique corres-
pondante.

2° Si le produit (— i^ee' est égal à — i, il existe
une infinité de polygones de in côtés circonsci its à
(Q) et (Q') et ayant leurs sommets opposés situés
deux à deux sur (Q, ), (Q2)) •••?(Q«)- Le polygone
de n côtés d'où l'on est parti doit être considéré
comme un polygone de m côtés dont les sommets
opposés sont confondus deux à deux.

Par exemple, coupons les deux quadriques (Q) el
( Q ) P a r u n p ' a n quelconque. Soient C et C' les deu\
coniques d'intersection ; construisons un triangle cir-
co 'scril à la fois à C et (7 : ce triangle est régulièrement
circonscrit à chacune des quadriques (car un triangle
ne peut être irrégulièrement circonscrit à une quadrique
que si les points de contact des côtés sont en ligne
droite, et cela exige que la quadrique soit un cône). Par
conséquent, le produit (—i^ee ' est ici égal à — 1 , et,
si l'on considère les quadriques (Q,), (Q2), (Q3) passant
par les trois sommets du triangle, il existe une infinité
Ühexagones ajanl leurs sommets opposés situés deux
à deux sur ces trois quadriques et circonscrits à (<î>) et
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($ ' ) . Le triangle d'où l'on est parti doit être considéré
comme un tel hexagone ayant ses sommets opposés
confondus.

4. Il va sans dire que le théorème démontré, étant
d'une nature essentiellement projeclive, s'étend à des
quadriques faisant partie d'un faisceau tangentiel. 11
faut seulement, (Q) et (Q') étant deux quadriques du
faisceau, définir ce qu'il faul entendre par quadrique
du même faisceau passant par un point M et apparte-
nant à un couple donné de tangentes communes à (Q)
et (Q') issues du point M.

Soient (S) et (S') les deux cônes de sommet M cir-
conscrits à (Q) et (Q'). Les quatre généralrices com-
munes à ces deux cônes, MT,, MT2, MT3 et M l \ , sont
les tangentes communes à (Q) et (Q') issues du point M.
Considérons deux de ces tangen les, MT, el MT2 par
exemple. Le pôle de leur plan par rapport à chacune
des quadriques (Q) et (Q7) est dans le plan tangent à
l'une des trois quadriques du faisceau qui passent par M.
Cette quadrique, ainM parfaitement déterminée, sera
dite appartenir au système des deux tangentes MT,
et MT2.

Dans I«Ï cas où le faisceau tangentiel considéré est
un système de quadriques homoforales, on se rend
compte immédiatement de l'identité de la nouvelle dé-
finition avec celle qui a été donnée plus haut.

Remarquons que la démonstration du théorème au-
rait pu être donnée sans modification pour le cas généial
où les quadriques considérées appartiennent à un fais-
ceau tangentiel quelconque : en eiïet, nous n'avons fait
intervenir aucune des propriétés métriques spéciales
aux quadriques hoinofocales.


