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[L*10f]

SUR LES POLYGONES INSCRITS ET CIRCONSCRITS
A DES QUADRIQUES HOMOFOCALES ;

Par M. R BRICARD.

1. On doi & M. Darboux un heau théoréme qui
conslitue une cxtension & 'espace de celui de Poncelet
relatif aux polygones insciils el circonscrits a des co-
miques. L’éminent géomeétre, qui a fait connaitre ce
théoréme en 1850 ('), 'énonce ainsi qu’il suit dans ses
Legons sur la théorie générale des surfaces (t. 11,

p. 303) :

Si un polygone est circonscrit a deux surfaces
homofocales et st ses sommets sont placés sur d’autres
surfaces homofocales auxr premiéres, de telle ma-
niére que la normale en chacun de ces sommets a la

(') Bulletin de la Société philomathique, t. VII, 1870, p. g2.
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surface homofocale qui contient ce sommet soit la
bissectrice intérieure de ’angle formé par les deux
cbtés de Uangle qui se croisent en ce sommet, il y
aura une irfinité de polygones ayant les mémes
propriétés, Uun queleongue des sommets de ces poly-
gones pouvant se déplacer arbitrairement sur la
surface qu'il est assujetti a décrire.

La démonstration de M. Darboux repose sur ta con-
sidération d’un systéme abélien d’équations différen-
tielles de la forme

du, dllz dua
-+ -+ =0,
VP(ui)  VP(us)  VP(us)
uy duy us du, us dug

-+ =0
VP(u)  VP(uy)  VP(us)

[ot P(u) désigne un polynome du sixiéme degré],
systéme qui s’intégre algébriquement, comme on sait.
On peut également, comme I'a fait voir M. Staunde (*),
faire intervenir des fonclions ® a quatre paires de pé-
riodes.

La démonstration que je vais développer estd’an ca-
ractére beaucoup plus élémentaire. La proposition a
laquelle elle conduit n’est d’ailleurs pas identique, ainsi
qu’on le verra, a la précédente. Dans cette derniére il
est neltement spécifié que les normales aux diverses
surfaces homofocales introduites sont les bissectrices
intérieures des angles du polygone. Cette condition
n'est pas exigée dans I'énoncé qui sera donné plus loin.

Les principes sur lesquels je m’appuierai sont trés
simples. Mais, pour donner & la démonstration toute la
rigueur désirable, 1l est nécessaire de présenter en
premier lieu quelques remarques sur les polygones cir-
conscrits aux guadriques.

(') Mathematische Annalen, t. XXII, 1883, p. 1 et 145.
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2. Soicent (Q) une quadrique, AyA,...A, un po-
lygsone de n colés circonscrit a celle quadrique. Ap-
pelons By, By, ..., B, les points de contact respectifs
des cOlés A Ay, AsA;, ..., A,A,. Le théoré¢me de

Carnot fournit immédiatement la relation
Ath>2<Asz>2 <AnBu>'__'
(B1A2 BiAZ BnAi 7

AlBl A2B2 An Bn
BiA; B:A; BuA,

d’ou

(1) ==*1.

On voit done qu’il existe deux espéces de polygones
circonscrits a (Q): ceux pour lesquels I'égalité (1) a lien
avec le signe + dans le second membre, ceux pour
lesquels elle a lieu avec le signe —. Je dirai que les
polygones de la premiére catégorie sont réguliérement
circonscrits ct que ceux de la deuxi¢me catégorie sont
(rréguliérement circonscrits a (Q).

Cela posé, considérons une quadrique (Q) et un po-
lygone Ay A, ... A, circonscrit (réguliérement ou non)
a cette quadrique. Soient toujours By, B,, ..., B, les
points de contact des cOtés successifs Ay Ay, Ay Ay, .

A,A,. On a

.oy

A1B| A2B2 .'A"Bn_n
(2) BIA? B2A3 Bn Al Y

¢ étant égal 3 =1 suivant que le polygone A A,...A,
est réguliérement ou ivrégulicrement civconscrit a (()).

Appelons Dy, D3, .., Dy, Dy (fig. 1) les droites
conjuguées par rapport a (Q) des droites B,B,,
B, B;, ..., BxB,: la droite D, passe par le point A;.

Les droites D, et D, , étant toutes deux situées dans
le plan Langent a (Q) au point B, se rencontrent en un
point C,. Les droites Dy, Dy, ..., D, sont ainsi les
¢btés conséculifs.d’un_polygone C,C,C,...C,_y, au-
quel est inscrit le polygone A Ay...A,. Je vais dé-
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montrer la relation

C/zAl Cl A2 Cn—l An — n
3 A AC, U TA,C, W

A cet effet considérons un point M, variable sur D,.
Joignons-le a By et soit M, le point de rencontre de

Fig. 1.

M, B, avec D,. Soit de méme M; le point de rencontre
de M, B, avec D; et ainsi de suite. Le point M, obtenu
sur D, étant joint a B,, la droite M, B, rencontre D,
en un point M|. Il est clair que M, et M| engendrent
sur D, des divisions homographiques dont A, est un
point double. Nous allons chercher a préciser davan-
tage la nature de la correspondance entre les points M,
et M. Pour cela on aura recours a la considération des
génératrices de la quadrique (Q). Ces génératrices se
répartissenl en deux syslémes, et je désignerai par G;
et G les génératrices passant par le point B; et appar-
tenant respectivement a ces deux systémes. G; et G;
renconirent la droite D; aux deux points d’intersection
; et a; de celte droite avec (Q); Gi_y et G}_, passent
- respectivement par a; et a;.
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D’aprés cela, si le point M, vient en a,, le point M,
vient en o, le point M, en o, et ainsi de suite. [l y a
maintenant deux cas a distinguer.

1° n est pair. Alors M étant venu en «,, M, vient
en a, el M| vient en ;. De méme, si M, vient en a,
M’ vient aussi en o). On voil donc que les divisions
homographiques engendrées par M, et M| ont Lrois
points doubles A, , et . Ceci ne peut avoir lien que
si ces divisions sonl confondues. Ainsi, lorsque n est
pair, M| se confond avec M,, quelle que soit la posi-
tion de ce dernier point. Autrement dit, il existe une
infinité de poligones avaut leurs sommets sur D,,
D, ..., D, et dontles cOtés passent respectivement par
les points By, By, ..., B,.

2° n est impair. Alors, si le point M, vient en «,,
M, vient en a, et M" en 2,. De méme, si le point M,
vient en o/, M| vient en 2,. On conclut de 14 que dans
le cas actuel M et M engendrent des divisions en in-
volution, définies par la conditon que A, est un point
double et que a; el &) sont un couple de points conju-
gués.

Lesecond pointdoublede I'involution est le point A,
conjugué harmonique de A, par rapport a a,a). M, et
M| éiant deux points correspondants quelconques, on a

AM MM
AM, AW,

En particulier, si A;M, et A;M] sont infiniment

petits, le second membre se réduit & — 1 et 'on a

A1 M’l ='—A.M1.

On peut donc énoncer le résultat saivant, valable
que n soit pair ou impair:

Si le point M, est infiniment voisin du point A,

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VIIL. (Juillet 1908.) 21
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le point M), obtenu par la construction indiquée plus
haut, est tel que l'on ait

(G) A(l\]’l:(——l)’I,AtI\h,

Il est maintenant facile de démontrer la relation (3).
Supposons toujours le point M, infiniment voisin du
point A, et appliquons le théoréme classique des trans-
versales au triangle A, G, \,, coupé par la transversale
M B;M,. au triangle \,C,A;, coupé par la transver-
sale M, B, M, et ainsi de suite. On a

MiAs Bids MoCy
M, C; B A, MaA,

Comme M, C, differe infiniment peu de A, C, et M, C,
ifiniment peu de A, Gy, on peut écrire

MyA, By A, ALG,

A.C, BA, Mya, D

o encore
CiAr  AyMy A B,
A.C, — AM; B/A,

De méme
CoAs  AM; AuB,

A.C, A M, BoA,)

“n l\u l\nMn An Ianl

Ay Gy - Ap—iMu—y By Ay ’

el enfin
C.A; _ A/M} AB,

A.C,  A,M, B,A,’

Multiplions ces relations membre a membre, en
tenant compte de (2) et de (§): 1l vient

C,L 1\| ClAg . Cu-lAn
A,C. t\zCz AnCIl

= (—1)"e,

ce qui est bien la velation (3) dont la suite montrera
Pimportance.
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3. Soient maintenant deux quadriques homofocales
(Q) et (Q). Par un point M de P'espace on peut leur
mener quatre tangentes communes MT,, MT,, MT,
et MT,, quisont les quatre génératrices communes aux
deux cones (S) et (S') de méme sommet M, circonscrits
respectivement a (Q) et a (Q'). Orces deux cones ont,
comme 'on sait, les mémes axes principaux, qui sont
les normales aux trois surfaces homofocales a (Q) et
(Q"), qui passent par le point M. Les symétriques de
P'une des tangentes communes, MT, par exemple, par
rapport a ces trois axes, sont respectivement MT,,
MT; et MT,.

Sil’on se donne a priorile couple des tangentes MT,
ct MT,, celui des axes principaux des cones (S) et (S')
par rapport auxquels ces langentes sont symétriques
est parfaitement déterminé, et il en est de méme de la
surface homofocale qui a cet axe pour normale. Nous
dirons que cette surface appartient au couple de tan-
gentes communes MT, MT,.

Cela posé, considérons un polygone A, A, ... A, cir-
conscrit a la fois aux quadriques (Q) et (Q'). Nous
désignerons par B,, B,, ..., B, les points de contiact
des colés avec (Q), et par B, B}, ..., B, les points de
contact avec (Q'). Soit (Q) la quadrique homofocale
3 (Q) et (Q'), qui passe par le point A, et qui appar-
lient aux langentes communes Ay A, et A{A,. Soient
(Qz), --+, (Qn) les quadriques analogues passant res-
pectivement par les points Ay, ..., A,.

Déplagons infiniment peu et d’une fagon quelconque
le point A, sur la quadrique (Qy). Soit M, sa nouvelle
position. Les points A,, A, ..., A, éprouvent, par
suite de ce déplacement, des déplacements infiniment
petits sur les quadriques correspondantes et viennent
respectivement en My, M, ..., M,. Le dernier c6té du
polygone, A A,, devient M, M), M’ étant infiniment
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voisin de A,. Nous allons chercher la relation qui existe
entre M, et M.

Remarquons tout d’abord que les plans tangents
menés aux quadriques (Q) et (') par les cOLés successifs
du polygone A A,... A, ont leurs traces sur les plans
tangents aux quadriques (Q,), (Q.), ..., (Qn) con-
londus deux a deux. Par exemple, les plans tangents
menés & (Q) par Ay A, et Ay A, (plans dont B, et B,
sont les points de contact) ont méme trace sur le plan
tangent a (Q,) au point A,. En cffet, A A, et A, A,
sont surle cone (S), circonscrita (Q) et de sommet Ay,
deux géndératrices symétriques par rapport a 'un des
axes principaux de ce cone. Les plans tangents a (S),
c'est-a-dire a (Q), menés par A, A, et Ay A, sontaussi
symélriques par rapport a cetaxe, el par suite ont leurs
traces surle plan principal perpendiculaire confondues :
or ce plan principal n’est aulre que le plan tangem
4 (Q), d’aprés la mauniére dont cette quadrique a é.é
choisie.

Les traces des plans tangents & (Q) aux points By,
B,, ..., B, surles plans tangents respectivement a (Q,),
(Qs)s -+, (Qn), aux points Ay, A,, ..., A,, forment
donc un polygone G, G, C,...GCp_y, qui donne lien,
ainsi qu’on 'a vu, a la relation (3) écrite plus haut.

Supposons maintenant que le déplacement infini-
ment petit Ay M, donné au point Ay soit dirigé suivant
C.C, (fig. 2). Il résulte de propriétés classiques que
AA, engendre alors un élémenl de surface dévelop-
pable dont le point central est le point B,. Le déplace-
ment correspondant A;M, du second sommet A, du
polygone est dirigé suivant C; C,. Mais cette derniére
droite est, comme on vient de le voir, dans le plan
tangent’a (Q) au point B,. AyA; va donc encore en-
gendrer un élément de surface développable, ayant pour
point central le point By, et ainsi de suite. Ainsi le
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fait que le premier c6té du polygone engendre un élé-
ment de surface développable entraine la méme pro-
priété pour tous les cotés suivants ().

Fig. 2.

Il résulte de la que le point A, ayant recu le dépla—
cement particulier Ay M, dont il s’agit, dirigé suivant
C, Gy, le point M/, sera aussi situé sur C, C,. Cherchons
maintenant la relation qui existe entre les longueurs
des segments A{M, et A,M] : Je calcul est en tous
points semblable a celui du numéro précédent.

M, M, pouvant étre considérée comme rencontrant
A, A; au point B\, on a, par le théoréme des trans-

versales,
MiAg BY Ay MoGr
M, C; B A, MyA,

ou, en négligeant des infiniment petits d'ordre supé-

rieur
’ MiA: BiAs ACy
A.Ci BiA; MyA; "

ou encore
AsM, _ C,A, BA,
A M, A C; A, B

(') M. Darboux fait cette remarque dans sa Théorie des sur-
Saces (t. II, p 289).
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De méme
AzMa CzAs B’z A,y
A.M,  A,C, A,B’
A, M, Choy Ay B, ,A,
AniMuy Ay 1Guoy Ay B, )
AM,  CuAy BN,
A,M, A,C, ALB,

En mulupliant membre 3 membre les égalités précé-
dentes, il vient, en tenant compte des relations (1)
et (3), ,

A = (e
¢/ ¢tant égal & == 1, cuivant que le polygone Ay A, .. A,
est régulierement ou irréguliévement circonscrit a la
quadiique (Q').

De méme, donnons au point A, le déplacement in-
finiment petiv A;N, dirigé suivanl la trace A, C| du
plan tangent a (Q') en B sur le plan tangent a (Qy).
L’extrémité du n'™¢ ¢61é du polygone viendra en N,
situé sur A\ N, et tel que I'on ait

AN

— = (—1)%ee.
N, (—1)ne

Donnons enfin a Ay le déplacement infiniment petit
quelconque A Py dans le plan tangent & (Q,). L'extré-
mité du n*ecoLé du polygone vienten P, Rapportons
les points Py et P auvanes \(Cy et A C/; soient ety
les coordonnées du premier point, ' et ¢ celles du
second; «’ el ¢ sont fonctions de u et ¢, ct, comme ces
derniéres variables sont infiniment petites, on peut
écrire

u=Au-+ By,
v/ = Cu+ Do,

A, B, C, D étant des coelficients que nous allons dé-
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terminer. A cet effet faisons ¢ = o; on doitalors avoir,
comme on a vu,

u'=(—1)ree u, v' = o,
d’ou I'on tre
A= (—1)"es, C=o.

On trouve de méme

B =o, D= (- 1)ree.
On a donc
u' = (—1)nee'u,

(5)

v = (—1)"ee'p.

Distinguons maintenant deux cas :
1° On a
(—r)res’ =—41.

Les relations (3) sont alors
W =u, o' =y,

Le point P est confondu avecle point Py. Ainsi, lorsque
’on donne au premier sommet du polygone un dépla-
cement infiniment petit quelconque dans le plan tan-
gent a (Qy), Pextrémité du dernier colé ne cesse pas
d’éire en coincidence avec ce premier sommet. On peut
ensuite donner 4 ce méme premier sommet un nouvean
déplacement infiniment petit, sans que le polygone
cesse d'étre fermé, et ainsi de suite. On voit donc
qu’il existe une infinité de polygones de n colés cir-
conscrits & (Q) et (Q) et ayant leurs sommets sur les
quadriques (Q,), (Q2), ..+, (Qn), 'un des sommets
pouvant occuper une position arbitraire sar la qua-
drique correspondante.
2° On a
(—1)ree' =—1.

Les relations (3) sont alors

'=— u, v'=—0y,
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et lc point P, est symétrique du point P, par rapport
a A,. Ainsi, quand on déplace arbitrairement le pre-
mier sommet du polygone, celui-ci cesse d’étre lermé.
Mais menons du point I”, une tangente communca (Q)
et (Q"), vencontrant e plan tangent & (Q,) en un point P
infiniment voisin du point Py, ¢t ainsi de suite. On
arrivera finalement a un point P, infiniment voisin du
point P, et & un point P, dont les coordonnées satis-
font aux relations

W=—u'=u, V'=—v'=0,

Le point P} est confondu avec le point Py, et I'on a
construil un I‘OI) one fermé de 21 cOlés, circonscrit
aux quadriques (Q) et (Q') et ayant ses sommets op-
posés situés deux a deux sur les quadriques (Qy),
(Qa)y - es (Q).

Ce polygone est réguliérement circonscrit a chacune
des quadriques (Q) et (Q'). En effet, les deux c6tés
opposés PPy, et PIP, touchent (Q), par exemple,
en deux points 3, et 8, infiniment voisins. Les deux
P PiB Piﬁ:
@l *)1*4—1 Ijl l+-l
le produit l lpl 'p:l étendu a tout le polygone a bien

l

vapports sont donc de méme signe, et

le signe +.

Ce polygone satisfail done a la condition examinée
dans le premier cas: le produit analogue a (— 1)"ee’
est pour lui égala + 1. On pourra donc construire une
infinité de polygones de 2" cOtés circonscrits a (Q) et
(®') et ayant leurs sommets opposés situés deux a deux
sur (Qy), (Q2); -+ 45 (Qn)-

‘o résumant les résultats de I'analyse précédente,
nous parvenons & ce théoréme :

Soient (Q) et (Q') dewx quadriques homafocales,
[Lun polygone de n cités circonscrit a la fois a (Q)
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et a (Q'), c un nombre égal & +1 ou a — v suivant
que Il est réguliérement ou irréguliérement circon-
serit a (Q), ¢ un nombie analogue relatif a (Q').
Soient (Qy), (Qa), -+, (Qu) n quadriques homofo-
cales aux deuzx premiéres, passant respectivement
par les sommets du polygone 11, chaque quadrique
appartenant aux deux cbtés qui se croisent au
sommel correspondant. Cela posé :

19 8¢ le produit (—1)ee’ est égal a + 1, il existe
une infinité de polygones de n cétés circonscrits a
(Q) et (Q') et ayant leurs sommets respectivement
sur (Q4),(Q2)s -+, (Qn), 'un des sommets pouvant
étre pris arbitrairement sur la quadrigue corres-
pondante.

2" St le produit (— 1)ree’ est égal a — 1, ilexiste
une infinité de polygones de 2n cétés circonscrits a
(Q) et (Q') et ayant leurs sommets opposés situés
deux a deux sur (Q,), (Q2), ..., (Qn). Le polygone
de n cotés d’ow ’on est partt doit étre considéré
comme un polygone de an cétés dont les sommets
opposés sont confondus deux a deux.

Par exemple, coupons les deux quadriques (Q) el
(Q') par un p'an quelconque. Soient C et (' les denx
coniques d’intersection ; construisons un triangle cir-
co 'scrit a la fois a G et (7 : ce triangle est réguliérement
circonscrit & chacune des quadriques (car un triangle
ne peut étre irréguliérement circonscrit d une quadrique
que si les points de contact des cotés sont cn ligne
droite, et cela exige que la quadrique soit un cone). Par
conséquent, le produit (—1)”ee’ est icl égal & —1, e,
si 'on considére les quadriques (Q,), (Q,), (Q3) passant
par les trois sommets du triangle, il existe une infinité
d’hexagones ayani leurs sommets opposés situés deux
a deux sur ces trois quadriques el circonscrits a (®) et
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(®"). Le triangle d’oti 'on est parti doit étre considéré
comme un tel hexagone ayant ses sommets opposés
confondus.

4. Il va sans dire que le théoréme démontré, élant
d’une nature essentiellement projective, s’étend & des
quadriques faisani partie d’an faisceau tangentiel. 11
faut seulement, (Q) et (Q') étant deux quadriques du
faiscean, définir ce quiil faut entendre par quadrique
du méme faisceau passant par un point M et apparte-
nant a un conple donné de tangentes communes a (Q)
et (Q')issues du point M.

Soient (S) et (§') les deux cones de sommet M cir-
conscrits & (QQ) et (()'). Les quatre généralirices com-
munes a ces deux cones, MT,, MT,, MT; et MT,, sont
les tangentes communes a (Q) et (Q') issues du point M.
Considérons deux de ces tangentes, MT, et MT, par
exemple. Le pole de leur plan par rapport & chacune
des quadriques (Q) et (Q') est dans le plan tangent &
Pane des trois quadriques du faisceau qui passent par M.
Cette quadrique, ainsi parfaitement déterminée, sera
dite appartenir au systéme des deux tangentes MT,
et MT,.

Dans le cas ou le faisceau tangentiel considéré est
un systéme de quadriques homofocales, on se rend
compte immédiatement de U'identité de la nouvelle dé-
finition avec celle qui a été donuée plus haut.

Remarquons que la démonstration du théoréme au-
rait pu étre donnée sans modification pour le cas général
ou les quadriques considérées appartiennent a un fais-
ceau Langentiel quelconque : en ellet, nous n’avons fait
intervenir aucune des propriétés métriques spéciales
aux quadriques homofocales.




