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[Qla]
ESSAI DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A UNE INFINITÉ

DE COORDONNÉES

(SUITE);

PAR M. M. FRÉGHET.

Nous avons montré dans notre premier article ( ' )
comment on pouvait étendre les définitions de la Géo-
métrie à un espace Q ainsi défini : chaque point x de
cel espace est déterminé par une infinité de coordon-
nées xt, x2, . . . qui sont des nombres réels quel-
conques tels que la série

soit convergente.
Deux points coïncident si leurs coordonnées sont

respectivement égales. La distance de deux points
(# , , x2, . . .) et (y{, y 2 , . . .) est la racine carrée de la
somme de la série convergente

En utilisant les définitions de M. Padoa, on trouve que
la droite qui passe par les points distincts a, b est l'en-
semble des points

x = ra -+- sb

(où r et s sont deux nombres réels tels que r-j-s = i),
c'est-à-dire dont les coordonnées sont

Xi— rat-hsbi (*' = i, 2, 3, . . . ).

(*) Voir ce même Recueil, mars 1908, p. 97.
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De même, le plan déterminé par les points non en

ligne droite a, 6, c est l'ensemble des points

x = ra -H sb -h te,

où /•, s, t s o n t t ro is n o m b r e s réels tels q u e l 'on ai t

/- -h 5 -t- t = i.

Définition d'un hyper plan. — En généralisant la
méthode de M. Padon, on est amené naturellement à la
définition suivante :

Soient a, b, c, d quatre points non dans un même
plan. Nous appellerons hyperplan abcd lJensemble
des points x tels qu il n existe aucun point y dis-
tinct de x vérifiant simultanément les conditions

(y, c) = (rr, c), (;-, d) — (a?, d).

Nous allons montrer que l'hyperplan abcd existe et
qu'il coïncide avec l'ensemble E des points x dont les
coordonuées peuvent s'écrire sous la forme

a v = rai-h sbt-^ / c , - h ud£ (i = 1 , 2 , . . . ) i

où /*, 5, £, 11 sont quatre nombres réels tels que

D'abord Thvpcrplan abcd existe, c'est-à-dire qu'il
comprend au moins un point, par exemple le pointa,
et de même les points 6, c, d.

ïoul point x de E est dans l'hyperplan, car, pour un
tel point, on voit facilement qu'on a

* - (a?, c)*] -h u[{y, d)*- (x, d)*] = {x,y)\



quel que soit le point y. Donc, si y ^ jr, il est impos-
sible que chacun des crochets soit nul.

Réciproquement, tout poin» de l'hyperplan est un
point de E.

Il revient au même de prouver que, si x n'est pas
dans E, on peut trouver un point y ^ x tel que les
conditions (y) soient remplies. Pour cela admettons
qu'on ait pu trouver un point h de E dont les coor-
données Af, /t2, •• • vérifient les conditions

et prenons pour y
y = 2 h — x.

Le point y ne peut coïncider avec x, puisque alors
h qui est dans E coïnciderait avec x qui n'y est pas.
On voit facilement que l'on aura

On a bien pour le point y

(^o)=(^«)
et de même

(y, b) = (*, 6), (y, c) = (ar, c), (7, rf) =JK, ^.

Démontrons maintenant l'existence du point h. II
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suffit de prendre

h t = d t + r ( a t — d t ) + s ( b t — d , ) -+- t ( c t — d t )

et de déterminer r, 5, t de façon qu'on ait

(9)

Car on aura

5 N ( /* , — xt ) ( b t — dt )

et, en permutant a, è, c, <:/, on retrouve les condi-
tions (8).

Or, pour satisfaire aux nouvelles conditions (9), il
suffit de prendre pour /*, s, t un système de solutions
des équations obtenues en remplaçant dans (9) h par
son expression, soient

a | '~* ) ] =O'
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Le théorème sera démontré si nous prouvons qu'on
peut résoudre ces équations. Nous allons faire \oir
pour cela que, les points a, è, c, d n'étant pas dans le
même plan, le déterminant A des coefficients de r, s, t
est différent de zéro. Or, ce déterminant A est la limite
pour n infini du déterminant

(«1-*)(**--*)

D'après la règle de multiplication des matrices, on
iit que Aw peut encore s'écrire

avec
al—dl

bt — dt

Ci — dt

ak—dk

— dj

— dj

où Ton prend pour /, j \ k successivement toutes les

combinaisons possibles des nombres 1 ,2 , . . . , n trois

à trois.

On a donc

et

Si A était nul, on aurait D; jy ?#=o, quels que soient
h j \ k\ o n pourrait alors trouver trois nombres #, ^7 w
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non tous nuls tels que l'on ait, quel que soit if,

i— dt) -

ou
vb(-\- wei

c'est-à-dire que les points a, 6, c) d seraient dans un
même plan contrairement à notre hypothèse. Ainsi, il
est démontré qu'un hyperplan abcd est l'ensemble des
points x dont les coordonnées sont de la forme

Chaque point de cet hyperplan est déterminé par les
trois nombres réels indépendants X, JJL, V et varie de
manière continue avec ceux-ci. De sorte que cet hyper-
plan est un espace à trois dimensions. Nous allons
montrer que cet espace jouit de propriétés entière-
ment analogues à celles de l'espace ordinaire, c'est-
à-dire de l'espace euclidien. Autrement dit, nous
allons prouver qu'on peut faire correspondre point
par point un hyperplan quelconque et l'espace eucli-
dien, de façon que les figures correspondantes aient le
même nom et que les longueurs correspondantes soient
égales.

Four cela, montrons d'abord que l'on peut toujours
trouver dans un hyperplan trois droites concourantes
rectangulaires deux à deux. En effet, soit l'hyper-
plan abcd. Prenons ab pour l'une des droites cher-
chées ; on pourra, d'une infinité de manières, déterminer
un point de l'hypei plan

(a — d)-+- p(b — cO-h v'(c — d),

tel que db' soit perpendiculaire à ûfa» II suffit que l'on



ait

-f-

Ceci fait, on pourra encore choisir un point c' de
l'hyperplan tel que de' soit perpendiculaire à rfa et
db'. Il suffît de prendre

c'= d -±- l"(a — d)-±- [j."(b'—d)-^wfr(c= d)y

avec

et Ton pourra toujours lirer V el JJ." de ces deux rela-
tions.

En définitive, on voit qu'en remplaçant au besoin b
et c par b' et c', on pourra toujours supposer l'hjper-
plan défini par quatre points a, 6, c, d tels que les
dioile<5 da, db, de soient rectangulaires deux à deux.

Ecrivons alors les coordonnées d'un point x quel-
conque de l'hyperplan abcd sous la forme

en posant

Si ^r' est un autre point de Thjperplan, de coordonnées



on aura, puisque ad, bd, cd sont rectangulaires,

(x, x') = / ( X - X')*-h(Y — Y')2-h(Z — Z')«.

On voit maintenant que, si l'on se donne dans l'espace
euclidien trois axes de coordonnées rectangulaires,
on pourra faire correspondre à tout pointa? de l'hyper-
plan abcd un point P de cet espace ayant X, Y, Z pour
coordonnées rectangulaires, et réciproquement. De
plus, cette correspondance uniforme et réciproque est
une application de ces deux espaces en ce sens que
les distances de deux points correspondants sont con-
servées.

Alors nous voyons qu'à un point de l'Iiyperplan cor-
respond un point de l'espace euclidien et cela de telle
manière que, si deux couples de points de Thvperplan
sont superposables (c'est-à-dire si leurs distances sont
égales), les deux couples correspondants de l'espace
euclidien sont superposables. Gomme, d'une part, les
seuls symboles non définis de M. Padoa sont point et
couples supe/posab/es, el que, d'autre part, ses défi-
nitions appliquées au cas de l'espace euclidien con-
duisent à la géométrie ordinaire, nous pouvons en
conclure que les figures correspondantes de l'hyperplan
et de l'espace euclidien porteront le même nom.

En d'autres termes, la géométrie de Vhyperplan
est identique à la géométrie euclidienne.

Il \ aura toutefois lieu de n'appeler sphère dans un
hyperplan que la parlie d'une sphère de l'espace Q qui
est située dans cet hyperplan, de même qu'on appelle
cercle la partie d'une sphère située dans un plan.

En généralisant la méthode précédente, on verrait
que la géométrie de l'espace à n dimensions telle
qu'elle est habituellement développée est identique à
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la geometrie dans l'ensemble des points x de l'espace û,
tels que leurs coordonnées soient de la forme

où a(l), . . ., a<"+IJ sont des nombres réels assujettis
seulement à la condition

_ . . . -4- a(/n-l) =

et où aSK\ . . ., aifi+i) sont /i -f- 1 points dont les coor-
données ne vérifient pas une relation linéaire et homo-
gène à coefficients constants non tous nuls, telle que

Application de l'espace Ü sur lui-même. — Nous
allons chercher maintenant à déterminer ^application
la plus générale de l'espace Q sur lui-même. Nous
appellerons ainsi une transformation ponctuelle uni-
forme de l'espace Q telle que la distance de deux points
quelconques soit conservée dans la transformation.
Une telle correspondance sera, en particulier, une
transformation continue, puisque, si la dislance d'un
point M^ à un point fixe M tend vers zéro, la distance
du point 1VT correspondant à M^, au point M' corres-
pondant à M, tendra aussi vers zéro.

Nous allons démontrer que l'application la plus
générale de Q sur lui-même se représente analyti-
quement par la transformation orthogonale la plus
générale, suivie de la translation la plus générale.

Appelons Tx le point correspondant à x dans une
application de Q sur lui-même, en sorte que ses coor-
données seront

U faudra que, quels que soient les points x et y de Q,



on ait

En particulier, quels que soient X X', on aura

-+- \y x -+- A' y

Cette dernière quantité, d'après la définition de la
distance, est identiquement égale à

X'—X
(1 - f -X ) ( i - t -X')

On aura donc

( x+ly
1 j _— , 1
\ 1 -H A

_ _ j 1 —:— y _
1 H- X' / \ 1 -+- X I -4- X'

En particulier, en posant z = x -h \y,

IH -X
(Tx, Ty).

En ajoutant ou retranchant, on a

±(Tz, Tx) ±(Tz, Ty) = (Tr, 1».

Or, nous avons vu ( ' ) que cette égalité n'a lieu que si

z est sur la droite qui joint les points rTx, Tj^\ Alors

et l'on a

(T*,T;r) =

(Tar,

( l ) Article précédent, p. 104.



D'où, en comparant avec les expressions précédem-
ment obtenues,

X
i - h X I - h [L

I

i - f -X

I

I -4 -H

ce qui donne X = JJL et, par suite,

x -+- \y __ Tx -h X Ty
1 — • r y

i -h X i -h X

quels que soient le nombre X et les points x, y.
Ainsi, toute droite se transforme en une droite.
Pour simplifier, nous allons maintenant réduire Tx

à une forme plus simple. Posons

On aura

To = a et \J x = Tx — a.

U0=o,

on est ramené au cas d'une application qui laisse l'ori-
gine fixe. On aura encore

(10) u . , / —

En particulier, pour y = o et X = i,

ceci ayant lieu quel que soit p. L'égalité (io) devient
donc

et pour \ = i

(12) \]y.

D'une manière générale, on tire de (i i) et (12)
l'identité
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quels que soient les quantités X, p., v, p, . . . et les
points x} y, z, t, . . . en nombre fini.

De celte identilé fondamentale on peut maintenant
conclure que 1rs coordonnées de Tx sont des fonctions
linéaires de celles de x. En eHVl, on en tire d'abord

( l 4 )

a{{), . . . , ci^} étant des points bien déterminés par la
transformation U et x(/r> le point de coordonnées x{,

D'autre part, si x est le point de coordonnées xt1

x2) . . . , Xk, Xk+X, . . . , on a

(U.T,

Alors

\Vhx-Vhxi*>\

= [U:r, Ux{k)

Lorsque h est fixe et k croît indéfiniment, on voit
qu'on aura

En combinant les égalités ( i4)c t ( i5) ,on en conclut :
i° Que la série

est convergente quel que soit h\
2° Que l'on a

Tx = a -+- a^Xx -h a(2)rrs-+-.. .-+- a{k)x/c -*-. ..

avec

a = T o , a t i ' s T / ^ - T ü , ..., a « w = T r « - T o . . . .
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iïk) désignant Je point dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf la kième qui est égale à i.

Ainsi Tx e*>l une transformation linéaire déterminée ;
mais cela ne suffit pas encore, les coefficients ne sont
pas quelconques.

On a, en effet,

(aW, o ) = ( U t ^ , U o ) = ( i™, o) = i ,

(flW, a**'* ) = (U *™, U «U'J ) _ (HA)f £lk'))= 2 s l k ^ k'.

Or, on a

= [a\k) — af »]= [a\k) — a

On a donc en définitive

1 si /r = A".
(16)

Je dis maintenant que le système des nombi es ak
h est

complet, c'est-à-dire qu'il n'existe aucun point z de
coordonnées zK, z2, . . . lel que l'on ait

quel que hoit A, z étant fwe. En effet, on aurait alors

Donc

Ainsi la transformalion T x peut se décomposer en
deux :

i° Une transformation orthogonale complète,

c'cst-à dire une transformalSon linéaiie dont les coef*-
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ficients forment un système complet satisfaisant aux
conditions (16);

2° Une transformation de Ja forme

(où a est un point fixe) et que nous appellerons une
translation. Réciproquement, le produit de deux telles
transformations esl une application de l'espace ù sur
lui-même. Il suffit de démontrer que les dislances sont
conservées. Or, ceci est évident pour la translation.
En ce qui concerne la transformation orthogonale,
M. Hiesz a démontré ( ' ) que, quels que soient \e>
nombres a^\ pourvu qu'ils forment un système com-
plet satisfaisant aux conditions (16), les équations
linéaires

(17) X / i =

admettent toujours, lorsque ^ X J converge, un sys-

tème unique de solutions tel que ^ # * converge et

donné par les formules

( 1 8 ) 3?A=

et Ton a de plus

De la dernière remarque on déduit que

quels que soient les points x1', x"'. En effet, on a

(l ) Sur les systèmes orthogonaux ( Comptes rendus du 18
mars 1907).
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et alors il suffit d'appliquer l'égalité (19) à

x == x'— x".

De plus, l'énoncé précédent montre que la transfor-
mation inverse est aussi uniforme. Enfin, lorsque X, ,
X2, . . . sorrt tous nuls sauf X/,,= i, les égalités (18)
donnent

j?i = «i l ) , x.2=a{
hf\

et les égalités (17) donnent alors

i si h = h',

o si h ^ h'.

Ensembles de points. — Nous avons observé que
la quantité (a, />), définie pour deux points quel-
conques a, 6, satisfait aux deux conditions suivantes :

i° (a, b) = o, si a, & coïncident et seulement dans
ce cas ;

2° On a, quels que soient a, #, c,

(a, b)^(a, c) -h (c, 6).

Elle jouit donc des propriétés qui nous ont servi à
caractériser dans notre Thèse Y écart de deux élé-
ments ( ' ) . L'espace Q forme donc une classe (E) (2) .

On dira qu'une suite a^\ a(2), . . . de points de Q a
une limite a, s'il existe un point a de Q tel que (a, a{n))
tende vers zéro quand n croît indéfiniment. Il est
nécessaire pour cela que la coordonnée de a1") d'un
ordre déterminé tende vers la coordonnée de même
rang de a, mais ce n'est pas suffisant.

(1 ) Voir ma Thèse : Sur quelques points du calcul fonctionnel,
p. 3o. Paris, Hermann.

<2) Loc. cit., p. 3o.



( 3o4 )
Je dis maintenant que l'espace Q forme une classe

normale (* ).
Il suffit pour cela de démontrer les deux propriétés

suivantes :
i° On peut généraliser dans ù le théorème de

Cauchj sur la convergence d'une suite. Autrement
dit, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
suite de points de Q, a(1), a(2}, . . ., ain\ . . ., ait une
limite est que, quelque soit e > o, on puisse trouver
un entier n tel que l'on ait, quel que soit l'entier /?,

(«<">, «<«•+•/>>; < z.

La condition est nécessaire; car, s'il y a une limite

a, on aura, pour q^> n — i ,

et, par suite,
- -\— = e.

Réciproquement, si la condition est vérifiée, on a la
même condition pour les coordonnées dt; rang déter-
miné t, puisque

Donc, pour chaque valeur de i la suite a\K\ a[2\ . . . ,
a("\ . . . est convergente. Soit ai sa limite; il faut
d'abord montrer que 2»al converge. Or posons

On a, quels que soient i et/?,

( l ) Loc. cit., p. 23. La proposition actuelle a été énoncée sans
démonstration par M. Riesz, loc. cit., sous la forme qu'on obtient
en prenant comme éléments, non des points, mais des fonctions.
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Laissons /, n fixes et faisons croître p indéfiniment;
on aura

(20) [a(
t">— ajp-f-.. .-h \a\n) — a/]*< e*;

donc

pour i quelconque.
Ainsi, la série

est convergente; il en est donc de même de la série

[o>Vl) -+• aV° ]2 -+-... H-l toiw) -h <4"> ]* -H...,

c'est-à-dire de la série

La suite a , , a2 , . . . définit bien un point de Q. De

plus, l'inégalité (20) ayant lieu quel que soit /, on a

(a*»*, a) = y/[a(/4) — a, ]2 H-...-4- [a</'> — a,- ]2 -t-... < e;

la suite a n ) , Ö((2), . . . a bien pour limite le point a.

20 La classe des points de Q est séparable. Autre-

ment dit, on peut trouver une suite infinie dénom-

brable S de points de Q, A ( l \ A<2), . . . , A<">, . . . , telle

que tout point de Q puisse être considéré comme la

limite d'une suite A W , A W , . . . , A(^»}, . . . convena-

blement extraite de la suite S.

En effet, si l'on se donne une suite de q nombres

rationnels d'un signe quelconque suivis d'une infinité

de zéros,

a,, a2, , . . , a7, o, o, . . . , o, . . . ,

la somme de ses carrés es! convergente ; elle définit donc

un certain point a de Û. Je dis que Ton peut prendre

Ann. de Walhémat., 4e série, l. VIII. (Juillet 1908.) 20
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pour suite A f l ), A(2), ... l'ensemble 2 de tous les points a
obtenus en donnant à q toutes les valeurs possibles. Il
est d'abord évident que tout point de Q peut être con-
sidéré comme limite d'une suite extraite de 2. En effet,
quel que soit q et quel que soit le point a de Q, je
pourrai toujours choisir un point a ^ de 2, dont les
coordonnées a(^\ . . . , a(y), o, . . . vérifient les condi-
tions

| a / _,<»>|<£, ..., | „,,_*;;/>, < 1 ,
d'où

' o2 \ 22 * * i2 ' a2 \

quantité infiniment petile lorsque ^ croît indéfiniment.
JJonc a est bien la limite d'une suite de points extraite
de S :

a ^ , a < * > , . . . , « ( ^ , . . . .

Il faut encore montrer que l'on peut ranger tous les
points de S en une suite infinie. En effet, appelons 2^
l'ensemble des points de 2 dont loutes les coordonnées
sont nulles à partir du rang q -\- i inclusivement. Il est
facile de voir qu'on peut ranger tous les nombres
rationnels en une suite dénombrable (4)

cu c2, . . . , cn,

Alors les coordonnées .d'un point quelconque de 2^
peuvent s'écrire sous la forme

c / , , c , a , • • • > c l i f , o , o ,

(') Voir, par exemple : BOREL, Leçons sur les /onctions de va-
riables réelles, p. 2.



Un point quelconque Al de Hq est donc déterminé
par q indices entiers; on peut le désigner sans am-
biguïté por la notation M , t , ; or on sait (*) que,
dans ces conditions, l'ensemble 2V est dénombrable.
Par suite, l'ensemble S qui est un ensemble dénom-
brable d'ensembles dénombrables de points est aussi
un ensemble dénombrable de points. De sorte qu'on
pourra ranger ses éléments en une snile infinie de
points A<*>, A<2>, . . . , A<«>,

Ensembles compacts. — Cherchons maintenant à
quelles conditions un ensemble de points de û sera
compact, c'est-à-dire tel qu'on puisse extraire de
toute infinité de points de cet ensemble au moins une
suite convergente. Si les points de Q n'avaient qu'un
nombre fini de dimensions, il suffirait que l'ensemble
se trouve dans un domaine limité, c'est-à-dire que les
coordonnées de ses points restent comprises entre des
limites finies. Ici, la condition n'est plus suffisante. Or,
si l'on veut généraliser la théorie des ensembles, la
notion d'ensemble borné n'a pins aucune importance
dès qu'elle ne coïncide plus avec celle d'ensemble
compact. Tl est donc essentiel de trouver la condition
suffisante.

J'avais énoncé sans démonstration cette condition
dans les Comptes rendus.

Pour qu'un ensemble E de points de Ü soit compact,
il faut et il suffit :

i° Que les coordonnées (as, a2, . . . , an) d'un point
de cet ensemble restent comprises entre deux nombres
fixes, indépendants du point;

2° Qtte, quel que soit e > o, on puisse trouver un

( l ) Loc. cit., p. 2.
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entier n tel que l'on ait

(«„-M)*-4- (ffn

pour tout point de l'ensemble, n gardant la même
valeur.

On peut réunir ces deux conditions dans la suivante :
il faut et il suffit qu'il existe une suite de nombres
fixes convergeant vers zéro, M4, M2, . . . . Mn, . . . ,
tels que Von ait pour tout point de Vensemble et
quel que soit n

Démontrons d'abord que la condition est suffisante.
Considérons une infinité I de points de l'ensemble E.
Je dis que I possède au moins un élément limite. En
effet, les coordonnées de rang i des points de T sont
toutes comprises entre —M, et -f- M, ; on peut donc
extraire de I une suite I, de points

a«\ aï*\ at*\ ...

dont la suite des coordonnées de rang 1 est convergente.
En procédant de même dans I,, on formera une suite I2

de points de l o

#*>, b<*\ b^\ ...,

dont les coordonnées de rang 2 ont une limite. On for-
mera de même une suite I3 prise dans ï2,

c ( l ) > c ( f ) > c ( 3 ) f . . M

dont les coordonnées de rang 3 ont une limite, etc.
Alors la suite S de points

a < » > , b W , c < * > , . . .

sera extraite de 1 et ses coordonnées d'un rang déter-
miné p auront une limite OLP quel que soit/?. Je dis que
les nombres ccp peuvent être considérés comme les



coordonnées d'un point a de Q et que ta suite S a pour
limite a. En effet, désignons par "k{t

{
l\ \{"\ • • • ^es coor-

données du rtième point, Vn\ de la suite S. On a, quels
que soient m, n et /?,

Si Ton fait croître n (m el p restant fixes), on aura

quels que soient m el p; donc, quand p croît, le pre-
mier membre croît (ou ne décroît pas) en restant borné.
Par suite, la série

af -+- al -+-.. .-h<xfn-i-. ..

est convergente et l'on a même, quel que soit m,

Ainsi a,, a2, . . . sont les coordonnées d'un point a
de Ü. De plus, on a toujours, quel que soit n,

[ <w t - X}»!, ]* -H [a/M+î - X -̂2 ]2 -+-...

Soit alors e un nombre donné; on pourra prendre m

assez grand pour que l\m"m<^—\ m étant ainsi fixe,

on pourra choisir un nombre q tel que l'inégalité n> q

entraîne

' f 2 /n ' ' n m im

On aura donc, pour n > ^,

Ainsi la suite Xfi), X(2), . . . extraite de I tend vers un
certain point a d e Q.

Prouvons maintenant que la condition est nécessaire.
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Je dis d'abord que les coordonnées d'un rang déter-
miné quelconque des points d'un ensemble compact E
ont une limite supérieure pour chaque valeur de ce
rang. En effet, dans le cas contraire, il y aurait un
rang p tel qu'on puisse extraire de E une suite S de
points a^\ a(2), . . . dont les coordonnées de rang p
croissent indéfiniment. Alors, il serait manifestement
impossible d'extraire de S une suite de points ayant
une limite.

Montrons ensuite que, quel que soit e > o , on peut
trouver un entier n tel qu'on ait pour tout point
( a o a2, . . ., an, . . .) de E

( a , + , ) 2 + ( ^ 4 - 2 ) 2 + - . . ^ -

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver

une valeur de e et une suite de points a ( l ) , a ( 2 ) , . . . de

E tels qu'on ait

quel que soit n, et, comme l'ensemble est supposé com-
pact, on peut admettre que cette suite est convergente
en la remplaçant au besoin par une suite convenable-
ment extraite d'elle-même. Soient alors (a t , a2, . . . )
les coordonnées du point limite; on pourra prendre q
assez grand pour qu'on ait

^ et («„)* -f-

pour n> q.
Alors

S*7 +2(oW,a)i<- + - =e.

Contrairement à l'inégalité (21).



Au moyen des théorèmes précédents, on peut appli-
quer à l'espace Q les résultats généraux de ma Thèse et
démontrer par exemple que tout ensemble fermé de
points de Q est la somme d'un ensemble dénom-
brable et d'un ensemble parfait ou nul sans élé-
ments communs ( '). De même aussi, pour que de
toute famille V Indénombrable ou non) d1 ensembles \
tels que tout point d'un ensemble déterminé E de
points de Q soit intérieur au sens étroit à au moins
Vun d'euxy on puisse extraire un nombre fini d'en-
sembles I formant une famille G jouissant de la
même propriété que H, il faut et il suffit que E soit
un ensemble compact (2) et fermé (3).

Appelons aussi fonction de points de Ü une fonc-
tion dont la valeur est déterminée en chaque point
de û. Nous pourrons dire que la fonction F(#) est
continue pour x = a si F(x) tend vers F(a) quand
x tend vers a.

Alors toute fonction continue dans un ensemble
compact et fermé de points de Qy atteint son maxi-
mum (4).

Et aussi : Pour que des fonctions continues dans
un même ensemble E compact et fermé de points
de Q soient telles que de toute suite de ces fonctions
on puisse extraire une suite uniformément conver-
gente, il faut et il suffit que ces fonctions soient en
tout point de E bornées et également continues (5).

En particulier, appelons fonction au plus du pre-

( l ) Voir ma Thèse, p. 27.
(3) Voir plus haut la définition d'un ensemble compact.
(3) Loc. cit.y p. 26.
(4 ) Loc cit., p. 9.
(•) Loc. cit., p. 3o,
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mier degré(«) une fonction continue dansQ telle que
la quautité

<P() &() Q(x -\-y)

soit indépendante de x et de y.
Nous allons chercher son expression générale. Pour

cela, posons

F(x) sera une fonction continue telle que

F(a?)H- F(^)— F(a?-+-^) = o.

O n voit f ac i l emen t (jue

¥{cx) = c¥{x)

si c est un nombre rationnel, d'après la méthode bien
connue de Cauchj. Or, si c tend vers un nombre irra-
tionnel c', F(cx) tendra vers F(cfx), puisque la fonc-
tion est continue; donc l'égalité a lieu quel que soit
le nombre réel c. On en déduit facilement que, quels
que soient les nombres réels c4, c2, . . . , cn et les points

a?(/i), on a

.-H c„xM) = ciF(xM) -+-.. .-4- c

Alors, si l'on appelle i(h) le point dont la coordonnée
d'ordre k est égale à i, les autres coordonnées étant
égales à o, et x^ le point dont les k premières coor-
données x{y .r2, . . . , Xk sont celles du point x7 les
autres étant égales à o, on aura

F(3rW) = F(Xii^-h xtiW-h...

( l ) Cf. MAURICE FRÉCHET, Sur les opérations linéaires (Trans-
actions of the American mathematical Society, 1904, p. 49SÎ
i^oS, p. \Z\\ 1907. p. 433).
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En posant

on a

Or, Nestlé point limite de#(A) ; donc /*, xK -f-.. .-h
tend vers F(x).

Ainsi, la série

est convergentequeîs que soientles nombres#0 x^ ...,
pourvu que S^?| converge. ïl faut et il suffît pour qu'il
en soit ainsi que la série 2w£ converge. On a alors

= uo-+-

Réciproquement si uQ, «,, . . . sont des nombres
réels tels que 2(w*)2 converge, la série

u0 -+- ux xx -4- . .

converge vers une fonction du premier degré dans Q.
De même, appelons fonction au plus du second

degré dans Q une fonction W(x) continue dans Ü et
telle que la quantité

-4-*) -

soit indépendante de xy y, z.
En posant

on aura
G(o7 -hy -h ̂ ) - G(^ -h JK) - G (^ -h z)

avec

On tire de la deuxième relation G(o) = o? eten fai-
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sant z = — x — y dans la première,

G(o)-G(-z)-G(-x)-G(-y)
-+-G(a?)H- G(y)-+-G{z) = o,

d'où

Ainsi G(x) est une fonction au plus du premier
degré, telle que G(o) = o; elle est donc de la forme

G ( x ) == u\ xx -+- «2 xi •+• - • -1

la série Hu2
{ éhint convergente. Posons maintenant

H (a?) == W(x) — G(x) — V(o).

On aura encore

(22)

H(o) = o;

mais cette fois

Faisons dans (22)y = x, z — — x; on aura

On voit qu'on a H ( c r ) = c2H(^?) pour c = o, 1,2. Il
est facile de montrer que, si l'égalité est vraie pour
c = o, 1, 2, . . . , /?, elle est vraie pour c = AI -f- 1 ; il
suffît pour le voir de faire dans (22)

yzszx, z = (n — i)a\

Ensuite, on démontre par Ja mélhode bien connue
de Cauchy que l'égalité

= c*H(x),

ayant lieu pour tout nombre entier, a lieu pour tout
nombre rationnel, puis pour tout nombre réel.



Soit maintenant a un point déterminé de Q ; la quan-
tité

V(af,tf)sH(j + a ) - H (a*) —H (a)

est une fonction de x bien déterminée et continue
dans Q, et Ton a, en tenant compte de (22),

, a) — VO, a) — Y (y, a) = o et V(o, a) = o.

Donc V(#, a ) est une fonction homogène du pre-
mier degré par rapport à x. D'où, quels que soient les
nombres réels cs, c2, . . . , cn et les points x^K\ x^2), . . .
deQ,

V(X, a) = c.V^C'aU-. . .-h c» V(a?^, a),

avec

Ceci a lieu quel que soit le point a\ alors, comme
V(*W, a) = Y (a, *W), on aura

V(X, X) = Cl V(X, ^ ) - f . . . +

= c, [c , V(3T<", ^ { i ; ) -h c2 V(a?<*\ ^ ( 1 )) -h. . . ] -h . . .

1

D'autre part,

V(X, X ) = \l{iX) - H ( X ) — H(X) = a H ( X ) .

D'où, en définitive,

)J! '
En particulier, avec les notations employées plus

haut,
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avec

_ - H ( « < * > ) —

Les UHJ sont des constantes déterminées quels que
soient les entiers h, j et telles que Uhj:== ̂ j,h-

En passant à la limite, on voit que la série

doit converger quel que soit le point x de ù de coor-
données xK, x2i . . . , et la limite est H (.a?).

De sorte qu'o/i obtient enfin Vexpression générale
des fonctions du second degré au plus dans Ü sous
la forme

La méthode peut s'étendre aux fonctions du troi-
sième degré, etc.

Application à la théorie des fonctions. — M. Riesz
et M. Fischer ont démontré que la condition nécessaire
et suffisante pour qu'une suite infinie de nombres
réels tf|, #2i ••• représente la suite des coefficients de
Fourier d'une fonchon d'une variable réelle sommable
et de carré sommable est que la série

soit convergente. Donc à tout point de Q correspond
une telle fonction avant pour coefficients de Fourier
les coordonnées du point, et inversement. Il faut re-
marquer que la fonction n'est déterminée que sauf
peut-être pour tin ensemble de valeurs de la variable
de mesure nulle. Mais, si parmi les fonctions ayant des
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coefficients de Fourier donnés, il existe une fonction
continue, il n'en existe pas deux.

Ceci étant, on voit que tous les théorèmes énoncés
plus haut s'expriment en prenant comme éléments,
non des points, mais des fonctions.

Au lieu de dire qu'un pointa^ tend vers un point b,
on dira qu'une fonction fn converge en moyenne vers
une fonction ƒ et cela voudra dire que

I
tend verso. Il suffit pour cela quet/'w(jr) converge uni-
formément vers ƒ(#), mais ce n'est pas nécessaire.


