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[Q1a]
ESSAI DE GEOMETRIE ANALYTIQUE A UNE INFINITE
DE COORDONNEES

(SUITE )

Par M. M. FRECHET,

Nous avons montré dans notre premier article (1)
comment on pouvait étendre les définitions de la Géo-
métrie a un espace Q ainsi défini : chaque point z de
cel espace est déterminé par une infinité de coordon-
nées xy, £y, ... qui sont des nombres réels quel-
conques tels que la série

e o g S R ST

soit convergente.

Deux points coincident si leurs coordonnées sont
respectivement égales. La distance de deux points
(1, Z2y «+-) €L (¥1, ¥a, ...) est laracine carrée de la
somme de la série convergente

(2 — Y1)+ (e — Yo+ o+ (B —yp)i+. ...

En utilisant les définitions de M. Padoa, on trouve que
la droite qui passe par les points distincts a, b est 'en-
semble des points

x=ra-+sb

(ou r et s sont deux nombres réels tels que r +s =1),
c'est-a-dire dont les coordonnées sont

ri=ra;+ sb; (i=1,2,3,...).

(') Voir ce méme Recueil, mars 1908, p. 97.
Ann. de Mathemat., 4* série, t. VIII. (Juillet 1go8.) 19
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De méme, le plan déterminé par les points non en
ligne droite a, b, ¢ est 'ensemble des points

r=ra+sb+tc,

ou r, s, t sont trois nombres réels tels que 'on ait

r+s—+=t=1u.

Définition d’un hyperplan. — En généralisant la
méthode de M. Padoa, on est amené naturellement a la
définition suivante :

Soient @, b, ¢, d qnatre points non dans un méme
plan. Nous appellerons hyperplan abed !’ensemble
des points x tels qu’il n'existe aucun point y dis-
tinct de x vérifiant simultanément les conditions

(.77“):(7'7a>7 (}”b)=($»b)

7)
( ()’76) =(.T,C), ()',d):(.z‘,d)‘

Nous allons montrer que l’hyperplan abced existe et
qu’il coincide avec ensemble E des points x dont les
coordonnées peuvent s’écrire sous la forme

xi=ra;+ sb;+ tc;+ ud; (I=1,2,...),
ol ry s, t, u sont quatre nombres réels tels que
r+s+t+u=I.

D’abord I'hyperplan abed existe, c’est-a-dire qu'il
comprend au moins un point, par exemple le point a,
et de méme les points b, ¢, d.

Tout point x de E est dans ’hyperplan, car, pour un
tel point, on voil facilement qu'on a

ri(y,a)—(z,a)]+s[(y, b)*— (=, b)*]
+ t{(yy e — (@, ]+ ul(y, d)— (2, )] = (2, 5)?,
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quel que soit le point y. Donc, si y 3£ x, il est impos-
sible que chacun des crochets soit nul.

Réciproquement, tout point de 'byperplan est un
point de E.

Il revient an méme de prouver que, si z n’est pas
dans E, on peat trouver un point y £ x el que les
conditions () soient remplies. Pour cela admetions
qu’on ait pu trouver un point 4 de E dout les coor-
données Ay, Iy, ... vérifient les conditions

‘ Z(hi’— a;)(hi—z;) =2(hi‘- bi)(hi— ;)

(8) =2("i~€i)(ﬁt—xz‘)
= Y (hi—di)(hi—z) =0
(i=1,2,...)
et prenons pour y

y=2h—2

Le point y ne peut coincider avec z, puisque alors
h qui est dans E coinciderait avec z qui n'y est pas.
On voit facilement que 'on aura

(}’,a)’—(zy a)? = 2(}’[—"-.1?[—“ za,)(yi—zi)
=42(h,<—a,-)(h,~-——x,-)=o.

On a bien pour le point y

(.77 a)= (zv a)
et de méme

(.}/b):(x’b)7 (.}’10)2(%0)' (}’yd)=}'.d

Démontrons maintenant lexistence du point 4. I
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suffitde prendre

hh=d+r(a,—d)+s(b—d)+tlc,—d) (i=r1,2....)

et de déterminer r, s, ¢ de fagon qu’on ait

[ Dk wa—d) = ¥ (=2 (bi— d)
(9)
’ ? = Y (h—a)(ei—d) =o.

Car on aura

Z(h[_al)(hl—— r,) = (I‘—I)E(h,——:r,)(a,—d,)

+s2(hl—x,)(b,— d,)

+t2(h,——x,)(c,—— d,))=o,

ct, en permutant @, b, ¢, d, on retrouve les condi-
Lions (8)

Or, pour salisfaire aux nouvelles conditions (g), il
suffit de prendre pour r, s, t un systéme de solutions
des équations obtenues en remplagant dans (g) A par
son expression, soient

- :E(a,—dl)—'] +s[2(b,—d,)(al—dl)]
e :2(6,_61,)(@* d,)j + [E(d,—-ar,)(a,#d,)] =o,

r [Em,—d,»(b,_d,ﬂ +s[2(b,—dz)’]

~

4t :2(0,——({,)([),-—d,)] + [E(d,—z,)(b,—d,)] =0,
, :Z(a,—d,)(c,—d,)j +s[2(b,—d,)(c,—-d,)]
“+t ~2((:,-——(1,)7] -+ [E(d,—m,)(c,—d,)] = 0.
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Le théoréme sera démontré si nous prouvons qu’on
peut résoudre ces équations. Nous allons faire voir
pour cela que, les points @, b, ¢, d n’élant pas dans le
méme plan, le déterminant A des coefficients de r, s, ¢
est différent de zéro. Or, ce déterminant A est la limite
pour n infini du déterminant

D (a—dy Dbi—dya—d) ¥ (e—d)a—d,)
1 1 1

Ay = i(a,—d,)(b,—d,) i(b,—d,)’- zn(cz—dl)(bx_dt) ‘
1 1 1
i(at— d))(c;—d,) i(bt_ d,)(c;—dy) Zn(ct— d, )
1 1 1

D’aprés la régle de multiplication des matrices, on
sait que A, peut encore s’¢écrire

n
Ap= Z[Dz,i.k]’
1

a,—d, a,—d, ap— dy
Dl,j,k= bl_dt bj_dl by — dy
C,—d, c/—d, Ck—dk

avec

’

ou 'on prend pour i, j, k successivement toutes les
combinaisons possibles des nombres 1, 2, ..., n trois
a trois.

On a donc

oS Dy, x2S An
el
0SA,SA.

Si A était nul, on aurait D; ;x= o, quels que soient
i, J, k; on pourrait alors trouver trois nombres u, v, w




( 204)

non tous nuls tels que 'on ait, quel que soit ¢,

u(ai—d;) +v(b;j—di)+w(c;—d;) =o
ou
ua;+vb;+ we;
uUu-+v—+w

di=

c’est-a-dire que les points a, b, ¢, d seraient dans un
méme plan contrairement a notre hypothése. Ainsi, il
est démontré qu’'un hyperplan abed est 'ensemble des
points x dont les coordonnées sont de la forme

Xi= d,‘—*— )\(a,—- d,)+ ‘J.([),— dl) —+ V((?i— dl)

(i:l,‘z,...).

Chaque pointde cet hyperplan est déterminé par les
trois nombres véels indépendants X, i, v et varie de
maniére conlinue avec ceux-ci. De sorle que cet hyper-
plan est un espace a trois dimensions. Nous allons
montrer que cet espace jouit de propriétés entiére-
mentanalogues & celles de ’espace ordinaire, ¢’est-
a-dire de l'espace euclidien. Aulrement dit, nous
allons prouver qu’on peut faire correspondre point
par point un hyperplan quelconque et 'espace eucli-
dien, de fagon que les ligures corvespondantes aient le
méme nom et que les longueurs correspondantes soient
égales.

Pour cela, montrons d’abord que I'on peut toujours
trouver dans un hyperplan trois droites concourantes
rectangulaires deux a deux. En effer, soit Uhyper-
plan abed. Prenons ab pour I'une des droites cher-
chées; on pourra, d’une infinité de maniéres, déterminer
un point de ’hyperplan

b=d+Na—d)+u(b—d)+Vv(c—d),

tel que d&' soit perpendiculaire a da, 1l suffit que I'on
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ait
o= Y (a—di)(bj—d)

= )\'Z(a,—- ([,)2

+ p'z(bl—— d)(a,— d,) +v’2(c,——d,)(a‘—-d,).

Ceci fait, on pourra encore choisir un point ¢’ de
I’hyperplan tel que dc’ soit perpendiculaire & da et
db'. 11 suffit de prendre

c=d+VN(a—d)+ p(b'—d)+V'(c=d),
avec

o =2(a,_d,)(c;_ d) = )\"2(0,— d)+ v"Z(a,—d,)(c,—d,),

o= W (b, —di)(c,—di) = W, (b—d)r+v ¥ (b — di)(e,— dy),

et 'on pourra toujours tiver 1" et " de ces deux rela-
tions.

En définitive, on voit qu’en remplagant au besoin
et ¢ par b' el ¢/, on pourra toujours supposer 'hyper-
plan défini par quatre points a, b, ¢, d tels que les
droites da, db, dc soient rectangulaires deux a deux.

Ecrivons alors les coordonnées d’un point x quel-
conque de Phyperplan abed sous la forme

z,=d,+Xa,+YB,+ Zy, (I=1,2,...)
en posant

a__a,—(ll p_b,—a’, _ca—4d,
T e’ MU T ad)
Si 2’ est un autre point de I’hyperplan, de coordonnées

z;=d,+ X'dy+ Y B+ 2y,

-
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on aura, puisque ad, bd, cd sont rectangulaires,

(2,2)=V(X =X )+ (Y—Y )1 (Z—Z).

On voit maintenant que, si I'on se donne dans I'espace
euclidien trois axes de coordonnées rectangulaires,
on pourra faire correspondre & tout point z de 'hyper-
plan abed un point P de cel espace ayant X, Y, Z pour
coordonnées rectangulaires, et véciproguement. De
plus, cette correspondance uniforme et réciproque est
une application de ces deux espaces en ce sens que
les distances de deux points correspondants sont con-
servées.

Alors nous voyons qu’a un point de I'hyperplan cor-
respond un point de 'espace euclidien ct cela de telle
maniére que, si deux couples de points de I'hyperplan
sont superposables (¢’est-a-dire si leurs distances sont
égales), les deux couples correspondants de V'espace
euclidien sont superposables. Gomme, d’une part, les
seuls symboles non définis de M. Padoa sont point et
couples superposables, el que, d’autre part, ses déli-
nmitions appliquées au cas de I'espace euclidien con-
duisent a la géoméirie ordinaire, nous pouvons en
conclure que les figures correspondantes de ’hyperplan
et de I'espace euclidien porteront le méme nom.

En d'autres termes, la géométrie de U’hyperplan
est identique a la géométrie euclidienne.

II'y aura toutefois lieu de n’appeler sphére dans un
hyperplan que la partie d’une sphére de l'espace Q qui
est siluée dans cet hyperplan, de méme qu’on appelle
cercle la partie d’une sphére située dans un plan.

En généralisant la méthode précédente, on verrait
que la géoméirie de Pespace & n dimensions telle
qu’elle est habituellement déyeloppée est identique &
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la géométrie dans 'ensemble des points = de I’espace Q,
tels que leurs coordonnées soient de la forme

zi=aVall) 4 a‘ﬂ)a[i”—k. Lo+ alet) gk (E=1,2,...),

.

ou aty ..., ¥ sont des nombres réels assujettis
seulement a la condition

alt) g2 | 4 glo+l) = I,

et ot at", ..., a”*" sont n + 1 points dont les coor-
données ne vérifient pas une relation linéaire et homo-
géne & coefficients constants non tous nuls, telle que

BWai + B a4 4 Burtigt+) =0  (i=1,2,...).

Application de Uespace Q@ sur lui-méme. — Nous
allons chercher maintenant a déterminer Papplication
la plus générale de Pespace Q sur lui-méme. Nous
appellerons ainsi une transformation ponctuelle uni-
forme de 'espace Q telle que la distance de deux points
quelconques soit conservée dans la trans(ormation.
Une telle corvrespondance sera, en particulier, une
transformation continue, puisque, si la distance d’un
point M, & un point fixe M tend vers zéro, la distance
du point M}, correspondant a4 M, an point M’ corres-
pondant a M, tendra aussi vers zéro.

Nous allons démontrer que Capplication la plus
générale de Q sur lui-méme se représente analyti-
quement par la transformation orthogonale la plus
générale, suivie de la translation la plus générale.

Appelons Tz le point correspondant & r dans une
application de Q sur lui-méme, en sorte que ses coor-
données seront .

Tz, Tz, ..., Tpz, ....

Il faudra que, quels que soient les points z et y de Q,
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on ait
(Tz, Ty) = (2,y)-

En particulier, quels que soient X X', on aura

Tx+Ay 2Ny _ (2l Tz Ny
1+ A 1= —< T+X T+ N

Cette derniére quantité, d’aprés la définition de la
distance, est identiquement égale a

AN —A (
(14 ))(‘+)\,'1‘y)

On aura donc

Tz+)\y Tx+)\'y _[Tax+ATy T.’I;—}—)\'T‘y>.
1+ A 1+ N >—<

’ +~Xh O 14+N

En particulier, en posant z =z + Ay,

(T3, Tz) = <T.rl—:—7\)\Ty Tm) ' ‘(T.z‘ Ty),

Tx 4 2Ty .
(Tz,T;)-(T Ty) “_'_ll(Tz, Ty).

in ajoulant ou retranchant, on a
+=(Tz Tax)x£(Ts Ty)=(Tax, Ty).

Or, nous avons vu (') que celle égalité n’a lieu que si
5 est sur la droite qui joint les points Tz, Ty. Alors

Tz— Tx+puTy

etlon a

(') Article précédent, p. 104.
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D’ot, en comparant avec les expressions précédem-
ment obtenues,

SR R
|—+—)\‘~'|+;1

’ — = —_—y
1+ X I+ W
ce qui donne A = . et, par suite,

z+\y Tx+2Ty

= X

b

quels que soient le nombre } et les points z, y.
Ainsi, toute droite se transforme en une droite.
Pour simplifier, nous allons maintenant réduire Tz
a une forme plus simple. Posons

To=a et Uz =Tx —a.
On aura
Up=o, (Uz,Uy) = (2,5);
, , . . ..
on est ramené au cas d’une application qui laisse l'ori-
gine fixe. On aura encore

z+iy Uz+ AUy
U = .
I+ A [+ A

(10)

En particulier, pour y =o etA = é -1,
(11) Upr=pUx,

ceci ayant liea quel que soit p. L’égalité (10) devient
donc
U(z +ry)= Uz + AUy,

et pour A=1
(12) U(z+y)=Ux+ Uy.

D’une maniére générale, on tire de (11) et (12)
I'identité

(13) Uhe+py+vi+pt+...)="Us+pUy+vUz+...,
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quels que soient les quantités A, u, v, p, ... et les
points z, v, 3, t, ... en nombre fini.

De cette identité fondamentale on peut maintenant
conclure que les coordonnées de Tz sont des fonctions
linéaires de celles de z. En cffet, on en tire d’abord
(14) s UxW =2 U, 0,0+...4 23Uq4,0,0+-..-+ 24 Upgo,....1,0,0,...

{ =aVz 4+ aPzy+.. 4+ al z,,
a®, ..., a® élant des points bien délerminés par la
transformation U et #® le point de coordonnées z,
Zay ooy Tky0,0,...

D'autre part, si 2 est le point de coordonnées z,
Ly voey Lhy Thyry -+ 9 OD QA

(Uz,UzW) = (x,a®) = Voh + Tiyy+. ...

Alors

|Upz — Upa@ | £y[U, 7 — Uy 2@ P+ Uz — Up a5 ...

=[Uz, UxW] = Vol  + Ty +....

Lorsque % est fixe et k croit indéfiniment, on voit
qu’on aura

(15) Upz =lim Upz#,

En combinantles égalités (14) ct(15), on en conclut:
1° Que la série

Upr=allzy+...+alap+...

est convergenle quel que soil /&;
2° Que l'on a

Tz =a+aVzx+ aPxy+...+aPzp+...

avec

a=To, aV=Ti"—-To, ..., a®=TiH_-To,

ceen
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{® désignant le point dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf la k™ qui est égale a 1.

Ainsi Tx est une transformation linéaire déterminée;
mais ecla ne suffit pas encore, les coefficients ne sont
pas quelconques.

On a, en effet,

(a'®,0) = (Uih, Uo) = (i%,0) =1,
(W), a®)y = (Ui, Uih)) = (iW, ik )y =2 sk 3 K.
Or, on a
(at,0)2=[a® 2+ [a 2+...,
(alh), @) )2 = [ap) — a®1 ]2 ..
K ¥
=[a® P+ a2 +...+ [aF P+ [af ]2+ . ..
—afa@af'+aP ol +.. ]
On a donc en définitive
o si k#FK,
1 st k=K.

(16) abal'+aPpaf+.. .=

Je dis maintenant quec le systéme des nombies aj est
complet, c’est-a-dire qu’il n’existe aucan poinl z de
coordonnées 5, Za, ... tel que l'on ait

izl ... =1, all s+ @R s+ +aPz i+ =0

quel que soit &, z étant fixe. En elfet, on aurait alors
Uz=o.

Donc

1= (5,0)=(Uz,Uo)=(0,0)=0.

Ainsi la vransformation Tx peul se décomposer en
deux :

1” Une transformation orthogonale compléte,
Uz =aVz,+aPz;+ a¥z3+. ..,

c’est-a dire une transformation linéanic dont les coef-
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ficients forment un systéme complet satisfaisant aux
conditions (16);
2° Une transformation de la forme
tX=X+4+ux
(ol & est un point fixe) et que nous appellerons une
translation. Réciproquement, le produit de deux telles
transformations est une application de Vespace Q sur
lui-méme. Il suffit de démontrer que les distances sont
conservées. Or, ceci est évident pour la translation.
lin ce qui concerne la Lransformation orthogonale,

M. Riesz a démonuwé (') que, quels que soieut les

nombres a{’, pourvu qu'ils forment un systéme com-

plet satisfaisant aux conditions (16), les équalions
linéaires

(17) Xp=afz+ afP zg+. ..
. Oy
admettent toujours, lorsque ZX,, converge, un sys-

téme unique de solutions tel que in converge et

donné par les formules
(18) zi=aP X+ aPXy+...,
et on a de plus
(19) 2w§,=2xz.
De la derniére remarque on déduit que
(U2, Ux") = (', 2"),
quels que soient les poir;ts z', . En effet, on a

Uz’ — Uz"=U(2'—2")

(') Sur les systémes orthogonaux (Compées rendus du 18
mars 19o7).
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et alors 1l suffit d’appliquer I'égalité (19) a

r=x—2x"

De plus, 'énoncé précédent montre que la transfor-
mation inverse est aussi uniforme. Enfin, lorsque X,,
X3, ... sont tous nuls sauf X, =1, les égalités (18)
donnent
IZ)

(
xy = apl, zy=a},

et les égalités (17) donnent alors

1) o01) (2) (2) rosi k=N,
a,’a;' +ap’ai .o 0= .
T L o si h#N.
Ensembles de points. — Nous avons observé que

la quantité (a, b), définie pour deux points quel-
conques a, b, satisfait aux deux conditions suivantes :
1° (a, b) = o, si a, b coincident el seulement dans
ce cas;
2° On a, quels que soient a, b, c,

(a,b)s(a,c)+(c, b).

Iy

Elle jouit donc des propriétés qui nous ont servi a
caractériser dans notre Thése 'écart de deux élé-
ments (). L’espace Q@ forme donc une classe (E) (2).

On dira qu’une suite a®), a®, ... de points de Q a
une limite a, s’il existe un point a de Q tel que (a, a'™)
tende vers zéro quand £ croit indéfiniment. Il est
nécessaire pour cela que la coordonnée de a) d’un
ordre déterminé tende vers la coordonnée de méme
rang de a, mais ce n’est pas suffisant.

(') Voir ma Thése: Sur quelques points du calcul fonctionnel,
p. 30. Paris, Hermann.
(?) Loc. cit., p. 3o.
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Je dis maintenant que I'espace Q forme une classe
normale (').

1l suffit pour cela de démontrer les deux propriétés
suivantes :

1° On  peut généraliser dans Q le théoréme de
Cauchy sur la convergence d’une suite. Autrement
dit, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
suite de points de Q, a'¥, a®, ..., a®™, ..., ait une
limite est que, quel que soit € >0, on puisse trouver
un entier n tel que Pon ait, quel que soit 'entier p,

(a(u)’ a(u+p)) <.
l.a condition est nécessaire; car, s'il y a une limite
; ) y
a, on aura, pour ¢ >n —1,
(q) €
(a'?,a)< Y
et, par suile,

€
((l("), a(n+p)) ; (a(u)’ a) -+ (a(”+l”,a) < ; +

N
]
®

Réciproguement, si la condition est vérifiée, on a la
méme condition pour les coordonnées de rang déter-
miné i, puisque

l ayn — a(iu+p) | < (a(n)’ a(n+p)).

Donc, pour chaque valeur de 7 la suite a}"’, ;¥

a, ... estL convergenle. Soit a; sa limite; il faut

g e ey

d’abord montrer que Ea;’ converge. Or posons
w® = a;— a{™.
On a, quels que soient ¢ el p,

[a(‘n) — a(i"+m]’+ e {ag_n)_ ag"+")]’§(a(”), aln+p) )2 < g2,

() Loc. cit., p. 23. La proposition actuelle a été énoncée sans
démonstration par M. Riesz, loc. cit., sous la forme qu’on obtient
en prenant comme éléments, non des points, mais des functions.
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Laissons ¢, n fixes et faisons croitre p indéfiniment;
on aura

(20) (af—ai]*+...+ [af —a P < et

donc
[P+ [ ]2 < e

pour ¢ quelconque.
Ainsi, la série

[0 Pt ot [0§ ]2 ..
est convergente; il en est donc de méme de la série
[0+ a4+, + [0 a2+ .,
c’est-a-dire de la série
(a1 ...+ (ap)?+....

La suite a,, a,, ... définit bien un point de Q. De
plus, Uinégalité (20) ayant lieu quel que soit ¢, on a

(e, a)=V[a® —a,2+.. ..+ [a —a;]2+...<;

la suite a’, a(®, ... a bien pour limite le point a.

2° La classe des points de Q est séparable. Autre-
ment dit, on peul (rouver une suite infinie dénom-
brable S de points de @, A, A . . A telle
que lout point de Q puisse élre considéré comme la
Iimite d’une suite A, A@J) ., AP, ... convena-
blement extraite de la suite S.

En effet, si 'on se donne une suite de ¢ nombres
rationnels d'un signe quelconque suivis d’une infinité
de zéros,

Uy, g, veey %gy Oy Oy ...y O, ...,

la somme de ses carrés est convergente; elle définit donc
un certain point « de Q. Je dis que I'on peut prendre

Ann. de Mathémat., §* série, . VIIL. (Juillet 19o8.) 20
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pour suite A, A T'ensemble X de tous les points a
obtenus en donnant a ¢ toutes les valeurs possibles. Il
est d'abord évident que tout point de Q peut étre con-
sidéré comme limite d’une suile extraite de X. En effet,
quel que soit g et quel que soit le point a de Q, je
pourrai toujours choisir un point /@ de X, dont les

coordonnées &', ..., o, 0, ... vérifient les condi-

q )
tions
I I
lal_a[l(l)l<'(;7 laz—'“(aq)|<2—é’ (R
1 1
|ai—-'1‘,"’|<;;’ cees Iaq—aﬁ;”l<q—2,
d’ou

I 1 1 1

(a,a"l))2<—2 I+ S5+ o+ 5g+...+ =
g 2 2 q°
+ (@1 )+ (@gra):+. . .,

quantité infiniment petite lorsque ¢ croit indéfiniment.
Donc a est bien lalimite d’une suite de points extraite
de X :

al), a® L ),

Il faut encore montrer que on peut ranger tous les
points de T en une suite infinie. En eflet, appelons Z,
’ensemble des points de £ dont toutes les coordonnées
sont nulles a partir du rang ¢ + 1 inclusivement. Il est
facile de voir qu’on peut ranger tous les nombres
rationnels en une suite dénombrable (*)

C1y, C2y ...y, Cp,

Alors les coordonnées .d’un point quelconque de Z,
peuvent s'écrive sous la forme

Crps Ciyy ooy Cl,u o, o,

(1) Voir, par exemple : BoreL, Legons sur les fonctions de va-
riables reelles, p. 2.
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Un point quelconque M de ¥, est donc déterminé

par g indices entiers; on peut le désigner sans am-
biguité par la notation M:....'.r,,; or on sait (') que,
dans ces conditions, I'ensemble X, est dénombrable.
Par suite, I'ensemble £ qui est un ensemble dénom-
brable d’ensembles dénombrables de points est aussi
un ensemble dénombrable de points. De sorte qu'on

pourra ranger ses élémenls en une suite infinie de
points A AL AW

Ensembles compacts. — Cherchons maintenant 3
quelles conditions un ensemble de points de Q sera
compact, c'est-a-dire lel qu'on puisse extraire de
toute infinité de points de cet ensemble au moins une
suite convergente. Si les points de Q n’avaient qu'un
nombre fini de dimensions, il suffirait que U'ensemble
se trouve dans un domaine limité, c’est-a-dire que les
coordonnées de ses points restent comprises entre des
limites finies. lci, la condition n’est plus suffisante. Or,
si 'on veut généraliser la théorie des ensembles, la
notion d’ensemble borné w’a plus aucune importance
dés qu’elle ne coincide plus avec celle d’ensemble
compact. Il est donc essentiel de trouver la condition
suffisante.

J’avais énoncé sans démonstration cette condition
dans les Comptes rendus.

Pour qu’un ensemble E de points de Q soit compact,
il faut et il saffit :

1° Que les coordonnées (a,, @y, ..., a,) d'un point
de cet ensemble restent comprises entre deux nombres
fixes, indépendants du point;

2° Que, quel que s0it € > 0, on puisse lrouver un

(') Loc. cit., p. 2.
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entier n tel que I'on ait
(a,,+1)’+(an+2)?+...+(an+p)’+...<e

pour tout point de l'ensemble, n gardant la méme
valeur.

On peut réunir ces deux conditions dans la suivante :
i faut et il suffit qu’il existe une suite de nombres
Jizes convergeant vers zéro, My, My, ... . My, ...,
tels que Uon ait pour tout point de l’ensemble et
quel que soit n

(Ant1 )2+ (@2 )i+ o o (@pap)?+.. . S(My)2.

Démontrons d’abord que la condition est suffisante.
Considérons une infinité I de points de 'ensemble E.
Je dis que I posséde au moins un élément limite. En
cfet, les coordonnées de rang 1 des points de T sont
toutes comprises entre — M, ¢t 4+ M,; on peut donc
extraire de I une suite I, de points

a®, a®, a®,

dontla suite des coordonnées de rang 1 est convergente.
En procédant de méme dans I, on formera une suite I,
de points del,,

B, b, @),

dont les coordonnées de rang 2 ont une limite. On for-
mera de méme une suite I prise dans [y,

¢V, @, c®,
dont les coordonnées de rang 3 ont une limite, etc.
Alors la suite S de points

al, b e
sera extraite de | et ses coordonnées d’un rang déter-

miné p auront une limite a, quel que soit p. Je dis que
les nombres a, peuvent étre considérés comme les
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coordonnées d’un point « de Q et que la suite S a pour

limite a. En effet, désignons par A", A", ... les coor-
données du nime point, A7), de la suite S. On a, quels
que soient m, n et p,
[AG I+ (MR 12+ [N S (M,
Si 'on fait croitre n (m et p restant fixes), on aura

(1m+l)z+ (am+2 )2+- o (“HH—p)2 é(Muz )’,
quels que soient m et p; donc, quand p croit, le pre-
mier membre croit (ou ne décroit pas) en restant borné.
Par suite, la série
af+ai+.. a4+
est convergente et I'on a méme, quel que soit m,
(A1)t 4. o+ (“m-&-p)z—"- L S(M)2

Ainsi o, 25, ... sont les coordonnées d’un point «
de Q. De plus, on a toujours, quel que soit n,

[am-f—l -_ )\51’1‘-)H ]2"" [1m+2 - )\()1':4’-2 ]2 +...
Sa([@met P+ A PP+ (amaa 2+ [ AL 2400 ) S4ME,.
Soit alors ¢ un nombre donné; on pourra prendre m
e? , .
assez grand pour que 4 M2 < 7m étant ainsi fizé,
on pourra choisir un nombre ¢ tel que I'inégalité n > ¢
enlraine

€ €
|a.—)\(,'”|<;,—n; MR lam_)‘(n’tnl<2—'m'

On aura donc, pour n > ¢,

(ay A2 = [y — A 24 4 [, — NP ]2
€2 e?
imt —+ Z <£2.

+ ([@m+1— )\;I’:-)*i P+..)Sm

Ainsi la suite A", A® . extraite de I tend vers un

certain point o de Q.
Prouvons maintenant que la condition esl nécessaire.
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Je dis d’abord que les coordonnées d’un rang déter-
miné quelconque des points d’un ensemble compact E
ont une limite supérieure pour chaque valeur de ce
rang. En effet, dans le cas coniraire, il y aurail un
rang p lel qu’on puisse cxtraire de E une suite S de
points a", a® ... dont les coordonnées de rang p
croissent indéfiniment. Alors, il serait manifestement
impossible d’extraire de S une suite de points ayant
une limite.

Montrons ensuite que, quel que soit e > 0, on peut
trouver un entier n tel qu'on ait pour lout point
(ay,azy .., an, ...)de E

(@n+1)?+ (Anag)?+.. . Se.

En effet, dans le cas conlraire, on pourrait trouver
) b
une valeur de € et une suite de points aV, a®, ... de
E tels qu’on ait

(21) (af )i (alfy )2+ (afy Vi > e,

quel que soit n, et, comme 'ensemble est supposé com-
pact, on peut admettre que celte suite est convergentle
en la remplagant au besoin par une suite convenable-
ment extraite d’elle-méme. Soient alors (ay, a5, ...)
les coordonnées du point limite; on pourra prendre g
assez grand pour qu'on ait

(a("’,a)<% et (at,,)'2+(a,,+,)2+...<§
pour n>gq.
Alors

[ad P+ [a® 2P+ o. ..
S2)(an)t 4 (tpa1)t . o (@) — o]t (@l —apa T4

€ e e
S2-+2(alt a2~ + - ==,
4 2 2

contrairement i l'inégaliré (21).
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Au moyen des théorémes précédents, on peut appli-
quer a l'espace Q les résultats généraux de ma Thése et
démontrer par exemple que tout ensemble fermé de
points de Q est la somme d’un ensemble dénom-
brable et d’un ensemble parfait ou nul sans élé-
ments communs ('). De méme aussi, pour que de
toute famille ¥ (dénombrable ou non) d’ensembles |
tels que tout point d’'un ensemble déterminé L de
points de Q soit intérieur au sens étroit & au moins
UCun d’eux, on puisse extraire un nombre fini d’en-
sembles 1 formant une famille G jouissant de la
méme propriété que H, il faut et il suffit que E soit
un ensemble compact (*) et fermé (3).

Appelons aussi fonction de points de Q une fonc-
tion dont la valeur est délerminée en chaque point
de Q. Nous pourrons dire que la fonction F(z) est
continue pour z=a si F(x) tend vers F(a) quand
z tend vers a.

Alors toute fonction continue dans un ensemble
compact et fermé de points de Q y atteint son maxi-
mum (*).

Et aussi : Pour que des fonctions continues dans
un méme ensemble E compact et fermé de points
de Q soient telles que de toute suite de ces fonctions
on puisse extraire une suite uniformément conver-
gente, il faut et il suffit que ces fonctions soient en
tout point de E bornées et également continues (®).

En particulier, appelons fonction au plus du pre-

(') Voir ma These, p. 27.

(?) Voir plus haut la définition d’'un ensemble compact.
(%) Loc. cit., p. 26.

(%) Loc cit., p. 9.

(%) Loc. cit., p. 3o,
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mier degré (') une fonction continue dansQ telle que
la quantité
P(z)+P(y)—P(x+y)

soit indépendante de 2 et de y.

Nous allons chercher son expression générale. Pour
cela, posons

F(x)=®(z)— ®(0);
F(x) sera une fonction continue telle que
F(z)+ F(y)—F(z+y)=o.
On voit facilement que
F(cz)=cF(o)

si ¢ est un nombre rationnel, d’aprés la méthode bien
connue de Cauchy. Or, si ¢ tend vers un nombre irra-
tionnel ¢/, F(cx) tendra vers F(c'z), puisque la fonc-
tion est coutinue; donc P'égalité a lieu quel que soit
le nombre réel c. On en déduit facilement que, quels
que soient les nombres réels c,, ¢y, ..., ¢, et les points
M, 2™ ona

F(eyoW ...+ c,2W) = e F(2V)) 4. ..+ ¢, F(z).

Alovs, si I'on appelle {® le point dont la coordonnée
d’ordre k est égale a 1, les autres coordonnées étant
égales a o, ct 2 le point dout les & premiéres coor-
données z,, X2, ..., xx sont celles du point x, les
autres étant égales a o, on aura

F(2®)) = F (2,80 + 2380 4, . .+ z4i%))
= 2, F(i0)+ 2y F(i) +. ..+ 2z F (i),

(') Cf. MauricE FRECHET, Sur les operations linéaires (Trans-
actions of the .lmerican mathematical Society, 1goh, p. 493;
1905, p. 13%4; 1907. p. 433).
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En posant
F(i®) = us,  ®(0) = uo,
on a
D (20 )y = ug+ Uy Ty + ...+ UpTk.

Or, z estle point limite de % ; donc 1, &, +. . .+ upxk
tend vers F(x).
Ainsi, la série

Uy T+ UsZa—~+.. .~ UpZ—+. ..

est convergente quels que soientles nombres z,, z,, ...,
ourvu que 222 converge. Il faut et il suffit pour qu'il

P q k 8 I

en soit ainsi que la série Zuj converge. On a alors

P(Z) = Up~+ Uy Ty 4+ UsZTa~+. o o+ Up T+ ...

Réciproquement, si «,, w,, ... sont des nombres
réels tels que Z(ux)? converge, la série

Ug+ Uy Ty .. A URLT . .

converge vers une fonction du premier degré dans Q.

De méme, appelons fonction au plus du second
degré dans Q une fonction W (x) continue dans Q et
telle que la quantité

Y(z+y+3)—W(r+y)—¥(y+23)
—W(z42)+ W(z)+ ¥ (y)+ ¥(3)

soit indépendante de z, y, 3.
En posant
2G(z)=V¥(z)— ¥ (—2x),
on aura
Gxr+y+35)—G(z+y)—G(y+3)
—G(z+2)+G@)+ G(y)+ G(z)=o,

avec
G(z)=—G(-—=z).

On tive de la deuxiéme relation G(0) = o, eten fai-
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sant 3 = — z — y dans la premiére,
G(0)— G(—3)—G(—2)—G(—y)
+G(z)+ G(y)+G(z)=o,
d'ou
G(z +y)—G(z)—G(y)=o.

Ainsi G(x) est une fonction au plas du premier
degré, telle que G(o) =03 elle est donc de la forme
G(z)=uy 1+ ugzy+. . .,
la série Zu? étant convergente. Posons maintenant

H(z)=W¥(z)— G(z)— ¥(0).
On aura encore
H(z+y+2z2)—H(x+y)—H(y + 3)

(22) —H(z+2)+H(z)+ H(y)+H(z)=o,
H(o)=0;

mais cette fois
H(z) = H(— ).
Faisons dans (22) y =z,3=— z; on aura
H(22) = 4H(2).
On voit qu'on a H(cz) =c*H(z) pour c =0, 1, 2. Il
est facile de montrer que, si I'égalité est vraie pour

c=0,1, 2, ..., n, elle est vraie pour c=n+41; il
suffit pour le voir de faire dans (22)

y=wx, z=(n—1)a.
Ensuite, on démontre par la méthode bien connue
de Cauchy que 'égalité
H(cz) = c*H (=),

ayant lieu pour tout nombre entier, a lieu pour tout
nombre rationnel, puis pour tout nombre réel.
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Soit maintenant @ un point déterminé de Q; la quan-
uté
V(z,a)=H(x +a)— H(x)— H(a)
est unc fonction de x bien déterminée et continue
dans Q, et I'on a, en tenant compte de (22),

V(iz+y,a)—V(z,a)—V(y,a)=o0 et V(o,a)=o.

ne V a) est une fonction homogeé -
Donc V (2, t fonction homogeéne du pre
mier degré par rapport & x. D'ou, quels que soient les
nombres réels ¢y, c;, ..., ¢, el les points 201, 2, .
de Q,
ViX,a)=ce V(2 a)+...+c, V(zV, a),
avec
X=cizW4 cox® 4. . 4 cpzW.

Ceci a lieu quel que soit le point a; alors, comme
V(z®, a) =V (a, ), on aura

VX, X)=e; V(X, 20) 4. . .4+ ¢, V(X, 2)
cifey V(W Wy ¢ V(d®, 21y . ] +...
Echch(x"”,x‘f’)-

1

D’autre part,
V(X,X) = H(2X) — H(X)— H(X) = 2H(X).
D’ou, en définitive,
H(c 2V 4. ..+ cpai®)

" (h) DYy — (h)y — )
=Zh.chcj[ﬂ(z + 2y — H(xh)) H(r!)]g.
W
1

2
En particulier, avec les notations employées plus
haut,

k
H(z® =2 Uph jZix
( ) : o yJEIX ]y
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avec
_ H(i‘"’—l—i(f’)mﬂ(i"")—-H(i(f))
2

Un,j

Les us,j sont des constantes déterminées quels que
soient les entiers £, J et telles que ws j= u; 4.
En passant a la limite, on voit que la série
L]

E Up,j XX j

1

doit converger quel que soit le point z de Q de coor-
données z,, x,, ..., et la limite est H(z).

De sorte qu’on obtient enfin Uexpression générale
des fonctions du second degré au plus dans Q sous
la forme ’

@ L
o
W(x) = u,+ E u,-xj+z UjhThT ).
: J T Jvh

La méthode peut s’étendre aux fonctions du troi-
si¢éme degré, etc.

Application a la théorie des fonctions. — M. Riesz
et M. Fischer ont démontré que la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une suite infinie de nombres
réels a,, a,, ... veprésente la suite des coefficients de
Fourier d’une fonction d’une variable réelle sommable
el de carré sommable est que la série

at+a}+...+al+...

soit convergente. Donc a tout point de Q correspond
une telle fonction ayant pour coefficients de Fourier
les coordonnées du point, et inversement. Il faut re-
marquer que la fonction n’est délerminée que sauf
peut-étre pour un ensembhle de valeurs de la variable
de mesure nulle. Mais, si parmi les fonctions ayant des
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coefficients de Fourier donnés, il existe une fonction
continue, il n’en existe pas deux.

Ceci étant, on voit que tous les théorémes énoncés
plus haut s’expriment en prenant comme éléments,
non des points, mais des fonctions.

Au lieu de dire qu’un pointa™ tend vers un point b,
on dira qu’une fonclion f, converge en moyenne vers
une fonction f et cela voudra dirve que

f [fu(@) = f(2)] da

tend vers o. Il suffit pour cela que f,(x) converge uni-
formément vers f(z), mais ce n’est pas nécessaire.



