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[K10e]
SUR L'APPLICATION DES DETERMINANTS A LA GEOMETRIE
Par M. J. JUHEL-RENOY.

Dans une Note communiquée au Bulletin des
Sciences mathématigues élémentaires, j’ai démontré
le principe suivant :

Prnciee. — Siune relation entiére et rationnelle
dedegré n entre les distances d’un point variable M
d’un cercle orienté & un certain nombre de points
Sizes, pris sur ce cercle ou dans son plan, telle que
les degrés de tous ses termes par rapport aux dis-
tances variables aient la méme parité et soient pairs
par rapport aux distances awx points fixes non
situdés sur le cercle, est satisfaite pour (n—+ 1) posi-
tions, «u moins, du point variable sur le cercle, elle
est vraie pour une position quelconque du point sur
le cercle orienté.

Le but de la Note actuelle est I'application de ce
principe a la démonstration des relations entre les
distances mutuelles de n points d’un cercle & n points
pris dans son plan, en particulier entre les distances
respectives de n points d’un cercle, relation quis’obtient
d’habitude par la multiplication des déterminants dans
le cas tres spécial de quatre points. A ce sujet, 'appli-
cation du principe nous permettra de démontrer que le
degré de la relation connue peut étre singuliérement
abaissé, tout en conservant a celte relation sa forme
habituelle ; enfin, elle nous permettra d’atteindre des
propositions plus étendues.
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L. Considérons n points d’un cercle, O,,0,, 0Oy, ...,
Opn_1y Ox et n points Ay, A,, ..., A, formant un autre
groupe sur le méme cercle. Nous nous proposons de
démontrer qu’il existe, entre les distances mutuelles
des points des deux groupes, la relation

OA; O;Ay O4A; ... O4A,
0:A; 02A, O:A; ... 0,A, |
(1) = 0

OILAl 0/1A2 OnA:i e OnAn

En effet, sil’on veut déterminer le point O, connais-
sant tous les autres par la relation donnée, qui remplit
toutes les conditions de I'énoncé, étant homogéne par
rapport aux distances variables, on trouve qn’étant
linéaire elle est vérifiée lorsque le point O, se confond
avec 'un des points O,, O,, Oy, ..., O,_,, c'est-a-
dire pour n —1 positions dua point variable. Elle est
donc identique, en supposant n — 122 ou n 2 3.

Si on suppose, en particulier, que les points A se
confondent respectivement avec les points O, on a une
relation entre les distances mutuelles de 2 points d’un
cercle sous la forme

() \11\2 A1A3 e :\1Au

AzAl (6] :\;)Aa P AQA"

(2) ...................
AnAr AzAy ApA; L o

relation dans laquelle il est bien entendu que
AiA=—AzA,
Dans le cas de n =4, on a la condition pour que

quatre points soient sur un méme cercle ; on voit que,
st 'on convient d’écrire

AiAp=di,
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elle affecte la forme suivante :

o ds diz dy,
d. d. d.
(3) 21 o 23 24 =o,
dyy dyy o dy

dyy dyy dis o

curieuse en ce qu'elle est identique a la forme qu’on
donne d’habitude et qui est due, d’aprés M. Salmon,
a M. Cayley, toul en présentant avec cette relation la
différence essentielle que dans la relation (3) di repré-
sente la distance algébrique A; A, ct non son carré,
comme dans la relation de M. Cayley : c’est Pexpression
méme du théoréme de Ptolémée.

On généralise immédiatement la relation (1) en P’é-
tendant aux puissances p des distances mutuelles, ce
qui donne la relation

)

’d 1 '
0Ar OiA; O, A4 ... OA,

r i 1 rd
4 0;A1 03:A; O3Ay ... 0,A,

= 0.

1 » » P
O,A; O,Ay O,Ay ... 0,7\,

Il suffit, pour I'exactitude de cette relation, que
(n —1) soit au moins égal & (p + 1), ou

n_p-+2.

La démonstration découle immédiatement de I'ap-
plication du principe.

En particulier, la formule (3) applicable a quatre
points d’un cercle donne la généralisation suivante :

o (di)r (diz)P (dy)r
(da)? o (da3)P (da)? | o
(ds1)r (dss)? o (dyo)? ’
(diy)? (diwa)? (di3)P o

()



avec la condition

ou

Le cas de p = 2 donne la formule de M. Cayley.

I1. Considérons n cercles ayanlL pour rayons ry,
I'sy I'sy -« I'ny €t langents & un (n -+ 1)*™ cercle en
des points Ay, Ay, Aj, ..., Ay, cedernier cercle ayant
pour rayon R.

On démontre bien facilement (voir Saimow, Sec-
tions coniques, Chapitre des Systémes de cercles)
qu’en représentant par ({K) la valear algébrique de la
tangente commune au {®™ et au k'*™ cercle, on a
R (ik)

VIR—ri) (R—ry)

En remplacant dans la relation (2) A;Ax par cette

AAyp =

cxpression, on a une relation entre les tangentes com-
munes a n cercles, pris deux a deux, tangents i un
{n 4 r1)*m cercle :

o (12) (13) (1n)
(6) (21) o (23) (an)

(n1) (n2) (n3) o

La relation (5) permet une application analogue ;
en particulier, dans le cas de quatre cercles tangeats a
un cinquiéme, elle devient

o (12)7 (13)P (14)P
(21)r o (23)P (24)F
(31)r (32)P o (34)»
(40)p (42)7 (43)» o

b

en supposant p égal 4 2 ou & 1. On trouve ainsi le
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théoréme bien connu de M. Casey. La forme qui cor-
respond au cas de p = 2 se trouve dans ’Ouvrage de
M. Salmon (loc. cit.).

III. Considérons actuellement n points d’un cercle
Oy, Oy, ..., O, et n points dans le plan du cercle
Ay, Ag, ..., Ap. Il existe, entre les distances mutuelles
des points du groupe O aux points du groupe A, la
relation

2

2 2 2
OiAy 0N, OA; ... O4A,

2 2 2 2
(8) ()2A[ OgAQ O-nA;; - ()11\" = 0.

2 P) 2
O0,Ay O0,A; O,A; ... 0,7,

La démonstration est immédiate, la relation homo-
géne et du second degré par rapport aux distances du
point O, aux n points A étant vérifiée pour (n —1)
positions du point O,, supposé placé successivement
en 0,,0,,...,0,_,.

Le cas particulier de n = 4 a été indiqué par Anto-
mari dans les Nouvelles Annales (3° série, t. I).

Sil'on suppose que O, coincide avec A,, O, avec A,,
ainsi de suite, on obtlient une relation entre les distances
mutuelles de n points d’un cercle

o AiAs AtAs ... Ay,
x\gAl (] Ag Aa coe A,A,,
(9) A3A1 AgAz o cee A3Au =0,

R ceeae DRI

AnA; ArAs ARAs ... o

qui est, d'ailleurs, un cas particulier de I'équation (4).
Signalons encore la généralisation suivante de la
relation (8), tout & fait analogue & I’équation (4), avec
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cette hypothése que p est nécessairement pair :

0,A; 0,A; 0,45 ... O.A)
» » » p
(IO) OzA; Oz.Ag OgA; e OQA,‘ = 0.

.......................

P r »
O,A; 0,7\, O0,A; ... O,A,

IV. Remarquons, en terminant, que la simplification
apportée par la relation (3), a la condition pour que
quatre points soient sur un méme cercle, s’applique
aussi a la condition pour que trois points soient en
ligne droite.

En effet, soient, sur un axe orienté, deux groupes
de trois points M, N, P et A, B, C. On a, entre leurs
distances muluelles, la relation

MA MB MC 1
NA NB NC

(rr) =o,
PA PB PC

1 1 1 o
qui devient, en supposant les points M, N, P conlondus
respectivement avec A, B, G,

o AB AC 1
BA o BC

=0
CA CB o 1
1 1 1 o
ou encore
0 dis diz 1
dn o dgg I
(12) - =o.

Idu dy; o 1

1 [ 1 o]



