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[M'5g]
ETUDE SUR LES CONIQUES POLAIRES DES CUBIQUES PLANES ;

Psar M. BARRE,
Capitaine du Génie.

I. Soit
\f(z‘,y,;)—z azd3+3bxry +3cayr+ dy?
(1) =« +3z(ex?+28xy+ hy?)
(' +3z2(kx+1ly)+pzt=o0
Y)r+p

I'équation en coordonnées teilinéaires quelconques
d’une cubique plane.
La conique polaire d’un point de coordonnées
Zoy Yo, Bo @ pour équalion
af of aof

(‘2) xo-@‘f—‘}’ob‘?—i—z‘)d—'z:o,

ou encore

0zf orf 0% f azf
2 VR A— 2 e N 2 —= =o.
(3) = 9z + 2.7y d$00]0+y PP +...+ 3 323 o
II. Prosrive I. — Etant donnée, dans le plan

d’une cubique plane, une droite D, trouver a quelles
conditions il existe dans ce plan un point dont la
conique polaire, par rapport & la cubique, com-
prenne la droite D.

Prenons un triangle de référence dont 'un des c6tés
soit précisément la droite D, que nous choisirons pour
axe 3= 0. Pour que la polaire d’un point P(z,, 4,30)
comprenne la droite D, il faut et il suffit évidemment
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qu’on ait
92 02 02
(‘1) '_.12:07 —_L:01 )_'{_—_01
0x} 020y oyl
¢’est-a-dire que le point P soit un point commun aux
trois droites

(5) axr-+by+ez=o, br+cy+gz=o0, cx+dy+hs=o.

1° En général, le déterminant A des coefficients de
z,y et z dans les équations (3) n’est pas nul et il n’y
a pas de point répondant a la question.

2° Si A est nul sans que tous ses mincurs le soient,
il existe un point P et un seul a distance finie ou infi-
nic satisfaisant aux conditions du probléme.

[l est a peu prés évident que si A ne passe pas par
un point double de la courbe, les tangentes a celle-ci
aux points ou elles rencontrent D passent par P. Si D
est une tangente inflexionnelle, son point de contact
répond a la question : c¢’est un cas limite de la dispo-
sition dont il vient d’étre question.

Supposons que D passe par un point double. Pre-
nons un (riangle de référence dont ce point soit le
sommel ¥ = 0, 5=o0; on doil avoir

a=b=¢=o,
et A cst identiquement nul. Donc :

Si D passe par le point double d’une cubique
unicursale, il existe toujours un point, unique en
général, a distance finie ou infinie dont la conique
polaire comprend la droite D.

3° A est nul ansi que ses mineurs, mais lous ses
éléments ne sont pas nuls (*). Il existe alors une infi-

(') Si tous les éléments de A étaient nuls, la cubique se réduirait
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nité de points, situés sur une droite D,, répondant i la
question. Prenons D, comme coté ¥ =o du triangle
de véfirence; les trois équations (5) doivent étre véri-
fiées dés qu'on y fait y = o. Ceci exige les conditions

a=b=C=€=g=h=o.
L’équation de la cubique se réduit a
(6) dy’+ 322 (kx + ly) + pz3 = o.

C’est une cubique cuspidale dont D est la tan-
gente de rebroussement et D, la droite de jonction
du rebroussement au point ’inflexion unique de la
cubique.

ReciproQuemeNt @ La conique polaire d’un point
quelconque de la droite, qui joint le point de re-
broussement d’une cubique cuspidale & son point
d’inflexion, se décompose en deux droites dont la
tangente de rebroussement.

Ce résultat se démontre sans aucune difticulté en
rapportant la cubique a un triangle de référence fourni
par sa tangente de rebroussecment, sa tangente d’in-
flexion et la droite qui joint le point d’inflexion au
point de rebroussement.

IIl. Prosrime 1I. — Trowver dans quels cas la
conique polaire d’'un point du plan d’une cubique
plane peut se réduire & un faisceau formé de Yeux
droites dont celle de U’infint.

La solution de cetle question est un corollaire immé-

a deux droites, dont une double. Nous laissons au lecteur le soin
d’interpréter les résultats dans ce cas et d’unc fagon générale dans
les divers cas de dégéenérescence. Cette étude ne présente aucune
difficulté et souvent aucun intérét spécial.
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diat de celle de la précédente. Tl suffit de prendre pour
droite D la droite de Uinfini. Il suflira donc d’énoncer

les résultats :

1. Etant donnée une cubique plane, il n’y a pas.
en général, de point dont la conique polaire se
réduise a un faisceau de deux droites, dont celle de
Uinfini.

2. Lorsqu’il existe un point pour lequel ce fait se
présente et que la cubique ne présente ni point
double a Uinfini, ni point parabolique inflexionnel,
les trois asymptotes concourent en ce point. Inver-
sement, st les trois asymptotes d’une cubique sont
concourantes, leur point de concours répond  la
question.

3. Dans le cas d’un point double a Uinfini, a
asymptotes distinctes, il existe un point et un seul,
d ailleurs a distance finie, répondant a la question.

4. Lorsque la cubique posséde un point parabo-
ligue simple, inflexionnel, le point de contact de la
cubique et de la droite de 'infini est le seul point
répondant & la question.

5. Enfin, s’il existe sur la cubique un rebrous-
sement parabolique, tous les points de la paralléle
a la direction asymptotique unique menée par le
point d’inflexion de la cubique répondent a la
question.

LV. DEFINITIONS ET PROPRIETES DES POINTS CEN-
tavx. — Considérons spécialement les cubiques
dont les trois asymptotes ont un point commun au
motns & distance finie. (Cas 2° et 5° du numéro précé-

dent.)

Nous donnerons & un pareil point le nom de
POINT CENTRAL.
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Cette dénomination est justifiée par les propriétés
de ce point, propriétés dont nous allons exposer les
principales.

A

1° Supposons qu’on ait rapporté la cubique & un
systtme de coordonnées cartésicnnes dont l'origine
soit en un point central. Les équations (5) doivent
¢tre vérifides pour x =y =o. Les coefficients e, g, h
doivent donc étre nuls. L'inverse est évidemment vrai.
Donc :

Tutorkve l. — Siune cubique possédant un point
central est rapportée & un systéeme de coordonnées
cartésiennes ordinaires dont ce point soit I’origine,
l'equation de cette courbe ne contient pas de termes
du second degré.

Recreroquement : 8¢ U'équation cartésienne d’une
cubique plane ne posséde pas de termes du second
degré, Uorigine du systéme de coordonnées auquel
est rapportée la cubique est un point central de
celle-ci.

2° En se fondant sur le théoréme précédent, on
obtient par une méthode classique le théoréme suivant
que je me borne a énoncer :

Tutoriwme Il. — Le centre des moyennes distances
des points d’intersection d’une cubique plane possé-
dant un point central avec toute sécante passant
par ce point coincide avec lui.

Recirroquement 1 St dans le plan d’une cubique
plane il existe un point (P) tel que toute sécante qui
Yy passe coupe la cubique en trois points dont le
centre des moyennes distances coincide avec le
point P, celui-ci est un point central de la cubique.

3> Silon exprime que la cubique passe par un point
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central pris comme origine des cocrdonnées, outre leg
conditions déja obtenues (e=g="h=0), on trouve
p = o. L'équation n’a plus que des termes impairs et
I'on peut énoncer la proposition suivante :

Tatorkve HI. — Si¢ wune cubique plane posséde
un point central par lequel clle passe, ce point est
un centre de la cubique.

Recreroquement : Le centre d’une cubique a
centre est un point central de la cubique.

Considérons, en particulier, le cas d’une cubique a
rebroussement parabolique. Nous avons vu qu’une
telle courbe pos<édait une ligne de points centraux,
a savoir : la paralléle menée par le point d'inflexion de
la cubique a sa direction asymptotigue. De celte pro-
priété et des théorcmes I et I on déduit immédia-

tement le théoréme suivant facile a retrouver dirce-
tement :

Tutorime IV. — Si une cubique plane admet un
rebroussement parabolique, elle posséde & distance
JSinie un point d’inflexion qui est aussi un centre.
Le centre des moyennes distances des points d’inter-
section de la cubique avec une sécante quelconque
est toujours situé sur la paralléle a la direction
asymptotique menée par le centre de la cubique.

Observation. — Dans ce qui précede, on n'a fail
aucune supposition sur la réalité des coelficients de la
cubique. Désormais, nous limiterons notre étude aux
cubiques réelles; nous ferons remarquer que cetle
restriction n’est pas absolument nécessaire dans tout ce
qui suit. Le lecteur fera aisément, lorsqu’il y aura lieu,

les modifications & nos énoncés, nécessitées par la sup-
pression de cette restriction.
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V. Prosriwe Il — Déterminer les points duplan
d’une cubique plane dont la conique polaire par
rapport a la cubique soit un cercle.

Soit
(1) Sz, y, sV =axd3+3baty +... +-pzd=o0

Péquation homogéne de la cubique rapportée a des axes
rectangulaires, et 2, 3, y les coordonnées homogénes
du point dont nous étudions la conique polaire. Pour
que celle-ci soit un cercle, il faut et il suffit évidem-

ment que o, 3 et y vérifient les relations

( Gf_%f oS
(2) ot = 0P’ 0x0B

=o,

autrement dit, que le point cherché appartienne 4 la
fois aux deux droites représentées par les équalions

(3) (a—c)z+(b—d)y+(e—h)z=0,
bx “+cy + g3 =o.
Discussion. — 1° Ces droiles sc coupanl en géné-
ral en un point & distance finie, il y a en général un
point et un seul répondant a la question et situé a
distance finie.
2° Si la condition

(4) (a—c)e=(b—d)b ou ac+ bd=202+c?

est vérifiée, les droites (3) seront en général paralleles
et distinctes, et il y aura un seul point a 'infini répon-
dant a la question. Soient my, ms, ms les cofficients
angulaires des directions asymptotiques de la cubique;
on trouve sans difficulté que la condition (4) équivaut
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A la suivante :

~ 3mymamy(my —+ my-+ my) + 3 E nmy my

[ (]

En prenant pour axe des z une paralléle a une di-

(%)

rection asymptotique réelle de la cubique et désignant
par m, celui des trois coellicients angulaires gui s’an-
nule, la condition (5) se réduit a la suivante :

(6) (mg~+ m3)? + m2 mi = 3 my mj.

Désignons sous le nom de courbes I' les courbes
répondant a la définition représentée par la for-
mule (6). On voil que les courbes I' ont nécessai-
rement deux directions asymptotiques imaginaires,
moins que les directions asymptotiques ne soient toutes
confondues : I'équation (6) ne peut, en effet, admetire
comme seules solutions réelles que my = my = o.

Cas ot tl existe une direction asymptotique triple.
— Elle est nécessairement réelle; prenons pour axe
Oz une paralléle a cette direction.

Les coefficients @, b, ¢ doivent alors s’annuler, et,
d’autre part, d restera différent de zéro, sans quoi la
cubique se décomposerait en une conique et la droite
de Uinfini, hypothése dont nous avons dit faire ab-
straction.

Les équations (3) se réduisent aux suivantes :
(7) —dy +(e—h)z=o, g3 =o0.

1° Sil'on suppose g diffévent de zéro, que e soit nul
ou non ('), seul le point a Pinfini de la courbe peut

(') Si e o, point a linfini simple parabolique et inflexionnel.
Si ¢ == 0. point double avec une branche parabolique.
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répondre a la question. Mais dans tous les cas le cercle
correspondant dégénére en deux droites, dont celle de
Uinfini. 1l 0’y a donc pas en réalité de point dont la
conique polaire soit un cercle.

2° Si lon suppose g nul, tous les points de la pre-
miére des droites représentées par I'équation (7) ont
pour conique polaire un cercle.

Cette droite est d’ailleurs toujours a distance finie,
puisqu’on suppose d % o. Si e n’est pas nul, le point
a I'infini est simple, mais parabolique et inflexionnel.
Les polaires circulaires sont de vrais cercles en général.
Il n’en est plus ainsi si e est nul. La courbe présente
un rebroussement parabolique, la droite représentée
par la premiére équation (7) se confond avec le lieu
des points centraux et les polaires correspondant aux
points de cette droite dégénérent en deux droites,
dont celle de infini.

3% Si la condition (4) est vérifiée, les droites (3)
sont en général distinctes. Elles peuvent étre confon-
dues et nous venons d’en rencontrer un exemple: il
existe alors une droite de points dont la premiére
polaire soit un cercle. En faisant abstraction du cas
que nous venons de signaler, on démontre que les
cubiques T' douées d'un point central possédent seules
une droite de points & premiére polaire circulaire.
Je laisse au lecteur le soin d’élablir ce résultat et me
borne & énoncer le théoréme suivant qui résume cette
recherche :

Tuatoreme V. — Les cubiques T douées d’un point
central et une classe de cubiques ar/mettant a Uin-
JSini un point simple parabolique et inflexionnel sont
les seules auxguelles correspond une infinité de
points en ligne droite dont la conique polaire soit
un cercle.
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VI. Proseive IV. — Déterminer les points du

plan d’une cubique plane dont la premiére polaire
soit une hyperbole équilatére.

Adoptons les mémes axes et les mémes notalions que
dans le probléeme précédent. La condition caractéris-
tique du probléme actuel est

92 orf
W) S B

3 T om = O

on, en développant et remplagaut x et B par des coor-
données courantes z, y,

(2) (a+c)x+(b+d)y+(e+h)z=o.

Cette équation représentant une droite, il y a donc
en géndral une infinité de points en ligne droite répon-
dant a la question.

Discussion. — 1° La droite (2) est en général &
distance finie; elle se réduit a la droite de Vinfini si
I'on a a la fois

(3) (a+c)=o, b+d=o,

(4) e+ h #o.

in spécialisant les axes comme dans le probléme pré-
cédent, on peat supposer le coefficient angulaire m,
nul et les équations (3) deviennent

na~+ my = o, mymyz+3 =o ou my=-—mz= i\/g,

résultat qui s’interpréte immédiatement @ Les direc-
tions asymptotiques sont paralléles auz trois cétés
d’un triangle équilatéral.

2° Si aux équations (3) on joint la relation

(3) e~h=o,
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I’équation (2) devient une identité et la polaire de tout
point du plan est une hyperbole équilatére. On vérifie
sans aucune difficulté que I'ensemble des équations (3)
et (4) entraine I'existence d'un point central (*). Les
trois asymptotes de la cubique forment donc les dia-
métres d’un hexagone régulier. Je ne m’arréteral pas
non plus a vérifier que cette condition suffit. Les ré-
sultats précédents scront résumdés par le théoréme
suivant :

Tuatoreme VI. — Dans le plan d’une cubique
plane, il existe en général une infinité de points en
ligne droite dont la conique polaire par rapport a
la cubique soit une hyperbole équilatére.

Dans le cas ou les directions asymptotiques de la
cubique sont paralléles aux cétés d'un triangle
équilatéral, la droite qui vient d’étre définie coin-
cide avec la droite de U'infini si les trois asymptotes
ne sont pas concourantes.

Siles trois asymptotes de la cubique sont dirigées
sutvant les rayons d’'un hexagone régulier, la co-
nique polaire, par rapport a la cubique, de tout
point du plan est une hyperbole équilatére.

VL. Prosrime V. — Une cubique plane étant
donnée, déterminer les régions de son plan dont les
points atent pour premiére polaire par rapport a
la cubique une ellipse ouw une hyperbole et les points

(') Cerésultat est d’ailleurs évident en se reportant a ce qui a éLé
¢tabli plus haut: il y a au moins un point dont la premiére polaire
soit un cercle; or, ce point doit également avoir pour polaire une
hyperbole équilatére. Ces deux condilions ne sonl compatibles que
si celte polaive se réduit a deux droites, dont celle de Vinfini, c’est-
a-dire si le point en question est un point central, puisque dans le
cas actuel les directions asymptotiques sont simples.
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du plan dont la premiére polaire soit une para-
bole.

Choisissons un systéme de coordonnées cartésiennes
quelconques, et soient

(1) flzy)=az3+3bx2y +3coyr+ dy’
+3(cx+ao2gay+hy2)+3(hz+1ly)+p=o

I’équation de la cubique plane étudiée et «, 8 les coor-
données d’un point P. La conique polaire de ce point
sera une ellipse si

g (d2g) >

une hyperbole si

PfOLf [ gf N2
o (amoz) <o

une parabole si

orf orf orf \2
7 o — (am) =

Nous savons qu’il y a dans le plan au moins un point
a premiére polaire circulaire et une infinité de points
dont la premiére polaire soit une hyperbole équilatére.
Si donc la polaire circulaire ne dégénére pas en deux
droites, dont celle de I'infini, il y aura nécessairemeant
dans le plan deux régions, une dont les points ont une
polaire du genre ellipse et 'autre du genre hyperbole.
Le cas d’exception possible correspond a l'existence
d’un point central, ou d’un point inflexionnel parabo-
lique, ou d’un point double a I'infini.

Dans ces conditions, le systéme d’équations

A . L rfo_
=" 52T Y Gzey T
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mises sous forme homogéne admet une solution autre

af orf of
oz’ 9y’ dxdy
ne sont pas indépendantes. Par suite, la conique lieu

que x =y =3z=o0, et les trois formes

des points & polaire parabolique

oforf Rf N
(2) ot oyt («)xdy) =0

se réduit & deux droites. Inversement, si 'une des sin-
gularités visées plus haut ne se présente pas, les formes

af  oif  orf o ,
ot oy 3y sont indépendantes et la conique (2)

n'est pas dégénérée.

En rapprochant ces considérations des résultats du
probléme I, on obtient la proposition suivante :

Tutorkwe VII. — Le lieu des points du plan dont
la conique polaire est une parabole est une conique
réelle ou dégénérée. La dégénérescence en deux
droites réelles ou imaginaires se produit lorsque la
cubique posséde soit un point central, soit un point
double & Uinfini vu un point d'inflexion parabo-
ligue.

Cette conique divise le plan en deux régions dans
chacune desquelles tous les points ont des coniques
polaires appartenant au méme genre.

Genre de la séparatrice. — En développant I'é-
quation (2), on lrouve sans aucune difficalté que la
séparalrice sera du genre ellipse st

(ad — bc)? — § (bd — c?)(ac —b2) <o,
du genre hyperbole si

(ad — be)2 — 4 (bd — c?) (ac — b2) >0,
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dn genre parabole si

(ad —bc)r— 4 (bd — c?) (ac — b?) = o.

St 'on remarque que le premier membre des refa-
tions précédentes est précisément le discriminant de la
forme

axd -+ 3bxty + 3cayr+ dy?,

on conclut immédiatement que :

La séparatrice est du genre ellipse lorsque la
cubique  possede  trois directions asymptotiques
simples réelles. Elle est du genre hyperbole si la
cubique admet trois directions asymptotiques sim-
ples dont une sewle réelle, du genre parabole si la
cubique posséde une direction asymptotique double.

CAs 01 LA SLPARATRICE SE REDUIT A DEUX DROITES. —
Nous passcrons rapidement en revue les diverses hypo-
théses dans lesquelles cette dégéndrescence peut sc
présenter.

1° Cubique @ point central. — La séparvatrice se
réduit & deax droites se coupant en ce point. Ces
droites sont réelles si la cubique ne présente qu’une
seule direction asymptotique réelle; clles sont 1magi-
naires lorsque les trois directions asymplotiques de la
cubique sont réelles. Dans ce devuier cas, la conique
polaire d'un "poiut quelconque du plan est du genre
hyperbole.

20 Cubique possédant < Uinfini un point double.
— En prenant Pave des & pavallele & la divection asymp-
totique double, on arrive, par des calculs faciles et que
Je laisse au lecteur le soin de développer, au résuliat
suivant :

Le lieu des points dont la conigue polaire est du



( 255)
genre parabole se réduit & une droite double paral-
léle ala direction asymptotique double. Cette droite
est rejetée a l'infini si le point double de la cubique
posséde une branche parabolique. La polaire de tout
awtre point du plan est une hyperbole.

Toutefois, si ce point double & Uinfini est un re-
broussement parabolique, la polaire de tout point
du plan est du genre parabole.

3° Cubique possédant un point simple parabo-
lique et inflexionnel. — Avec le méme choix d’axes
que dans le paragraphe précédent, on met facilement
en évidence le résultat suivant :

La séparatrice se réduit & une drodte simple. Mais
le liew des points dont la premiére polaire est du
genre parabole comprend en outie la droite de
Uinfind (dont le role comme séparatrice est évidem-
ment nal).

VIII. Pour mémoire, je me bovnerai a rappeler la
propriété classique suivante :

Le lieu des points du plan d’une cubique plane
dont la premicre polaire se réduit a deux droites
est la hessienne de la cubique.

IX. Applications. — 1. Les résultats signalés dans
les études précédentes donnent immédiatement la solu-
tion des questions suivantes :

Examiner s'il existe dans le plan d’une cubique
donnée et, sl y a lieu, déterminer le nombre et la
position des points satisfaisant a U’une des condi-
tions suivantes:

1° Les points de contact des tangentes a la cubique
issues du point considéré se trouvent sur deux
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droites; cas ot ’une de ces droites doit étre la
droite de Uinfini;

2° Ces points de contact se trouvent sur un cercle;

30 Ces points de contact se trouvent sur une hyper-
bole équilatére ;

4" Ces points de contact se trouvent sur une para-
bole.

2. En combinant les divers résultats obtenus, on
obtient la proposition suivante :

Tutonieme VII. — Il existe en général dans le
plan d’une cubique plane :

1° Trois points en général distincts, dont un au
moins réel, dont la premiére polaire se réduit a
deux droites rectangulaires ;

20 Six points réels ou imaginaires distincts en
geénéral, dont la premiére polaire se réduit a deux
droites paralléles.

Remarque. — Nons laissons au lecteur le soin de
discuter dans quels cas le théoréme précédent est en
défaut et de modifier convenablement son énoncé.

3. Pour terminer cet exposé, il me parait intéressant
de présenter un exemple de cubique possédant les
principales particularités signalées dans le cours de
notre ¢tude. J'adopterai la courbe représentée en coor-
données rectangulaires par I'équation

YVi+3x2y +1=o0.
Elle jouit des propriétés suivantes que je ne m’arré-
Lerai pas a établir :

1° Sa hessienne se réduit aux deux bissectrices des
axes et a la droite de P'infini.
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2° La conique polaire se réduit a un cercle pour tous
les points de 'axe Oy, i une hyperbole équilatére pour
ceux de Oz, a deux droites paralléles pour chacun des
points des deux bissectrices, ces deux droites formant
ainsi la séparatrice. L'origine est un point central; la
polaire correspondante se réduira a une droite double,
ladroite de I'infini. Tous ces résultats peuvent s’obtenir
par application des propositions générales rencontrées
précédemment ou encore se vérifier directement sur
I’équation de la polaire d’un point P (z,, ¥,):

(224 y2) yo + 2ZyTo+ 1 =o.
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La figure ci-dessus résume toute la discussion.
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