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[R7fa]
SUR LA THEORIE DES PERTURBATIONS DU PENDULE ;
Par M. LE Commanpant P. CHARBONNIER.

(SUITE ET FIN.)

IV. — LA FONCTION PERTURBATRICE DEPEND
DE L’ANGLE.
18. Formules générales. — On a, dans I'hypothése
ot la fonction » ne dépend que de P'angle f, en rem-

plagant celui-ci par — a cos/kt dans les formules géné-
rales du n* 8, les expressions

{
s:f ¢(— xcoskt)sinkt dt,
0
.-
E = / ¢(— a2 coskt) coskt dt.
“0
1* La premiére se mettra sous la forme

(]
I
E.— ﬁf_aw)de,



(221)

et cette quadrature, qui est immédiale, montre que
E;(w) ne pourra s’annuler que pour des cas particu-
liers de la fonction ¢ [ pour ¢(6), fonction impaire, par
exemple].

En général E((x=) n’est pas nul @ Uamplitude de
Uoscillation sera, en général, modifiée.

2° On écrira

0
1 ’
Be= gz [ #(0)ar,

0
1
e= | g'e0)— [ 0g(8)d ]
E m[wu S e ]

Le premier terme du crochet s’annule pour At =r.

d’ou

La forme du second montre qu’il ne sera nul que dans
des cas particaliers de la fonction o ().

En général, E.(=) ne sera pas nul : la durée de
Uoscillation sera modifiée.

19. Fonction monome. Angle. — Soit () supposé
sous la forme monome 47, On aura

At
B, = (_/?)m f cos™ kt sin kt dkt,
d’ou
E,= (e 1 (1-— cosm+1ke).

k m—+1

Donc, si m est pair, lovsqu'on fait kt == et
coskt =—1, on aura

“”l 2
Eo(m)= 2 2 .
s() k m—+1

Si m est impair, on aura
E;(n)=o.

Lamplitude de Uoscillation sera donc modifiée
st m est pair et conservée si m est impair.
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Dans le premier cas, on aura (n° 9, 2°)

2€ amn

20. Fonction monome. Durée. — La fonction E.
s'écrira
At
J— m
Bc=<+) f cos+i Lkt dkt.
<0

Posons

)
J,,,:=f cos”+y dy.
0

Comme au n° 15, on établira la formule de récur-
rence
(m +4-1)J,, = siny cos™y + mJ,,_,.
Mais
Ja=y et Jo=siny.

Pour y ==, on a
Jy(n)=m= et Jo(w) = o.
Il en résulte que :

Si m est pair, on aura J,(n)=o0 : la durée de
Uoscillation ne sera pas modifiée;

St m est impair, la durée de [’oscillation sera
modifiée.

Ainsi donc, ou l'angle ou la durée est modifiée,
mais jamais simultanément I'un et 'autre.
Comme on a (n° 15)

Jm(r)=1In(m),
on aura

Jnl(m) == 1.3.5...m
m(®) = '2._5.6...(m+|)‘
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1l viendra donc (m impair)

am 1.3.5...m
T— ..
k 246 .(m41)

Ec<1't) = —

La variation de durée AT sera, d’aprés la formule
générale du n° 9, donnée par 'expression

gamn—1 1.3.5...m
AT =— k3 ﬂ2.4.6...(m+l)’
ou
egm—1 . .
AT = — 5 Ly (m) (m impair),
AT =o (m pair).

21. Premier exemple : Second terme de la formule du
pendule. — 1° La formule (1) du n® 2 devicnt, dans
’hypothése { = const. = /,,

dz0 .

P + k2sin0 = o,
qu’on a simplifiéc (n° 3) pour obtenir le terme prin-
cipal de la série en remplagant le sinus par l'arc.

Conservons maintenant le second terme du sinus
dont le développement est

3
sinf) =0 — o o
1.2.3

Il viendra alors

dzh I
—_— 20 — —— k203 =
dﬂ—i—kﬂ 1.2.3k0‘0'

On aura donc un terme perturbateur égal a

1
1.2.3

k203,

2° La fonction E;, qui a pour expression

3kt
E;=— % cos3 k¢ sin kt dkt,
)
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s'intégrera par la formule
23 s
Es——-n(l—cos t).

C’est le cas de m impair : E;(n) sera nul; Aa=o.
3¢ Calculons la fonction

I
E.=— —f cost kt dkt.
LA

La formule de récurrence (n° 20)

(m—+1)),,=sinycos™y + mp_,

donnera
2Jy= cosy siny + J_y,
4J3=cosdy siny + 3J;.
Mais on a
a=y;
donc
d A 1 . 3 3
COS_}’d_}’:J;: 7cosy5|ny 0052}’-*-— + <
70 4 2 8
par suite

PE)

E,= — — |cosktsinkt( cos?kt + 3 -+ ilct .
ik 2 2

4° On aura alors, d’aprés les formules générales du

) Az .
n° 8, en faisant ¢ = — 53 pour le deuxiéme terme
du développement de la formule du pendule, I'expres-

sion

1 23 .
0 = — acosht — YW ?smkt(Skt ~+ sin kt cos kt),
db . T
T kasinht — YW

x<kad [2 kt coskt + sinkt (2 + 3cost k¢ )] .

J° Faisons Akt = = dans les termes en a3. Celui de
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I'angle s’annule. Donc, Uamplitude de [’oscillation
n’est pas modifiée, résultal évident a priori.

\ db .
La parenthése de =7' pour cos kt = — 1, devient
3 . .
— ™ el, par suile, la vitesse s’annule pour une valeur

2
Siﬂkt:—i d

X
2 1.2.3.4

d’ol

3 a? T
T —mM o .
a 2 1.2.3.4 k

La valeur AT prend donc la forme

AT = l—Iga‘-’ T.
C’est le second terme, bien connu, de la formule qui
donne la durée d’oscillation du pendule.
6° On peut vérifier que la formule générale dé-
montrée ci-dessus (n°® 20)

gam—1 1.3.5...m
AT = — ks

k3 2.4.6...(m+1)

donne bien la méme expression quand on y fait

k2

m=3 et £ = — .
1.2.3

7° Au point le plus bas, on a (n° 9, 3°)

T
Aﬂm_—eEs (‘-l-)-
Comme
T 33 ¢
() =—133
et

k- a3
(5) =

Ann. de Mathémat., §° série, t. VIIL. (Mai 1908.) 1o



il viendra
1
AT, = — T
1T R0
26’
AOI . m
m 1.2.3.4

22. peuxidme exemple : Pendule & enroulement de fil.
— Prenons maintenant un exemple un peu plus com-

plexe, ot la longueur / du pendule variera.

Fig. 5.

—_— [0

1° Supposons que le fil MNO s’enroule sur une
courbe OZ dont I'équation polaire sera

p=PRliw2(1+Ajw + Ayw2+...),

B étant un coefficient numérique.
La longueur du fil est actuellement [ et sa longueur

tolale est
lo: l+ 0,

a4 un terme du troisitme ordre en w prés, la corde
étant substituée a I'arc.

La 1angente en M fait avec le rayon vecteur p un
angle I tel que

I
P = —-Ww.

tangl = =z 3
(75)



On a donc

a un terme du troisiéme ordre prés.

D’autre part
=]4+w= iw,
2

On aura alors
I=ly—p=lo(1 — fu?) = 10<|_ ggoz)

2° 1l vient alors

1 dl 8, db
na = et

et nous porterons cette valeur dans I'équation du n° 2

A0 o dldb g

@ laa T =o

qui deviendra
20 16, /d0\: g 4
AR — . 2 ) - 302) =
PIE 9@0<dt> +[0J<1+9§0> o,
ce qui se réduit a

2 k]
%724-/:26 + ggn[/cﬂez_.a(@) ]:0.

Avec les relations

0 =—a coske,
do .
- = ak sinkt,

le terme perturbateur prend la forme

A
;—; Ph2ad coskt(4 sinkt — cos?kt
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Dans les formules générales (8), on aura donc

e = g BA2a3,
¢(t) = coskt(4sin?kt — cos?kt).
3* Les deux intégrales E, et E. sont alors

At
§ = 7'( [ cosAt(j — 5 cos?kt) sinkt dke,
o
d’ou
E;= ! <2——§ in2 /¢ ) sin? kt
s= % 4S Q S ct.

Puis
Lk
E.= p f cos?ht(4 — 5 cos?ht) dke,
0

c’est-a-dire
1 .
E.= i (1J1—51J3),

et, d’aprés les formules du n° 21, 3°,

. . i L
E.= 7 [8 At + coshAt sinkt <8 4005 At)].

Les équations du mouvement s’écriraient donc aisé-

ment.
4° Faisant k¢t = =, on voit que

Es(®)=o,

Eo(m)=g 7 =

T.

1

1
8
L’amplitude de U'oscillation n’est donc pas modifiée,

La variation de la durée'd’oscillation, d’apres la for-
mule générale (g), sera

1 I 1
8

day
AT:(g“’““)m a3t

(Vest donc une formule tout a fait analogue a celle
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qui représente l'influence du second terme du sinus

(n° 21, 5°).

23. Troisidme exemple : Pendule cycloidal. — Quelle
courbe doit-on faire décrire au point matériel M relié,
par un fil toujours tendu, au point fixe O, pour que la
durée d’oscillation soit celle du pendule simple

T=2
a un terme en o’ prés?
Il s’agit donc d’éliminer U'erreur due & 'omission du

Fig. 6.

terme en 63 dans le sinus, qui a produit (n°® 21), une
augmentation de durée

1
= —2T.
AT lGaT

Posons { = [, (1 + ¢82) comme équation polaire de la
courbe cherchée; ¢ est I'inconnue.

On aura
ldl_2 6d()
Lha=-%

Il en résulte 'équation différentielle du n° 22, 2°, ou

I'on remplacera — g B par q.



( 230)
On a donc les mémes conclusions que ci-dessus et

'on aura
AT =— %121-.

. T .
Donc, il suffira de prendre ¢ = > pour rendre iso-

chrones les oscillations da pendule jusqu'aux termes
en a® prés.

V. — PENDULE AVEC FIL ELASTIQUE.

24. Tension du fil. — Nous supposons que le pendule
est suspendu par un fil dont la totalité ou une partie
seulement est élastique. 1l s’allonge donc ou se rac-
courcit suivant la valeur de la tension due au mouve-
ment du pendule.

Nous admettrons que P'allongement du fil est sta-

Fig. 5.

tique, c’est-a-dire qu’il suit exactement et immédiate-
ment toutes les variations de la tension; cela exige,
comme on sait, que la période vibratoire propre du fil
élastique soit infiniment petite, relativement a la pé-
riode T du pendule.,

La tension du fil se compose de deux termes, 'un di
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4 la variation de la composante de la gravité suivant
la direction § du fil, 'autre dd 4 la force centrifuge.
Soit /, la longueur du fil, pour § = o, lorsque le
poids y est suspendu et au repos.
Pour un angle §, la composante de la pesanteur sui-

vant le fil est
mg cos9.

La composante de la force centrifuge est

mo?

!

Donc, la tension du fil est
02
m (g cos + _l> .

Soient A la longueur du fil quand le poids mg ne lui
est pas suspendu, e le coefficient d’élasticité de la par-
tie élastique du fil. On a, d’aprés la formule ordinaire,

zo=x.(x+ %)
e
et
m P2}
=X\ [1+ —g(\gcosﬂ+ T)]
On aura donc

l—-———l 1+ 2 cos()+f—E
2;_' mg e \% l)’

ce qui pourra, a I'approximation admise, s’écrire

{ m v2 g0’>
=14 —_—— ]
L e+mg<l,, 2

Exprimons de suite ¢ et § en fonction de ¢,

v = logg = lykasinkt,

0 = — a coskt.
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1l vient

L 1 2y (sin‘llct— ! cos’kt).
ly e+ mg 2

25. Equation du mouvement. — On aura
1l T .
L& 3 % e sinktcoske.
l, dt e+ mg

Portant dans I’équation

daxh 2 dldb £
@ T Tar a1

= 0,

on arrivera, aprés quelques réductions, a 'équation

(1—9-+U ! ———————Inla‘cos/.t(lfpsm?/lt—l)_—o
dn 2 e+ my

Dans les formules générales (), on devra donc faire

mg

£ = _[. —_ k243
) €+ mg
et
¢ (t) = (15sin2h¢ —1)coskt.
26. Fonctions E, et E,. — 1° On a
oM L
Es= — sindkt cosht dht — f cos k¢ sinkt dkt,
kJ, k J,
d’ou
15
- 13 —_——— 2
E;= 3 sin* k¢ A sin2 k¢.
2° On a
14 At 15 kt
E.= — cos?kt dkt — — f cos* kt dkt
k J, kJy
ou

E.— IkAJ, I;Ja
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et, d’aprés les formules données (n° 21, 3°),

1 [11 s (1 ol
Ec—l‘—k[7/\l+cosktsm/lt <j 15 cos At)].

3° D’aprés ces expressions, on aura
E;(m)=o.

[amplitude de I’arc r’est pas changée.
Puis

E(m) = ‘_S'T.

D’aprés la formule générale (g) qui donne AT, il

viendra
11 mg

— ——=—a2T.
16 e +mg

AT =
C’est une formule du méme genre que celles trou-
vées aux n° 22 et 23.
AT est toujours positif : I'effet de I'élasticité s’ajoute
donc & I'erreur commise en négligeant le terme en 63
du sinus.

VI. — PENDULE DE LONGUEUR VARIABLE.

27. Enoncé du probléme. — Donnons maintenant un
dernier exemple, ot nous ferons intervenir le temps.

Un seau descend lentement dans un puits et oscille
pendant que le cable s’enroule ou se déroule.

Trouver son mouvement, assimilé a celut d’un
pendule simple de longueur variable ?

On suppose que le mouvement de déroulement se
fail a vitesse constante et trés lentement.
La longueur actuelle du cable est { et, /, étant la lon-
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gueur a l'origine des temps, on a
l=1,(1+ at),

a est la vitesse trés petite de descente.

28. Equation du mouvement. — On a
dal
o= al,.

L’équation générale
d20

d  adldy g
Tl @ d =0

deviendra

d20 db
i -2 gy X' .
dtz—i—l. 0+a<2dl /(lt>

La fonction ¢(¢) de la théorie générale dépend donc
.« oy . N . df
ici, 4 la fois, de I'arc §, de la vilesse = & du temps ¢.
Remplacant § par sa valeur principale — acoske,

db .
et — par ok sinkt, on aura

20

7 i k20 + aak(kt coskt + 2sinkt) = o,
d’otr
e=aak et ¢(¢) = kt coskt + 2 sin k¢.

29. Fonction E,. — On a

At
kB, =f kt sinkt cos kt dl:t—f—zf
3 0

En intégrant par parties,

kt
sinzkt dkt.

) ke
FEo= X Gint ke §f sin? ke dkt.
2 2 o
Mais (n° 15)

he kt 1
f sin2kt dkt = — — —cosktsinkt.
o 2 2
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Donc
kB = {(—tsin‘llct + 3—1{ —_ icoslrt sin kt.
2 4 4

30. Fonction E,. — On a

kt

ht
kl‘.¢=f kt cost kt dkt + 2/ sin k¢ cos ke dt.
0 0
Mais (n° 20)
A
/ costkt dkt = f—t -+ L sin k¢ cos ke.
A 2 2

Intégrant par parties, on aura

. At
KE. = g(/n + sinkt coskt) — & f Kt — 3 sinkt coskt) dkt

o

= E(/rt ~+ sinkt coskt) — ;(/.'l)?—f— = sin2 ke
2 4 i
ou enfin
2
kE.= (—ki—) -+ %sin?kt —+ ke sinkt cos kt.
2

31. Equations du mouvement.-— Portant, dans les va-
db . ,
leurs de 6 et de T’ les expressions précédentes, on

trouve

0 = — acoskt — ; fl/;-t[(/n:)2 sin k¢t — 3 kt cos k¢t + 3 sinkt],
4

%3 = ka sinke—  Z2((ke)coske— ke sinke].

32. Durée de loscillation. — D’aprés la formule gé-
nérale (g)

€
AT = 55~ Ee(m),

en remarquant que
2

E(n) = 7

> =
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et

e =aaxk,
il viendra
’ a
AT = —7T2.
4

On peut remarquer que la durée de Voscilla-
tion T + AT correspond a celle d’un pendule dont la

. T
longuear serait (=1, <l —l—a;>, moyenne des deux

longucurs aux deux extrémités de 'arc.

33. Amplitude de Varc. — D’aprés la formule géné-

rale (g)
Ay = — ;E_\-(ﬁ),

en 1'('marquant qUC‘

(%)
]

—
>~ :

Ei(m)=

ct que
c = axk,
il viendra
3
Az =— —axT.

34. Point le plus bas. — 1° Pour aller du point —«
au point O, ona(n® 9, 3°) une augmentation de durée

' ;T;:mm(;)-
Mais
= | w2
5(3) =7z (5)+3]
On aura done

a T\?2 a 7\2
sty= | () o) = R [ (5) 2]

2* La perte de vitesse sera

/T
.\0;"::-— 5E5k3>7
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qui devient

r

, 5
AG), = — g aom

35. Forme de la trajectoire. — On démontrera aisé-
ment les propriélés suivantes :

1° La trajectoire part du point initial A’ tangentiel-
lement a la droite OA’.

2° Elle coupe en Ela verticale et présente en ce point
une inflexion : la tangente n’est pas horizontale, mais
inclinée vers la droite (composition de la vitesse hori-
zonlale du pendule et de la vitesse de descente du fil).

3° Au point A, d’amplitude o — Az, la langente
est AO.

4° En F, point d'inflexion.

5° En (, la tangente est CO, qui fait avec Oz un

angle « (I — % aT)-
6" De A’ en C le fil s’est allongé de 2/,aT, car on a

l=10(1+2aT).

1

.. , 3
L’angle a diminué de — ;aaT.
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On peut donc, en coordonnées polaires (/, w), écrire

dl =2aloT,
dw =—-§amT
2
et, par suite,
do 3 fll
w o al’

c’est I'équation différentielle de la courbe, licu des
points C.
On trouve
2 a
=1 =1y Log —
ot g { °8 &
pour son équation.



