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[I11a]
GENERALISATION D'UNE QUESTION DE WOLSTENHOLME ;

Par M. S\muer CERVERA,
Capitaine au 28 de ligne, Tarragone ( Espagne).

M. C.-A. Laisant a proposé, dans son Recueil de
Problémes de Mathématiques (p. 18), la question
suivante, déja résolue dans les Nouvelles Annales :

Si z, y, z sont trois nombres positifs dont la
somme est égale a Uunité, on a

(1—2) (1—y) (1—z)>8xyz ().

Cette proposition n’est qu’un cas particulier du théo-
réme sulvant :

Siz,y, 3, ..., 0 sont m nombres positifs dont la
somme est égale a Uunité, on a

G—2)a—p)a—23)...0—9)>(m—1)"zys... 0.

(') WoLSTENHOLME, Nouvelles Annales, 1554.
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Démonstration. — En effet
(m—)"mzyz.o=(m—nx(m—1)y(m—i)z...(m-—i1)v,

(m—z+(m—1)y+...+~(m—1)p
=(m—10)(r+y+z+...4+9)=m—1
et
(1—z2)+(1—y)+(1—3F)+...+(1—v)
=m—(T+y+z+...4+9)=m-—i.

Par la théorie des maxima et des minima, on sait
que si nous décomposons le nombre (m —1) en m de
ses parties, et si nous multiplions celles-ci entre elles,
elles nous donneront un produit maximum, quand

. s I .
lears facteurs seront égaux a la — partie de (m —1);
m
et, dés lors, des deux produits

(1—@)(1—p)(1—=3) ... (1= ),
(m-—-nNx(m—1)y(m—i)z...(m—1)y,

qui ont m facteurs et dont la somme est (m —1), le
majeur des deux sera celui dont les facteurs m seront
moins inégaux, puisque le produit le plus grand cor-
respondrait au cas ot 1ils seraient égaux a la % partie
de la somme (m —1).

Les différences entre ces facteurs pris de deux en
deux sont :

Pour le premier produit

(1—z)— (1 —y)=y—u=,

h—z)—(1—3)=3z—ux,
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Pour le second produit

(m—1)y—(m-)z=(m—1)(y—z)
(m—1z—(m—nr=(m-—1)(z—=zx),

.....................................

(m—-—1)zr—(m—1)e=_(m—1)(x —v),

(m—ny—(m—1)v=(m—1 (y —vo).

Ceci nous démontre que les différences (y — z),
(z—x), ... sonl précisément m — 1 autant de fois
plus petites que les différences (m — 1) (y — z),

(m—1) (3 —09), ...

D’oti il s’ensuit :
(—2)(—y)(1—2)...(1 —9)

>(m—1)ar(m—1)y(m—i)2...(m—i)v
ou

(t—z)(1—y)(1—23)...(1—e)>(m—1)"xys ... 9,
précisément ce que nous voulions démontrer.

CoroLrLalRe. — Si z=y=z=... =v sont m

.. . N ¥ . 9 .«
nombres positifs égaux a la — partic de l'unité
positifs ég — P )
on a
(‘ — 1»)711 = (lll — [)m xm,

puisque les différences
y—rx=o=m—1)(y—=x)...,
les produits

(1—x)(1t—z)...(1—7)=(1—x)",

(m—Dr(m—)z...(m—1)x=(m—1)"zn

seront égaux.
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Remarquez aussi que

x—x=1—-,—7-l=’.'_l'_n':=(m—1)-;—‘=(m—-l)z.

ce qui prouve que
(1—2z)r=(m —1)™ 2™,
Sim=1,0na
Z=1,...,1—x=0x (corollaire).

Remarque :
Sim=2,o0na

z+y=1,...,(1—x)(1—y)>12ry  (théoréme),
(t—2)(1—y)> zy.

Sim=2,z=y,0na
1 1\2
2T =1,2 =) e (t—z)2=22, ..., (l—-—-—) =<‘
Sim=23,0na
r+y+z=I, ..., (1—2) (1 —y)(1—3z)>2B8zyz=8xys (}).
Sim=14,on a

(1—z)(1—y)(1—2z)(1—5)>8ixyss.
Etc.

Exemple :
1—0,35=0,65
0,35 40,25 +0,40=1. i t—o0,25=0,75 ;
1— 0,40 =0,60

§ (0,35.0,25.0,40) < 8 1
=(2.0,35%)(2.0,25)(2.0,40) = 0,28 0,2925 > 0,28.
( 0,65.0,75.0,60 =0,2925’

(') WOLSTENHOLME, Nouvelles Annales, 1554.
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Remarque :
0,75 — 0,65 =0,10, ., 2(0,35)—2(0,25) = 0,20=12(0,10)
0,75 — 0,60 =0,15, ..., 2(0,10) — 2 (0,25) = 0,30 = 2 (0,15)
0,65 —0,60=10,05, ..., 2(0,40) —2(0,25) = 0,10 = 2(0,05)
y 0,75 + 0,65 + 0,60 = 2.
{ 0,70 + 0,50 4+ 0,80 = 2. §

et cependant :

0,75.0,65.0,60 > 0,70.0,%.0,80 = 2%.0,37.0,75.0,40.



