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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[E5]
PROCEDE ELEMENTAIRE D'APPLICATION DES lNTEGRALES
DEFINIES REELLES AUX EQUATIONS ALGEBRIQUES E
TRANSCENDANTES ;

Par M. Micaern PETROVITCH,
a Belgrade (Serbie).

I. — SUR UNE INTEGRALE REELLE DISCONTINUE.

1. Soit ¢(¢) une fonction réelle pour ¢ réel, continue
dans un intervalle réel donné (a, b) et telle que l'in-
tégrale

b
(1) gn-——/ w(t)cosntdt

all un sens pour toute valeur entiére positive ou nulle
de n.
Jenvisage I'intégrale définie
b
(2) I(x):f o(t)log(t— a2z cost+ ) dt,

a

qui, en vertu du développement

L
R\ T cosnt

(3) log(h —ozcost +a2)=—2 )

1
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(2)
sera une fonction X (z) de z, donnée pour| z| suffi-
samment petit par le développement

(4) o) =—2 ) £,
ou bien par l'intégrale l
(5) x(z)=_szﬁ;—“’)dx
avec :
(6) p(@) =Y guan.

"

Soit R le rayon de convergence de la série (6) [dont
la détermination se réduit & celle de l'intégrale (1)
pour n tres grand]. Alors, la série (3) étant unifor-
mément convergente pour | 2| <1 :

1° Si R 21, I'intégrale 1(z) pour |z | <1 coincidera
avec la fonction % (z); d’autre part, I'identité

2 1
log(1— 22 cost +x?) = 2 logx+log <|—— ;‘cost—k ;)

montre que, pour | z | > 1, I(2) coincidera avec la fonc-
tion

\

() () =2gologx+7~(%)-

2° Si R <1, I(x) coincide avee k() pour |z | <<R
et avec Q(x) pour |z | > %

L’intégrale 1 (r) est donc une fonction disconti-
nue de z; coincidant tantdt avec \(z), tantdt avec
Q(x), suivant que le point z se trouve a U’intérieur
ou a lextérieur d’une certaine circonférence ou
d’une certaine couronne ayant [’origine comme
centre.



(3)

2. Un cas particulidrement intéressant pour ce qui
suit se présente lorsque la fonction ¢(¢) et les limites
a et b de 'intégrale I(x) sont telles que I'intégrale (1)
soit constamment nulle dés que l'entier n dépasse une
certaine valeur p, tandis que pour n<p elle soit dé-
terminée, finie et différente de zéro. Nous dirons, dans
ce cas, pour abréger, qu’une telle fonction satisfait a
la condition [9,a, b, p].

Ainsi, o = const. satisfait & la condition

[¢, 0, 2/km,0].
La fonction

int\ k&
o= <sn;n t) (k = entier positif)

satisfait a la condition [, 0, o0, A —1].
La fonction

sinht\? . -
o= ( ! F ) (h = entier positif)
satisfait & la condition[9, o, @, 24 —1].

Toute fonction continue ¢(¢) admettant 2® comme
période, ne s’annulant pas pour ¢t = o et dont le déve-
loppement en série trigonométrique ne contient pas
de cosinus satisfait a la condition [0, o, 27, o], etc.

Dans tous ces cas, la fonction A(z) se réduit au po-
lynome de degré p en z

(8) 7\(2‘)=—2<g1x+%z'—'—é—...—}—ippxl’),

et Pon a R =o0. Si, en particulier, la fonction © satis-
fait a la condition ¢, @, b, 0], on a X(z) = o, el, par
suite,

_’o pour x| 1.
(9) H@) = | 2g0logz pour |z|>1.



(4)
3. Dans le cas ou, les limites de l'intégrale étant o
et 2x, la fonction continue ¢(¢) admet la période 2,
de sorte que

(10) ?(‘)=Ao+2Ansinnt+ZBncosnt,
1 1

on aura

(11) &o = 271 A,, gn=7B,,

et la fonction correspondante A(x) peut s’écrire

(12) k(z‘):—w)ﬁ/ (@) dx
0 z
avec
(13) fl)(x):E By 2",
1

Ainsi, lorsque o(¢) est le coefficient de ¢ dans une
expression ¢(e#), 4 (3) étant une fonction de z holo-
morphe pour | 5| <1, onaura Ay = o, B, =o, et, par
suite,

g0 =0, M(x) = o.

Lorsque o(¢) est la partie réelle de ¢ (e ), on trouve
aisément
~X

‘P(ﬂ’»‘); 4 (0) da,

0

(14) go=27¢(0), Maz)=-—-27
et le rayon R sera au moins égal a 1. Kn faisant donc
(1) V(o) =— = 3f(2),

J(5) étant une fonction holomorphe pour |z| <1, on

aura
So =0, X(x):f(x),

ce qui donne, d’une maniére bien élémentaire, une so-



(5)

lution du probléme suivant :

L'intégrale I(z) étant prise entre les lLimites o
et 2w, déterminer la fonction ¢(t) correspondant a
une fonction \(z) donnée, holomorphe pour |z|<<1.

Cette solution consislerait a prendre pour ¢(¢) la
partie réelle de I'expression — 2—'7_ 32 () pour 5 = et,
La fonction p(¢), correspondant a une fonction u(¢)
dounnée, serait égale a la partie réelle de ;: w(et).

Remarquons aussi que l'intégrale I(z) est égale au

double de Pintégrale de la méme forme, mais prise
entre les limites o et .

II. — DIFFERENCE ENTRE LE NOMBRE DE ZEROS ET DE POLES
D'UNE FONCTION MEROMORPHE DANS UNE CIRCONFERENCE
DONNEE.

Soit f(z) une fonction méromorphe & I'intétieur et
: ’ b Al
sur la circonférence d’un cercle C de rayon r, ayant
Vorigine comme centre, réelle pour z réel et ne s’an-
) P
nulant pas pour z = o. Soient %, a3, ..., %, des zéros
et By, B2y +. -, Bm ses poles a l'intérieur de C, en sup-
posant qu’aucun d’eux ne se trouve sur G et en comp-
tant chaque zéro et chaque pole autant de fois qu'in-
dique son degré de multiplicité.
Envisageons I'intégrale définie

b
(16) H(r):f o(¢)F(r, t) dt,

ou F(r, t) désigne la partie réelle de %%;—2 pour

z = reti,



(6)
Comme l'on peut écrire

f’(z)__n 1 _m 1 .
(17) f(Z) _Z Z — A Zz_@k_'—x.(z)a

() étant holomorphe dans C et sur G, les identités

(18) partie réelle de f(reti) =3 [ f(ret) + f(re-t],

az ¢
. . I — — cO0S
( 1 rett -+ re‘—” r
1« - - =
9) 2 \reltt— a re—t — a 24 a\?
I— —cost + { —
r r

conduisent a

A
n I——;COS[
\F(r,f)_—_ E ~
2%k

2 ag\?
1 I———cost+ | —
r r

m pk

| — — cost
r

*2 1— —2—&5 cost + <9£>2

(20)

+U(r, t),

1
i

ot §(r, t) désigne la partie réelle de z(3) pour
5 = ret. Par suite, on aura

(21) H(")=i3<%>—iB<ﬁT”>+U(l'),
1 1

ou B(x) représente I'intégrale définie

(22) B(x)_f ¢ (¢ ) —reost dt,

— 2x cost + x?
et ot

b
(23) U(l'):f e(t)d(r,t)de.
Or, I'identité

1— acost z d 1 . .
—_——— = — — — log(1— 22 cos x
1 —22 cost —+ &2 2 dx 8 2 )
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fait voir qu’en mettant & part les valeurs || =1, on
aura pour toute valeur de z
z dI
B =gy — — —*
(x)=¢go > =

Il s’ensuit, d’aprés les propriétés de U'intégrale I(2),
que pour toute valeur de z a I'intérieur d’une certaine
circonférence C, on aura [ formules (5) et (7)]

B(z) = g0+ p(2),

et, pour toute valeur de x a I'extérieur d’une certaine
circonférence C,, on aura

B($)=——y<;->;

w(z) étant donnée par (6); les rayons R, et R, de G,

et G, ont pour valeurs

Ry = plus petite des valeurs 1 et R,

1
R, = plus grande des valeurs 1 et ®

R étant le rayon de convergence de la série (6).
Choisissons maintenant pour ©(¢) une fonction quel-
conque satisfaisant a la condition [o, @, b, 0]; on aura

}L(.’L‘):O, R:oo,

et, comme les deux circonférences C, et G, coincident
alors avec C, on aura

B(z)= gy pour |z|<T,
B(z)=o0 pour |z|>r1;

g iB (a,—/> = ngo,
- )
28<%§)=mg0.
1

par suite,




(8)
D’autre part, la fonction () élant pour |z | </ dé-
veloppable en série

v(8)=bo+ b1z 4+ byz* +. ...
on aura

-
Y(r,t)= 22‘17,,/'"'“ cos(n—+1)t,
1

et, par suile,

(25) U(/'):Zang,H_,r"'H:(),
1

de sorte que l'intégrale H(7) se réduit a la valeur
(n—m)g,.

D’ou le résultat suivant :

La différence entre le nombre des zéros et celui
des piles de f(z) est égale a la valeur de Uinté-
grale

b
ﬁ f o(t)F(r, t)de’

ot ¥(r,t) désigne la partie réelle de zf(iz)) pour
s=re" et ol (t) est une fonction quelconque satis-
Jaisant a la condition |9, a, b, o].

Ainsi, par exemple, cette différence sera représentée

par l'intégrale
1 * sint
f RLLS
é’n /o 14

dans quel cas on aura

ou bien par une intégrale quclconque de la forme

~27

— e(t)F(r, t)de,



(9)
o(t) élant une fonction continue, admettant 27« comme
période, ne s’annulant pas pour ¢ = o et dont le déve-
loppement en série de Fourier ne contient pas de co-
sinus; dans ce cas on aura

&o=Tp(0).

En prenant dans la derniére intégrale ©(¢) =1 on
retrouve la formule

nﬂmz___f F(r, t)d(:—f F(r, t)dt.
27 0 ™ 1y

III. — RAPPORT DES PRODUITS DES MODULES DES ZEROS
ET DES POLES.

Considérons la fonction précédente f(z) et partons
de

(26) log{,((i; =2:llog<x — —;Z> —ilog(l—{—;) +£&(2),

ol £(z) sera holomorphe & I'intérieur et sur la circon-
férence C et s'annule pour z = o.

Formons I’intégrale
6
(27) K(») :f e(t)M(r, t)dt,
a
ou
(28) M(r, t)=1log|f(z)]| pour 3 = ret..
Les 1dentités

(29) M(r, t) =g [log f(ret) +log f(re-t)],

I ret 1 re—tt
og<l—7->+ og <| - )




(o)

conduisent a

(31) -

~+ logf(o) + §(r, ¢),
ou

@

(32) dir, I):E(‘,,r"cosnl,
1
¢, désignant les coefficients du développement

©

t(z) :20,11”,

1
convergent pour 55 7.

Par suite, 'intégrale K (r) aura la valeur

m

K(z-)=’;§2'(£) - 221 wé)

N

b
(33) +logf(o)f e(t)dt

b
+ [ a0 vya
Choisissons maintenant pour ¢ (¢) une fonction quel-

conque satisfaisant & la condition [¢, a, b, o]; les for-
mules () montrent que

n
r re
l(— = 2 log —m——
2 L% &o "1,12...1,,’
1
m
2](,.) l ’-IIL
i) =28&log 77—
=\ P " BiBe-. - Bm
\

(34)



(1)

et comme, en vertu de (32), on a

b ®
(35) / ?(t)q.l(l‘, t)dt =zc”gnru=0,
“ 1
la valeur de K (r) se réduit a

(36) K(r):golog[f(o)rn_mﬁ 18a - ﬁm],

AgAy ..o Gy

En égalant 4 K(r) la partie réelle du second membre
de (36), on est conduit au résultat suivant :

Quelle que soit la fonction ¢(t) satisfaisant a la
condition [9, a, b, o], et M(r, t) désignant le loga-
rithme du module de f(z) le long du cercle de
rayon r, l’intégrale définie

b
K(r) :f e(t)M(r, t)dt
aura pour valeur

f(o)rll—m p pl pm

A%y %n

(37) &olog

Tel est, par exemple, le cas de l'intégrale

f SN (r £,
0 12

ou d’une intégrale quelconque de la forme

27
f 9(t) M(r, t)dt,
0

[-o8

o(t) étant une fonction continue i période 27
laquelle correspondrait le développement

o(2) = Ao+ Aysint + Apsinat +....



(r2)

En prenant dans ce dernier cas
A():l, A]=A2=A3=...—_—0,
on retrouve le théoréme de M. Jensen pour le cas

ou f(z) est réel pour z réel.

1V. — FONCTIONS SYMETRIQUES ET ASYMETRIQUES DES ZEROS.

1. Soit £(z) un polynome en 5 de degré n et envi-
sageons l'intégrale précédente

b
K(r):/ o(2) M(r, t)dt.

Les identités (29), (30) et

(38) togL

°f( "2‘°g(‘_ “>

conduisent direclement a

(30) K(r)= 3 2!( )+ golog/ (o)

Or, d’apres les propriétés de l'intégrale I(z), si 2y,
%3y + ..y Ay sont les zéros de f(z) compris & Uintérieur
de la circonférence ¢ de rayon r, et amy(y Amyay -y %n

ses zéros a extérieur de ¢, on aura pourk=1,2,...,m

, ry\ N rr 23
ti0) E'(;;)~2é’°‘°~—r—lq,_....a,,+2*<;->

etpourk=m-+1,...,n

S



(13)
de sorte que

K(r)= ZA(?)

(1)

r rn
+2 A (Z) + 2golog————am s + &of(0),
(2)

(42)

la sommez‘ étant rapportée aux zéros intérieurs etz

1 2)
aux zéros extérieurs. On a ainsi une fonction asymé-

trique des a; exprimée a l’aide de 'intégrale K (r).
En prenant pour r une limite inférieure y des mo-

dules des «;, la sommez et le terme logarithmique

(2)
disparaissent dans le second membre de (42) et cette
formule se réduit a

(43) K(Y)=Z%<J—k>+gol<)gf(0),

exrprimant, ainsi, une fonction symétrique des o; a

Uaide de K (r).

2. Les fonctions symétriques et asymétriques des &;
peuvent aussi s’exprimer par I'intégrale précédente

b
H(r) =/ o(2)F(r,t)de.
En partant de la formule (21) qui se réduit ici a
(45) H( =3B (%)
1

et en remarquant que si I'on suppose le rayon de con-
vergence R de la série correspondante

w(z) =2 &nx"
1



(14)

au moins égal 4 1 ona
B(zr)=go+p(x) pour lz| <1,

I
B(x):-p.(;) pour |z |>1,

on arrive a la formule

() H)=ng+ X (%’) v (1’7>
(2)

)
exprimant une fonction asymétrique desa; par I’in-
tégrale H(r).
En prenant r =y on aurait la fonction symétrique

k23
46 — )
(46) E“(Y)

étendue a tous les a;, exprimée a U’aide de H (r).
En choisissant pour 2(¢) une fonction quelconque

satisfaisant a la condition [o, @, b, p], ot p est un en-

tier positif, la fonction p(x) sera nn polynome en z,

OV r\ o, . .
la somme 2 §L<~—) étendue a lous les a; se calculerait
a

a l'aide des coelficients de f(3), et 'on aura la fonc-
tion symétrique

AN 25 ( r

w{ — g [ —

e |\ T ’

étendue aur o;intérieurs @ c, exprimée a l'aide de

H (r) ct des coelficients de f(s3).

3. On peut encore exprimer les fonctions symé-
triques et asymétriques des o, par U'intégrale
b
(47) Lr)y= [ o(L) P (ry t)dt,

a

ou ®(r, t) désigne la partie réelle de la dérivée loga-
rithmique de f(s) le long de la circonférence C; on



(15)

=1 3A(2)

A(z)= —

trouve alsément

avec
1 dl
2 dz’
ce qui conduit & la formule

\

, =YL () N[, (L
(i8) l‘(')—za/fp<r) 2[744+a/:“<1/.>]’
(1) (2)

exprimant une fonction asymétrique des a; par L(r).
On en tire aussi la formule

(i L(‘r)=—2 [’%’4-;[7“(3:—‘)]:

exprimant une fonction symétrique des a; par 1.(r).
En prenant pour o(¢) une fonction quelconque sati>-
faisant a la condition [9, @, b, o], {’intégrale

1
) — —L(r
(50) Z (r)

aura pour valeur la somme des inverses des a; exté-
rieurs a la circonférence G; en appliquant la propo-

z«/(;>,

Uexpression correspondante (50) aura pour valeur
la somme des a; intérieurs a c.

sition au polynome

Remarquons aussi, pour terminer, que la plupart de
ces résullats s’appliquent manifestement encore aux cas
ot f(3) estune fonction transcendante entiére du genre
zéro et condulsent, entre autres conséquences, a diverses
formules sommatoires connues ou nouvelles.



