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[I7a]

SUR LES MODULES DE LA FORME P™, P PREMIER
(IMPAIR OU PAIR);

Par M. G. FONTENE.

1. Lapremiére Partie de ce Mémoire est relative aux
modules de la forme p™, p étant un nombre premier
autre que 2 ; la seconde Partie est relative au module 2.

Si on laisse de c6té le module 4, qui admet 3 comme
racine primilive, on sait que, pour un module com-
posé M, il n’existe de racines primitives, c’est-a-dire
de nombres appartenant a Uexposant o (M), que
dans les deux cas suivants :

M = pm, p premier et autre que 2,
M=2pm, » »
Dans le premier cas, qui est le plus intéressant, on a
¢(pm)=pmt(p—1),
et il exisle des nombres N appartenant a l'exposant
prkd  (k3),

8 étant un diviseur de p —1; le nombre de ces nom-
bres, supposés inférieurs a p™, est

(pmk8) ou o (pm=t)¢(3),
ou encore

k<m, pmh=t(p—1)¢(3),
k= m, o (8):

je me propose de donner de ces nombres, pour
chaque valeur de k et chaque valeur de 8, une
Ann. de Mathémat., §* série, 1. VIIL. ( Mai 1go8.) 13
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expression plus arithmétique que celle qui résulte
de Uemploi d’une racine primitive relative au mo-
dule p™.
Je dirai ensuite un mot sur le cas du module 2 p™,
pour lequel on a
¢ (2p™) = ¢ (p™).

Dans la seconde Partie, je considére le module 2™,
m3 3, pour lequel il n’y a pas de racines primitives.
Aux exposants 2™~2, 9™~3, .. a2, apparliennent des
nombres dont le nombre est

29 (2771), 29 (2773), ..., 29 (2);

restent les deux nombres 1 et 2” — 1 qui apparliennent
1‘especlivement aux exposants 1 et 2.

PREMIERE PARTIE.
MODULES DE LA FORME p™, p ETANT IMPAIR.

I.

Nous chercherons d'abord a quel exposant appartient
un nombre donné N, relativement au module p™.

2. Lemme. — Soit un nombre H, pour lequel on a,
avec h31,
H—1=ptqy (p33)
(g' non multiple de p);
on a ausst .
Hpm-h—lzp’nq
(g non multiple de p).

Ces deux faits (I'un positif, I'autre négatif) ayant
lieu par hypothése pour m = &, il suffira de montrer
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que, s'ils ont lieu pour une valeur de m, ils ont lieu
pour la valeur immédiatement supérieure.
Ecrivons
H" = pmg 1,

q ne renfermant pas le facteur p, et élevons les deux
membres a la puissance p. Comme les coefficients du
binome, pour un exposant premier p, sont multiples

de p, sauf le premier et le dernier qui ont la valeur 1 (!
2 ’
on a
—-h m
HP"‘"' — pP qr
—+p (p—1) m—+1 qp—l
+P(p~2)m+1 qp-! A

“+ ...
+P2m+l qz L
+pl’l+l q
-+ 1,
et, par suile,
H/’m*‘*h — 1= pm+i Q;

ainsi le premier membre est divisible par p™*!.
En outre, Q ne renferme pas le facteur p ; ona en
effet le diviseur qui donne le quotient, Q étant p™+!,

Q o p([l—l)m—i qp
4+ p(p—i) m qp—i
.:,_P(p—a) m qp—z A

+ pm qu
—+ q.

(') Un fait analogue a lieu pour la formule qui donne la puissance
pit=e d’un polynome, et cela donne une démonstration du théoréme
de Fermat. ( Voir CAEN, Eléments de la Théorie des nombres,
p. 66; nous indiquerons les renvois a cet Ouvrage par la notation
C, p. 66.)
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et la partie qui précéde g est multiple de p, méme
dans le cas le plus défavorable, p = 3, ol cette partie
est ’
pzm-l qs + pm qz’

m élant aumoins 1. Comme I’égalité ci-dessus en H n’est
pas autre chose que I'égalité primitive avec m + 1 au
liea de m, comme de plus le quotient Q a la pro-
priété da quotient g, le fait annoncé est établi.

3. Théoréme. — Soit p un nombre premier autre

que 2,
ps3.

Le nombre N étant premier avec p, si 3 est Uexposant
auquel appartient N (ou son résidu n par rapport
a p) pour le module p, et si la plus haute puissance
de p qui divise N—1 est p*, avec hS 1, Uexposant
auquel appartient N relativement au module p™ est

Pm~h 8’
tant qu'on a h<m.

On a, par hypotheése, avec A5 1,

{ Né— =phq
) { (¢' non multiple de p);

on a en outre

(2) Ne—1=p \(8 minimum);

la conclusion est, avec m 34,

(3) NP"™ _ =pmg  (exposant minimum pour N).

1° D’aprés (2), les seules puissances de N qui, divi-
sées par p, donnent 1 pour reste, sont celles dont I'ex-
posant estmultiple de 8; 'exposant auquel appartient N,
pour le module p™, est donc d’abord multiple de 8.
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2° D’aprés (1), en appliquant le lemme du n® 2 avec
H= NS, on a

Np"‘tﬂh&_l —pmg
(g non multiple de p);

I'exposant auquel appartient N, pour le module p™,
est donc p™~*3, ou un diviseur de ce nombre ; comme
cet exposant doit étre multiple de 8, qui est un divi-
sear de p — 1, il est certainement de la forme pt=*3§,
avec [Sm.

Or, avec I'hypothése (1), on a

| ‘V"l-ha——l:p’q
| (¢ non multiple de p);

donc le premier membre n’est divisible par p™ que si
P'on a {=m. Le nombre N appartient donc bien a
Pexposant p™»~%3, comme P'indique |'écriture (3).

On peut observer que le quotient q de U'égalité (3)
ne renferme plus le facteur p. L’énoncé méme du
théoréme entraine d’ailleurs cette conséquence ; sans
quoi N appartiendrait pour le module p™* & un
exposant diviseur de p™~%8, ce qui est contraire au

théoréme.

4. Remarque. — Si I'on a & > m, I'exposant auquel
appartient N est simplement 8, puisqu'on a, d’a-

prés (1),
Né— =pmx ph-mg,

et que, d’ailleurs, cet exposant doit renfermer le fac-
teur & ; le quotient pA~™¢' renferme alors le facteur p.

(La méme chose a déja lien pour A = m, si ce n’est
que le quotient est alors ¢’ non multiple de p.)
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IL.

Voyons maintenant, ce qui est 'objet principal de
ce Mémoire, quels nombres N appartiennent & un
exposant donné p™~*3, k élant au moins 1, et 3 étant
un diviseur de p —1. Pour

k=12, ...,h ..., m—1,

on doit chercher les nombres qui satisfont a la fois aux
conditions (1) et (2), 8 et A élant donnés. Pour k = m,
c’est-a-dire lorsqu’il s’agit des nombres N qui appar-
tiennent simplement & I'exposant &, on aura a tenir
compte de la remarque du n° 4.

Nous commencerons par résoudre, et c'est 'objet de
ce paragraphe, un probléme plus général que celui que

nous avons en vue.
5. Probleéme I. — Résoudre la congruence
Ns = 9% +[',h+l,

Uexposant s n’étant pas multiple de p; le point in-
dique un multiple de p**'.

Supposons connus les A + 1 derniers chiffres de It
écrit en base p, et cherchons les £ + 1 derniers chiffres
de N écrit de méme (*); on veut avoir

(n+ap + bp? +...+ eph—1 4 fph +}J"+‘)-’

= v4ap+ Bpi-... 3 eph—t 4 opht phtt;

(') Dans le traitement des questions o le module est une puis-
sance de p, on procéde de proche en proche & partir du module pre-
mier p, en faisant croftre d’une unité a chaque fois 'exposant de la
puissance (G, p. 99); on comprend dés lors que I'emploi du systéme
de numération a base p doil donner aux démonstrations un tour aisé.
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nous supposerons 9% non multiple de p, ¢’est-a-dire
v # 0, d’onr n #o.
On doit avoir d’abord
nf=v+p (n<p);

v doit donc étre un reste de puissance sié™e par
rapport au module p, et la condition pour qu'il en
soit ainsi est celle-ci : 3 désignant le plus grand commun

diviseur entre s et p—1, v doit étre 'une des p;l

solutions de la congruence

p—1

Ve =1+p;

cette condition remplie, la congruence ci-dessus en n
a & solutions distinctes (G, p. 99). Dans le cas parti-

culier
v=1,

que nous aurons a considérer, ces & solutions sont,
comme on sait, celles de la congruence

n=1+p (n<p).

La valeur de n étant choisie, on doit avoir en second

lieu
(n—f—ap)szv—i—ap—i—}.ﬂ,
ou
(nS—v)+sns-lap —ap =é’,
ou

ns—yv

+sn5"a—1=1-) (2 p);

on a supposé s non multiple de p pour que le coeffi-
cient de I'inconnue a soit premier avec le module p,
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et la congruence a alors une solution, soit a (').
On doit avoir ensuite

(n—+ap+bpty =y -+ap+Bpi+p3,
ou

[(n+apy—(v+ap)]+s(n-+ap) -t bp*— Bpr=ps,
on divise par p*, etc. (2).

On continue ainsi de proche en proche.

6. Probléme 1. — L’exposant s n’étant pas mul-

tiple de p, trouver N d’aprés les conditions

Ns —v = phqg'
(q' non multiple de p),

ot v est un reste de puissance s*™° par rapport au
module p.

Il faut, dans ce qui précede, faire

%u:o, B=o, e, "E=0
(9 # o).

L.a valeur de n étant choisie, si I'on désigne par a,,

(') Si s est multiple de p, on a
(n-+p)=n+p;

la congruence arésoudre est impossible ou indéterminée selon qu’on
n'a pas ou qu'on a

n=v-+4ap +1')’.
() Si & est multiple de p, off a
(rR+ap+p')=(n+ap) +p;

la congruence a résoudre est impossible ou indélerminée selon qu’on
n'a pas ou qu'on a

(n+ap)=v-+ap+Bp+p.
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by, -+, €oy fo les valeurs de a, b, ..., e, f, pour «,
B, ..., ¢, ¢ égaux a zéro, il faut prendre (puisque ¢ ne
doit pas étre nul)

N=n+ayp + bopr+...+ e ph—t +fp"+[;’l+1

(f # fo)-

Le nombre des valeurs de n est 8, le nombre des va-
leurs de fest p — 1; & chacune de ces valeurs de f cor-
respond pour ¢ 'une des valears 1, 2,3, ..., p—1,
dans I'égalité

Ns—v = ph(p +9).

Pour une méme valeur de n, les nombres N forment
p — 1 progressions arithmétiques de raison pA+!.

7. Cas particulier. — L’exposant s n’étant pas mul-
tiple de p, trouver N d’aprés les conditions

N$ — 1 = phg'
( (¢’ non multiple de p).

Si P’on désigne toujours par 8 le plus grand commun
diviseur entre s et p — 1, les valeurs de N sont celles
qui vérifient les conditions plus simples :

M N=ptg
! (¢’ non multiple de p);

cela donne

') ) N=n-+ayp+ bopr+...+ cop"—‘+fp”+1;"+’

(f#So)s
n est I'une des & solutions de la congruence
nd—1=p,

et, lorsque la valeur de n a été choisie, les coeffi-
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cienls a,, by, ..., €, sont absolument déterminés, le
nombre des valeurs de fest p — 1. En effet, d’une part
les valeurs de N qui satisfont aux conditions (1) satis-
font aux conditions proposées, el, d’autre part, la ré-
ponse au probléme primitif est également de la forme (1)
avec 8 valeurs pour n et p — 1 valeurs pour f; d’ail-
leurs, en ce qui concerne n, on a déja rappelé que les
congruences
n»‘——|=};, na——l:i)

ont les mémes solutions (congruences & modules pre-
miers).

HI.

8. Des nombres qui appartiennent a un exposant donné
pour un module donné pm, ps3. — Pour avoir les
nombres N qui appartiennent a 'exposant p”~*3 rela-
tivement au module p™, 8 étant un diviseur de p — 1,
el i ayant l'une des valeurs 1, 2, ..., m — 1 (mais non
la valeur m que nous écartons pour le moment), il
faut prendre les nombres N qui vérifient les conditions
suivantes :

( ) Na_ 1 =Phq’
'
(¢’ non multiple de p)
et
(2) Nl—1=p (3 minimum);

on supposera d’ailleurs
N < p.

Le nombre N devant ici appartenir & Pexposant &
Pp p

pour le module p, il doit en étre de méme de son ré-

sidu n par rapport a p, et 'on doit avoir

(2") nd—1=p (® minimum).
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Le nombre des valeurs de n pour la formule (1) est
alors seulement ©(8); comme, dans cette formule,

(II) ‘ N=n+ agp —|—boP2+-..+ eoph_l+fph+i)h+’

(f#fo)v

le coefficient fa p — 1 valeurs, les nombres demandés N
forment (p —1) ¢ (8) progressions arithmétiques de
raison p#tt et chacune de ces progressions doit étre
limitée par la condition N < p™. On peut écrire

N =N+ ph+tt< (o, 1,2, ..., pm—i—h—j)

avec N'<p#*t. Comme on a pour n des valeurs en
nombre ¢(3), pour f des valeurs en nombre p —1,
pour le multiplicateur de p#*' des valeurs en nombre
p™ %, le nombre des valeurs de N qu’on obtient est

() X (p—1)xpm=h-t  ou  ¢(pmt3y),

comme on le sait par ailleurs.
Pour h =m — 1, on arrive & prendre

N=n+4ap+byp2+...+ ropm—2—+ spm—t
(s # 50).

Si I'on prend enfin

N=n-+ap—+ bop:+...+ ropm=%—-sopm-1,
on a

N5_|=P?m,

le quotient pouvant renfermer le facteur p, et N appar-
tient & 'exposant & pour le module p™. On a pour N
des valeurs en nombre ¢(8). On peut dire qu'on a
ici hSm; le quotient. de N —1 par p™ renlerme.le
facteur p & la puissance A — m, si & est plus grand
que m.
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Dans tous les cas, les nombres N (plus petits que p™)
qui appartiennent a 'exposant p™~*§ pour le module p™
sont en nombre

?(P'"_ka).

9. Prenons, par exemple, p =17. Pour des valeurs
données de 8 et de h, les nombres N qui satisfont aux
conditions (1) et (2) forment 60 (8) progressions arith-
métiques illimitées (voir le Tableau de la page 205).

Cela étant, si le module est, par exemple, 7%, les
nombres de la double colonne qui a pour titre =3
appartiennem successivement aux exposants 7% < 3,
723 3, = < 3, et la suite de la colonne (k2 4) donne
une progression unique de nombres appartenant a
'exposant 3. Si I'on se borne aux nombres plus petits
que 7', les progressions renferment successivement
72 lerme~, 7 termes, 1 lerme, et encore 1 terme; de
sorte que, dans la colonne qui correspond a & =3,
n = 2, par exemple, le nombre des éléments est

(72+74+1)x(7—1)+1 ou 7%

le nombre total des colonnes élant 7 — 1, le nombre
total des éléments est

72> (7—1) ou 9(7%).
10. Pour ¢ =1, on veut avoir

\ N—1=ptq' (N—l:i))
(¢’ non multiple de p),
c'est-a-dive a priori

N=p"><(l,2,3,...,p——|)—+—|+j;’l+1,

avec f>£o.
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sb+g9=N

i+ ¢=N

(4
G1
L +8=N
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Pour 8 = 2, on veut avoir

I Ne—t=prg (N+1=p)
(¢g' non multiple de pj,

c'est-a-dire a priori
N =phx(1,2,3, ...,p——l)—l-l—ﬁ’h“‘,

avec f 3£ 0; celle écriture correspond & n = —1, et, si
'on veut conserver n = p —1, il faut écrire

N=(p—0)+(p—0)p+(p—1)p*—+...
+(p —1)pht- 14+ phx(0,1,2,...,p—2)+ phtl,

avec fZp —1.

Si l'on suppose, par exemple, p = 3, c’est-a-dire

Né—=3hqg'
(g’ non multiple de 3),

on peut avoir seulement 8 =1, ou 8 = 2, ce qui donne
d’abord

ou

Pour A =1, on a donc (avec n = =1)
N=zt1+3(1,2)+9.

Restent les nombres N des deux formes gh==1;
prenant d’abord A non multiple de 3, on a

N=i|+9(l,‘2)+‘2.7,

et ces nombres correspondent & h=2. Restent les
nombres N des deax formes 27 ) == 1, etc.
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11. Remarque générale pour le cas ou & est pair. — Si
3 est pair, 8=2d, les conditions (1) et (2) du n°8
sont équivalentes & celles-ci :

0] { Nlrr=phy
| (¢’ non multiple de p),

[2] Ndg=p (d minimum);
en effet, N — 1 n'est pas divisible par p, de sorte que
N4 41 doit étre divisible par p#.

On aiciv=—1, et la condition

p -1
(=1 4 =1+p,

qui exprime que — 1 est un reste de puissance ditme
par rapport au module p, .est naturellement satisfaite,
p — 1 étant multiple de 2d. La congruence

ndy1=p
donne d valeurs de n, et, parmi ces valeurs, celles pour
lesquelles I'exposant d est minimum sont en nombre
) ! I
©(8), ou v(2d), c'est-a-dire 20(d) ou o(d) selon que
d est pair ou impair. Dans ce dernier cas, par exemple,
les solutions de la congruence considérée sont les com-
pléments a p des solutions de la congruence

nd—i=p,

et la valeur o(d) est intuilive (voir 6 =6 dans le Ta-
bleau relatif a p =7); voici un exemple du premier

cas :
p=25 8=, d=2

donnent, avec o(d ) =1, 2¢(d) =2,

2241 =5, 324+ 1=10.
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On a un lemme analogue 4 celui qui a été démontré
au n° 2, avec +1 au liea de — 1.

Pour le théoréme, il faul mettre 4-1 au lieu de — 1
dans les hypothéses (1) et (2) et dans la conclusion (3).

Les nombres qui appartiennent & exposant p™=*8
pour le module p™, lorsque ¢ est pair, 6 = 2d, sont
ceux pour lesquels on a

mh . .
NPTy =p™ (exposant minimum pour N);

ils sont en nombre
(P(‘; d) > (?(pm—h) ou ?<Pm—‘ha).

12. Restes des puissances des nombres N. — Soit N un
nombre qui vérifie les conditions (1) et (2); il appar-
tient, pour le module p™, a 'exposant p™~%¢, et, dans
la suite des restes fournis par la progression

1, N, N, ..., N1,

.oy

le diviseur étant p™, les p™~*3 premiers restes sont
distincts. Soit R un des & premiers restes. On a

R x N3= R x (14 phq') = R + ph;

il en résulte que les restes, pris de & en 3 & partir
de R, sont les résidus par rapport & p™ des nombres

R4+ prtx(0,1,2,3,...,pm h—1),

en nombre pmt.
Si @ esl pair, 6 = 2d, on a

R N/=R X (—1+phg') =— R + ph;

les restes, pris de d en d, sont alternativement les ré-
sidus par rapport & p™ des nombres des deux groupes

=R +ptx(o,1,2,3. ..., pn-h—y),
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Pour 8 =1, 8 = 2, les choses sont particuliérement
simples.
Iv.
13. Module 2p™(p%3). — Pour le probléme I:
Ns = 9T + 2 ph+,
il suffira qu’on ait -
Ns = 9G _{,_].;h-H’
N étant de méme parité que Yo. Comme on a alors

N=(n—+ap+bp2+...+ epn1+ fph) + kph+1,

on prendra & pair ou impair selon les circonstances.

Pour le probléme 11:

N$—vy = 2Phq’
(g’ non multiple de p),

on procédera d’une maniére analogue.

Relativement aux nombres qui appartiennent a un
exposant donné p™=%3 pour le module 2 p™, tant que 4
n’est pas m, on doit prendre

N =N+ ph+ttx< (1, 3,5, ..., 2pm=i-h—q),
si N' est de parité contraire 4 9%, et
N = N+ ph+tix (o0, 2, 4, «.., 2pm= 1=~ — 2),

si N’ est de méme parité que 9%; le nombre de ces
nombres est, dans les deux cas,

@(3) <X (p —1) x pm-h-t
ou

¢ (pm—r3).
Ann. de Mathémat., §* série, t. VIII. (Mai 1908.) 14
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Pour un exposant & on prendra

N=n-4ayp+ bop?+...+ sop™=1-4 pm< (0 ou 1),

de fagon que N soit de méme parité que J%.

DEUNIEME PARTIE.
MODULE 27, m = 3.

14. Lemme. — Soit N un nombre impair pour

lequel on a

( N —1=2%¢" ou N+1=2kqg" (hZ2)
v (¢ impair);
on a alors
(’.)) sz—h—l :.‘z'"(j (m > h)
(g impair).

Pour m = /i + 1, on doil avoir d’abord
2—1=ht+lg (g impair);
or, on a, par hypotheése,

N=norq' =*1 (g’ impair),
d’ou
N2 — 92/ q"l —+ g+l q’+ I,
ou
Nt — ) = 2h+17/(2h—1q'i 1))

pour ~AS 2, on a bien c¢ qu'on cherche.
D’autre part, supposons qu’on ait obtenu
une certaine valeur de m
-h . .
(a) N = omg 41 (g impair);
on a, par élévation au carré,

+ 1=
N’m ' —_ 22'"92_‘._ g1 q-+1

pour
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ou
(&) Nz'"“_h—l=zm+1q(2'"”’q+l);

avec m >>1, (b) n’est autre chose que (@) ol 'on rem-
place m par m +1.
Le fait énoncé est donc exacl.

15. Théoréme. — Un nombre impair étant mis
sous la forme (4), ou encore sous la forme

(6) N=(ah=1)+ 341 (hSa),

ce qui est toujours possible d’une seule facon, Uex-
posant auquel appartient ce nombre pour le mo-
dule 2™ est 2™ %, tant qu’on a h < m.

Méme démonstration que pour le théoréme analogue
de la premiére Partie. On peut observer que le quo-
tient q de ’égalité (5) est impair.

Je réunis ici les conditions d’inégalité

2ShEm—iu.

16. Remarque. — Lorsqu’on a 2Sm, le nombre N
appartient & l’exposant 1 ou a lexposant 2 selon
qu’on a

N=12hg'+1 ou N =2hqg'—1.

17. Des nombres qui appartiennent 4 un exposant donné
pour le module 2=, mS3. — Le module 2™ étant donné,
les nombres de la forme (6), avec AXm —1, appar-

tiennent & I'exposant 274, qui prend les valeurs
om—2 om—3 ., 2% 2,

pour chaque exposant, ces nombres forment deux pro-
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gressions arithmétiques. Les nombres des deuz formes

oM, om—y

appartiennent respectivement aux exposants 1 et 2.
Si I'on se borne aux nombres inférieurs a 2m, les
nombres considérés sont en nombre

2[@(am=2) 4+ @(2m=3) 4. .+ o(2) +1],

ou a2m-1, ou g(2m).

Le module étant 16, par exemple, on a pour I'expo-
sant 4 les nombres 3,11 et 5,13; pour 'exposant 2 les
nombres 7 et g, et en outre le nombre 15; pour I'ex-
posant 1, le nombre 1.

18. Prenons la formule (6).
1° Pour h =2, on a les nombres des deux formes

N=8+5 ou $+3

qui appartiennent a exposant 2™~2 (quotient du mo-
dule par 4, ou moitié de I'indicateur du module; pas
de racines primitives).
2° Restent les nombres des deux formes 8% % 1.
Prenant d’abord X impair, on a
parr,

N=16+9 ou 16+7.

Or, en faisant 4 =23 (ce qui suppose m 3 4), on voit
que tout nombre de 'une de ces formes appartient &
I'exposant 2”73 (quotient du module par 8).

3° Restent les nombres des deux formes 16X =% 1.
Prenant d’abord X impair, on a

N=3.2+l7 ou 3% +15.

Or, en faisant & =4 (ce qui suppose m5), on voit
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que tout nombre de I'une de ces formes appartient &
I'exposant 24,

En continuant aiosi, aprés avoir fait A=m —1, ce
qui donne des nombres appartenant & I'exposant 2, il
restera les nombres des deux formes 2™k == 1, qui ap-
partiennent respeclivement aux exposants 1 et 2.

19. Nous donnerons encore, en commengant par les
exposants les plus faibles et en nous bornant aux nom-
bres inférieurs a 27, le Tableau suivant :

Exposant. Nombres.
1 1
2 2"1—1
2 (2111—1i 1)
22 (Q_I/z—zi|)+ Qnt—lx(o’ |)
23 (2m=3£1)+2m=2x (0,1,2,3)
om—h (27 24=1) 49 h+1 ><(0, 1,9, ..., 2mh 1—1)
2m=2 (22£1) 4922 X (0,1,9,...,2Mm 3—7)

Par exemple, avec le module 2% ou 6%, on peut former
comme il suit le Tableau des nombres autres que 1 et 63,
avec 'exposant en indice :

(31,33),
(15,17), (31,33 ), (47,49)
(7,9)s (15,170 (23,25)s (31,33)x (39,41)s (47,49) (55,57)s

une derniére ligne, non écrite faute de place, commen-

cerait par (3,5), et finirait par (59,61),,.

20. Restes des puissances des nombres N. — Pour les
nombres de la forme

N = (2% +1) + 24+,
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lesquels appartiennent a Uexposant 2™ *, les restes
des puissances par rapport au module 2™ sont

2k (o0 1,2, vo.o 2 h—g) 1.

Soit .
Ni=9mQ 4 R,
Nt—1=127Q + (R—1);

le premier membre est divisible par N—1, donc par
A
2k, ...

Pour les nombres de la forme
N = (2°—1) 4 2h+1,

lesquels appartiennent aussi a Uexposant 23™%, les
restes des puissances par rapport aw module o™
sont, pour les puissances paires de N,

PYAR B (O, Uy 2y ouuy 2 h—l_‘)_‘_],
et pour les puissances impaires
211 (0, 1, 2y vy 2™ Aol —p) 4 (2h—T).

Soit
Nt = 2mQ + R,
Nt—p=2mQ 4+ (R —1), Nter1=12mQ + (R+1).

Si ¢ est pair, N — 1 est divisible par (N—+1) (N —1),
donc par 2+, .. ..

Si ¢ est impair, N 41 est divisible par N 41, donc
par 2%; le quotient

(N&=1t — N¢=2) .. .+ (N2—N) +1
est impair, et I'on a

R =2"(2g¢+41)—1=28+1g + (2" —1);
ete.
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21. Les derniers chiffres des puissances de 5 écrites en

base 10. — Je lerminerai par une remarque pour
laquelle je me bornerai a un exemple. On a

r

5—1=122q
el, par suite,

AT __ =:,‘mq-,
on a donc
5'"(52"'_’—— 1) = 10m
ou

g —5m = 1om,

Donec, si l’on écrit les puissances de 5 dans le sys-
téme de numération dont la base est 10, & partir
de 5m(m3 2), les m derniers chiffres se reprodui-
sent périodiquement, le nombre des termes de la
période étant 22,

Si l'on fait le calcul des puissances successives de 5,
on trouve ceci :

1° Ces puissances, a partir de 52, se terminent Loutes
par 25;

2° A partir de 53, elles se terminent alternativement
par 125 et 625

3° A partir de 5%, elles se terminent périodiquement
par 0625, 3125, 5625, 8125;

Etc.

22. Modules 4 et 2. — Relativement au module 2, on
a supposé m3 3. Pour le module 22, les impairs étant
de 'une des deux formes 4 =1, ceux qui correspon-
dent au signe —+ appartiennent a l'exposant 1, ceux
qui correspondent au signe — appartiennent a 'expo-
sant 2; on observera que le module composé 4 admet
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la racine primitive 3 :

Puissances..... 1 3 9
Restes......... 1 3 1 een

Pour le module 2, tous les impairs appartiennent &
I'exposant 1.



