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[I28a]
CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THEORIE DES NOMBRES ;
Par M. A. DELTOUR.

(SUITE.)

REDUCTION D'UN CONTINUANT DE FORME GENERALE.

25. Les considérations exposées précédemment se
rapportent exclusivement aux continuants assujetlis
aux conditions indiquées gu n* 2 (bp= —cp=1) et
qu’on pourrait appeler continuants normaux.

Ceux-ci forment une classe particuliére de conti-
nuants caractérisée par le systéme de valeurs attribuées
aux éléments O et c.

Il importe de montrer que la restriction ainsi appor-
tée a la notion primilive ne diminue qu'en apparence
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la généralité des questions relatives aux continuants
et que la forme indiquée au n° 1 se raméne a celle

du n* 2.

26. Tout continuant M, ot les éléments by, c; ont
des valeurs quelconques (forme du.n° 1) se trans-
forme, & un facteur prés Di, en un continuant
normalM de méme ordre : si l’on pose — by, cp = dp,
le facteur Dy est un produit de termes tels que dj.

Pour faire cetle transformation, il faut réduire
'unité les éléments b et — ¢ du déterminant du n° 1.
On posera, pour toute valeur de A,

—cp=cj
et
bpcep =dp.

Divisons successivement les éléments :

N . . 2
»¢ colonne par by, De la 2° ligne par ¢,
b cl
3¢ » —,?, » 3¢ » -2,
c) b,
! !
se b3 bl e C3 €
f » — » 4 » b’
ch 2
. e s Ceteetet ittt .
/
bh»ﬁ b/,*g, e e C}L—l Ch_3 «os
e » — » N » pEL S k. B
Ch-g Ch 4+~ bu—sbp o ...

Le déterminant M, sera lui-méme divisé :

Aprés la 1'® opération par dj, .
» 2° » é
d,’
dyd,
» 3¢ » patabat
» d2 b

dh—l dh—-a oo
d/z—z dh—b e

etdansl’ensemblepar Dy =dj—1dj—3 . ...
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Le déterminant M, devient le continuant

di d dh;.g d[;_s cen (lkvg

1 2 .
M= \(ay, a5 a3—> ay 5 ;5 oo, Qf5——r—"""3 ..., Q) ———
b 2d1 adz, dadl, T dp—rdp—s ... ’ df—y

On a danc

(V”) M, = D;M.

27. On donne a M une forme symétrique M en
employant le procédé de transformation du n° 16
(Remarque).

Il y a lieu de distinguer deux cas, suivant la parité
de k.
Supposons-le d’abord pair et posons

dh=e},,
Che2 €l 4.
t = /‘_IL____
€r-1€4—3 -

Les éléments de M’ que nous représenterons par a;
ont pour valeur

ay =a,l,
. " I 1 ¢
[¢ = dy =5 i ]
2 dy/] t
.................. N
€L-1€4—3 .« €2/t +1:€3)y 2€2h—4 «.. C2
gy =y, ’
€4—2€) 4 oo €. C2pp—1€2h-3 - . €4
a a €/-2€h—4 -+ €2/142.€3/y 1€2h—3 ... €
2h+1 = A2h+1 ’
€f—1€k—3 <+ - €2 +1:€2/t €2/s—3 - .- €2

La formule (VII) devient

M, = DM
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Par exemple, pour &k =6,

d, dy dsd; . d,
dsdsd, <al» a:d ? a’ ’ @ d;,dl’ s dyd, ,abd d3d1>

a, €, €y ,a €5 €3 a €, €4
2 ’ 3 b
€x€3 €y €,€2€ €s€z€y

M,

— e2e2 2
=e5e;3¢€)

€5€9 €36 €, €
» y Ay y g .
€,€3¢€, €3¢, €3 ese3¢e

Iin second lieu, si & est impair, posons
t=Dty=dp-adp—y ...,

et divisons M par ¢; on obtiendra pour les éléments
de M/ les valeurs

L8
Il
P
Q
©
8-
~~——
~

Qyp = A 9. Ay .. dopyy. dopadypy ... dy,
a, !
2ht1 = A2h+1
di—sdp-y ... dypry.dypdan—s ... dy

L.a formule (VII) devient alors
M;=D; D M".

Par exemple, pour k=135, ona
a a
M, = dydsdsd, ( o axdas o vy Ii)

28. Réciproquement, un continuant normal M se
transforme en un continuant M, de méme ordre
dans lequel les éléments b et ¢ appartiennent a un
systéme de valeurs donné.

La formule (VII) dans laquelle les valeurs dj4 sont
connues permet, en effet, de déterminer un élément
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quclconque a4 de M, au moyen de I’élément corres-
pondant de M.

Comme conséquence, un continuant formé au moyen
d’un systéme déterminé de valeurs des éléments b el ¢
(les a restant variables) se transforme, a un facteur
prés, en un continuant formé au moyen d’un systéme
donné d’éléments b et ¢ différent du premier.

Tout continnant peut donc se ramener a ce dernier
pris comme Lype.

Le systéme dans lequel on a

bp=r,

Cp=—1I,

ou plus simplement dy=1, a été choisi de préférence
parce que lous les termes du développement sont posi-
tifs et les coeflicients par rapport aux élémeunts a, égaux
a 1.

DEFINITION ET PROPRIETES DES CONTINUANTS ALTERNES

29. Dans cerlains cas, on lrouve avanlage & écrire
les continuants dans le systéme qui correspond a I'hy-
pothése

dp=—1.

Si M, est un tel continuant, les expressions Dy et M
de la formule (VII) ont pour valeurs

A(h—n
DA=(—-I) 2

M = (a,, —aj az, —a,, ..., (—1)A 1 a;),

L]

c’est-a-dire que M, se transforme en un continuant
normal dont les é.éments sont les éléments a de M,
affectés alternativement des signes + et —.
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Les continuants M, pour lesquels dj = —1 seront
désignés sous le nom de continuants alternés.

30. Notation. — Pour les représenter, il sera com-
mode d’employer le symbole des imaginaires.

En appliquant a 'expression précédente de M le
procédé de transformation du n° 16 (Remarque),
pour t =1, M, se trouve représenté de la maniére sui-

vante :
M, = 3% ({ay, Las, Las, ..., Lar).

La suile ay, a3, ..., ax étant désignée par «a, la
suite i@y, i@y, - .., La; sera désignée par za.
On écrira donc

(VIII) M, = i3 (ia).

Remarque. — 1l résulie de ce qui précéde (n° 29

et 30) qu'on a
(IX) (in') =ik (a),

en désignant par & la suite « dont les éléments de rang
pair ont changé de signe.

31. Transformation d’un continuant alterné par
Uintroduction de suites correspondant a 9, %, 7, v'.
— De leur mode de représentation (n° 30) découlent
les propriétés des continuants alternés sur lesquelles il
est inutile d’insisler et dont une seule sera mise ici en
évidence. '

Soient A une des suites 8, #; n, n'; \’ la méme suite
dont les éléments de rang pair ont changé de signe.

On a, d’apreés (IX),
(EN) =ind(h), (IXg, ) =i (Xg ) = o,
(ZX},,) = " (— M,1), (N, o) = em—1(— ¥y o) = 0.

Ann. de Mathémat., ° série, t. VIII. (Avril 1908.) 12
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Si A est du type 6 ou ¥, ny est pair, et 'on a

(=) =)= ().
Si X est du type 1 ou v/, ny est impair et 'on a
(=M,1) =— (1) = (}).
Dans tous les cas, on trouve
(N ) = (N
On a, par conséquent, les valeurs suivantes :

(V). (D). (EN1). (iNpo)

Pour A=60:...... 1 I o o
» [/ . — 1 — 1 o 0
» Mevnnnn i ) 0 0
» L AP — 1 — 1 o o

La formule T, (n° 11) appliquée & un continuant tel
que (2, {N, i3) donne
(X) (ix, iV, i8) = (iN) (ia, iB),
ou ({}') prend dans le second membre 'une des va-
leurs =1, =4

A ce facteur prés, la valeur d’un continuant n’est

pas modifiée par Uintroduction d’une suite i) entre
deurx de ses éléments.

Remarque. — Les calculs du n° 23 restent appli-
cables lorsqu’on y remplace (A) par (£)') et qu’on pose
() =(11'), puisque les éléments considérés sont des
quantités quelconques et peuvent en particulier
admettre [ comme facteur.

Or, comme on vient de le voir, on a toujours
(")‘/) - (D‘/m )

Les propositions des n° 23 et 24 se résument par
conséquent en celle-ci : quel que soit le type auguel
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appartient (iN'), les continuants obtenus par per-
mutation circulaire des éléments de (iN') appar-
tiennent au méme (ype.
I’adjoint ((/)') a Pune des valeurs == 2, #= 24,

CONTINUANTS DONT LES ELEMENTS SONT ASSUJETTIS
A CERTAINES CONDITIONS.

32. On congoit qu'en imposant aux éléments cer-
taines conditions, les principes exposés précédemment
conduisent & des formules nombreuses et variées sui-
vant les hypothéses faites.

En voici quelques exemples :

33. 1. Continuants composés de suites périodiques.
— Considérons un continuant normal (o, e, ..., a)
dans lequel unc suite quelconque d’éléments o est
vépéléc périodiquement.

Représentons-le par (2™), m étant le nombre des pé-
riodes, el de méme représentons (o, o0, %, « - ., %, %o o)

par (a,”,). [m, u, ¢ ¢tant des nombres entiers positifs. |
Considérons les deux adjoints ((a™) et ((a™, 1,);
posons
mng (( am )
_—')—‘g = P/m
(By) ©
g ((1»3
' "‘—‘_") = Q/n 3

dans la premiére égalité, la valeur de g est donnée par
I'expression
gi= f(—1e—((2)?
(=2 7)

b

qu’on peut écrire (n> 19 e1 22)

= —hra 20— ((%,7)  — (% 1% .
(2, 402 (% m)?
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34. Les fonctions P, Q,, définies ci-dessus jouissent
de la propriété suivante :
P et Qn ont avec Py ev Q, les mémes relations que
sinmz et cos mx avec sinx et cosx, x étant quel-
conque, savoir :

Pp=Pp Ql+ Qm -1 Ply
an = Qm~l QI - Pm~1 Ph
P2+ Q=1

(By)

La derniére est, du reste, la conséquence des deux
autres, puisqu’on a, en lenanl compte de I'expression
de g,

P? +-Q% =1.

Pour démontrer la premiére, remplacons les P et Q

par leurs valeurs tivées de (B,). Aprés avoir éliminé

Mg

le facteur commun 2, cette relation devient

2((@mym) = (@4 9) (fa) + (@) ((2,7).
Or, le second membre a pour valeur

(=) — (@) (@) + (a,0)
+ [(zm—l) . (z;’fT’)] [(az) — (24,1 )]

¢t devient, aprés réduction,

2(2) (@m=1) — 2(xy,1) (27'71)
= 2[(2) (am=1) 4 (@o,1) (2175 1)] — 2 [(251) (@0,1) + (21872) (21,1)}
= 2(a™) — 2(a7})
= 2(a™, ).
La seconde des relations (B,) devient de méme,

mng

4

aprés élimination du facteur commun

b

2((27) = ((@7=1) ((=) — ((@”=', 1) ((,n) &*

= ((am=~1) (W) + (@™ 1,7) (2, 1)+ G,y 21,0 (am=1,q)

((an)
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De I'identité
(@) = (a151) (2) + (2177") (21,0) = (21,0) (@~1) =+ (21,1) (31’3 1),
on déduit
a0 [(27=1) — (@'7)] = (aP'5) [(@) — (21,0)],

c’est-a-dire
ago ((@=1,m) = (af’y?) (2, 7).

L’égalité ci-dessus devient alors
2((a™) = ((am1) ((2) + (@1, 1) (2,m) + dao,1 (aP*5?)-
Or, on a

2(am) =2(x) (1) 4 2(%0,1) (27751,

2(a) = 2(af’ 1) (a1,1) + 2(a51) (20,1),
el en ajoutant
2((2™) = 2(x) (@™~ 1) + 2(21,1) (@P'7!) + 420,1 (25 1),

égalité qu'il est facile d’identifier avec la précédente
qui se trouve ainsi démontrée.

sin mx
a - el cosmx
sinx

s’expriment au moyen d'une fonction entiére de cosz.

35. Conséquence. — On sait que

m

. . P R
De méme, par conséquent, P, et Q,, par rapport a Q,.

Or, Q, ne dépend que de ((a.) et de "a. —PF':i et Qnm

restent donc invariables si a4 la suite 2 on en substitue
unc autre 3, telle que

ng=ng (mod 4)

(@) = ((B)-

el

Par exemple, on peut prendre pour § 'une des suites
obtenues par permutation circulaire des éléments de a.
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Les conditions sont encore remplies si, ny étant =1
(mod 4), on prend pour 3 un seul élément b ayant
pour valeur ((2).

On a, en posant b = ((«),

=Py~ (am) (b))

( g_l(%_:ﬁ — ((1”‘) —_ (( bm )

‘ P/M —_ ((1/"111) — ((b"lin)

P m

puisque T et Qn rvestent invariables par la substi-
1
tution de b a a.
En faisant usage de I'identité déja vue
a0 ((@m=1, ) = (a'5?) ((#,m)
appliquée a o et a b, la premiére de ces égalilés peut
s'écrire
pm _ (1114‘0) _ (blu—l)
(m=1p, (21,0) - 1

et, en remplacant, dans les deux, & par sa valeur
(b = ((l) = Qi—“iQ“
on a

s’ lT)”:_' = flm—1) ([2i~1 Ql]'""l),
(Ba) $

[ Qu =" ot @im.

Le développement des seconds membres, dans les-

quels Q, est remplacé par cos z, donne I'expression de
sin mz
et de cosmz.

sinx
Ainsi se mettent sous forme de continuant et d’ad-

sinmzx

joint les expressions connues de —— et de cosmzx
sinx

en fonction de coszx.

36. En faisant ny = 2 (mod 4) et
((be) = ((a),
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on trouve, par un calcul analogue,
[ P"l
\ ¥

2m
Qm = —2‘ ((Ym)a

= f2lm-1) (Y'lno s

ol y représente la suite des deux éléments, bc, 1.

On a d’ailleurs

, ((be) = 2i72 Qi =—2Qy,
d’ou

bec=—2Q,—2.

En remplagant I'élément bc par cette valeur, on a
une nouvelle expression des mémes fonctions sous
forme de continuant et d’adjoint.

37. Aucune hypothése n’a été faite sur les signes des
éléments de a. Les calculs précédents sont, par consé-
quent, applicables a — a.

Posons
i—"“'z((— am ,
) —_—‘;———,‘—) g = P“‘/ll’
B )
(By) ( mrg ((— dyy) —q
—‘_—2 = R—-m-

Dans la premiére égalité, g' est déterminé par la
condition g + g’'=o.

On pourrait répéter les mémes calculs que pour P,
et Qn. Nous allons vérifier seulement que, de méme

qu'on a
sin —mx = — sinmz,
€c0S — mx = cosmex,
on a aussi
P—m = va
Q—m = Qm-

On a en effet

(—am,m) = (— )" ((wm,7),
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d’ou
P_,, _ {—mng (— 1)y g’ _ .
P, imme g
On a aussi
((— am) = (= ymna (am),
d’ou

Q——m [—mny (— 1)ymng
Qm - imng -

38. On peut se rendre compte de la maniere dont
on passe des termes négalifs aux termes positifs en
mettant (b™) sous la forme (— b7,0,bPH+m) () en-
tier) qui lui est équivalente, puisqu’elle se réduit a
(O, bm-H)_

De méme (— ™) sous la forme (— 67+1+P o, bP).

On a la correspondance suivante :

P m P 2 ‘;‘:—l- P0 PO —ljl _P—2 P’"
P, FibL, P, iPL  TiP, P, P, U moip
(—=bm-1) (--b) (—b,0) (0) (0,6) (&) (&m 1y

20Q_ Qs 2Q_ 2Q, 2Q; 2Q, 2Q,,

T o = wom o

((—&m) (=8 (=b)  (=b,0)=(0,]) ((b) ((B?) ... ((bm).

Par convention, on fait Py=o0, Q,=1, valeurs qui
résultent du Tableau précédent, aussi bien que de
Panalogie avec les fonctions trigonométriques.

Remarque. — On trouve, pour des continuants tels
que (2™, /™ ...}, ot l'on considere des suites a™ diffé-
rentes, des formules de récurrence plus générales,
mais sans utilité pour les questions Lraitées dans les
parties suivanles. ’

39. Il. Décomposition d’un continuant en une
somme de deur autres. — la formule suivante per-
met de décomposer un continuant en une somme de
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deuax autres ayanl une valeur particuliére
(B;) (aalylyp)=(1u'rﬂ)+(avp)‘

Elle peut encore se mettre sous la forme

(g, a+1,b+1,8)=(a,a+b+1,B)+(a,a,b,B).

Lorsque « est remplacé par o, elle se véduit a I'iden-

uté
(asa)=(a"—'»a)+(a))
et, sl o s’évanouit, a
(a+1,6+1,B)=(a+b+1,B)+(a, b, B).
Remarque. — La formule (B;), dont la vérification

ne présente pas de difficulté, s’applique aussi bien aux
adjoints qu’aux continuants.

40. TII. Représentation de certaines formes algé-
briques : 1° Puissances ™. — Soient :

(a). (2) un continuant de valeur z,

(b). (v) un continnant satisfaisant aux conditions

V1,1 = 0,

Yo,1+ 1,0 = 0,

pour lesquelles il faut que n, soit pair, si les éléments
sont des nombres réels (n° 19); on posera, par exemple,

)= (ryn),

y étant un nombre quelconque qui sera la valeur de (v);
(€). (p) un continuant (v) de valeur 1, par exemple,

(0’_ LB 170)'

Les égalités suivantes se vérifient immédiatement en
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développant les continuants

(ay \D g) =(v)(2)?

B
(B (2,2) = ) (21

Elles servent a former certains continuants ayant
pour valeur x™ et composés au moyen de z et des
éléments de (a).

En effet, soient m = ap + ¢q (p, g entiers); (a),
(B), (v) trois continuants ayanl pour valeurs respec-
tives z, P, el y = z9.

On a

(Byv By =(v)(B)r=2r1=m.

Pour oblenir une représentation de x™, donnons ag¢
dans cette formule la valeur du résidu de m (mod 2)
et & (v) la forme (p) ou (z,7), suivant que ¢ =o,
oug=r1.

i ne restera plus qu’a déterminer () en posant, par

exemple,
By=(nv,1)==r.

On opérera pour zP de la méme maniére que pour 2™
et ainsi de suite, jusqu’a ce que I'exposant soit réduit
a1; alors, on appliquera la formule

(e v,z) =(v) 2

Pour m =13, on trouve les formes suivantes:

~ — ——— w>

<17$)n1£7 P) a11)-1$,37 ‘z" 7]'! a7 z‘? n’i] P-’ a’l}] ‘Z'YE

41. 2> Formes xy, x**y*. — Les continuants
normaux symétriques

(0 my2), (2,2), (0 —2)
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onl respectivement pour valeurs

(a)[m(a) +2(20,1)], (2)2+ (20,1)?, (— 1) [(2)?— (2,)?].

z et y étant deux nombres quelconques donués, on
peut poser

. () =z, A (2) ==,
soit SOIL 4
m(a)+ 2(a9,1) =y, | (#01) =0,

et trouver en général respectivement pour
(%, m,2) et (1iz)

des éléments satisfaisant a ces hypothéses.
On a alors

(av m, 3)=xy,
(Bq) / (a,f) = x4 y?,
[ (2, —2) = (—pa(ar— ).

Exemples:
(27 3,4,3,2) =7.32,
(2,3,3,2) = 72+ 22,

(2,3, —3,—2)=72—2%
42. 3° Formes ax?® + 2bxy + cy?. — On a,
pour e = 1,
(By) ea(x, B, 0, ea) = a? o, -+ 27,1 (¢B + B1,1) + €xf,y Broo-
En posant

(1) =, (50,1)2"“’ e(p)+(pl,l)=2by
(do,l) =Y, e(ﬁl,o) =cq,

on trouve la forme donnée

ena(2,8,0,e2) =azr’+2 bxy + cy?.
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Si 'on pose en outre
—e(B)+(B1,1) = 24,

‘ e(p) =b_ta
| (Bia) =+t

on en déduit

Le discriminant D a pour valeur
D =ac—b2=-efy, 10— [e_p _*; gl.i]z
= — ng __ ep—ﬂfJ 2
- e(_,) B [-———T——-]

= k1 — 2,

43. Une autre maniére de représenter celte méme
forme F, qui peut s’écrire

é[(az -+ by )2+ D y?],

consiste a poser

z - _r
(@) (20,1) ’
a b

— = e— e S
(Y)  (Y1,0)

le rapport S étant un nombre quelconque.

On en déduit

(Bg) F = g%;) (82 (2,%)2 + D (%0.0)21.

(A suivre.)



