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[K12¢c] ‘
SUR LE PROBLEME D'APOLLONIUS ;

Pan M. Mavnice FOUCHE,

Répétiteur a I'Ecole Polylechnique.

( SUITE.)

111, Passons maintenant au second théoréme dont
nous rappellerons d’abord ['énoncé :

On considére deux triangles ABC, A, B,C, sur les
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cotés desquels on prend des semi-droites que nous
désignerons comme précédemment par a, b, c,
ay, by, ¢y. On suppose que ces semi-droites ont leurs
directions conjugudées, c’est-a-dire que si I’on méne
a un cycle des semi-droites respectivement paral-
leles auzx six précédentes, les points de contact des
tangentes paralléles aux semi-droites désignées par
la méme lettre avec ou sans indice forment trois
couples de points appartenant a une méme involu-
tion sur le cycle. Dans ces conditions, les quatre
cycles tangents respectivement aux systémes de
semi-droites abe, ab,c,, a,bc,, a,b,c sont tangents
a un méme cycle.

Ce théoréme peul éire considéré comme une consé-
quence du suivant :

Tutorkme I. — Soit un triangle UVW dont les
cotés coupent une conique, savoir : VW aux points
aet o, WUen Bet3,,UVenyety, Siuntriangle
By, inscrit dans la conique, est homologique a la
SJois aux deux triangles UVW et a2y, le centre
d’homologie des deux triangles o' B'y' et a3y se trouve
sur la droite de Pascal relative & ['hexagene
2By yoy Byyinscrit dans la conique, pourvu toutefois
que le triangle «'§'y ne se réduise ni & un point ni
a une droite, et qu’il ’ait pas deux sommets com-
muns avec le triangle 23y.

Pour le démontrer, considérons comme fixes le
triangle UVW ( fig. 1) et la conique, et par suite les
six points «, 8, v, @, By, v, Donnons-nous de plus le
point o' sur la conique. Le centre d’homologie des
des deux triangles «'3'y, UVW sera sur la droite U/,
tandis que le centre d’homologie des deux triangles
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afy, o/ 3'y!, sera sur la droite aa’. Prenons maintenant
sur la conique un point quelconque $' que nous join-
drons & B. '8 coupera 0o en w; joignons yw qui cou-
pera la conique en un second point y'. Le triangle
«'f'y" est homologique au triangle a3y. Pour qu'il le

Fig. 1.

U

fat aussi & UVW, il faudrait que le point I d’inter-
section des deux droites V@' et Wy’ se trouvat sur Ua/.
Considérons le lieu décrit par le point I quand le
point B’ parcourt la conique, et cherchons comment
il coupe la droite Ua'.

Si l'on se donne la droite V&', celle-ci coupera la

conique en deux points §, 3"

, a chacun desquels cor-
respondra un point y' ou” y'. Wy’ et Wy” couperont
V@' en deux points I et I, de sorte qu’on voit déja
que la droite V8’ coupe le lieu en deux points autres

que V. Si I'on donne a V@' ladirection VW, on pourra

mettre B’ en o, ou en a. Sion le met en 2,, on trouve
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un cerlain point ¥”; et le point I est bien défini en W.
Si l'on met B en @, w vient aussi en a; y' y vient aussi,
et les deux droites qui déterminent le point 1 se con-
fondent en VW. Le point I est alors indéterminé, et
la droite VW fait partie du lieu; mais le triangle o’ 8y
se réduit a ladroite ao/. Cette partie du lieu est donc &
rejeter. Eofin, pour toute autre position de @/, la
droite V' ne passe pas par W. W est donc un point
double du lieu complet et un point simple du lien
réduit aprés suppression de la droite VW. 1l en est
évidemment de méme du point V, car, au lieu de se
donver {3, on pourrait se donner ¥y'. Il en résulte
que la droite V@' coupe le lieu réduit ¢n trois points.
Donc ce lieu est une cubique qui coupe la droite Ud’
en Lrois points.

Sil'on met ' en o/, w ety viennent aussi en o, et
le pont 1 également. A cette position particuliére cor-
respond un triangle o’y véduit au simple poiat o';
c’est donc encore une solution singuliére a rejeter. Si
maintenant on met 3’ en vy, le point w est a Uintersec-
tion w’ de aa' avec Py; y' vient en B et [ en U. Dans
ce cas le triangle o' 8’y est le triangle o’ 8y homologique
a4 UVW avec U pour centre d’homologie. C’est encore
une solution singuliére & rejeter.

Ainsi le lieu du point 1 coupe déja la droite Ua’ aux
deux points U et o’ que nous rejetons. Reste le troi-
siéme point d’intersection. Si 'on se donne le point I
sur son lieu, on pourra joindre IV qui coupera la co-
nique en deux points 3’ et B’. A chacun de ces deux
points correspondra sur az’ un point w, ou w'. w et v
seront différenis tant que V3’ ne sera pas tangente a la
conique. Ces deux points donneront des points y' et y”
différents, et des droites différentes Wy', Wy’. Une
seule de ces droites passera en [; l'autre coupera V{3’
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au point d'intersection de V' avec la cubique qui ne
serani V ni I, de sorte qu’a chaque position de I sur
son lieu correspond un seul point @ sur la conique, et
un seul point w sur az’. Ainsi, au point I ot la cubique
rencontre Ua' ne correspond qu’un seul point o surad.
Quand o parcourt la conique, ce point w décrit uneligne
(ui est le licu des centres d’homologie avec 2y de tous
les triangles inscrits a la conique et homologiques a la
foisa UVW et a of3y. A la vérité, le liea complet com-
prend aussi les trois ¢Otés du triangle UVW qui corres-
pondent & des triangles réduits a une drotte passant
par «, Bou y; mais ces trois droites ont déji été suppri-
mées. Le lien complet comprend aussi lelieu du pointa’
correspondant aux triangles réduits a ce seul point, el
le lieu du point ”situé sur By ainsi que ceux des
autres poinls situés suryz et 23, corvespondant au cas
ou le point 1 est en U, V ou W. Mais le lieude o’ est la
conique méme, el ceux des points »” sont les cotés du

2y. Du reste, toules ces parties du lien ont

triangle o
déja été supprimées. 1l reste a démountrer qu’aprés ces
suppressions le lieu du point © est la droite de Pascal
relative a 'hexagone inscrit o B,va, 3y,.

Nous savons déja que sur chaque droite a2/ tirée
de a, il n’y a qu’un seul point de ce lieu autre que le
point a. 1l pourrait se faire que le point a fit un point
du lieu. On observera que le point w ne pourrait venir
en 3 que si ao' passail en B, cest-a-dive si o venait
en 3. Donc, si 3 est un point du lieu, ce ne peut étre
qu’un point simple. 1l e est évidemment de méme
de a, si toutefois on écarte les cas particuliers ou la
syméirie entre les trois points 2, 3, v serait rompue,
comme par exemple si la droite VW é1ail langente a
la conique. De la résulte que la droite aa’ coupe le lieu
de w en deux points ou en un seul. Le lien de v est
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donc une conique si les points o, 3, v en font parlie,
une droite dans le cas contraire.

Soient maintenant G, H, K les points d'intersection
des c6tés opposés de I'hexagone a3, ya, By, savoir :
G, intersection de By, et v3,; H, de ya, et ay,; K, de
a3, et Ba,. Le triangle inscrit homologique de afy
avec G pour centre d’homologie a son sommet § en v,
¢t son sommet v’ en $,. Donc, quelle que soit la posi-
tion de o' sur la conique, il est homologique & UVW
avec U pour centre d’homologie. Donc G fait partie du
lieu du pointw, et il en est évidemment de méme de H
et de K. Mais les trois points G, H, K sont en ligne
droite, et c’est la droite de Pascal. Donc, si le lien de
passait par x, 3, y, ce serail une conique qui se décom-
poserait en la droite de Pascal et une autre droite;
mais alors, celle-ci devrait passer par les trois points
2,B,7, car la droite de Pascal ne passe par aucun
d’eux, tant que les six points restent distincts. Cela est
impossible. Donc, enfin, le lieu de w ne passe par
aucun des trois points 2, 3, v, et ce lieu est la droite
de Pascal. C. Q. F. D.

Remargques. — Sil'un des cOtés du triangle, VW
par exemple, est langent a la conique, les deux
points « et a; sont confondus, et la droite de Pascal
passe en a.

Si deux des cOlés du triangle sont tangents a la
conique, par exemple UV et UW, 3 se confond avec 3,
v avec v, et la droite de Pascal est 3y; mais le point G
est indéterminé sur cette droite.

Si, enfin, les trois c¢otés du triangle UVW sont
Ltangents a la conique, les trois points G, H, K sont indé-
terminés et la droite de Pascal aussi, ce qui laisse a
présumer que le lien du point w est tout le plan,
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¢ est-a-dire que tout (riangle inscrit a la conique et
homologique a I'un des triangles afy, UVW, lest
aussi a l'autre. Cette proposition est, en effet, exacte
et peut éire démontrée rigoureusement de plusieurs
maniéres. Remarquons que les deux triangles 1nscrits
afy, o §'y', s’ils sont homologiques, forment un hexa-
gone af3'ya'3y inscrita la conique et circonscrit a une
aulre conique, puisque les diagonales qui joignent les
cOtés opposés aa', 33, vy’ sont concourantes par hy-
pothése. On peut alors énoncer la proposition sous la
forme suivante :

Tutorive . — S¢ un hexagone est inscrit & une
conique et circonscrit a une autre, les deux trian-
gles formés, ['un par trois sommelts non consécutifs
et Uautre par les tangentes a la conique circonscrite
auz trois autres sommets, sont homologiques.

Ajoutons que ce théoréme présente cette particula-
rité d’éive identique a son corrélatif.

Deuxié¢me théoréme de M. Bricard. — Soient un
triangle ABC et le cycle inscrit qui touche les cotés
aux points a, 3, y. Nous supposerons les cotés dirigés
suivant AB, BC, CA. Pour consiruire le second triangle
A, B, C,, joignons a, B, v & un point quelconque w; les
trois droites ainsi obtenues coupent le cercle respecti-
vement aux points o', ', ¥ Il sulfit de tracer le triangle
AB,C, de maniére que ses cOlés soienl respective-
ment paralléles & ceux du triangle A’B'C’ formé par
les tangentes au cycle aux points o, 3, y'. Les cbtés
de ce triangle doivent étre dirigés suivant A, B,, B,C,,
Gy A,. Considérons maintenant les cycles O, O,, O,
respeclivement langenls aux systémes de semi-droites
abyc,, bcya,, ca,b,. Le centre de similitude des
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cycles O et O, se trouve d'une part sur la tangente
commune a ou BC, et d’autre part sur la droite A, A’
qui joint les points d’intersection des tangentes res-
pectivement paralléles &' et ¢’ au cycle O, et b, etc,
au cycle O,. Ce centre de similitude est donc a U'inter-

Fig. 2.

section P> de BC avec A, A’. De méme, les centies de
similitude de OO, et de OO, sont respectivementen Q
et R, aux points d’intersection de AG avec B,B et
de CA avec C,C|. De plus, les trois droites A A/,
BB, C, ' concourent au point I, centre d’homo-
thétie des deux triangles A B,C, et A’B'C'. Celte
remarque nous dispense de tracer le triangle A,B,C,.

Cherchons d’abord un des cycles tangents aux trois
cycles O, Oy, O;. Nous ménerons des centres de simi-
litude Q et R les secondes tangentes au cycle O, Q 8,
et Ry,; puis nous joindrons By, et Y8, qui se coupe-
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ronten G sur I'axe de similitude QR. Ilfaudra joindre G
au point de contact d’une des tangentes & O paralléles
a I'une des tangentes communes a O, et O;. Or, a,
ou B;C, est I'une de ces tangentes communes, et elle
est paralléle a B’ €' qui touche le cycle O en o', Il faudra
donc joindre G2/ qui coupera le cycle O en un second
point M, lequel sera le point de contact avec O d’un
crcle tangenta O, O,, Oy. Le théortme sera démontré
si I'on fait voir qu’on retrouvera le méme point M
quand on répétera la construction précédente en par-
tant des combinaisons de cycles 0,0,,0, 0u 0,0,,0,.

Soient H et K les points obtenus par la construction
qui a servi & déterminer le point G, mais en partant
des points Q et R ou P el Q, et soit a, le point de con-
tact de la scconde tangente au cycle O issue de P. Les
points G, H, K sont sur une méme droite qui est la
droite dePascal velative & I'hexagone inscrit a3, ya, Bvy.
La polaive de A’ est la droite f'y'. Celle de P est aa.
Done 3'y' et az, se coupent en un point qui est le pole
de A’P evse trouve par conséquent situé sur la polaire
de 1. De méme, les intersections respectives de y'a/
avec 33, el de 2’3" avec vYs sont sur la méme polaire.
Il en résulte que le triangle o' 3’y est homologique au
tiangle UVW formé par les trois droites ax,, 33, MYy
Le triangle o' 3’4" est donc dans le cas du théoréme 1,
et le point w, centre d’homologie des triangles a":ﬁ']'
et o'8'Y, est sur la droite GHK, droite de Pascal rela-
tive a 'hexagone inscrit 1‘3lya. BY‘.

Cela posé, désignons towjours par M le second point
d’intersection de G2’ avec le cercle, el considérons
I'hexagone inserit Ma'a~, B8, Les cotés opposés Mo/,
718 se coupent en Gy, a'2, 33, en w. Donc ay, et §'M
se coupent sur la droite w G, qui est la méme que GHK,
mais v, coupe cette droite en H. Donc §'M passe en H,
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ou HB en M. Un auire hexagone montrerait que Kv/
passe aussi en M. C.Q.F.D.*

Remarques. — Le point M ne dépend que des
triangles ABC, A’B'C/, et du point I. Il y a plus. Fai-
sons pivoter la droite B'T autour de Bl et cherchons le
lieu que doit décrire le point 1 pour que le point M
reste invariable. A chaque position de B'I correspond
sur AC un seul point Q, et sur le cercle un seul point
de contact 3, de la deuxiéme tangente Qf,. En joi-
gnant B,y on trouve sur «'M un seul point G; en
joignant QG, on a sur AB le point R, et enfin, en
joignant C'R; on a sur B'l le poiut [. 1l est clair que
si 'on fait la construction en partant de ce point I et
des points Q et R, on retrouvera le point M. De la
résulte aussi que les droites B'I et C'Il sont deux
rayons homologues de deux faisceaux homographiques.
Si I'on donne a B'l la direction B'C/, le point Q est
en D, a TPintersection de AC avec B'C/, le point 3,
en o, Gaussien o' el R en E, a I'inlersection de AB
avec B'C/. Donc C'l devient C'B/, et le point I est in-
déterminé sur B'C/. Donc le lieu du point I se compose
de la droite B'CY, partie singuliére, et d’une autre
droite.

Nous savons d’aprés le théoréme 1l que les deux
triangles A’B’(Y ct 22+ sont homologiques. L.’hexagone
a la fois inscriptible et circonscriptible est 23y 3y
Les trois droites A'a, B'3, ('~ passent donc par upn
méme point . Si Pon met I en coincidence avec o, le
triangle PQR se confond avec le triangle aB3v. Les
points G, H, K et par suite le point M sont indéter-
minés, ce qui s'explique par ce fait, facile a vérifier,
que dans ce cas les trois cycles O,, O,, O; sont tan-
gents au cycle O respectivement aux points a, 3, v, de
sorte que le cycle tangent aux quatre cycles est le
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cycle O lui-méme. 1l en résulte que la droite décrite
par.le point I, quand on se donne le point M, passe
par le point ¢ quelle que soit la position du point M
sur le cercle O. On peut donc ajouter au deuxiéme
théoréme de M. Bricard, la remarque suivante :

Le cycle tangent aux quatre cycles considérés
touche le cycle inscrit au triangle ABC en un point
qui reste fixze, quand, laissant fixe le deuxiéme
triangle circonscrit A'B'C/, on remplace le triangle
AB,C, par un autre, homothétique de A'B'C' par
rapport au méme centre I, ou méme, si 'on déplace
ce centre d’homothétie sur une droite passant par
le point de concours des droites qui joignent les
sommets du triangle A'B'C’ aux points de con-

tact avec le cycle O des cités correspondants du
triangle ABC.



