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[R7fa]
SUR LA THEORIE DES PERTURBATIONS DU PENDULE ;

Par M. L Coumanpant P. CHARBONNIER.

1. Nous nous proposons, dansle probléme classique
du mouvement du pendule simple, de donner des for-
mules générales permettant le calcul des perturbations
produites par I'action de petites forces quelconques.

Une fois ces formules établies, la solution de chaque
cas particulier devient trés simple et presque immé-
diate.

[.a division de notre travail est la suivante :

1. Ltablissement des formules générales.
Il. Lemouvementdu pendule dans un milieuiésistant,
1. Cas d'une résistance monome.
IV. La fonction perturbatrice dépend de I'arc.
V. Pendule avec fil élastique.
VI. Pendule de longueur variable.

I. — ETABLISSEMENT DES FORMULES GENERALES.

2. Equation différentielle du mouvement. — Soit O
P'axe instantané de rotation autour duquel, & 'instant
actuel, tourne le (il OM. Dans la plupart des cas, ce
point O sera absolument fixe. '

La longueur du til est /, 'angle de OM avec la verti-
cale est §. :

\ppliquons le théoréme des moments des quan-
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tités e mouvement relativement a un axe passant en O
et perpendiculaire au plan d’oscillation du pendule.

. . db
La vitesse du point M est [ =’ €l son moment par

o N o, dd
rapporl a l'axe passant en O est {2 TS

Les forces extérieures se réduisent a la gravité g,
appliquée en M, dont le moment est g/sinf.
Quand 6§ augmente, cetle lorce tend a diminuer
I'angle. On aura donc, d’aprés le théoréme rappelé,
d db .
— (2= )+ glsinb =o.
dt< dt 4

On en déduira I’équation dilférentielle

dz0 2dldb g .
() ({fz+7mgz+laln0__0.

3. Mouvement principal du pendule. — Nous consi-
dérons comme mouvement principal celui d’un pen-
dule dont le fil conserve.une longueur conslante /, et
qui décrit seulement de trés petites oscillations autour
de la verticale.

Ainsi, le sinus pourra étre réduit a 'arc, a un terme
en 03 prés, qu’on considérera ensuite comme un terme
secondaire.
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Dans ces conditions, I'équation (1) se réduira a

dz
. 120 —
(2) dt-’+/\ 6 =o.

On a posé

Soit A la position initiale du pendule qui corres-
pond a la valeur — a de 'angle. Le pendule oscille de

Fig. 2.

A en A/, allant de — a & 4~ a. L’arc s varie de — ¢
a +o.
On aura, pour les équations finies du mouvement,
en intégrant I’équation (2),
df

(3) § = — a coskt, m:kasihkt.

Ce sont les formules ordinaires du pendule.

. . 0 5
On en déduit, en falsantg—t =o, pour la durée T

d’une oscillation simple du pendule (de A en A'),

. dd . .
La vitesse = 4" est maximum au point le plus bas
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. . w
et a pour expression, en faisant k¢t = 3’

0, = ka.

L'arc de remontée est égal a V'arc de descente.

k. Forces perturbatrices — Supposons qu’une petile
force accélératrice quelconque vicnne a agir sur le

pendule. Soit
df
ecp((),zz, t)

la fonction qui, d’une fagon générale, représente l'accé-
lération de cetie force estimée suivant la direction de
P’arc élémentaire décrit par le pendule.

La fonction ¢ est quelconque, avec les trois variables,

. db
Pangle 8, la vitesse §' = o letemps t. Le nombre ¢

est un coeflicient que nous supposons trés petit, el
dont le carré sera négligé ; Phypothése initiale est que
le mouvement du pendule sera trés peu modifié par
Fintroduction de cette force perturbatrice.

On écriva alors I'équation diltérentielle sous la forme

26
Z_ﬁ +k’9+s?(0,%,t>zo.
5. Développement de la fonction 6. — L’angle 6,

obscrvé au temps ¢, est fonction du coefficient ¢, et,
{ cause de la petitesse supposée de ce coefficient, on
pourra développer § en série convergente, suivant ses
puissances ascendantes.

On posera, par suite,

0:(’0+ E‘h—\—i’ez—y—.‘.,

By, 94, 8,, ... ¢élant des fonctions de ¢, inconnues, qu’il
s'agit de déterminer.
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L’équation différentielle s’écrira alors

d*6, d20, 2d’02 s 2 273
772—+e iz T I 4o h200+ k20, +e2h20, 4. ..
dh, db,
+e9<60+56,+..., Tﬁ-—&—ez—i—...,t)__o.

Développons la fonction ¢ par la formule de Taylor;
il viendra

db . doy
cP=cP<90, 7:’ l)—i—e[eﬁ{/eo-{- —d;?_d_eo]—i-.
dt

Annulant successivement les multiplicateurs de ¢,
', €2, ..., il viendra le systémc des formules sui-

vanles :
2
% -+ k26 = o,
d20, b,
wr T k201 + o <90, a5’ t> = o,
d”)-z 9 ’ 0
g R g - el = o,

dt

Avec les conditions suivantes, a lorigine des temps :

pour t =0, on a

dby
60 = —a, 717 =0,
db,  dby
0‘—-62—..—(), Q—l——m—— = 0.
6. Fonction 8, — Elle représente le terme principal

de la série et elle est donnée par les formules (3)

dny

Jr = ka sin kt.

6y = — a coskt,

La durée T d’une oscillation simple du mouvement
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principal est
™
T=-.
A.
La vitesse au point le plus bas est

0, = ka.

7. Fonction 6, — L’équation différentielle qui défi-
nit la fonction 6,

d26, db,

—n k26 +¢ <ﬁo, -d—, t) =o0

deviendra, en remplacant dans ¢ les fonctions 6, et
by

dt par leurs valeurs principales,

a0,

-+ k20, + o (- a coskt, kasinkt, t> =

On a ainsi réduit la fonction ¢ a une fonction de la
seule variable ¢, et nous poserons, par suite,

d20,
dr?

+l\201+®(t)"“0

Clest une équation linéaire du second ordre, avee
second membre, que U'on sait intégrer.

A cet effet, on posera. comme on «ait,

0; = M cos kt + N sinkt,

M et N étant deux fonctions arbitraires de ¢.
En différentiant, on écrira

% = — kM sinkt + kN coskt,

et posant, comme premiére condition imposée aux fonctions
M et N, la relation

dM dN
p) —g-t-c skt+—‘ﬁsmkl_o
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D’autre part, formant @ €t portant cette valeur ainsi
que celle de 6, dans P'équation différentielle qui définit la

fonction 04, il viendra une seconde équation de condition qui
est la suivante :

{q9) ——[an/‘t—i—?i?coskt i =0

En combinant les deux équations (p) et (gq), on aura
dN 4!
dt k
id[:f' — ;‘-.cp(t)sinlft =o,

9 (t)coskt =o,

d'ou 'on déduit
'

N:—-l—f © () cos kt dt,
kJ, ”

!
M= f o (¢) sinkedt.
o
On aura donc, pour §,, U'expression

¢ ¢
kBy=coskt | ¢(t)sinke dt——sinktf @ (¢)cosktdt,
)

0

el I’on obtiendra aussi la dérivée sous la forme

t

!
D —— e (ot sinke de —cosktff?<t)°‘>5’\"d’~

“ 0 0

df .. . . .,
9, el ?l't—l sont ainsi des fonctions de deux intégrales que

nous désignerons par les notations suivantes :
'3
Bsz./r,o(t)sinktdt,
0

I
”:f o (t)coskt dt.
]
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8. Formules générales. — 1l viendra ainsi, pour
I'intégrale générale de I'équation différentielle du
pendule, en ne conservant que les termes du premier
degré en ¢:

) 0=—acoskt+Z[Escoskt—EcsinI:t],
db . .
(5) 0’=z=lmsmld—e[Essxnkt—i—l‘.ccoskt].

Telles sont les formules générales que nous nous
proposions d’établir, comme seconde approximation
des formules du pendule simple.

On remarquera qu’on peut mettre les fonctions E
sous la forme

9
1
Es:Ef_a?”’d'”

1 ¢
Ec.—_mt[ C?(/)dv.

9. Points remarquables de la trajectoire. — 1° Durée
. . . . b
d’une oscillation simple. — Faisant =0 dans la

formule (5) et remplacant, dans le crochet, k¢ par sa
valeur =, en premiére approximation (sinkt=o el
coskt =—1), on aura

. €
sinht = — nEc(ﬂ),
E.(w) désignant la valeur que prend I'intégrale E. pour
At =m.
On en déduit

hkt=m+ —%Ec('ﬂ)

k

¢ négligeant un terme en e3.

Par suite, Paugmentation AT de la durée T = ;—T d’une
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oscillation simple sera donnée par la formule
> AT 13
(6) = mnc(ﬂ)-

Oun voit que la condition nécessaire et suffisante
pour que la durée d’une oscillation simple reste la
mémeg que dans le cas du mouvement principal est

que
E. (=) =o0.

2 Amplitude d’une oscillation simple. — Portant
dans I'équation (4), qui donne §, la valeur

At =7 + o= Eo(7),
on remplacera, dans le crochet, sinkt par o et co~At
par —1.

D’autre part, comme coskt ne difféere de —1 que
par un terme en ¢, il viendra, en négligeant un terme
de- cet ordre, pour valeur de loscillation §, de
remonlée,

0,,,: 1_%Es(ﬂ)a

et, parsuite, laugmentation Az de 'angle a scra donnée
par la formule

(’,') Ag = — ”ES(‘I'E).

k
La condition nécessaire et suffisante pour que
Uamplitude de 'oscillation ne soit pas changée est

que
E;(w)=o.

3° Point le plus bas. — Pour oblenir ce point, on
fera § = o dans la formule (4). Dans le crochet, on
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prendra kt = i’—fy d’ott coskt = o etsinkt = 1; il viendra

€ T
coskt = — Z:;B‘ (;)y

d’ou

£

e ™

\ 2

et, par suite,

13 ™
AT, = —BE.(-).
®) 1 ka E <2>
La witesse au point le plus bas sera affeciée d’une
correction
v) Ae:nz—e}:(.(g)-
10. Résumé. — Ainsi le probléme est ramené a I’éva-

luation de deux intégrales E; et E. qui dépendent d’une
. . . . dy oy e
fonction arbitraire ¢ <9, 7’ t) qu’on sail réduive a une
fonction du temps, sous la forme

g(—acoskt, kasinkt. t).

La fonction ¢ est spéciale & chaque cas particulier et
le caraclérise : elle doit étre demandée a une étude
physique du probléme.

Nous allons maintenant donner quelques exemples
ou nous spécifierons la fonction o.

II. — LE MOUVEMENT DU PENDULE DANS UN MILIEU
RESISTANT.

11. Equation différentielle. — Nous supposons le pen-

dule de longueur constante /,. La résistance de I'air est
. . d9

une fonction de la vitesse ¢ = [, 7 du pendule; nous

représenterons pur ¢F () I'accélération de cette résis-
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tance, ¢ étant le coefficient balistique du point maté-
riel dont nous étudions les oscillations. F(¢) est une
fonction quelconque de la vilesse ¢, qui, cependant,
cst toujours positive et croissante avec ¢. 1l peut, d’ail-
leurs, exister dans F(¢) un terme constant, indépen-
dant de la vitesse, et qui représentera une résistance
de frottement.

La résistance ¢F(¢) n’apporte an mouvement prin-
cipal du pendule, calculé dans 'hypothése ¢ = o, que
des modifications qui, par hypothése, sont extréme-
ment pelites.

L’équation différentielle da mouvement du pendule,
en introduisant le terme retardateur cF(¢), est alors
la suivante :

axh

c
— c2 — = 0.
i -+ k26 + IOF(v) o

L’accélération cF (¢) s’oppose, en effet, dans tous

N NP dzh .
les cas, a laccélération [, — du mobile le long de

I'arc décrit.

12. Equations du mouvement. — 1° Les équations

e . C
finies du mouvement seront donc celles du n° 8 ou T
0

remplace e. On aura ainsi

= — acoskt—+ ﬁ[l{c coskt — B, sinkt],
— = kasinkt — lc_o [E; sinkt + E; cosht]
avec les valeurs suivantes des intégrales E; et E, :

13
n,:f F(kalysinke) sinke dt,
0

) ,
Ec=f F (k= lo sinkt) coskt dt,
0
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qu’on peut mettre aussi, en introduisant P'arc s, sous la
forme

2° L'intégrale E. s’obtient immédialement par une

v
quadrature; en posant S(v) = [ F(v)dv, on aura
Jo

E.= S(v).

I
k2al,

E. ne dépend que de la variable v et S(¢) s’annule
avec v.

3 Llintégrale E; est proportionnelle au travail

c‘/’.sF(v) ds
—c

de la résistance de 'aiv, le long de I'arc.

C’est donc une quantité toujours positive qui ne
peut, par suite, s’annuler.

Lintéeral , . . .

Jintégrale Egs’exprimera en fonction de ¢ comme il
suait ¢

On a (3)
v = kal,sinkt,
d’ott
d
2‘; = k2aly coskt,

et comme ds = v d¢, on aura

{ 1 Y oF(v)dy

Es:ZZ(/raz/(,)z e
\/‘_ k2222
s b
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Cette intégrale peut étre mise sous forme d’'une table
3 double entrée, d’arguments v et kal,.
La variable ¢ reprenant la méme valeur a des dis-

Fig. 3.

v
'
|
'
'
|
'
'
s

0 v, v

tances égales de part et d’autre de la verticale, la fonc-
tion E; présente un axe de symétrie.
Elle ne s’annule pas quand ¢ redevient égale a zéro.

13. Points remarquables. — 1* Durée d'une oscilla-
tion simple. — L'intégrale E. s’annulant quand la vi-
tesse redevient nulle, on aura

E/(®)=o,
et, par suite, d'aprés le théoreme du n® 9, 1°, on aura
AT =o.

Donc, la résistance de Uair n'altére pas la durée
des oscillations du pendule.

[l en est de méme d'une résistance constante [cas
particulier de la fonction Fi¢)].

2° Amplitude d’une oscillation simple. — Lafonc-
tion Eg(w) n’est pas nulle,
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On aura donc, d’aprés la formule générale dun®9, 2°,
c
Ax = — — Bs( ™).
%l s(m)
On écrira cette formule

Ay = — /lelf F(e)ds = /x‘—al’,

@ étant le travail total de la résistance le long de l'arc.

Soit Ay la différence de hauteur des deux exivé-

mités — s et 5.

On a
Ay = 2 As,

o . .
el comme A= 7— et ¢ = {ya, 1l viendra
0

LAy =-—-¢C.
Cette velation exprime le théoréme évident que le
travail effectué en moins par la pesanteur a été ab-
sorbé par le tracadl de la résistance de Uair.
Le temps, pour atviver au point le plus bas, sera
augmenté de la quanuité (n° 9, 3°)

C ™
ATy = mg(,> aran Tty > (Om)
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et la vitesse au passage de la verticale sera diminuée de

e (T,
B0m = lon (2)

L. — CAS D'UNE RESISTANCE MONOME.

14. Forme de la résistance. — Nous allons étudier,
@’une maniére spéciale, le cas ou la résistance de
Pair cF(¢) est représentée par une formule monome

F(v)=B,vn.

On posera b, =cB,, dcsorte que Paccélération de
la vésistance sera exprimée par la formule b, v".

Le cas de n = o correspond a I’hypothése d’une ré-
sistance de frottement.

D’aprés le principe de 'addition des termes correc-
tifs, on obtiendra, par addition des formules monomes,
la correction correspondant a la fonction

F(v)=Bo+ Byo+ Byo2-...+ B,on,
15. calcul des intégrales E, ot E,. — 1° On a

t
EL.:f F(kxly sinkt) coskt dt
0

At
=Bn(zlo)'lk"—lf sin# At coskt dkt,
0

ce qui s’intégre immédiatement par la formule

E.— _B_J:_‘ kntgn I sinn+t ke,
n

On vérifie d’abord que E.(%) = o, ainsi qu'on I'a
montré dans le cas général (n°12, 2°).
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2° L’intégrale E; s’écrira
I3
E,:/ F(kal,sinke)sinkt dt
0

At
=B,,1\'t—‘(1"l;{)/ sinn+1 k¢ dAL.
0

Posant, pour abréger, At =2, I'intégrale

r
I, =f sin?+lz dr
0

est connue. Rappelons commenton en trouve la valeur.

On établit d’abord une relation entre 1, et 1,_, en intégrant
par parties :

x
[,=—cosz<in?r +n f cos"z sin"—1z dr
“o

X
= — cosz sin"ax —+ nf sin*~tx dx — nly,
. 0
dou

(n+1)l,=—cosxsintz + nl,_,.

On connait d’ailleurs directement

v
Iozf siny dr =1— cosx
0
2

I, = / dr = x.

hl(U

el

On ¢tablira alors le Tableau de récurrence suivant :

n pair. . n impair.
Iy =—cosr -1, 1., = €.
3, = — cosx sin?x + 21, 2l =— cosxr sine+1_,.
Wy = — cousz sintxr — {I,. ils = —cosx sind3z + 31,

Nly==— cosrsin?x +nl,_,, (n + nDl,=—cosrsintx -+ nl,_,.
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Sans chercher, ce qui serait possible, a obtenir ’expression
de I, pour toute valeur de x, proposons-nous seulement d’ob-
tenir la valeur pour z = =.

On voit que I, devient égal 4 2 et I_; a =, et que dans tous
les autres I, le premicr terme du second membre s’annule.

Par multiplication membre a membre on obtient alors :

n pair. n impair.
2.4...0 1.3.5...n
I(n)=2 —4/——————» Iy(m)==-

1.3.5...(n—+1) z.4’.6...(n—i—x)'

Pour différentes valeurs de n, on aura :

Nooonn. 0. 1 2. 3. 4.
9 2.4
| DO 2 » 2 — » 2
" ' 1.3 ' 1.3.5
1 1.3
| PO » T - » T — »
2 2.4
oo, 5. n. n.
2.4...n
) IR » 4 e e »
.35 (n—1)
I 1.3.5 1.3.5...n
...... ki . » —T—
" 2.4.6 2.4.6...(n+1)
16. Amplitude de l'oscillation. — 1° La diminution

de Pamplitude de I'oscillation due a la résistance de
Pair est (n° 13)
C
Ay = — k—lons(“)’

ce qui deviendra, dans le cas actuel,

Aa = — by kn—2an =11, (%),
ou encore
0 ag T\~
ho= (é) L(%).

Pour n = o (résistance de frottement), Ax est indé-
pendant de 'angle « et de la durée T de I'oscillation.
Ann. de Matheémat., 4° série, t. VIII. (Avril 1908.) L1
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Par suite, on peut, par soustractions successives d'un
méme angle A«, trouver ’angle restant au bout d'un
nombre p, quelconque, d’oscillations.
Le nombre total P d’oscillations simples, jusqu’a
arrét du pendule, est ainsi

P =

N R
Sw

Pour n 21, il est évident que le nombre P devient
infini.

2° En remplacant [,(w) par sa valeur, on aura les
deux formules suivantes :

b, [agT\n» 2.4...n .
Ay = — —=< . S .
* &g < ™ ) 21.5.5...(n+1) (pout n pair),
b, (2gT\" 1.3.5...n . .
A"-*;( = ) T4, (ngy) \pournumpatr).

17. Point le plus bas. — On a

AT ¢ E <E>= bn (2ly)n—1k=3

VT 2al, T\ 2 n+1

Q4
A.
Av,, = - [,Ax.
2

(A suivre.)




