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SUR LA THÉOKIE hl S PERTURBATIONS DU PENDULE ;

PAR M. LE COMMANDANT P. CHARBONNIER.

I. Nous nous proposons, dans le problème classique
du mouvement du pendule simple, de donner des for-
mules générales permettant le calcul des perturbations
produites par l'action de petites forces quelconques.

Une fois ces formules établies, la solution de chaque
ras particulier devient 1res simple et presque immé-
diate.

La division de notre travail est la suivante :

!. Etablissement des formules générales.
II. Le mouvement du pendule dans un milieu lésistant.

III. Cas d'une résistance monôme.
IV'. La fonction perturbatrice dépend de l'arc.
V. Pendule avec fil élastique.

VI. Pendule de longueur variable.

I. — ÉTABLISSEMENT DES FORMULES GENERALES.

2. Équation différentielle du mouvement. — Soit O
Vaxe instantané de rotation autour duquel", à l'instant
actuel, tourne le (il OM. Dans la plupart des cas, ce
point O ^era absolument fixe.

La longueur du fil est /, Tangle de OM avec la verti-
cale est 6.

Vppliquons le théorème des moments des quart-
A/i/i. de Mathëmat., \* série, t. VIII. ( \vril IQO8.) IO
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tilés de mouvement relativement à un axe passant en C>
et perpendiculaire au plan d'oscillation du pendule.

La vitesse du point M est l -r > et son moment par

rapport à Taxe passant en O est l2 -y--

Les forces extérieures se réduisent à lu gravité gr

appliquée on M, dont le moment est gVsinÔ.
Quand 0 augmente, celle force tend à diminuer

l'angle. On aura donc, d'après le théorème rappelé,

d / ^6
div di

gl s i n O = o .

On en déduira l'équation différentielle

T -r -7- - h , s i n b = o ./ c/̂  dt /

3. Mouvement principal du pendule. — Nous consi-
dérons comme mouvement principal celui d'un pen-
dule dont le fil conserve, une longueur constante l0 et
qui décrit seulement de très petites oscillations autour
de la verticale.

Ainsi, le sinus pourra être réduit à l'arc, à un terme
en 83 près, qu'on considérera ensuite comme un terme-
secondaire.
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Dans ces conditions, l'équation (i) se réduira à

( 2 )

On a posé

Soit A la position initiale du pendule qui corres-
pond à la valeur — a de l'angle. Le pendule oscille de

A en A', allant de — a à -t- a. L'arc s varie de — <r
à -f- o".

On aura, pour les équations finies du mouvement,
en intégrant l'équation (2),

( ï ) 6 = — a coskt,
~dt

= koi si 11 kt.

Ce sont les formules ordinaires du pendule.

On en déduit, en faisant -7- = o, pour la durée T

d'une oscillation simple du pendule (de A en A/),

La vitesse -y- = 9' esl maximum au point le plus bas
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et a pour expression, en faisant kl = —>

L'arc de remontée est égal à Y arc de descente.

4. Forces perturbatrices — Supposons qu 'une petite

force accélératrice quelconque \ ienne à agir sur le

pendule. Soit

la fonction qui, d'une façon générale, représente l'accé-
lération de celle force estimée suivant la direction de
l'arc élémenlaiie décrit par le pendule.

La fonction z> est quelconque, avec les trois variables,

Yangle 6, la vitesse 9' = -y-, le temps t. Le nombre e

est un coefficient que nous supposons très petit, et
dont le carré sera négligé ; l'hypothèse initiale est que
le mouvement du pendule sera très peu modifié par
l'introduction de celle force perturbatrice.

On écrira alors l'équation différentielle sous la forme

o. Développement de la fonction 6. — L'angle 6,
observé au temps £, est fonction du coefficient s, et,
à cause de la petitesse supposée de ce coefficient, on
pourra développer 8 en série convergente, suivant ses
puissances ascendantes.

On posera, par suite,

80, 84, 82, . . . étant des fonctions de £, inconnues, qu'il
s'agit de déterminer.
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L'équation différentielle s'écrira alors

• - - « • • < • • • •

Développons la fonction <p par la formule de Taylor;
il viendra

Annulant successivement les multiplicateurs de e°,
s', £2, . . . , il viendra le système des formules sui-
vantes :

= o,

_

Avec les conditions suivantes, à l'origine des temps
pour t = o, on a

_

6. Fonction 60. — Elle représente le terme principal
de la série et elle est donnée par les formules (3)

6 0 = — —^dt

La durée T d'une oscillation simple du mouvement



principal est
T = F

La vitesse au point le plus bas est

7. Fonction 6,. — L'équation différentielle qui défi-
nit la fonction 8,

deviendra, en remplaçant dans <p les fonctions 0O et
/A

~ par leurs valeuis principales,

2* -h X2 01 -(- cp / — a cos kt, k<x sinkt, t\ = o.

On a ainsi réduit la fonction <p à une fonction de la
seule variable t, et nous poserons, par suite,

C'est une équation linéaire du second ordre, avec
second membre, que l'on sait intégrer.

A cet effet, on posera, comme on sait,

el== M cos/t7 -+- N sin/7,

i\I et N étant deux fonctions arbitraires de / .
En difîérentiant, on écrira

et posant, comme première condition imposée aux fonction^
M et N, la relation

dM . rfN . .
(p) —j- cos kt H T smkt = o.

at at



D'autre part, formant l et portant cette valeur ainsi

<[ue celle de 6, dans l'équation différentielle qui définit la
fonction 0,, il viendra une seconde équation de condition qui
<ect la suivante :

dM . . dN , o (e)
{q) - -y- sin kt -h —=- cos kt -f- ^-y-/ = o.

Clt Clt rC

En combinant les deux équations (p) et ( y ) , on aura

— -+- ^cp(^)cosAY = o,

— -l?(t)^kt = o,

<\où l'on déduit

N = — y / cp ( ̂  ) cos kt dt,
k ^o

i r'M = / <? (t) sinktdt.

k -7o

O n aura donc, pour 9,, l 'expression

AGi^ cosA^ f y(t)sinktdt — sinkt f y(t)cosktdt,

et l'on obtiendra aussi la dérivée sous la forme

- p = — s i n A t / v(t) s\nkt dt — cosA:^ / v(t) coskt dt.

Jj, et -7-î- sont ainsi des fonctions de deux intégrales que

nous désignerons par les notations suivantes :

EA. = / y(t)sïnkt dt,

E c= f v(t)coskt dt.
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8. Formules générales. — 11 viendra ainsi, pour
l'intégrale générale de l'équation différentielle du
pendule, en ne conservant que les termes du premier
degré en s :

(4) 0 = — a cos ta -h - E5 cos ta — Ec sin ta ,

0'= -T- = Aasinta — £ E.ç sinta-i-Ec costal.(5)

Telles sont le-» Ibrmules générales que nous nous
proposions d'établir, comme seconde approximation
des formules du pendule simple.

On remarquera qu'on peut mettre les fonctions E
sous la forme

Ti

9. Points remarquables de la trajectoire. — i° Durée

d'une oscillation simple. — Faisant -j = o dans la

formule (5) et remplaçant, dans le crochet, ht par sa
valeur TT, en première approximation (sinA'£=o et
coskt = — i), on aura

sinZ* =— -LEC(TT),
A CL

Ef.(^) désignant la valeur que prend l'intégrale Ecpour
ni = 7t.

On en déduit

en négligeant un terme en £3.

Par suite, Paugmenlation Aï de la durée T = j d'une
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oscillation simple sera donnée par la formule

(6) A T = ^ - E C ( T T ) .

On voil que la condition nécessaire et suffisante
pour que la durée d'une oscillation sinïple reste la
même que dans le cas du mouvement principal est
que

EC(TT) = O.

2° Amplitude d'une oscillation simple. — Porlanl
dans l 'équation ( 4 ) , qui donne 8, la valeur

X/ = 7r-+- _I-Ec(ïr),

on remplacera, dans le crochet, svnkt par o et co^At
par — i.

D'autre part, comme cosÂY ne diffère de —i que
par un terme en e2, il viendra, en négligeant un terme
de- cet ordre, pour valeur de l'oscillation 0,w de
remontée,

et, par suite, l'augmentation Aa de l'angle a sera donnée
par la formule

(7) A a = - | E , ( T T ) .

La condition nécessaire et suffisante pour que
r amplitude de l'oscillation ne soit pas changée est
que

E 5 (TT) = O.

3° Point le plus bas. — Pour obtenir ce point, on
fera 9 = o dans Ja formule (4). Dans le crochet, on
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prendra kl = -> d'où cosA7 = o el sinÀY = i ; il viendra

, £ _ /TÜ\

coskt =—7—E, ( - ,
koi \ 2 /d'où

. 7t £

•x ki
et, par suite,

La vitesse au point le plus bas sera affeclée d'une
correction

10. Résumé. — Ainsi le problème e^t ramené à l'éva-
luation de deux intégrales Ey et E r qui dépendent d'une

fonction arbitraire cp (6, ^-, t\ qu'on sait réduire à une

(onction du temps, sous la forme

cp(—aco^/V, kzsinkl. t).

La fonction cp est spéciale à chaque cas particulier et
le caractérise : elle doit être demandée à une étude
physique du problème.

INous allons maintenant donner quelques exemples
où nous spécifierons la fonction cp.

II. — LE MOUVEMENT DU PENDULE DANS UN MILIEU
RÉSISTANT.

II. Équation différentielle. — Nous supposons le pen-
dule de longueur constante /0. La résistance de l'air est

une fonction de la vitesse r = /0 -r- du pendule; nous

représenterons par cF(e) l'accélération de celte résis-
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lance, c étant le coefficient balistique du point maté-
riel dont nous étudions les oscillations. F(^) est une
fonction quelconque de la vitesse v, qui, cependant,
est toujours positive et croissante avec v. 11 peut, d'ail-
leurs, exister dans F(i>) un terme constant, indépen-
dant de la vitesse, et qui représentera une résistance
de frottement.

La résistance cF(v) n'apporte au mouvement prin-

cipal du pendule, calculé dans l'hypothèse c = o, que

des modifications qui, par hypothèse, sont extrême-

ment petites.

L'équation différentielle du mouvement du pendule,

en introduisant le terme retardateur cF(^) , est alors

la suivante :

~dî* + ~*~ *~o ' ^ ~ ° '

L'accélération cF(v) s'oppose, en effet, dans tous

les cas, à l'accélération /0 ~~T~Ï du mobile le long de

I arc décrit.

12. Équations du mouvement. — i° Les équations

finies du mouvement seront donc celles du n° 8 où j -

remplace e. On aura ainsi

ft = — a cos kt -+- j—j- [Ls cos kt — Et< sinA/J,

dû . c .
dt IQ

avec les valeurs suivantes des intégrales E* et Ec '

Ls= f F(koclosinkt) sinktdt,

E c = f a/0 sinkt ) cos kt dt,



qu'on peut mettre aussi, en introduisant l'arc s, sous la
forme

2° L'intégrale E^ s'obtient immédiatement par une

quadrature; en posant S(t>) = / Y(v)dV) on aura

Ec ne dépend que de la variable v et S(t>) s'annule
avec v.

3° L'intégrale E* est proportionnelle au travail

'fj
de la résistance de l'air, le long de l'arc.

C'est donc une quantité toujours positive qui ne
peul, par suite, s'annuler.

L'intégrale E* s'exprimera en fonction de v comme il
suit :

On a (3)
v = kzl0 sin kt,

d'où
dv

) cosA:£,

et comme ds = v dt, on aura

v / -



Cette intégrale peut être mise soas forme d'une table
à double entrée, d'arguments v et /ra/0.

La variable v reprenant la même valeur à des dis-

Fig. 3.

tances égales de part et d'autre de la verticale, la fonc-
tion Es présente un axe de symétrie.

Elle ne s'annule pas quand v redevient égale à zéro.

13. Points remarquables. — i° Durée d'une oscilla-
tion simple. — L'intégrale Ec s'annulant quand la vi-
tesse redevient nulle, on aura

et, par suite, d'après le théorème du n° 9, i°, on aura

AT = o .

Donc, la résistance de Vair n altère pas la durée
des oscillations du pendule.

Il en est de même d'une résistance constante [cas
particulier de la fonction F<V)J.

'2° Amplitude d'une oscillation simple. — La fonc-
tion Ef(^) n'est pas mille.
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On aura donc, d'après la formule générale du n° 9, 2°

On écrira cette formule

étant le travail total de la résistance le long de Tare.

Fig. 4-

Soit Ay la différence de hauteur des deux ex ini-
mités — <7 et T.

On a
Ly = a As,

et c o m m e X*2 = y - e t a = / o a , il v i e n d r ay
' 0

fi \Y = — (T.

(^ctle relation exprime le théorème évident que le
travail effectué en moins par la pesanteur a été ab-
sorbé par le travail de fa résistance de Cair.

$* Le temps, pour airixer au point le plus bas, sera
augmenté de la quantité (nD 9, 3°)
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et la vitesse au passage de la verticale sera diminuée de

III. — G\S D'UNE RÉSISTANCE MONOME.

14. Forme de la résistance. — Nous allons étudierT

d'une manière spéciale, le cas où la résistance de
l'air cF(t>) est représentée par une formule monôme

On posera b,t = cBw, de sorte cjue l'accélération de
la résistance sera exprimée par la (ormule bnv

n.
Le cas de n = o correspond à l'hjpotlièse d'une ré-

sistance de frottement.
D'après le principe de l'addition des termes correc-

tifs, on obtiendra, par addition des formules monôme*,
la correction correspondant à la fonction

F(i>) = Bo-+- B,P + B,P» + , . 1 + B / 1 O » .

15. Calcul des intégrales Ec et Et. — i° On a

r'
E t= / F(kxlukinkt)cosktdt

Jo
rkt

= Bw(a/0) / l^ / l~1 I s'\ï\nkt cos kt dkt,

ce qui s'intègre immédiatement par la formule

On vérifie d'abord que EC(TT) = o, ainsi qu'on Ta
montré dans le cas général (n°12, 2°).



'^ktdkt.
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2° L'intégrale E* s'écrira

E.s— j F(koLlo<\nkt)s\n/ctdt

= B„kn-l(oLnll) ! sin/M

Posant, pour abréger, kl = x, l'intégrale

<̂ st connue. Rappelons comment on en trouve la valeur.

On établit d'abord une relation entre \n et ln—2 en intégrant
par parties :

\n = —cos.?? *inw.r -+- n I cos^a? sin"""1^? dx

= — cosx suV'x ^- n I sïnu~lx dx — nln,

(/i H- 1) l/t = — C O S J sin^a? H- n \n-2-

On connaît d'ailleurs directement

r
ïo=z I sin # â™ = 1 —

On établira alors Je Tableau de récurrence suivant :

n pair. . « impair.

. ) I 2 = — co<;.r s in 2 vT-h s» I o , 2 X 1 = — c o s ^

) 1̂  = — cus^r s i n ^ r -J - 4 I 2 . 4 U = — COSJT s i n 3 : r

( n ' \)\u--z—vos.r sin" or-t-n] n — 2 , i^n -hi)ln = — c o s x sinft x
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Sans chercher, ce qui serait possible, à obtenir l'expression

de ln pour toute valeur de a?, proposons-nous seulement d'ob-
tenir la valeur pour x = iz.

On voit que Io devient égal à 2 et I_i à ir, et que dans tous
les autres lai le premier terme du second membre s'annule.

Par multiplication membre à membre on obtient alors :

n pair. n impair.

, , 2 . 4 . . . n 1 / N 1 . 3 . 5 . . . n
' " ( i : ) = a , . 3 . 3 . . . ( « + . ) ' I » ( ^ = 1 t a . 4 . 6 . . . ( n + . ) -

P o u r d i f fé ren tes v a l e u r s d e n, on a u r a :

n 0. 1. 2. 3. 4.

I/i 2 » 2 — ^ - )) 2 — ^ - r
1.3 1 .3 .3

. 1 1.3
l t )) 7T - )) 71 ))

1 2.4

/i 5. . . . n. n.

2 . 4 . . . W
1 w » . . . v. »

1 .3 . ) . . . ( n - 1 - f J

1 . 3 . ) 1 . 3 . 5 . . . / ir . . . » 7T

•2.4.6 2.4.6. ..(71

16. Amplitude de l'oscillation. — i° La diminution
de l'amplitude de l'oscillation due à la résistance de
l'air est (n° 13)

ce qui deviendra, dans le cas actuel,

ou encore

Pour n = o (résistance de frottement), Àa est indé-

pendant de l'angle a el de la durée T de roscillation.

Ann. de Mathémat,, 4e série, t. VIII. (Avril 1908.) i l
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Par suite, on peut, par soustractions successives d'un
même angle Aa, trouver l'angle restant au bout d'un
nombre/?, quelconque, d'oscillations.

Le nombre total P d'oscillations simples, jusqu'à
l'arrêt du pendule, est ainsi

P = - L .
2 bQ

Pour / ?^ i , il est évident que le nombre P devient
infini.

2° En remplaçant In(^) par sa valeur, on aura les
deux formules suivantes :

bn /oL/rTy - 2 . 4 . . . / i . ^
Aa = — — 2 — t „ , ( poui n pair),

bn / a ^ T \ « 1 . 3 . 5 . . . / i . • • x
Aa = ( I TT ( pour n impair).

g \ TZ ] ' 4 . 4 . ( , . . . ( / i - W ) U ^ }

17. Point le plus bas. — On a

2 A - a / 0

et

suivre.)


