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NOUVELLES ANNALES 
DE 

PROCÉDÉ ÉLÉMENTAIRE D'APPLICATION DES INTÉGRALES 
DÉFINIES RÉELLES AUX ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ET 
TRANSCENDANTES; 

PAR M. MICHEL P E T R O V I T C H , 

à Belgrade (Serb ie ) . 

I . — S U H UNE INTEGRALI* R É E L L E D I S C O N T I N U E . 

1. Soit f ( t ) une fonction réelle pour t réel, continue 
dans un intervalle réel donné (a , b) et telle que l'in-
tégrale 

ait un sens pour toute valeur entière positive ou nulle 
de n. 

J'envisage l'intégrale définie 

[ E 5 ] 

a 

a 

qui, en vertu du développement 

(3) 

00 
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. • v 

dx 
x 

( » ) 
sera une fonction X( .r ) de x, donnée pour | x | suffi-
samment petit par le développement 

00 

(4) 
1 

ou bien par l'intégrale 

(5) X O r ) = - a f 
•'a 

avec 
00 

(6) ^x)=yxtlx» 

Soit R le rayon de convergence de la série (6 ) [dont 
la détermination se réduit à celle de l'intégrale ( i ) 
pour n très grand]. Alors, la série ( 3 ) étant unifor-
mément convergente pour | x | < i : 

i° Si R > i , l'intégrale pour | x | < » coïncidera 
avec la fonction X(x); d'autre part, l'identité 

l o g ( i — xx eos t + a ? ? ) = i loga? 4- log — ^ eos t -+-

montre que, pour | x ¡ >> i, coïncidera avec la fonc-
tion 

( 7 ) Û(a?) = 2 ^ 0 l o g a ? + X 

Si R < i , I ( x ) coïncide avec \{x) pour | x j < R 

et avec Q ( # ) pour | x | ;> 

L'intégrale l(x) est donc une fonction disconti-

nue de xf coïncidant tantôt avec X(a?), tantôt avec 

suivant que le point x se trouve à Vintérieur 

ou à Vextérieur d'une certaine circonférence ou 

d'une certaine couronne ayant l'origine comme 

centre. 



( 3 ) 

2. Un cas particulièrement intéressant pour ce qui 
suit se présente lorsque la fonction <f(t) et les limites 
a et b de l'intégrale sont telles que l'intégrale ( i ) 
soit constamment nulle dès que l'entier n dépasse une 
certaine valeur p, tandis que pour n ^ p elle soit dé-
terminée, finie et différente de zéro. Nous dirons, dans 
ce cas, pour abréger, qu'une telle fonction satisfait à 

la condition , a, b, p]. 

Ainsi, cp = const. satisfait à la condition 

[cp, o, ikiT,O]. 

La fonction 

/sin t\k . . 
<p=/ —— J (k = entier positif) 

satisfait à la condition [cp, o, oo, k — i ] . 
La fonction 

/ s i n h t y , f . 
cp = ( — - — I (n — entier positif ) 

satisfait à la condition [<p, o, oo, i h — i]. 
Toute fonction continue cp(¿) admettant 2iz comme 

période, ne s'annulant pas pour t = o et dont le déve-
loppement en série trigonométrique ne contient pas 
de cosinus satisfait à la condition [cp, o, 2TT, o], etc. 

Da ns tous ces cas, la fonction x ) se réduit au po-
Ijnome de degré p en x 

(8) \(x) = — 2 (gxx + Ç tf2 -4-. ..-f- & XP^J, 

et l'on a R = oo. Si, en particulier, la fonction cp satis-
fait à la condition [cp, a, è, o ] , on a \(x) = o, et, par 
suite, 

(9) I ( , ) = i ° , P0 '"- = ( igo loga? pour |ar| > i . 
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3. Dans le cas où, les limites de l'intégrale étant o 
et 2 7i, la fonction continue cp(*) admet la période 2tt, 
de sorte que 

«O 00 

(10) <p(£) = + ^ An sin/ii 2 

on aura 

(11) go = 2?rAo, gn—TzBtl1 

et la fonction correspondante peut s'écrire 

(VA) \(x) = -9TZ f X dx 
J0 * 

avec 
00 

( L 3 ) Q I X J ^ ^ B N X * . 

1 

Ainsi, lorsque ®(t) est le coefficient de i dans une 
expression A étant une fonction de z holo-
morphe pour | z | <C i, on aura A0 = o, = o, et, par 
suite, 

go = o, l(x)=o. 

Lorsque <p(/) est la partie réelle de ), on trouve 
aisément 

(l4) £P0=2tt<I'(o), X(a?) = — 27T / 
Jq 

da 

et le rayon R sera au moins égal à i . En faisant donc 

( » 5 ) * ( * ) = - ± * / ( * ) > 

f ( z ) étant une fonction holomorphe pour | z | < i, on 
aura 

#0 = 0, l(x) = /<>), 

ce qui donne, d'une manière bien élémentaire, une so-
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lution du problème suivant : 

Uintégrale l(x) étant prise entre les limites o 
et 2tc, déterminer la fonction <p(£) correspondant à 

une fonction ^(x) donnéey holomorphe pour \x\ < i. 

Cette solution consisterait à prendre pour cp(¿) la 

partie réelle de l'expression — ~ zV(z) pour 5 = etl. 

La fonction correspondant à une fonction 

donnée, serait égale à la partie réelle de ~ [x(e t l). 

Remarquons aussi que l'intégrale l ( x ) est égale au 
double de l'intégrale de la même forme, mais prise 
entre les limites o et k. 

I I . — DIFFÉRENCE ENTRE LE NOMBRE DE ZÉROS ET DE PÔLES 

D'UNE FONCTION MÉROMORPHE DANS UNE CIRCONFÉRENCE 

DONNÉE. 

Soit f(z) une fonction méromorphe à l'intérieur et 
sur la circonférence d'un cercle G de rayon r, ayant 
l'origine comme centre, réelle pour z réel et ne s'an-
nulant pas pour z = o. Soient a<, a2, . . ., an des zéros 
et p,, ¡â27 . • •, ^w ses pôles à l'intérieur de G, en sup-
posant qu'aucun d'eux ne se trouve sur G et en comp-
tant chaque zéro et chaque pôle autant de fois qu'in-
dique son degré de multiplicité. 

Envisageons l'intégrale définie 

a 

où F ( r , t) désigne la partie réelle de P o u r 

z = reH. 
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Comme l'on peut écrire 

n m 

(,7> J (7T = 2 T = T k + 

'/(z) étant liolomorphe dans C et sur C, les identités 

(18) partie réelle de/( re u ) = { [/(reli) ^-f(re~li], 

a 

V 1 cos* i / retl re~tl \ r 

conduisent à 

a — a/ 2a /o^ 1 cosí -t- ( -
r \ r ) 

a/t-n I cos t 
F (r,t)= y, 

é^d à a / . 
1 I COS t -4-

j m ,__£^COSÍ 

I - S . - î f e l ^ f e " * « " " -

où <]>(/*, t) désigne la partie réelle de z ' f^ { z ) pour 
z = reci. Par suite, on aura 

1 ' ' 1 

où B ( # ) représente l'intégrale définie 

\ C h /^ 1 —X C 0 S¿ j (22) B(a?) = / < p ( ¿ ) dt, 
Ja

 T I — 2X COSÍ -hX* ' 

et oii 
rh 

(23) V(r) = f y(t)ty{r,t)dt. 

Or, ridenti té 
1 — x cos t x d 

i—ix cos t H- x'1 2 dx = I -7- l0g(£ — IX COS t X*) 
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fait voir qu'en mettant à parties valeurs |a?| = i, on 
aura pour toute valeur de x 

x>{ \ x d\ 

Il s'ensuit, d'après les propriétés de l'intégrale 
que pour toute valeur de x à l'intérieur d'une certaine 
circonférence C< on aura [formules (5 ) et (7 ) ] 

et, pour toute valeur de x à l'extérieur d'une certaine 
circonférence C2, on aura 

¡JI(#) étant donnée par (6 ) ; les rayons \\{ et R2 de C< 
et C2 ont pour valeurs 

F*! = plus petite des valeurs 1 et R, 

R étant le rayon de convergence de la série (6). 
Choisissons maintenant pour co(t) une fonction quel-

conque satisfaisant à la condition [cp, a, o ] ; on aura 

et, comme les deux circonférences C< et C2 coïncident 
alors avec C, on aura 

R2 = plus grande des valeurs 1 et -=r> R 

ll(x) = Q, R = 00, 

B(x) = g0 pour |a?|<î, 
B(# ) = o pour |#|>r; 

par suite 

(*4) 
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D'autre part, la fonction '¿ (z ) étant pour |s|</-dé-
veioppable en série 

y(z ) = + 2 + 6-2-S2 -+-• • • , 
on aura 

ce 

t) = cos(n -H i) t, 
î 

et, par suite, 
00 

(9.5) U(>) = ' l ^ b n g n ^ r ^ =o, 
1 

de sorte que l'intégrale H ( r ) se réduit à la valeur 
(fi — m ) g v 

D'où le résultat suivant : 

Z>a différence entre le nombre des zéros et celui 

des pôles de f { z ) est égale à la valeur de l'inté-

grale 

~ f <?(t)F(r,t)dt; 

où F(r, t) désigne la partie réelle de ^ ^ pour 

z = retl et où <p(t) est une fonction quelconque satisr 

faisant à la condition [<p, a, b, o] . 

Ainsi, par exemple, cette différence sera représentée 
par l'intégrale 

^ 0 *-/0 

dans quel cas on aura 

i r sin t _ . N , 
- / - t - F O n O * ' , 
r 0 J* 1 

ou bien par une intégrale quelconque de la forme 

a o J 0 
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o(t) étant une fonction continue, admettant 27c comme 
période, ne s'annulant pas pour t = o et dont le déve-
loppement en série de Fourier ne contient pas de co-
sinus; dans ce cas on aura 

^ 0 = ™p(o). 

En prenant dans la dernière intégrale <f(t) = i on 
retrouve la formule 

i r27r i rn 
a — m —— / F( r, t)dt = — / F (r, t)dt. 

I I I . — RAPPORT DES PRODUITS DES MODULES DES ZÉROS 

ET DES PÔLES. 

Considérons la fonction précédente f ( z ) et partons 
de 

n m 

1 1 

où ¡-(s) sera holomorphe à l'intérieur et sur la circon-
férence C et s'annule pour z — o. 

Formons l'intégrale 

(17) K ( r ) = f <?(t)M(r, t) dt, 
Ja 

OÙ 

(28; M ( r , t) = log \ f ( z ) | pour z = re". 

Les identités 

(29) M (r, 0 = { [ log/(/^0 + l o g / ( r ^ ) ] , 



( "> ) 
conduisent à 

n 

1 1 

i 

OÙ 

( 3 » ) ^ O , 0 = 2 c«/"» cos ni, 
î 

désignant les coefficients du développement 
oo 

convergent pour z<r. 

Par suite, l'intégrale K.(r) aura la valeur 

n m 

1 1 

/
b 

<?(t)dt I 
J + f <?(t)ty(r,t)dt. 
\ Ja 

Choisissons maintenant pourcp(i) une fonction quel-
conque satisfaisant à la condition [y, b, o ] ; les for-
mules (() ) montrent que 

a,,' 

(34) 



( I I ) 
et comme, en vertu de (3a), on a 

(35) f ® ( 0 < K ^ 0 ^ = y ^ » r « = o , 
J a i 

la valeur de K ( r ) se réduit à 

(36) K ( r ) = y » l o g i / ( o ) r » - » ^ ' ' ' M • 
L a2 .. . an J 

En égalant à K(/*) la partie réelle du second membre 
de (36) , on est conduit au résultat suivant : 

Quelle que soit la fonction o(t) satisfaisant à la 

condition [<p, a, 6, o ] , et M(/v, t) désignant le loga-

rithme du module de f ( z ) le long du cercle de 

rayon /*, Vintégrale définie 

K ( r ) = f <p(i) M ( r , t)dt 
J a 

aura pour valeur 

(3 7 ) / ( o ) ^ ^ ' - ; " • 
a2...an 

Tel est, par exemple, le cas de l'intégrale 

sini . 
M(/\ t)dt, 1 

ou d'une intégrale quelconque de la forme 

/

27C 

<p( f )M(r , t)dt, 

Co{t) étant une fonction continue à période 2TC à 
laquelle correspondrait le développement 

<p(£)= A0-*- A t sin £ -f- À js ina i -h . . . . 



( I » ) 
En prenant dans ce dernier cas 

A 0 = f , A, = A2 = A3 = . . . = o, 

on retrouve le théorème de M. Jensen pour le cas 
où f ( z ) est réel pour 2 réel. 

I V . — FONCTIONS SYMÉTRIQUES ET ASYMÉTRIQUES DES ZÉROS. 

1. S o i t / ( s ) un poljnome en 5 de degré n et envi-
sageons l'intégrale précédente 

K ( r ) = f ?(t) M ( r , t)dt. 
Ja 

Les identités (29), (3o ) et 

conduisent directement à 
n ( 3 » ) K ( r ) = 
t 

Or, d'après les propriétés de l'intégrale I(a?), si a,, 
ou, . . a r n sont les zéros d e / ( s ) compris à l'intérieur 
de la circonférence c de 

rayon /*, etocw^_(, v-m-̂ 2Î • • n̂ 
ses zéros à l'extérieur de c, on aura pour k= 1, 2, . . m 

et pour i = m + . .. , n 

2 ' ( î ) - 2 » ( = ) ' 



( »3 ) 

de sorte que 

(4.) ' 
X
 (é)

 + 

(2) 

la somme^ étant rapportée aux zéros intérieurs e t ^ 
(i) ^ ^ (î) 

aux zéros extérieurs. On a ainsi une fonction asymé-
trique des a/ exprimée à l7aide de Vintégrale K(r). 

En prenant pour r une limite inférieure y des mo-

dules des a l a s o m m e ^ et le terme logarithmique 
(2) 

disparaissent dans le second membre de (42) et cette 
formule se réduit à 

(43) K ( T ) ( ¿ ) + ^ o l o g / ( o ) , 

exprimant, ainsi, une fonction symétrique des a; à 

l'aide de K(r). 

2. Les fonctions symétriques et asymétriques des 
peuvent aussi s'exprimer par l'intégrale précédente 

H ( r ) = f 9(t)¥(r,t)dt. 
J a 

En partant de la formule (21) qui se réduit ici à 

(44) H ^ = 2 B ( ? ) 
1 

et en remarquant que si l'on suppose le rayon de con-
vergence R de la série correspondante 



B ( x ) pour 

B(a?) = — \x pour | a r | > i , 

on arrive à la formule 

(45) H ( ) = ng o 4-

(1) 

exprimant une fonction asymétrique des a/ par V in-

tégrale H(r). 

En prenant r = y on aurait la fonction symétrique 

étendue ci tous les a/, exprimée ci Vaide de H ( r ) . 
En choisissant pour cp(/) une fonction quelconque 

satisfaisant à la condition [<p, a, b, p], où p est un en-
tier positif, la fonction [ * (# ) sera un poljnorne en x, 

la somme ) étendue à tous les a; se calculerait 

à l'aide des coefficients de f(z), et l'on aura la fonc-

tion symétrique 

étendue aux a, intérieurs à c, exprimée à l'aide de 
H (/•) et des coefficients de f(z). 

3. On peut encore exprimer les fonctions symé-
triques et asymétriques des a, par l'intégrale 

où 4>(/\, /) désigne la partie réelle de la dérivée loga-
rithmique de f(z) le long de la circonférence C; on 

(46) 

(47) 



avec avec 

ce qui conduit à la formule 

--M-)! 
X/c W / J 

( 1 ) 

exprimant une fonction asymétrique des a,- par L(r). 

On en tire aussi la formule 

exprimant une fonction symétrique des a, par E(/*). 

En prenant pour ®(t) une fonction quelconque satis-
faisant à la condition [<p, 6, o ] , l'intégrale 

aura pour valeur la somme des inverses des a/ exté-

rieurs ci la circonférence G; en appliquant la propo-
sition au polynonie 

l1 expression correspondante (5o) aura pour valeur 

la somme des a, intérieurs à c. 

Remarquons aussi, pour terminer, que la plupart de 
ces résultats s'appliquent manifestement encore aux cas 
où f ( z ) est une fonction transcendante entière du genre 
zéro etconduisent, entre autresconséquences, à diverses 
formules sommatoires connues ou nouvelles. 

(49) 

(:>o) L ( R ) 
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[ K 8 f ] 

SUR LES QUADRANGLES BE DESBOYES; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

1. Considérons un quadrangle ABCD, et posons 

AB = a, BG = 

DA - d, AG = e, BD = / . 

D'une part, les quatre triangles que l'on obtient en 
supprimant l'un ou l'autre des quatre points A, B, 
C, D ont respectivement pour côtés 

fbc, ecd, fda, eab. 

D'autre part, les trois couples de côtés opposés du 
quadrangle sont 

a et c, b et d, e et f . 

2. La relation qui a lieu entre les longueurs des six 
côtés d'un quadrangle a été établie par Cai not au moyen 
de celle qui a lieu entre les cosinus de trois angles 
liés par Tune des relations X ± : ¡JL ± v = .ikiz. On peut 
lui donner la forme très symétrique 

a* c-( e2 -+-/« -I- 62 -+- d'- - a* — c2 ) 

62 ( e2 -f-/2 -f- « 2 -f- c* — b2 — d* ) 

H- e2/2(a2-{-c2-i- — e2 —/*) 
— (/ 2 62 c2 h- e= c2 d2 - b y 2 rf2 a* -h e* a* 6* ) = o. 

3. On peut écrire 

( a 2 h- c 2 ) (¿>2d2-f- e2/2 — a 2c 2 ) -+- . . . - f - . . . 

- ( / î 6 î c ' + c î c î i i i + / ^ î a î + e 2 a 2 ò 2 ) = o, 



( "7 ) 
d'où, en complétant le carré dans la seconde ligne, 

(a24- c*) [(bd4- ef)*—a*c*} -h...-+-... 

— (fbc 4- ecd 4- fda 4- eab )* = o, 

ou enfin 

(ac + bd-h ef)[(ai-\- C2)(6Û?4- ef — ac)4-...-+-...] 
— (/¿>c 4- ecd 4-/i/a 4- eab )s = o. 

La relation de Carnot ayant lieu entre les carrés des 
longueurs des six côtés du quadrangle, nous pouvons 
changer par exemple e en — e, ce qui donne (en mul-
tipliant par — 1) : 

r (a» 4- c*)(ac — bd 4- e/)~l 
( a c + bd—ef) 4- (624- ) {bd — ac 4- e/) I 

4- ( fbc — ecd 4- fda — eab)2 = o. 

4. Dès lors, si les côtés d'un quadrangle satisfont à 
la relation 

(1) fbc — ecd 4-fda — eab — o, 

ils satisfont à l'une ou à l'autre des deux relations 

(2) ac 4- bd — ef = o, 

!

(a2 4- c*) (ac — bd 4- ef ) 

+ (b*+d*)(bd — ac 4-e/) 
— (e24- / î ) ( e / + flc+W) = o, 

et réciproquement. 
Saufla forme très symétrique que nous donnons ici 

à la relation (3), le résultat précédent appartient à 
Desboves, qui l'a énoncé sans démonstration (Nou-

velles Annales, 1877, p. 227) ; Desboves écrit l'hypo-
thèse sous la forme 

, , e _ da 4- bc 
{ l }

 f ~ de -h ab' 

Ann. de Mathemat , 4* série, t. V I I I . ' Janvier 1908.) 2 
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et la conclusion sous la forme 

( 2 ' ) ef — ac bd, 

ou bien 
(a24- c*-h te-Ardi—éi—f^iac 4- bd+-ef) 

O') . 
- 2(da -h bc) ( de -+- ab ) = o. 

M. Moret-Blanc (/V. A 1878, p. a63) a justifié l'é-
noncé de Desboves en vérifiant que la relation de 
Carnot, prise sous forme non symétrique, peut s'écrire 

(ac -h bd — ef ) x <p(a, . . . ) 

H - a ò ) — / ( d a - 4 - bc)}* = o , 

cp étant le premier nombre de la relation (3' ) ; j'ai con-
servé le principe de cette démonstration, 

5. L'hypothèse étant prise sous la forme (1'), le 

calcul suivant n'est pas sans intérêt. Désignons par A la 

quantité relation de Carnot, transformée 

par l'hypothèse e = kf, devient 

— ¿ 2 ( ¿ 2 -4- 0/6-4- c 2 -u ¿>2-+- rf*) -4-. . . 

— ( a 2 c * — ¿>2¿2) ( « s - f - c * — 6 « — = o, 

et cette relation est certainement satisfaite si l'on a 
(cas du quadrangle inscriptible) 

kf.f = ac -f- bd ; 

le premier membre de cette relation est donc divisible 
par k/2— (ac -h bd), et le quotient, calculé avec les 
seuls termes que l'on a écrits, est 

-h (ac — bd) (a2-*- c2 — 62 — <¿2); 



( > 9 ) 
en remplaçant À/par e, et en égalant à zéro, on trouve 
la relation ( 3 ) sous la forme 

ef(a*-h c2-f- 6* + d* — e*—/*) — (ac+bd)(e*-t-f2) 

-+- (tfc - M ) (a5 -+- c2 — ¿>2 __ ^2) _ o ; 

il suffit de grouper les termes en a 2 c 2 , ¿>2 -f- d1, 
e2 H-/2, pour obtenir la forme (3 ) . 

6. Un quadrangle étant supposé inscriptible à un 
cercle, et Tordre des sommets sur la circonférence étant 
A, B, C, D, de sorte que les côtés croisés sont AG 

F i g . i . 

/A /B 

et BD, si l'on applique à chacun des quatre triangles 
de la figure la relation classique abc ~ 4 IIS, on ob-
tient la relation ( i ) sous cette forme même. 

Fig. 

A\ /B 

La réciproque n'est exacte qu'à la condition de con-
sidérer seulement des quadrangles pour lesquels le 
contour ABGD est convexe; l'hypothèse ( i ) entraîne 
alors la conséquence ( 2 ) . 

En dehors de ce cas, l'hypothèse (1) entraîne la con-
séquence (3), et l'on a ce que je propose d'appeler un 
quadrangle de Desboves. 



( so ) 
Voici des exemples de tels quadrangles. Si l'on sup-

posee = /dansla relation(i7),ona (d— b)(c— a) = o, 
et nous prendrons par exemple b = d. Avec la rela-
tion (2'), on a un trapèze isoscele avec ses diagonales, 
les diagonales étant e et f . Avec la relation (3), on 
peut avoir un trapèze isoscèle avec ses diagonales, les 
diagonales étant b et ou un parallélogramme avec 
ses diagonales a, c. 

[ M 2 l b ] 

NOTE SUR UN ARTICLE PRÉCÉDENT ; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

Voici quelques modifications à l'article que j'ai 
donné récemment sur les formules de Salmon analogues 
aux formules de Plucker. 

A la page 442? o n doit écrire simplement 

'i(b' — 8) = (n'— a) (n'-t- a —9) 

sans transformer le second membre. 
A la page 4471 OD doit calculer b' au moyen de la 

formule précédente; comme on connaît n! par la for-
mule (8) , on a immédiatement 

•i6' = '2Ô-i-[a(/i — 2) — p — 3 a ] [ a / i — 9 — p — 3 a] = . . . . 

A la page 44^, j'ai déduit S de la première relation (B), 
et c'est bien ainsi qu'il convient de faire, en vue du 
second membre de la formule ci-dessus qui doit prendre 
la forme 

•ih' — a X ( n — •).) ( r i 6 — a'1 -f- n — 1 2 ; — 
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mais alors, au bas de la page 445? j'aurais dû dire que 
j'emploierais la première relation (B ) et non la pre-
mière relation (B,) . 

[ L ' I O a ] 

SUR l!NE PROPRIÉTÉ DES QUADRIQUES M O N O F O C A L S ( ' ) ; 
PAR M. R. B R I C A R D . 

I. Je démontrerai tout d'abord le théorème suivant : 

Soient (P ) , ( Q ) deux quadriques, D et E deux 

droites fixes, tangentes communes à ces deux qua-

driques. Les quadriques du faisceau tangentiel 

déterminé par ( P ) et ( Q ) déterminent sur D et E 
des divisions homographiques. 

Soit en effet 
P - f - T Q = o 

l'équation de l'une des quadriques ( R ) du faisceau 
considéré. ( R ) coupe D en deux points.m et n, dont 
les distances à une origine fixe, choisie sur D, sont les 
racines d'une équation du second degré 

( i ) AfjLÎ-+- i B {JL-4- G = o, 

où A, B, C sont fonctions de X. Ces fonctions sont 
linéaires. En effet, si l'on se donne ¡x, c'est-à-dire le 
point m par exemple, il existe dans le faisceau une 
quadrique unique contenant ce point. 

De même la quadrique ( R ) coupe la droite E en 

( 1 ) L original de cet article a paru en langue Esperanto, dans la 
revue Internada Scienca Revuo (janvier 1907). 
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deux points m' et n! dont les distances à une origine 
fixe choisie sur E sont les racines d'une équation du 
second degré 

O ) A ' | l ' î + 2 B > ' + C ' = O, 

où A', B', C' sont des fonctions linéaires de \. 
L'équation ( i ) a une racine double si "k vérifie la 

condition 

( 3 ) B * — A C = o. 

Les racines de cette équation sont les valeurs de À 
telles que la quadrique ( R ) touche la droite D. Mais 
par hypothèse ( P ) et ( Q ) touchent cette droite. Les 
racines de (3) sont donc o et oo. On a, par suite, l'identité 

B - — AC = KX, 

où K est une constante. On peut évidemment supposer 
cette constante égale à l'unité (sinon l'on multiplierait 
les coefficients A, B, C par un facteur convenable). 
Ecrivons donc 

B* — AG = X. 

Par le même raisonnement on trouve 

B ' 2 _ A ' C ' = X. 

On a ensuite, en résolvant les équations ( i ) et ( 2 ) , 

- B + v / X , — B ' + V x 5 — ' = Â7 ' 

en choisissant par exemple le signe + devant chacun 
des radicaux qui figurent dans les expressions de [/. et 
de [jt/. L'élimination de yA entre les deux relations pré-
cédentes donne 

A ¡J.-+- B = A ' JJL' -h B , 



( 23 ) 

011 
, Au. 4- B — B' 

T 

¡x; est donc fonction rationnelle de [x«t de X. Mais X 
lui-même est fonction rationnelle de |x; [x' est donc 
fonction rationnelle de [x. De même [x est fonction 
rationnelle de ¡x'. Il existe donc entre ¡x et ¡x' une rela-
tion homographique. c. Q. F. D. 

II. Le théorème corrélatif du théorème précédent 
est le suivant : 

Soient ( P ) et ( Q ) deux quadriques, D et E deux 

droites fixes, tangentes communes à ces deux qua-

driques. Les plans tangents menés par D et E aux 

quadriques du faisceau tangentiel déterminépar ( P ) 
et ( Q ) engendrent deux faisceaux homo graphiques. 

Supposons en particulier que le faisceau tangentiel 
considéré contienne l'ombilicale. Le faisceau devient 
alors un système de quadriques homofocales. Dans les 
deux faisceaux de plans tangents menés par D et E 
aux quadriques du système, les plans isotropes se 
correspondent. Les deux faisceaux sont donc égaux 

et l'on peut énoncer le théorème suivant : 

Soient ( P ) et ( Q ) deux quadriques homofocales, 

D e i E deux droites fixes tangentes communes à ces 

deux quadriques. Les plans tangents menés par D 
et E aux diverses quadriques homofocales à P et Q 
engendrent deux faisceaux égaux. 

On peut dire aussi que, si une droite D varie en 

touchant toujours ( P ) et ( Q ) , les plans tangents 

menés par D aux diverses quadriques homofocales 

à ( P ) et ( Q ) forment un faisceau de grandeur 

constante. 
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En particulier les plans tangents menés par D à ( P ) 

et à ( Q ) forment un dièdre de grandeur constante. 
Ce dièdre est en effet droit, comme il est bien connu. 
Notre proposition fournit ainsi une généralisation de 
ce théorème classique. 

III. Supposons en particulier que D varie en touchant 
constamment la courbe commune à ( P ) et à (Q ) , 
c'est-à-dire une ligne de courbure de (P ) . Nous obte-
nons ce résultat : 

Si Von mène par une tangente variable à une 

ligne de courbure d'une quadrique ( P ) des plans 

tangents aux diverses quadriques homofocales à (P), 

ces plans tangents forment un faisceau de grandeur 

constante. 

Plus particulièrement encore, les deux plans tangents 
menés à une même quadrique homofocale à ( P ) forment 
un dièdre de grandeur constante. Ce dernier théorème 
avait été obtenu par Mannheim, au cours de ses impor-
tantes recherches sur la surface de l'onde, et par des 
considérations entièrement différentes de celles qui 
précèdent ( 1 ) . 

IV . On obtient encore une conséquence intéressante 
en supposant que D varie en engendrant une surface 
développable dont l'arête de rebroussement appartient 
à (P ) . Cette arête de rebroussement est une ligne 
géodésique de (P ) , comme l'on sait. Une telle ligne 
géodésique jouit donc de la même propriété que les 
lignes de courbure, c'est-à-dire que : 

Si ton mène par une tangente variable à une 

(*) Proceedings of the Royal Society, 1881; Principes et dé-
veloppements de Géométrie cinématique, p. 435. 
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ligne géodésique d'une quadrique ( P ) des plans 

tangents aux diversesquadriques homofocales « (P ) , 
ces plans forment un faisceau de grandeur con-

stante. 

Ce théorème fournit une nouvelle interprétation de 
l'intégrale première de l'équation différentielle que 
vérifient les lignes géodésiques. Il est équivalent au 
célèbre théorème de Joachimsthal, relatif à ces lignes ( 1 ). 

Il peut sembler étrange que les résultats établis dans 
cette Note ne soient pas connus. Mais je ne les ai ren-
contrés nulle part. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1907 ) . 

SOLUTION DE LA QUESTION DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET INTÉGRAL H ; 

PAR M . G. C L A P I E R . 

i° Soit M (a?, yy z) un point quelconque de la 
surface S; désignons par (p, q, — i ) les coefficients 
directeurs du pofijt tangent en ce point. Les aires du 
triangle OMP et OMQ ont pour valeurs respectives 

px-hqy — z /— px q y— z t £ i e t >Jz'1 -h a?2, <>r> T J 9a 

(*) Voir, par exemple : SALMON, Géométrie à trois dimensions, 
Chap. X I I . 

( 2 ) Voir l'énoncé page 328. 
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si donc, on laisse de côté les cônes de sommet O', qui 
satisfont à l'équation 

px-h qy — z = o, 

il reste, pour déterminer les surfaces cherchées, la double 
équation aux dérivées partielles du premier ordre 

( £ = -+•! ( E t ) , 
(i) o = p i/x2-\- z2-+- eo i/V2-h -s2 < 

j £ = — I (E 2 ) . 

Les caractéristiques de l'une de ces surfaces sont 
données par le système 

, ¿/¿r dy dz 
('>-) -7 . = 7 7 ; 

yfx^-^-z-1 Etfyz-ï-z* u 

et comme e 2 — l e s équations finies de ces courbes 
pourront s'écrire, avec les constantes a et ¿>, 

(-5) = z — b. 
y -+- £ Z/2 -+-

Les familles de cette congruence nous donnent les 
équations finies des surfaces S, que l'on peut écrire 

• sjx'1 -i- z2 ( £ = -+-1 ( S , ) , 
— fonct. (z) J 

Y - H E ^ Y 2 - I - Z * ( E = — 1 ( S 2 ) . 

Dans le cas où ces surfaces sont algébriques, à coef-
ficients réels, l'équation précédente rendue entière ne 
contiendra plus s et nous n'aurons qu'une seule forme 
en x , y , z avec des coefficients rationnels; il sera donc 
possible de passer d'une surface Si à une surface S2 

par une variation continue des coefficients qui entrent 
dans la première. 

Rendons entière l'équation (3), homogène en z; 
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nous avons, à l'aide de calculs Faciles, 

X = SJX^-^-Z2 I 

x -I- X __ y -4- S Y _ ( a'1 — I ) zi 

a i 'à a (x — a y ) 

et formant 
X2— Y2=r r2_JK2 i 

il vient 

Cette équation du deuxième degré représente soit 
une surface S4, soit une surface S2, lorsqu'on prend 
pour a une fonction arbitraire de z] la trace sur le 
plan xOy de l'une de ces surfaces ne peut donc être 
que le système des deux droites 

(G) x~ -i- y2—i\xy = o, 

2° Prenons pour fixer les idées une caractéristique y 
de l'équation (E j ) , déterminée par les paramètres a 

et b ; de sorte que 
x H- Jx'l~T-bç>-

A = * 

y -h y y2 -h b2 

est un nombre donné positif. Par suite X, d'après sa 
valeur (6) , est un nombre plus grand que l'unité ; 
l'équation (5 ) s'écrit à l'aide de cette nouvelle con-
stante 

(7) x2-hy2—i\xy — (X2— \)z*—o. 

Elle représente le cône ayant pour sommet l'origine 
et pour base la caractéristique. Les directions de plans 
des sections circulaires de ce cône T s'obtiendront à 
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l'aide des racines de l'équation en S, qui sont : 

( 8 ) = i — A2, s2—i"~ X, î 3 = I + À. 

La racine moyenne s2 nous donne les plans réels 

( x—y^r-zs/l - I (T.), 

( X y z y/X 1 

Soit M(.r0, z0) un point de l'espace; le cône T 
qui passe par ce point correspond à la valeur 

a?0 -h \fxl+- zi a -
a — • ou A = — 

les droites D et D' qui passent par ce point sont les 
normales aux plans TC et tz du système (9). 

La valeur minimum que puisse prendre le paramètre 
réel X est 1 ; elle a lieu pour a = 1, auquel cas xQ =yo-

Ainsi, lorsque le point M se trouve dans le plan bissec-
teur du premier trièdre des coordonnées d'arête Os, 
X = 1 et les droites D et D' coïncident avec la normale 
à ce plan bissecteur. 

On aurait pu obtenir plus simplement ce résultat en 
cherchant la condition pour que le cône (7 ) soit de révo-
lution; il ne peut le devenir qu'en se réduisant à un 
plan double (B) . 

Prenons un contour plan fermé C ne se coupant pas 
et ne rencontrant aucun des axes 0 . r et Oy; lorsque M 
décrira ce contour, a, et par suite X, ne pourra deve-
nir ni nul ni infini. Si le contour C ne rencontre pas 
le plan bissecteur (B), X — 1 variera d'une manière 
continue sans jamais s'annuler, et les droites D et D' 
dont la direction est déterminée par le système (9 ) se 
déplaceront d'une manière continue, sans pouvoir 
s'échanger l'une dans l'autre; la position finale de 
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Tune d'elles coïncidera avec sa position initiale} leurs 
traces P et P'sur un plan parallèle à celui du contour C 
décriront, en général, deux courbes fermées distinctes. 
L'une de ces traces pourra cependant aller à l'infini. 

Si l'on suppose que le contour G rencontre le 
plan (B) , il le rencontrera un nombre pair de fois; 
de sorte que, bien que chaque fois il y ait échange des 
droites D et D' l'une dans l'autre, nous reviendrons au 
point de départ avec la même situation; mais les traces P 
et P' auront été confondues in fois et les deux courbes 
fermées qu'elles décriront ne seront plus distinctes; 
elles se traverseront 2 n fois et formeront 2 n -f-1 boucles. 

Remarque. — Nous avons supposé que nous pre-
nions un cône T correspondant à une caractéristique 
de l'équation (E 4 ) . Si nous avions pris le cône ( 7 ) qui 
correspond à l'équation (E2 ) , il aurait fallu supposer X 
négatif et < — 1 ; la racine moyenne de l'équation en S 
serait alors ¿3 et les deux droites D et D' coïncide-
raient lorsque M traverse le deuxième plan bissecteur 
du dièdre Oz. 

3° Sur une surface S, les caractéristiques y sont 
dans des plans parallèles au plan des xy et vérifient 
l'équation 

p dx q dy = o ; 

les lignes conjuguées L de ces caractéristiques sont 
données par l'équation 

hp dx -t- hq dy = o ; 

on a donc sur chacune d'elles 

P ~~ <1 ' 
d'où 

q =/>.«, 
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et utilisant l'équation ( i ) , il vient, sous forme finie, 

(10) x2 4- Z*z= 0L2(y -+- z2) (a const.) . 

Cette équation représente les cônes du second degré 
qui joignent l'origine aux lignes L ; le lieu de ces 
courbes assujetties à passer par un point M est le 
cône (10) qui passe par ce point. 

Prenons une surface S< et une surface S2 d'équation 
respective 

( \
 x ^ — s

 x ^ — f 

/ e t fK fonctions de z, la première étant positive et la 
seconde négative. Pour que ces deux surfaces se cou-
pent suivant une ligne L, il faut et il suffit que leur 
courbe d'intersection soit située sur le cône (10); nous 
avons donc à éliminer x , y , z, X , Y entre les équations 
homogènes (4) , ( i o ) e t ( i i ) . L'élimination peut se faire 
de la manière suivante : calculer X et Y à l'aide de (1 i ) 

v -vf/Vr -- (/-+-/i  
X = = Â T Â ' 
Y (/i - f ) y 

et remarquons que l'équation (10) s'écrit 

X = A Y ; 

nous déduisons 

D'autre part, 

nous permet de calculer 
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et si l'on porte dans l'équation (10), nous trouverons la 
condition 

(12) //,-+-«(/-/,) = !. 

Si l'on se donne une famille de surfaces S f , déter-
minée par une forme positive /, ce qui revient à sup-
poser que l'on puisse résoudre l'équation générale 

o = o(a% z) 

par rapport au terme 
x H- s/x-~ 

y-^sjy2 -+- z2 

nous pouvons trouver une famille de surfaces S2, telle 
que toute surface de la première coupe toute surface 
de la seconde suivant une ligne L ; il suffira de prendre 

r „ I — «/ 

Le problème est possible d'une infinité de manières, 
puisque a est une constante arbitraire. 

Fixant arbitrairement une surface de la famille F, ce 
qui revient à se donner /, nous obtenons une infinité 
de surfaces de la famille F< qui coupent la première 
suivant les lignes conjuguées de ces caractéristiques. 

4° Nous avons 

A = y/y 4- ¿2, B = sjz* -4- îf2, 

dy dz = d<s cos a, dz dx = d<s cos 

et l'intégrale I peut s'écrire 

'SU 
dy dz dz dx 

2 ~ s/z2 -h X2 " 

Prenons pour trajectoire venant percer S, la carac-
téristique y appartenant à l'équation (E<); nous au-
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rons 

1 = 

avec le choix du signe. 
Découpons S à l'aide de plans parallèles au plan 

des xy\ nous avons, en supposant z constant, 

— / - H t r ^ r * * . ' ) • » • y-hy/r2 -i-29-

Or, en deux points correspondants pris sur une 
même caractéristique, l'élément différentiel de cette 
intégrale reste le même; donc 1 ne dépend pas de la 
fonction S qui sert de support aux caractéristiques; il 
faudra cependant que A et B ne soient ni nuls ni 
infinis, ce qui exige que la tangente à la caractéristique, 

A 

tangcp = g , soit comprise entre deux limites positives e 

et L ; cela étant 

ou bien 

03 ) 

"fM'^h 

i = r (u—i>)d. 
J Z« 

u — arc sh ï , * 

v = arcsh — 
z 

et, intégrant par parties, 

I = [ZU + xuî — (zv -hyvi)]lZo, 

Soit une surface S, dont l'élément placé au point 
M (a?, y y s, /?, q) a pour valeur 

drs — \J i -h p* -+- q1 dx dy. 

Faisons la perspective de ces éléments en prenant le 
point O comme pôle et pour plan du tableau le plan 
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parallèle au plan xOy mené par le point là section 
droite du petit cône de sommet 0 et de base rfcr a pour 
valeur 

px + qy-z ^ 

O M . / I 

il en résulte que Faire de la perspective a pour expres-
sion 

Soit maintenant une surface fixe -2J", telle qu'en 
chacun de ses points passe une caractéristique, de 
sorte qu'on -petit la supposer définie à l'aide des para-
mètres qui définissent la caractéristique y. 

Soit M0 le point correspondant au point M; si nous 
écrivons que les aires des deux perspectives de d<r 

et dv0 sont sur un plan parallèle au plan Oxy, mené 
par MM0, nous obtenons l'équation 

px qy = P0X0-+- qo.yo = fonct. (ai b). 

De sorte que les surfaces 2 satisfont à l'équation aux 
dérivées partielles 

(»4)... px-^qy = <p(a,*), 

a fonction homogène en x, y, z de degré zéro. 
Les caractéristiques de cette nouvelle équation sont 

données par un système différentiel intégrable par qua-
dratures. 

Ann. de Mathémat.t 4* série, t. VIII. (Janvier 1908.) 3 
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RÉCRÉATIONS MATHÉMATIQUES ET PROBLÈMES DES TEMPS 

ANCIENS ET MODERNES, par W'. Rouse Bail. 2E édi-
tion française, traduite dfaprès la quatrième édition 
anglaise et enrichie de nombreuses additions, par J. 
Fitz-Patrick. Première Partie : A R I T H M É T I Q U E , A L -

GÈBRE ET THÉORIE DES NOMBRES, I vol. in-8 (23-I6) . 
356 pages. Paris, A . Hermann, 1907. Pr ix : 5 fr. 

Les Récréations mathématiques de M. Rouse Bail sont 
connues depuis d'assez longues années déjà et ont obtenu le 
plus légitime succès. Mais c'est presque un Ouvrage nouveau 
dont nous avons à parler aujourd'hui. Lors de la première 
publication, elles parurent en un seul volume, qui fut bientôt 
traduit en français. Les développements qui sont venus 
s'ajouter depuis lors ont conduit à scinder l'œuvre en deux 
Parties; et, comme on vient de le voir, c'est la première Parlie 
seule dont la traduction française nouvelle est livrée au public. 

Elle se compose de quatre Chapitres. Le premier, intitulé 
Histoire des nombres, nous fait connaître sur les quatorze 
premiers nombres des particularités historiques ou légendaires, 
des remarques superstitieuses et souvent des propriétés cu-
rieuses démontrées en passant. H se termine par quelques 
mots sur le nombre géométrique de Platon et par d'utiles 
remarques sur certaines simplifications possibles dans les opé-
rations arithmétiques. 

Les Chapitres II et I I I traitent de Quelques questions 

d'Arithmétique et d1 Algèbre. Beaucoup d'emprunts (l'auteur 
l'annonce) ont été faits aux Problèmes plaisants et délec-

tables de Bachet et aux Récréations mathématiques et 

physiques d'Ozanam. On y trouve de nombreux exemples 
relatifs à la divination d'un nombre pensé, d'un résultat 
d'opérations faites sur un nombre inconnu, à des questions 
comprenant deux nombres, ou plusieurs, à des problèmes 
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effectués avec des séries d'objets numérotés (jeux de cartes 
notamment), à des problèmes datant du moyen âge, tirés de 
l'Anthologie grecque, ou empruntés à d'anciens auteurs, voire 
arabes ou chinois. Il faut y ajouter des questions diverses 
nombreuses et des indications intéressantes sur certaines pro-
positions d'Arithmétique supérieure, en particulier sur quelques 
théorèmes empiriques célèbres. 

Tout cela ne se prête guère à une énumération détaillée. Il 
y a parmi les questions traitées des problèmes bien connus, il 
y en a d'autres que nous croyons inédits. Une bonne place a 
été faite aux paradoxes, avec raison à notre avis. L'auteur n'a 

pas craint non plus de toucher à certaines questions qui pour-
raient paraître ne tenir que par un fil à la Science mathéma-
tique, si celle-ci ne comprenait tout ce qui concerne les 
nombres et les combinaisons delà façon la plus générale. Par 
exemple : il y a deux hommes au moins sur la terre (et même 
dans Londres ou dans Paris) qui ont le même nombre de 
cheveux ; deux hommes peuvent être à la fois oncle et neveu 
l'un de l'autre; deux hommes, qui ne sont pas parents, peu-
vent avoir une même sœur (Eugène Sue et Ernest Legouvé 
étaient dans ce cas). Beaucoup, parmi les problèmes traités, 
peuvent fournir aux professeurs d'intéressants exercices 
d'Arithmétique et d'Algèbre. 

Le Chapitre IV a pour objet Les nombres de Mersenne 

(nombres premiers de la forme i l *—i ) . On y trouvera quan-
tité de renseignements historiques et scientifiques sur ce point 
spécial de l'Arithmétique supérieure, où bien des énigmes 
restent encore à déchiffrer. 

Le volume se termine par une Note de M. A. Hermann : 
Comptabilité d'une personne qui dépense plus que son 

revenu; méthode pour se constituer à soi-même une rente 

viagère. Très étudié, complété par des Tableaux patiem-
ment calculés, ce travail a pour but de prémunir contre la 
faute que l'on commet en plaçant prématurément sa fortune 
en viager. 

Ajoutons que l'Ouvrage de M. Rouse Bail fourmille d'in-
dications bibliographiques; dans les citations faites, les Nou-

velles Annales tiennent une place importante, qui s'explique 
par le fait que, depuis sa fondation, c'est-à-dire depuis £6 ans, 
ce journal n'a cessé de suivre le mouvement mathématique. 
C'est un motif de plus pour que nous souhaitions à la nou-
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velle édition des Récréations mathématiques le roême succès 
qu'à ses devancières et pour que nous attendions avec impa-
tience la publication de la deuxième Partie. 

C.-À. LAI8ÀNT. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

Besançon. 

EPREUVE ÉCRITE. — 1. Détermination de la température 

absolue par les propriétés des fluides gazeux. Cas où le 

gaz suit la loi de Joule ou la loi de Mariotte. 

II. Poutre doublement encastrée ; cas d'une charge fixe 

uniformément répartie ; dimensions de sécurité de la 

poutre. (Juin 1906.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Indiquer d'une manière sommaire 

la formation des équations de Véquilibre des corps élas-

tiques homogènes et isotropes. 

II. -Equilibre élastique d'un parallélépipède droit ho-

mogène et isotrope dont deux bases opposées sont soumises 

à une traction normale uniformément répartie. 

Équilibre élastique d'une sphère pleine dont la surface 

est soumise à une traction uniformément répartie. 

En supposant la sphère et le parallèlepidède formés 

d'une même matière, on a déterminé le coefficient d'élas-

ticité longitudinale Ë du prisme et le coefficient d'élas-

ticité radiale s de la sphère. En déduire les coefficients \ 

et p. de Lamé relatifs à la matière considérée. 

(Novembre 1907.) 

(L'épreuve pratique a été la même que pour le certificat de 
Mécanique .ratioune.il«-.). .. . . . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On considère un mouvefnent 

pendulaire troublé par un frottement constant et res-

tauré par un choc au point mort. , . 

On envisage tour à tour les deux hypothèses suivantes : 
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i° Le choc communique une quantité de mouvement 

constante; 

1° Le choc communique une quantité constante de force 

vive. 

Dans chacune de ces hypothèses on discutera l'établis-

sement d'un régime limité périodique stable. 

II. Loi de Poiseuille relative au frottement intérieur 

des liquides. Application au mouvement de Veau dans un 

tuyau horizontal cylindrique. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une roue de 6o dents conduisant 

un pignon à 6 ailes doit commencer la conduite avant la 

ligne des centres; Vangle a que fait alors le flanc utile 

du pignon avec la ligne des centres est 17° 44' i3*. 
Le moment moteur sur la roue étant de 

1 gramme-millimètre, 

calculer le moment résistant sur le pignon : coefficient de 

frottement o , i5 . (Juin 1907.) 

Lille. 

ÉPREUVE THÉORIQUK. — I. Transmission par bielle et ma-

nivelle. On admettra tout ce qui est relatif aux accélé 

rations, et Von étudiera seulement les questions suivantes : 

i° Réduction des forces d'inertie de la bielle ; 

2° Réactions d'une machine horizontale à un cylindre 

sur son bâti. 

II. Rôle du volant, dans le cas des moteurs d'automo-

biles, pour la régularisation des tensions et des réactions 

dans les mécanismes de transmission, depuis Varbre mo-

teur jusqu'aux roues. (On considérera seulement le cas 

de la marche en régime normal à vitesse moyenne con-

stante, et on laissera de côté la question de la régulari-

sation cyclique de la vitesse. 

EPREUVE PRATIQUA. — Avant-projet d'une boite de vitesse. 

Cet avant-projet se réduira au choix des diverses mul-

tiplications eu égard aux manœuvres sur route. On 

mettra aussi en évidence les conditions que doivent rem-
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pi ir le régulateur et au besoin ses organes auxiliaires 

(accélérateur et modérateur). 

Données : 

Poids de la voiture en charge P = i5ook? 

Surface de front S = 2mï 

Hayon des roues motrices R = om, 45 
Coefficient normal de traction f — o,o25 

La plus petite démultiplication est choisie de façon que 

Von fasse 4okm ci l'heure quand le moteur tourne à sa vitesse 

de régime de 800 tours à la minute. Le couple moteur 

maximum est déterminé de façon que l'on puisse faire 

4okm à l'heure à la montée d'une pente de ir3mmpar mètre. 

On admettra que le couple moteur maximum reste sen-

siblement constant quand le moteur fait de 4o° à 800 

tours, et qu'il décroît progressivement de 4- quand on 

passe de 800 à 1200 tours. Le rendement du mécanisme 

est p = 0,70. 

On étudiera seulement les cas suivants : 

I. Marche en palier à 6okm, 4okm, ?,okm, iok,n. 

JI. Montée d'une pente de 6omm par mètre : i° vitesse 

maxima réalisable ; 20 marche A 25km et à i5km. 

III. Montée d'une pente de ioomm par mètre; indiquer 

les différentes vitesses réalisables. (Juin 1907.) 

EPRKUVK THÉORIQUE. — I. Fonctionnement dynamique du 

régulateur. 

II. Equilibrage des masses à mouvement circulaire. 

EPREUVE PRATIQUE. — Étudier par le calcul, et à l'aide 

d'un graphique, les variations de la pression exercée par 

le piston d'un moteur à explosion sur les parois latérales 

du cylindre. 

Données : 

Alésage i3omm 

Course i4omm 

Volume de la chambre de compression.. 632cm3 

Rapport de bielle à manivelle 4,5 
Pression produite par l'explosion 22kg par cm* 
Pression d'admission iks par cm* 
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On fera cette étude d'après le diagramme théorique, 

en considérant seulement les périodes de compression et 
de détente, et Von prendra pour le rapport des deux cha-
leurs spécifiques la valeur K = I, 4 ; Vexplosion est sup-
posée instantanée et se fait sous le volume de la chambre 
de compression. 

Nancy. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. En un point d'un solide, les fonc-
tions caractéristiques des efforts se réduisent à une tension 
ou une compression Nx et à un cisaillement Txy rapportés 
à l'unité de surface. Déterminer l'effort s'exerçant au 
point donné sur un élément de surface quelconque ; trouver 
les directions principales, les maxima et les minima des 
composantes normales ainsi que des composantes tangen-
tielles des efforts. 

II. Deux poulies A et B de même rayon R sont clavetées 
sur deux arbres parallèles et situés dans un même plan 
horizontal ; une troisième poulie G de rayon R', servant 
de frein dynamométrique, est folle sur un arbre parallèle 
aux premiers ; les centres des trois poulies sont situés dans 
un même plan perpendiculaire aux arbres, et forment un 
triangle isoscèle, le centre de G étant à égale distance des 
deux autres. 

La poulie A reçoit d'un moteur une puissance de N che-
vo.ux et tourne à la vitesse de n tours par minute; une 
courroie transmet cette puissance aux deux autres pou-
lies; le brin menant passe d'abord sur la poulie G puis 
sur la poulie B; les arcs embrassés par la courroie sur A 
et B ont pour mesure a, et l'arc embrassé sur G a pour 
mesure Y. On empêche la poulie G de tourner en appli-
quant un poids P à l'extrémité d'un levier horizontal de 
longueur l fixé au moyeu de cette poulie; on suppose que 
la courroie, qui glisse sur G, est sur le point de glisser 
sur A, et que son coefficient de frottement sur les poulies 
est égal à f . 

On demande : i° les tensions dans les brins de la cour-
roie; la relation qui existe entre le poids P et la puis-
sance N; 3° la puissance transmise à la poulie B et le 
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rendement de la transmission; 4 ° la puissance absorbée 
par la poulie G. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un arbre horizontal AB porte en 

bout une manivelle AG avec son maneton GDE; à l'extré-

mité de celui-ci se trouve fixée une contre-manivelle EF 
dont le maneton est FGH. 

COE 

En D agit une b.g lie DK recevant son mouvement d'un 

piston se mouvant horizontalement suivant KK'. En G est 

articulée la bielle GI actionnant le piston d'une pompe 

auxiliaire, le point I se mouvant suivant la verticale II ' . 
L'arbre, regardé dans le sens AB, tourne dans le sens 

des aiguilles d'une montre, à la vitesse de 90 tours par 

minute; la direction de EF par rapport à GA est telle que 

le rayon GG' du cercle décrit par G soit décalé de 45° en 

arrière de la direction de la manivelle GA et soit égal au 

tiers de GA; on donne G A = 45omm, DK = 5 GA, GI = 566'. 
En K agit suivant KK' une force motrice de iooookg, 

en I suivant I I ' une force résistante de 2oookg. 
On demande : i° d'indiquer et de calculer les efforts 

divers auxquels sont soumis les tourillons HGF et EDG, 
ainsi que le bras FE, en particulier lorsque CA est ver-

tical; i° de calculer les dimensions à donner à ces pièces 

que l'on suppose en acier, dans les conditions habituelles 

de résistance. (Juin 1907.) 
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A V I S . 

Nous prions les auteurs de solutions de questions proposées 
de vouloir bien se conformer aux indications suivantes : 

i° Reproduire en tête de chaque solution, conformément 

à la disposition adoptée dans les NOUVELLES ANNALES, 
Vénoncé de la question proposée, précédé lui-même du 

renvoi au volume {millésime) et à la page où se trouve 

cette question; 

2° N'écrire qu'au recto de chaque feuillet ; 

3° Dans le eus où la solution est accompagnée d'une 

figure, dessiner cette dernière avec le plus de soin possible 

et sur une feuille séparée. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2074. 

(1907, p. 192.) 

On donne un quadrilatère complet; les couples de som-

mets sont A et A', B et B f, G et G', les sommets A', B', C' ap-

partenant à un même côté. Des points A, B, G comme 

centres, on décrit trois circonférences (A), (B), (G), qui se 

conpent deux à deux aux points A t et A2, Bj et B2, Ci et C2; 
on trace alors la circonférence ( A ' ) qui a pour centre le 

point A ' et qui passe aux points A t et A 2 ; on trace de même 

les circonférences analogues ( B ' ) et (C7 ). 
i° Les trois circonférences (A ' ) , (B ' ) , (C ' ) ont deux 

points communs Dt et D2 de sorte que les trois couples de 

circonférences forment un système symétrique. 

20 Si les circonférences ( A ) et ( A 7 ) sont orthogonales, 

ainsi que les circonférences ( B ) et (B ' ) , il en est de même 

des circonférences (G) et (G'). Le système des circonfé-

rences dépend alors d'un paramètre, et le lieu des points 

A t et A2, par exemple, est une circonférence ayant son 

centre sur la droite A'BG et passant par les points com-

muns aux trois circonférences qui ont pour diamètres les 

diagonales du quadrilatère complet. (G. FONTENÉ.) 
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SOLUTION 

Par M. LETIERCE. 

I° D'après la construction même des cercles, le centre ra-
dical I des trois circonférences ( A ) , (B ) , (G ) est d'égale 
puissance m par rapport aux six circonférences ( A ) , (B ) , (G), 

Gomme les trois dernières ont leurs centres en ligne droite, 
elles ont pour axe radical commun la perpendiculaire abais-
sée de I sur A'B'C' . 

2° Soient E, F, G les milieux de AA', BB', CC' et (E ) , ( F ) , 
( G ) les circonférences décrites sur ces droites comme dia-
mètres. ( A ) et ( A ) étant supposées orthogonales se coupent 
sur (E ) , ( B ) et ( B ' ) étant aussi orthogonales se coupent 
sur ( F ) et, par suite, le point I est sur l'axe radical commun 
de (E ) , ( F ) , (G ) . Ce point I est donc de puissance m par 
rapport à (G) , (G' ) , ( G j ; ces trois circonférences ont, par 
conséquent, pour axe radical commun la perpendiculaire 
abaissée de I sur CC'. On en conclut que (C) et (G') sont or-
thogonales. 

Comme on le voit, le système des circonférences ne dépend, 
avec les hypothèses faites, que d'un seul paramètre, la posi-
tion du point I sur l'axe radical de (E ) , ( F ) , (G). 

Soient P le point de rencontre de EFG et de A 'BC et ( P ) la 
circonférence de centre P et passant par les points communs 
à (E ) , ( F ) , (G) . Le point I est de puissance m par rapport 
à ( P ) ; ( A ' ) , (B ) , (C), ( P ) ont donc pour axe radical com-
mun la perpendiculaire abaissée de I sur A 'BG et par suite 
les points Ai et A2 sont sur ( P ) qui est le lieu cherché. 

( A ' ) , ( B ' ) , ( C ) . 

C. Q. F. D. 

2076. 

(1907, p. 288.) 

Si l'on pose 

*xfn ea arc *an® dx 

*xm ea arc lans *r dx 
1 
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on peut calculer K0 et Kt. Le calcul de toutes les autres 

intégrales, m étant un entier quelconque, se ramène à 

celui de lis. (R- LE VAVASSEUK.) 

SOLUTION 

Pa r M. TÊTU. 

Je vais calculer K0 . Pour cela j'intègre deux fois par par-
ties, 

/

e<i arc tans.Y dx I e'tñrc , a n S r l f*T en arc ,anS-r dx 

— = -+- - / ' r—' (,+*«)* " aJ 
e<i arc lanç x j x e'i arc lan̂  r j f en arc ,ang r d.T 

K 0 = 

D'où 

/

e"ar 

( , xl ) 2 

e«arclang.r(a 

K0 = 
( i -h a2 ) \J i -h x2 

Pour avoir Ki reportons-nous à l'égalité (c) 

t ¿»rfarctang.r r 

K 0 = i + - K „ 
a \J I -t-tf* a 

d'où 

K! = . 
(i -+- a2) y/1 -h x'1 

Je vais maintenant essayer de trouver une formule de ré-
currence donnant K m . 

Considérons K m _ ! et intégrons par partie, 

i xm~1 ertarclans-r 

K m _ t — -a
 y/ 

{ /"» q(i arclang.r 
/ ( m _ <1)X'n\dx 

aJ (/rr^r 
_ I ¿F/w-l̂ arctangJT m _ , m __ 9 
— — K M _ 2 H K / ; ; , a + a " a 

d'où, enfin, 
X'n—l g« arc tans\r 

( M — A ) K / W = — I ) K , „ _ 2 -

/T 
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formule qui permettra de calculer K2 , car on connaît Ko, K j , 
puis K8, etc. 

Arrivons maintenant au calcul de Jm. Jm sera donnée sinr-
plement en fonction des K. En effet, on a 

/

¿ p w ^ a r c l a n g . r ^ x t ) e<i arc t a n g x ^ 

I = / 3 ' ( i J ( I + J Î ) * 

5m = K,;i -+-

Gomme les K sont tous connus, les J le seront également. 
Donc le problème est résolu. 

2079. 

(1907, p. 336.) 

S i l'on pose 

dx 
-K—y. r 

on a aussi 

TZ=zxijx — a ï j 
- 4 - a cos y 

(G. F . ) 

SOLUTION 

P a r M . E . - N . BÀRISIEN. 

Calculons d'abord l'intégrale 

dx r dx 

'X
 1 + 050 I : cosa? 

Posons 

d où 
i dt i — 

dx = » cosx = • 
i -h t* i H- i2 

Il en résulte 

i= f ' 
J0 i + a + f i - a ) ^ 
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Posons encore 

Alors 

J ^ t ^ u . 
Y \-)r a 

Y i — a :2 , # du\ —-
1 = 2 / . =s arc tangu. 

Donc . N T /*"r i/o? 2 " „ A /i — a ( i ) I = / = , arc tan g 4 / — tang - • 

Or, d'après l'énoncé, on doit poser 

7u y f ¡ \ — a x\ ' - --L = a l . c l a n g ^ 7 _ l a n g - j , 

y /1 — a x 
t - = [ / t a n g -

2 Y 1 .H- a D 2 

Ou 

cot -

Il en résulte donc 

x /F— a v 
cot — = I / - — — tan g ^ . 2 y i -f- a ° 2 

Par conséquent, 

i: .r — « y 
== arc taner I i / tans: — 2 2 n V y i « 2 

! ^ _ y/i — «2 /" 
— * 2 1 -t- « coŝ y ' 

ce qui donne bien 

¿/y 71 — X — J \ — / — 

En résumé, la question énoncée est une conséquence de. la 

relation 
x y t /1 -f- a 

^ ' t a n g - t a n g ' - = — • 

Remarques. — i ° Si l'on pose 
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(m voit que si 

( 3 ) t a n g ^ t a n g ^ = X, 

il en résulte , / ày 
x — x / , 

r dy_ 
I sinîI-HX; 

* r 
I sin2 - - l -X 2cos 2 -

i/o 2 2 

2 

( 4 ) 
. / É&P 

•iz — y = A 

2° Une application intéressante de la remarque précédente 
est la suivante : 

Soient F et F' les foyers, et M un point d'une ellipse dont 
l'excentricité est e. Si x et y désignent les angles MFF' et 
M F'F, on a 

x y i — e 
t a n g ^ t a n g - = _ • 

On en déduit les formules (4 ) avec X : 
i -f- e 

Autres solutions par M M . GAEDECKK et P A R R O D . 

2080. 
(1907, p. 33fi. ) 

On coupe le triangle ABC par la droite A(Xfjiv). 
I. Les points I, H, K symétriques des sommets A, B, C 

par rapport aux milieux des segments (JLV, Xv,Xp., sont situés 

sur une droite At. 

II . Si A enveloppe une conique inscrite à ABC, Aj tourne 

autour d'un point fixe. 

III. Si A est une droite de Simson, Aj est perpendiculaire 

à A. ( P . SONDÂT.) 

SOLUTION 

P a r M . P A R R O D . 

I. Construisons le parallélogramme A B A ' C et prenons sur 
BA' une longueur B JA' = A{JL, la droite X ¡x' rencontre CA' au 
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point v' tel que C v ' = A v . On le démontre simplement à 
l'aide du théorème de Ménélaus appliqué aux deux transver-
sales X(i.v et X (J.V. 

Par la translation A'JJI '= Cfjt, v'vient en H et X en 1; par la 
translation {JL'H = Bv, p.' vient en H et X en K ; donc les trois 
points I, H et K sont en ligne droite. 

II. La droite Aj rencontre A ' B en M et A 'G en N, on a 

A ' M = aGfx, A ' N = 2 Bv . 

[jt et v décrivant deux divisions homographiques, il en est de 
même de M et N ; quand A est confondu avec BG, les deux 
points M et N sont tous deux en A ; donc A! passe par un 
point fixe. 

I I I . Considérons la figure ordinaire de la droite de 
Simson Xpv, relative au point P ; la direction de A! s'obtient 
en menant CD parallèle, égal à Bv et de même sens, et en 
joignant fJtD. Les deux triangles P [jtv et G JJLD sont semblables, 
donc 

V P = D ĴLC ; 

l'angle PJJLC étant droit, XJJLD est aussi droit. 
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QUESTIONS. 

2087. Intégrer l'équation différentielle 

M * ) / * - M{x)yy'-^ C(x)y* = H(x) 

A ' 2 
avec la condition H = G A 

2 
A el C sont des fonctions arbitraires de x. A' est la dérivée 

de A . PIERRE FAVRE. 

2088. La tangente et la normale en un point M quelconque 
d'une ellipse de centre O rencontrent le grand axe en T et N. 
i° La perpendiculaire abaissée de T sur OM enveloppe une 
ellipse; -2° la parallèle menée par N à OM est normale à une 
ellipse fixe. E.-N. BARISIEN. 
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[ I 2 3 a ] 
CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THÉORIE DES NOMBRES ; 

PAR M. A . D E L T O U R . 

INTRODUCTION. 

1. Les déterminants de la forme 

A I O 0 

CL <22 bt 0 

0 A 3 b» 

0 O « I 

a/c-i 

Ck-1 

o 

bk-x 

cik 

sont connus sous le nom de continuants qui leur a été 
donné par M. Muir et ont été étudiés par plusieurs 
mathématiciens, notamment par Sylvester. 

2. Cette dénomination se trouve justifiée par ce fait 
que, si l'on pose 

bx = 6.2 = b:i = ... — î, 

C'i = Co = C:i = . . . = — I , 

aK, a2i «3, . . . sont les quotients incomplets du déve-
loppement en fraction continue d'une fraction dont le 
numérateur est le déterminant lui-même et dont le 
dénominateur est le déterminant mineur commençant 
par a2. 

On verra plus tard (n°26) comment la forme du n° 1 
se ramène à ce cas. 

Ann. de Mathémat., 4e série, i. VII I . (Février 1908 ) 4 



( 5o ) 
Le continuant peut alors être représenté plus sim-

plement, suivant la notation d'Euler, par 

(ai, a2, a3, . a*). 

Les développements correspondant aux premières 
valeurs de k sont 

au aia2-f-i, ¿3, . . . 

3. Ces continuants particuli r Iooî il sers 
paiement question dans ce tri : jouirent d< rro 
priétés nombreuses, dont plus ¡r -eut su-« - p •¡ U-
d'applications intéressantes à 1: !lu'ceie »les j.ie*mhre*. 

Quelques-unes d'entre elles > -ai i>nrn c^nners. le 
n'ai pas moins cru devoir en d< '¡^er la dem<M> evauor ; , 

pour laisser à mon exposition e caractère p(u*> sy^ié 
matique. 

DÉFINITIONS ET MPAT ION . 

4. i° Les quantités a , , ., du 2 .-ero-*« 
appelées éléments du continuant. 

2 ° Une suite d'éléments sera tlé ^nér par 

lettre grecque. 
Le continuant formé au n vert d'{ U':pj.--nt$ / -, 

suite donnée sera désigné pai e* le t tre gvtx'óiu:. >»••/:-

sentant cette suite, enfermée «vitre pareniL s > 
La même suite, privée de ì'ì terme* u gauche et m» 

n termes à droite, sera désigi % par 1a ni è nie lettre 
aiïectée des indices m et n. 

Ainsi Ton posera 

( a , , . ak) = ( a ) , 

(¿i, */) = ( ? ) , 
( a , . . . aki bu . . . . ¿/) = ( a , {*), 

(«2, — (a(l,0))î 
(«m-hl, A - « ) — 
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On a d'ailleurs 
(«(0,0)) = (a ) . 

On peut même supprimer les parenthèses lorsqu'il 
n'y a pas d'ambiguïté à craindre et écrire simplement 

a> al,0> a/rt,B) 
au lieu de 

( a ) 5 (*(1,0))> (*(/«,»))• 

(a, ¡3, y, . . . ) désignera un continuant formé au 

moyen des éléments de Vensemble des suitès a, ¡3, 

Y' 

3° Le nombre des éléments d'une suite a sera dé-
signé par na. 

4° Valeur des symboles lorsque m+ n \ n^ 

m et n prenant les valeurs o ou i. — Ces symboles, 
qui n'ont pas de sens par eux-mêmes, se présentent 
cependant dans les formules établies plus loin. 

Pour trouver la signification qu'il convient de leur 
donner en vue de laisser aux formules toute leur géné-
ralité, il faut remarquer que, pour un continuant (a ) 
composé d'un nombre quelconque d'éléments et mis 
sous forme de déterminant, on a 

(o, a ) = ( « i , 0 ) , 

(a , o) = ( a 0 j i ) , 

(o , a, o ) = ( a l t l ) , 

comme il est aisé de le vérifier à l'aide des propriétés 
des déterminants. 

Ces égalités définiront les symboles des seconds 
membres, dans les cas où ces symboles n'ont pas de 
sens par eux-mêmes. 

Si ( a ) se réduit à deux éléments, on a 

(«i f i ) = (o, a, b, o ) = (o, a) = j. 
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Si ( a ) se réduit à un seul élément, on a 

(«i ,o) = (o, *) = i> ( «o , i ) = ( a , o) = i , ( a M ) = (o, a , o) = o . 

Les démonstrations des formules données plus loin 
restent valables pour tous les cas en admettant les va-
leurs ainsi trouvées. 

On verra plus loin (n° 11, Remarque) comment il 
est possible d'attribuer un sens au symbole (am „), 
quels que soient a, m ^ o, n ^ o. 

5° La suite obtenue en renversant l'ordre des élé-
ments d'une suite a sera désignée par a. Ainsi on écrira 

( a i , a 2 , • . - , cik) — ( a ) ou a, 

(a*, a k - . . « i ) = ( a ) ou oc. 

6° Une suite a, dont tous les éléments sont changés 
de signe, sera représentée par — a. 

7° La somme des deux continuants ( a ) et 
sera dite Y adjoint du continuant (a ) et sera repré-
sentée par ( (a ) . 

On posera donc 

( a ) + ( « , , , ) = ( ( a ) . 

PREMIÈRE PARTIE. 
FORMULES ALGÉBNIQUES . 

FORMULE FONDAMENTALE. 

DÉVELOPPEMENT DES CONTINUANTS. 

o. La formule fondamentale d'où résultent toutes 
les propriétés des continuants est la suivante : 

( I ) («, P) = («)(P)H-(«o,i)(Pi,o)-
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Pour la démontrer, considérons (a, ¡3) sous sa forme 

de déterminant ; soit 

(at, a2, . . a k ) = (a), 
(bu bt, ..., b{) = ( P ) . 

O n 

K P ) = 

at i o 
— i a2 

o 
i o 

a* i 

- i bx 

o r 

- i 

Formons avec les éléments des k premières colonnes 
un déterminant mineur Da d'ordre k et avec ceux des 
l dernières le déterminant mineur DÔ d'ordre l n'ayant 
aucune ligne commune avec le précédent. Faisons le 
produit DtfD^. 

On sait que le déterminant d'ordre (k -f- l) est la 
somme algébrique de tous les produits possibles et 
distincts ainsi obtenus. 

Or, dans un continuant tel que (a, ¡3), ces produits 
seront nuls à moins que 

Da ne contienne les i ) premières lignes, 
D^ » ( l — i ) dernières. 

Da et D^ seront complétés par l'une ou l'autre des 
lignes suivantes : 
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Tous les produits se réduisent donc à deux. 
Le premier est 

( « ) < P ) i 
le second 

(«M) (M, 
tous deux affectés du signe -f-. 

On a, par exemple, 

( a , b,c,d, e) = ( a , b ) (c , d, e) -+- (a) (d, e). 

Si l'une des suites se réduit à un seul élément, on re-
trouve la formule de récurrence bien connue dans la 
théorie des fractions continues, écrite sous la forme 

( a , a ) = a ( a ) -+- («1,0)-

6. Un continuant (a, ¡3, . . . , A, ¡jl) peut être déve-

loppé par la formule suivante : 

( I I ) (a, p, . . X , fx) = Sa0 

dans laquelle le second membre est la somme des 

produits de continuants obtenus en donnant à m, 

/?,/?, ..., m, v les valeurs o ou 1 de toutes les ma-

nières possibles. 

Pour un continuant composé seulement de deux 
suites, les relations ( I ) et ( I I ) sont identiques. 

Il suffit, par conséquent, de démontrer la proposi-
tion pour un continuant de N suites lorsqu'on la sup-
pose établie dans le cas de N — 1 suites. 

Or, on a, d'après ( I ) , 

(a, p, . . X , fx) = (a, p, . , X) {i. H- (a, p, . . . , X M ) j i M . 

Les continuants (a, ¡3, . . . , X), (a, [3, . . . , X 0 ) i ) étant 
développés, tous les termes du second membre de cette 
égalité ont la forme de ceux compris sous le signe S 
dans ( I I ) , avec la valeur v = o pour ceux du premier 
produit et v = 1 pour ceux du second. 
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Les indices mr n, . . u, y prennent les valeurs o 
ou i de toutes les manières possibles, puisqu'il en est 
ainsi par hypothèse pour m, n, . . ., u. 

Ce développement est donc identique à celui de ( I I ) . 
Le nombre des termes est 2N_1, car la série des 

valeurs o ou i données aux indices dans l'un d'eux 
peut être considérée comme représentant un nombre 
écrit dans le système binaire, et tous les nombres de o 
à 2n _ 1— i se trouvent ainsi représentés une seule fois 
dans le développement. 

En appliquant, par exemple, la relation ( I I ) à un 
continuant composé de quatre suites, on trouve 

(a, P, y, 8) = a^S-h-ao,! Pi,078^*0,1 YM^ ao,i Pi,t YI,I§I,o 

-HaPo,iYi,oS-+-ao,ipiloYo,iSi>o 

puis, chacune de ces suites étant réduite à un seul 
élément, 

(a, c, d) = abcd -h cd 

-h ad-h 1 

-h ab. 

Remarques. — i° Dans le cas où chaque suite a se 
réduit à un seul élément, on a (a l ? , ) = 0 et le nombre 
des termes du développement est alors donné par la 
série de Lamé : 

o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, u/c, 

telle que uu — + 2« 
Ces nombres donnent aussi les valeurs des conti-

nuants, dans lesquels on a 

a\ = «2 — az — • • • — ak — ' • 

20 Le nombre des facteurs dans chaque terme est de 
même parité que le nombre des éléments. 
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Si ce nombre est pair, le continuant ne change pas 
de valeur lorsqu'on change les signes de tous ses élé-
ments. 11 change de signe dans le cas contraire. 

7 . Autre formule de développement par rapport 

à certains éléments. — Soit un continuant 

Oi, bu a2, . «A+0 

comprenant les k éléments bKy . . . par rapport 
auxquels on veut le développer. 

On a la relation suivante : 

( I I I ) ( a , , bh a2, b'2i .. a*, bk, » ¿ + 0 = 2 B/4 A.^, 

dans laquelle 

BA est le produit de h éléments quelconques de la 
série b{, b2, bk, soit B A = . . . 6mfc; 

A^ le produit des continuants formés chacun d'une 
suite des autres éléments du continuant donné, soit 
antérieure à bm , soit comprise entre deux éléments 
successifs appartenant à B^, soit postérieure à bmu, 

et où l'on remplace par o les autres termes de la 
série bK, b2, .. bk. 

Par convention, on fait B0 = i. 
Le signe S s'applique à toutes les valeurs de h va-

riant de o à k et, pour chacune d'elles, à toutes les 
combinaisons distinctes de à éléments qu'on peut 
former avec bs, b2, ..., bk. 

Pour le démontrer, faisôns d'abord k = i . On a, 
d'après (11), 

( a i> b a 2 ) = eti b i a2-h y.x (0 j i jflrj-h *2(i,o) 

= b\ » ! a 2 -b ( a j , o, a 2 ) . 

Supposons la proposition démontrée pour/: — i élé-
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ments; on a, en appliquant la formule précédente, 

• (a,, bu a2 , • *k+i) = ?>k(<* 1, bu . . ¿>¿-1, 

-h ( « t , 61, . . o, ayt-Hi). 

Le développement du premier terme du second 
membre donne tous les termes de ( I I I ) contenus sous 
le signe S qui se composent avec b e t celui du second 
donne tous les termes qui en sont indépendants : ce 
qui démontre Ja proposition. 

Par exemple, pour k = 4, on a 

(ai7 ài, «27 a3, 63, a*, 64, a5) = blb2b3bkalct.2y.zaka& 

- h b i b t b s a 1 a 2 a 3 ( a 4 , o, aB) 

4- ¿>i62£va,a2(a3, o, av)a5 

-+- o, a3)a4a5 

-f- bib$b!t(xu o, a2)a3ava5 

•+" ¿ j a i a 2 ( a 3 , o, o, a 5 ) 
+ 

(a i , o, a2 , o, a3 , o, a4, o, a 5 ) . 

FORMULES DE TRANSFORMATION. 

8. Les propositions qui vont suivre ont pour objet 
les transformations d'un continuant qui n'altèrent pas 
sa valeur. 

Ces transformations sont, d'une manière générale, 
de deux sortes : 

i° Introduction de suites nouvelles entre deux élé-
ments quelconques du continuant; 

2 0 Transformation des éléments eux-mêmes ou de 
suites d'éléments. 

9. Définition et propriétés des suites 6, 9', yj, V- — 
On désignera par 9, 6', r\, y\f des suites a particulières 
pour lesquelles les valeurs de (a) , (a i ? 1 ) , (a0 j4 ) , ( a l j 0 ) 
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sont : 
( « ) • ( «1,1 >- ( « 0 , l ) - (<* l ,o ) ' 

Pour (6 ) . 
Pour (i) ). 
Pour (0 ' ) 
Pour (T)') 

! 
— I o 

o 
o 
o 

o 

o 
o 

o 

En voici des exemples : 

T y p e ( 0 ) . . . (o,o),(-2, — i, 4, — — i ) , ( i , — 3 , r, —3, i, —3) 

Type ( t ) ) . . ( i , — i, i), (o, — i, i, - i, o), ( — i , 3, - i , 2, — 2 ) 

Type ( 6 ' ) . . ( i , — 2 , i, - 2 ) , ( 4 , — 1, 2 , — 2 , 3, — 2 , 1, — 3) 

T y p e ( V ) . . (—1, 1,—1), (o, 1,— 1, 1 ,0) , (1,—"3, 1,— 2 , 2 ) 

10. Une suite formée par la réunion de deux 

suites dont chacune appartient à Vun des types 9, 
6', 7| ou 7/, en conservant Vordre ¿des éléments, 

appartient encore à l'un de ces mêmes types. 

Soient, par exemple, X et deux de ces suites; on 
a, d'après 1, 

( H-0,1 ) = (Xi,i) (nu) , (Xi,o, frO = 

ce qui démontre la proposition. 
En particulier, si X et u appartiennent au même 

type, leur réunion forme une suite 8. 

11. Le développement d'un continuant (a, X, ¡3), 
où X est une suite 9, 9', 7| ou 7/, donne 

De cette relation, où X et X, } l ont les valeurs riz 1, 
résultent plusieurs conséquences : 

1 ' La valeur d'un continuant tel que (a, X, ¡3) ne 

( T , ) 
( X , H ) = (X ) ( FX ) , f*0,l) = 
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change pas lorsqu'on substitue à X une autre suite 

appartenant au même 

20 Le continuant change de signe si Von y rem-

place un 9 ou un ^ respectivement par un 8r ou unr\'y 

et vice versa. 

On n'aura plus dès lors à considérer, en général, 
que les types 0 et et dans ceux-ci les suites les plus 
simples, (o, o ) et (o, — i, i , — i, o). 

3° Un continuant ne change pas de valeur lors-

qu'on introduit un 6 entre deux quelconques de ses 

éléments. 

Sa valeur absolue ne change pas lorsqu'on intro-

duit un y\ en changeant les signes de tous les élé-

ments qui le précèdent ou qui le suivent. 

Car ( ï 2 ) devient, pour 6, 

(T . ) ( M , P ) = (a,P) 

et, pour Y), 

(T*) (a,1?P) = ( - i ) * l » (a , -P ) . 

Remarque. — La formule ( T 3 ) permet de donner 
aux symboles ( a l o r s q u e m + une signifi-
cation précise. Car on peut introduire entre les élé-
ments autant de fois (o, o ) qu'il est nécessaire pour 
que devienne plus grand que m -f- n. 

Le résultat sera ( o ) = o si na— (m 4- ri) est impair 
et (o, o ) = i s'il est pair. 

Ainsi (a2 }3 ) , où a ne contient que deux éléments, 
devient (a , o, o, o, o, b) privé de deux éléments à 
gauche et de trois à droite, c'est-à-dire ( o ) . 

12. Généralisation de la formule (1\). — On a 

y ( (alî*ï>— P i » * ) » «^ ! — 1) 
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La formule sera démontrée si elle l'est pour h = i . 
On a, d'après ( T 4 ) , 

( « 1 , — P i , « O = ( — 0 * « » ( a i » — p t , — a 2 ) , 
puis 

( « I , — p i , ~ *i ) = Pi, a 2 ) , 
d'où 

( « i » — P i » « Î ) = (—i)»Pi(«i, Pi, a 2 ) . 

Les suites ¡3 peuvent d'ailleurs se réduire à un seul 
élément, d'où cette conséquence : 

On peuty au moyen de Vintroduction de suites TJ, 
modifier à volonté les signes des éléments d'un con-

tinuant. 

Voici quelques applications particulières de cette 
formule : 

l («,*!) = (« ) , 
(Te ) j ( a , 7 ) 0 l i ) .= —(*o,i), 

f (a, TQ, o, P) = — (a, o, 7), P). 

13. Les transformations de la deuxième catégorie 
portent, comme je l'ai dit, sur les éléments eux-
mêmes. Je vais indiquer successivement plusieurs de 
ces transformations qui sont particulièrement impor-
tantes : 

On peut, sans changer la valeur d'un conti-

nuant, renverser l'ordre de ses éléments et écrire 

(T7) ( « ) = («) . 

Cela résulte immédiatement des propriétés des dé-
terminants. 

14. 2° On a vu (n° 11, i ° ) que, dans un conti-
nuant, certaines suites S ou sont équivalentes, c'est-
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à-dire qu'elles peuvent se substituer l'une à l'antre sans 
que la valeur du continuant soit modifiée. 

Pour trouver d'une façon générale les suites équiva-
lentes, désignons par X et ¡x deux de ces suites; on a 

(a, X, p ) = ocXp -+- a0,i XM P H- a0>1 XM p1>0 

-+• aX0)1 Pii0« 
De même, 

(a, P) = a^p + a0,i fx1>op H-a0|i Hi,iPi,o 
+ afi.0,1 Pi,0. 

Les conditions à remplir sont donc 

X = XI>0 = 

En général, on peut satisfaire à ces conditions avec 
deux suites distinctes X et pi si l'on dispose d'un 
nombre suffisant d'éléments. Mais on se bornera ici à 
considérer une solution qui sera utile dans les appli-
cations et qui est la suivante : 

X = (a ) , ¡i = (b,o,c), 

avec la condition a = b -f- c. 

On vérifie, en effet, immédiatement que les condi-
tions écrites plus haut sont satisfaites. 

Ainsi, 

(T8 ) (a, a, P) = (a,6,o,c, P). 

15. 3° Des propriétés des déterminants on déduit 
encore les formules suivantes, qui se rapportent à des 
continuants dont le premier élément est ± i : 

(<z2— i , a ) . 
( T . ) 

(— i , a t , a ) : 
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L'application de la relation ( I ) donne d'ailleurs 

(—1, at, a) = — a t ,0 

= _ ( a 2 — i)a— a1>0 

= — (a2— i, a). 

Remarque. — On a des formules analogues dans le 
cas où le dernier élément du continuant est ± i. 

16. 4° L»e procédé de transformation suivant fait 
intervenir un facteur étranger. 

Si (a, ¡3), (a', [3') sont deux continuants satisfai-

sant aux conditions suivantes : 

(a) = <«'), / (0) = (p'), 

'(*i,o) = (*i,o)> ' (Pm) = (.Pi,o)i 

( T t o ) * J («o, i ) = (« '0 f i ) , j 7 (Po f i ) = (? /
0 l t ) , 

(*i,i) = K , i ) , ' OM ) = (?'.,1)1 

t étant un certain nombre, on a aussi 

( « ,P ) = (« ' ,?' ) , 
i ( * M , P) =(» , ,0.? ' ) . 

j ( « , p 0 f l ) — ( Po , 1 )>' 

(«1,0, po,i ) = (a'i,o> P'o,i). 

On vérifie ces relations eu remplaçant le* a par leurs 
valeurs en fonction des a' dans les développements 
des (a, ¡3). Le calcul ne présente pas de difficulté. 

On arrive à la même conclusion pour deux conti-
nuants (a, ¡3, y), y ' ) composés chacun de trois 
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suites; si le9 continuants correspondants ( a ) et (et!)^ 

(¡3) et (¡3'), ( y ) et (y ' ) satisfont aux conditions (T 1 0 ) , 
on a aussi 

En effet, désignons par p l'ensembf« des éléments de 
(a, P) et de même par p' celui des éléments de (a', (3;). 

Les continuants (p) et (p') satisfont à ( T , 0 ) comme 
on vient de le voir. 

(Y) e l y satisfont aussi par hypothèse. Donc 
aussi (p, y ) et (p'7 y'). 

On a, par conséquent, 

En remplaçant p par a, ¡3 et p' par a', ¡3' dans ces 
dernières égalités, on retrouve les précédentes. 

La proposition peut s'étendre de la même façon à 
deux continuants composés d'un nombre quelconque 
de suites. 

Remarque. — Un certain nombre de suites peuvent 
se réduire à deux éléments. 

Par exemple, les deux continuants 

' ( * M , M ) = ( « Î . o , P ' , Y ' ) , 

y(a> P* Yo,i) =(*'» PYïo.i)» 

(a , c, d), (a ' , c', d'), 

tels que 
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peuvent être considérés comme étant de la forme (a, ¡3) 
et (a', P') en posant 

j (a) =(a,b), l (a') = (a',b'), 

Les conditions (T 1 0 ) sont satisfaites par 

(a ) et (a'), (P) et (P ' ) , 

donc aussi par les deux continuants 

(a, P) et (a', p ') . 

On a ainsi, en particulier, 

( a , b, c, d) = ( a ' , 6', c', d ' ) . 

GÉNÉRALISATION DE LA RELATION (I) . 

17. Entre quatre suites quelconques a, p, y , S, 
on a la relation 

(A , 7J, o, g ) ( Y , ÏJ, O, Ô) -H ( a , Ï), o, Y ) (8, 7), O, p) 

•+• (a> ^ o, S) (P , 7), o, y ) = o. 

En eflei, si l'on divise chacun des termes du trinôme 
qui forme le premier membre par le produit 

O O , I M £ . M ) ( Y O , I ) ( Ô O , I ) 

après avoir mis chaque continuant tel que (a, y), O, (3) 

sous la forme (a ) (¡30,i ) — ( ao , i ) (¡3) et si l'on pose 

" Po,i Y<M 

cette formule se ramène à l'identité 

(x—y)(z — t) -H (x — z) (t -y)^-(x~t)(y — z) = o. 

( IV ) 
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18. La formule ( I V ) devient 

( V ) (a , p , T f ) ( p ) - ( « , Y) = ( - 0 * K « o , t , ï i , o ) , 

lorsqu'on y remplace 

( °P ) Par (^Pt')i 

(°y) » (iPr), 
(5) » w , 

puis 
P', i Par Pi Y, 

et en éliminant 7} par application des propriétés de ces 
suites. 

Remarque. — En faisant évanouir jî et faisant 
Aïp = o, on retrouve la relation ( I ) . 

19. Si a et y se réduisent chacun à un seul terme, 
a et c, on a 

(a, p, c ) ( P ) - ( a , P)(P, c) = ( - i ) »p , 

qu'on peut écrire sous forme de relation entre les 
quatre quantités a, a0 }i, a i i 0 , a4) l : 

(VI) ( a ) (a i , i ) — (ao,i)(ai,o) == ( — I 

Cette importante relation, qui sert dans la théorie 
des nombres à résoudre l'équation indéterminée du 
premier degré à deux inconnues, peut être vérifiée 
directement en remarquant que le premier membre est 
le continuant ^a, 7), o, a, o ) , dont la valeur est 
( — i)"a(a, o, — a, o ) et se réduit à ( — i)"«. 

Conséquence. — Si a est une suite 9 ou le pre-
mier membre de ( V I ) devient i ; donc le nombre des 
éléments de 6 ou de 0' doit être pair. 

Il est impair dans irç ou T/. 
Ann. de Mathemat., 4* série, t. VIII. (Février 1908. ) 5 
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ADJOINT D'UN CONTINUANT. 

20. Un adjoint reste invariable pour toute per-

mutation circulaire de ses éléments, c'est-à-dire 

qu'on a 

(A,) ((a, « ) = ((<*, a). 

En effet, 

( (a , a) = O , a ) - h (a0,1) = « a -h a l i 0 - h ao,i, 

((9, a) — (CL, a) («i,o) = aa -+- a0,i-+~ aM . 

21. O / i a p p l i q u e r aux adjoints, sans changer 

leur valeur, les procédés de transformation qui lais-

sent invariables les valeurs des deux parties ( a ) et 
(a1>4 ), savoir : 

i° Introduction de suites du type 6 entre deux élé-
ments (n°11) ; 

20 Renversement de l'ordre des éléments (n° 13); 
3° Équivalence de (a) et de (6, o, c) lorsqu'on a 

a = b + c(i\° 14); 
4° Transformation au moyen d'un facteur t (n° 16). 

22. Uintroduction de rj à la suite des éléments 

de ((A) donne un adjoint ((a, TJ) ayant pour valeur 

En effet, on a 

(«,*))' = (»)* 

(«1,0, rj0,l ) = — (ai,i). 

On obtiendra la valeur d'un adjoint tel que ((a, 7), ¡3), 
résultant de l'introduction de v\ entre deux éléments 
quelconques d'un adjoint ((a, jî), en le mettant sous la 
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forme ((¡î, a, par permutation circulaire de ses élé-
ments. 

On a 

(A,) ((a, rj, P) = ( M ) - ( P M , « o , t ) . 

APPLICATION AUX CONTINUANTS FORMÉS DE SUITES 

6, 0', 71, 7>\ 

23. Par permutation circulaire des éléments 

d'une suite appartenant à Vun des types 9, 6', on 

obtient encore une suite de même type. 

Soit en effet \ une suite de l'un des types 6 ou 0', et 
posons 

(X) = (a,oO. 
Posons aussi 

(a, a) = ( f i ) . 

Puisqu'on a par hypothèse 

( a ) = (X1>0) = o, 

les formules du n° 20 montrent que 

( a M ) = (X ) = ( H i f i ) , 

(a0,l ) = (̂ l,l) = O). 

D'autre part, on a 

((f*o,i) = (a) = <>, ( (f*i,o) = («i,o, a) = a(a1|0) 4- (a,,,) = a(X) -h (a,,,) 
et 

(*o,i) = (a. a0,i) = a(a0,i) -+- (aifl) = a(lJfi ) -+- (aM ) = o. 
Comparant les deux dernières égalités, on trouve 

(liii.) = a[(X)-(X1,1)]. 
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Le second membre devient nul si X est une suite 0 

ou 8'; [x appartient donc au même type que X. 
Dans ce cas, la valeur de l'adjoint est toujours ± 2. 

24. Les suites -r\ ou V jouis s e n t d'une propriété ana-
logue, lorsqu'en faisant la permutation circulaire on 
donne à l'élément a des signes contraires dans X et 
dans [A ; on posera 

(X ) — (a , a), 

(K) = (a> —a) . 

Les formules du n° 23 sont entièrement applicables 
à ce cas moyennant le changement de signe de a 

dans (¡JL). 
On trouve ainsi : 

(Ki,i) = (X), ( (no,i) = o, 
(¡x) = (XM ) , | (Hiifo) = -a [ (X ) - » - (X l f l ) ] . 

([¿i,o) devient nul si X est une suite y) ou yj'. 
¡x appartient donc au type V si X est un r\ et inver-

sement. 
La valeur des adjoints successifs est o. 
Si l'on appelle permutation circulaire alternée une 

permutation circulaire dans laquelle chaque élément 
change de signe en changeant de côté, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

Par permutation circulaire alternée des éléments 

d une suite appartenant à l'un des triées Y,. T/, on 

obtient encore une suite appartenant respectivement 

à r un des types V? 

Par-exemple, 

( — 1, 3, — 1 , 2, — 2 ) 
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étant un (ri), les continuants 

( 3 , - 1 , 2 , - 2 , I), 
(— I, 2, — 2, I, — 3), 
( 2 , - 2 , 1 , - 3 , I), 
(— 2, I, —3, I, — 2) 

appartiennent alternativement aux types (•/)), (V). 
(A suivre.) 

[ P 4 g ] 
SUR UNE TRANSFORMATION GÉOMÉTRIQUE 

DU SIXIÈME ORDRE; 
PAR M . LUCIEN G O D E A U X , 

à Liège. 

M. F. Deruyts a étudié la transformation sui-
vante (4 ) : 

Soient cp un faisceau de quadriques Q, et P un point 
non commun à toutes les quadriques de <p. A un point 
M correspond le point M/ où la droite MP rencontre 
une seconde fois la quadrique du faisceau cp passant 
par M. 

1, Dans cette Note, nous allons considérer une 
transformation analogue. Au lieu des droites passant 
par un point, nous considérons les droites d'une con-
gruence linéaire G de directrices aK et a2- Nous sup-
posons que les droites at1 a2 n'ont aucun point com-
mun à toutes les quadriques de o. 

( * ) FRANÇOIS DERUYTZ, Sur quelques transformations géomé-

triques ( Mémoires de Liège, 2° série, t. XIV, 1887). 
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Cela posé, recherchons l'ordre de la transformée 

d'un plan 7t. 
Soit y une droite quelconque. Par un point Y , de 

cette droite passe une droite g appartenant à la con-
gruence G. Par le point (u, g) passe une quadrique 
de (p. Cette quadrique marque sur la droite y deux 
points Y2 . Par un point Y 2 de y passe une quadrique Q 
de c p . Les droites qui s'appuient sur les droites a 4 , a 2 , 

y et sur la courbe (Q , ic) sont au nombre de quatre et 
marquent sur y quatre points Y4 . Les points Y< et Y 2 

sont donc liés par une correspondance (4>2)- U J a 

six coïncidences; donc : 

La transformée d1 un plan est une surface du 

sixième ordre Sc . 

2. A un point commun à toutes les quadriques de cp 

correspondent les points de la droite de la con-
gruence G, passant par le point considéré, la sur-
face S<$ passe donc par tous les points communs à toutes 
les quadriques du faisceau cp. Dans le cas le plus gé-
néral, celui que nous considérerons ici, ces points 
appartiennent à une courbe gauche du quatrième 
ordre cA de première espèce. 

La surface fondamentale des points communs à 
toutes les surfaces de cp est formée par les droites s'ap-
puyant sur la courbe ch et appartenant à la con-
gruence G. On sait qu'une telle surface est du huitième 
ordre. 

A un point de la droite aK correspondent les points 
communs à la quadrique de cp passant par le point 
considéré et un plan passant par ce point et a2 . 

Les droites a t et a2 sont donc doubles sur la sur-
face S0. 
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La surface fondamentale de la droite a{ est le lieu 

des coniques qui s'appuient en quatre points sur une 
courbe gauche du quatrième ordre et de première es-
pèce, en deux points sur une droite et en un point sur 
une autre droite. Nous avons démontré ailleurs que 
cette surface est du quatrième ordre ( ' ) . 

En résumé : 

La surface S0 possède deux droites doubles aiy a2 

et une biquadratique gauche ch simple. 

La surface fondamentale de c,t est une surface 

du huitième ordre S8. 
La surface fondamentale de aK (ou de a%) est une 

surface du quatrième ordre Sv. 

3. La droite de la congruence G qui est située dans 
le plan TT appartient évidemment à la surface Sc. 

Il en est de même des droites qui s'appuient en deux 
points sur la courbe c4 et qui font partie de la con-
gruence G. 

On sait que les bisécantes d'une quartique gauche 
de première espèce forment une'congruence d'ordre 
deux et de classe quatre. D'après le théorème de Hal-
phen, le nombre de droites qui font encore partie de 
la surface S6 est i x 2 + 1 x ^ = 6. 

Donc, la surface S6 possède sept droites simples. 

4. A une droite d correspond une courbe c. Cette 
courbe est entièrement tracée sur un hyperboloïde 
réglé H2 dont trois génératrices d'un même mode sont 
d, a{ et a>. 

C1) Sur une transformation des droites de Vespace en surfaces 
du quatrième ordre {Bult. de l'Acad. royale de Belgique, jan-
vier 1907). 



( 7* ) 
Cette courbe est l'intersection de H2 et d'une sur-

face S6 correspondant à un plan passant par d. Ces 
surfaces ont en commun deux droites doubles a h a2 

et une droite simple appartenant à G et située dans le 
plan choisi. La courbe est donc de l'ordre 

2 x 6 — 2 x 2 — 1 = 7. 

Désignons-la par c7. 
Il est facile de voir que c? passe par les huit points 

d'intersection de H2 et de c4 et qu'elle rencontre 
quatre fois chacune des droites at, a2. 

Donc : la transformée d'une droite est une courbe 

c-i d'ordre sept rencontrant quatre fois chacune des 

droites a4, a2 et en huit points la courbe c4. 

On a ainsi sur une surface S6 une double infinité de 
courbes c7 et sur une quadrique H2 une simple infinité 
de courbes c7. 

5. Recherchons le lieu des points doubles de la 
transformation, c'est-à-dire le lieu des points de contact 
des quadriques du faisceau <p et des droites de la con-
gruence G. 

Nous avons vu que la surface S6 possédait une droite 
située dans le plan rc. L'intersection de S6 avec tz se 
compose donc d'une droite et d'une quintique s'ap-
puyant sur a i 7 a2, et c4, en quatre points. De là : 

Le lieu des points doubles de la transformation 

est une surface du cinquième ordre S5 passant par 

ai9 a2 et la courbe c4. 

On peut en conclure : 

La courbe c7 s'appuie en cinq points sur la 

droite d. 
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[ K 8 f ] 
SUR LES QUADRANGLES DE DESBOYES; 

PAR M. G. FONTEt fÉ . 

Les côtés d'un quadrangle plan ABCD étant désignés 
comme il suit : 

AB = a, BG = 6, CD = c, 

DA = d, AC = e, BD = / , 

j'ai proposé d'appeler quadrangles de Desboves les 
quadrangles non inscriptibles pour lesquels on a 

e da -+- bc 
~J ~ de -h ab' 011 J"c — ecd->r fda — eab — o. 

Si l'on fait une inversion de pôle D, la relation pré-
cédente 

DB.DG x BG - DC .DA x GA -H DA .DB x AB 

— BG.GA.AB = o 
donne 

D Â ' * x B ' C ' - D B ' 2 X G ' A ' + D ^ X A 'B ' = B'C'. C'A' . A 'B' , 

sans que les points A', B', C soient en ligne droite. 

Or, si l'on suppose donnés les points A', B;, C' non 
en ligne droite, le lieu des points D qui satisfont à la 
relation précédente est une circonférence ayant pour 
centre le barycentre des points A', B', C; affectés des 
coefficients a', — b\ c', en désignant par a!, d les 
côtés du triangle A 'B 'C , c'est-à-dire «»ne circonférence 
ayant pour centre le centre du cercle exinscrit situé 
dans l'angle B'; cette circonférence passe par les deux 
points en lesquels le cercle circonscrit au triangle A'B'C' 
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est rencontré par la droite qui joint les pieds des bis-
sectrices des angles A' et C' et le pied de la bissec-
trice de l'angle extérieur en B'. (La recherche du lieu 
précédent faisait partie de la question de Mathéma-
tiques élémentaires posée au Concours d'agrégation en 
1906; le fait que cette circonférence passe par les deux 
points qui ont été indiqués est emprunté à la solution 
qui a paru dans le Bulletin de Mathématiques élé-

mentaires. ) 

Ce qui précède donne le moyen de construire un 
quadrangle de Desboves en partant d'un triangle A'B'C' 
et en faisant une inversion de pôle D, le point D étant 
pris sur la circonférence dont on vient de parler. On 
reconnaît ainsi qu'un tel quadrangle peut affecter l'une 
ou l'autre des deux formes suivantes : 

Lorsque le contour ABCD est convexe, l'hypo-

thèse 
e• _ da -h bc 

f de -H ab 

correspond nécessairement à un quadrangle inscrip-

lible. 
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Note. — Je ne sais si l'on a remarqué que l'hypo-

thèse 
e/ = ac - + - bdy 

faite sur un quadiangle ABCD qu'on ne suppose 

pas être a priori un quadiangle plan, entraîne pour 
ce quadiangle la nécessité d'être plan et inscriptible à 
un cercle. En effet, si l'on effectue une inversion de 
pôle D, la relation précédente 

DB.GA = D C . A B -h D A . B G 

donne pour les points inverses 

C ' A ' - A'B'-h- B'C' , 

ce qui exige que les points A', B', C ; soient en ligne 
droite; dès lors, les quatre points A, B, C, D sont à 
un cercle. 

[ K 1 4 c ] 
SYMÉTRIE DES POLYÈDRES RÉGULIERS H ; 

PAR M. G. F O N T E N É . 

1. Les polyèdres réguliers, à l'exception du té-

traèdre que nous laisserons de côté dans tout ce qui 
suit, ont un centre de symétrie. 

2. Soient P un plan, X une perpendiculaire à ce 

plan qui le perce en O; si une figure admet comme 

( * ) Cette Note a été inspirée par la lecture du Traité de Géo-

métrie de M. Borel (premier et second cycles), où sont étudiées les 
symétries du cube et de l'octaèdre réguliers. 
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éléments de symétrie deux des trois éléments P, X , O, 
elle admet aussi le troisième. En ce qui concerne 
Taxe X, il s'agit bien entendu dans cet énoncé de 
symétrie binaire. 

Il suit de là que les plans de symétrie des polyèdres 
réguliers sont tes plans menés par le centre perpendi-
culairement aux axes d'ordre pair. 

3. Un polyèdre régulier étoilé admettant les mêmes 
symétries que le polyèdre convexe qui a les mêmes 
sommets ou les mêmes plans de faces, on peut se 

borner à la considération des polyèdres réguliers 

convexes. 

4. Soit un tel polyèdre. Le nombre des faces est F, 
et chaque face contient x arêtes ; le nombre des som-
mets est S, et chaque angle polyèdre a y arêtes; le 
nombre des arêtes est A ; on a 

Yx = S^ = 2 A, F + S = À + 2. 

Le polyèdre admet 

~ axes d'ordre x, 
2 

S 
2 J ' 
A 
— » 2, 2 

selon qu'une face, un angle polyèdre ou une arête doit 
admettre l'axe considéré. Ces axes sont distincts, 
comme on s'en assure aisément. 

Il ny en a pas d'autres. En effet, le nombre de 
façons dont le polyèdre peut être mis en coïncidence 
avec lui-même est évidemment Fx, ou encore S^, ou 
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encore 2A. Or, en partant d'une position fondamen-
tale, le nombre des positions nouvelles qu'on peut 
obtenir par rotation autour des axes considérés est 

{ [ F ^ - O + S i z - i J + A] 
ou 

[4A — A — 2 -+- A] 
ou 

2 A — 1, 

et ces positions sont distinctes. Les axes de symétrie 
indiqués sont donc les seuls qui existent, puisqu'un 
nouvel axe devrait, à partir de la position fondamen-
tale, conduire à une position nouvelle. 

O. Parmi les polyèdres réguliers étoilés, le dodé-
caèdre à faces pentagonales étoilées et à sommets 
trièdres, l'icosaèdre à faces triangulaires et à sommets 
pentaèdres étoilés, se comportent absolument, au point 
de vue de leurs symétries, comme les polyèdres con-
vexes qui leur correspondent. 

6 . Le polyèdre qui a 1 2 faces pentagonales convexes 
et 1 2 angles pentaèdres étoilés, et celui qui a 12 faces 
pentagonales étoilées et 1 2 angles pentaèdres convexes, 
polyèdres qui ont 3o arêtes, satisfont à la relation 

F + S = A + a — 8 

et sont de genre 4- ils admettent : 
6 axes d'ordre 0, qui correspondent à la fois aux 

fa< es et aux sommets ; 
ÎO axes ternaires, qui correspondent aux faces de 

l'icosaèdre de mêmes sommets, ou encore aux sommets 
du dodécaèdre qui a les mêmes plans de faces ; 

i5 axes binaires, qui correspondent aux arêtes. 
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[ 0 5 i oc] 
NOTE SUR LES SURFACES DE MONGE ; 

PAR M. J. HAAG, 

Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée de Douai. 

Les surfaces de Monge sont, comme on sait, les 
surfaces dont les normales sont tangentes à une déve-
loppable, ou encore qui admettent une famille de 
géodésiques planes ou, ce qui revient au même, une 
famille de lignes de courbure géodésiques. On retrouve 
ces surfaces comme solutions des deux problèmes que 
nous allons exposer. 

PREMIER PROBLÈME. — Considérons deux surfaces 

S E/ SJ qui admettent même représentation sphé-

rique de leurs lignes de courbure. Soient M e / M , 
deux points correspondants. Proposons-nous de 

chercher si la congruence des droites MM, peut être 

une congruence de normales. 

A cet effet, nous allons appliquer la méthode du 
trièdre mobile. 

Rapportons la surface S à ses lignes de courbure et 
prenons, comme d'habitude, l'axe des x du trièdre ( T ) 
tangent à la courbe v = const. 

Nous ferons d'abord la remarque suivante : les plans 
focaux de la congruence MM, passent respectivement 
par M x et M y . 

Pour qu'ils soient rectangulaires, il faut et suffit que 
M4 se trouve dans l'un des deux plans zMxy zMy. 
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Supposons-le, par exemple, dans le plan des zx et 

soient ( x , o, z) les coordonnées de M< relativement au 
trièdre ( T ) . Ecrivons que, pour dv == o, le point M4 a 
un déplacement élémentaire parallèle à M#. Les pro-
jections de ce déplacement sont, avec les notations 
usuelles (voir DARBOUX, Théorie des surfaces, t. IL, 

p. 385 et 386), 

Dx = dx -h À du H- qz du, 

D R = rx du, 

Dz — dz — qx du. 

Il faut, en particulier, qu'on ait D j = o, d'où 

r = o, 

en excluant le cas où S< serait parallèle à S. 

On déduit de là ^ = o, et, par suite, les lignes 

v = const. sont des géodésiques. Comme elles sont 
lignes de courbure, la surface S est une surface de 

Monge. 

Il est aisé de voir que les surfaces S< correspon-
dantes, ainsi que les surfaces admettant pour normales 
les droites MM) sont aussi des surfaces de Monge dont 
la nappe développable de la surface des centres de 
courbure est la même que pour S. 

SECOND PROBLÈME. — Déterminer toutes les sur-

faces qui admettent plusieurs déformations conser-

vant les lignes de courbure. 

Adoptons encore la méthode du trièdre mobile. Il 
s'agit de trouver des fondions A et C de w et v, telles 
que le système (A ) , de la page 386 citée plus haut, 
admette plusieurs solutions en /?, q, pt, q{. Or, ce 
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système se réduit à 

j dr dr\ 

/ N j ¿Pt 
<0 { 

àq 
dï = 

Il faut déterminer r et rt pour qu'il admette plu-
sieurs solutions en p { et q. Posons à cet effet 

On a 

d'où 

~~ du dv 

M 
» = 7 

i dM. M àq 

q dH ~ "¡0* dTi * qri = 

dq_ _ M 
^ 9 

ou, en posant q2 = 0, 

/ ¿6 i d\\ 3/'lfll 

(a) 
j f —- = 2 A*M. 

fio 

Exprimons la condition d'intégrabilité ; il vient, tous 
calculs faits, 

n. ô / r ,\ A / d 2 I o g M , \ dM „ dr 
0* - ~ + 0 ——2 h ) •+• i M — = o. 

cto \M/ \ àudv j du du 

Si cetle condition n'est pas satisfaite identiquement, 
il ne pourra pas y avoir plusieurs solutions pour le 
système (2) . Nous devons donc avoir 

r i tt r v d*logM 
M =

 u
> m

 =
 + = 
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et, alors, il y aura pour le système (2 ) et, par suite, 
pour le système (1), une infinité de solutions dépen-
dant d'une constante arbitraire. 

Étudions maintenant le système (3) , auquel il faut 
joindre l'équation 

« > s - » — -

Si l'on pose M = eP, on déduit de (3 ) et (4 ) les 
deux équations suivantes: 

du dv 

(6) 
du dv 

Différentions (5 ) par rapport à v, il vient, en tenant 
compte de (6), 

dv dv2 

Diiférentions cette équation par rapport à w, en te-
nant compte de (6 ) : 

du 

-+-4V = 0 

ou, en divisant par 8 

En tenant compte de (5), cette équation se réduit à 

UV=o . 

Supposons, par exemple, U = o. On en déduit 
r4 = o et, comme dans le problème précédent, on en 

Ann. de Mathémat4* série, t. VIII. (Février 1908.) 6 
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conclut qu'on a affaire à une surface de Monge. Mais, 
ici, on a une surface de Monge particulière. 

Nous avons, en effet, 

G du ~~ M du ~ r du' 
d'où 

Comme p = o, on en déduit que Taxe instantané du 
trièdre ( T ) est fixe par rapport à ce trièdre quand 
c = const. 11 a donc une direction fixe dans l'espace. 
Comme il est dans le plan zOy, ce plan enveloppe un 
cylindre quand u seul varie. Mais c'est précisément le 
plan des courbes u = const., c'est-à-dire des géodé-
sicjiies planes. Comme ce plan doit envelopper une 
développable, quels que soient u et v, cette dévelop-
pa ble est le cylindre précédent. Nous avons donc une 

surface moulure. 

On pourrait continuer l'étude du problème ; mais 
c'est inutile, car on sait que tonte surface moulure 
admet une infinité de déformations conservant les 
lignes de courbure. M. Darboux a indiqué les formules 
définissant ces déformations (voir Théorie des sur-

faces, t, l, p. io5). Nous venons d'établir que ces 

déformations sont les seules conservant les lignes 

de courbure. 
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[06K] 
DEFORMATIONS CONSERVANT LA DIRECTION DES PLANS 

TANGENTS ; 

PAR M . J. H A A G . 

Dans une Note parue en octobre dernier dans les 
Nouvelles Annales, j'ai démontré incidemment qu'on 
ne peut pas déformer une sphère de telle façon que le 
plan tangent en chaque point demeure parallèle à lui-
même. Il est facile de voir qu'il n'y a que les surfaces 
minima qui jouissent de cette propriété. 

Soient, en effet, deux surfaces S et S4 applicables 
l'une sur l'autre, avec correspondance des plans tan-
gents parallèles. Rapportons-les au réseau conjugué 
commun, en négligeant le cas où ce réseau se réduirait 
à une famille de lignes asymptotiques, hypothèse qui 
conduit à deux surfaces égales ou symétriques. On a 
alors 

dx\ . ùx ôxi ôx 

Ecrivons que les deux surfaces sont applicables. 
On obtient 

X 2 E = E, XFJT F = F , [A2 G = G. 

Premier cas EF o. — On a nécessairement 

X2 = X n = i , d'où X = jjt = d= i. 

Les surfaces S'et S< sont alors égales ou symétriques. 
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Deuxième cas : F = o. — On a la nouvelle solution 

Mais, en éliminant x entre les équations ( i ) , il vient 

De même pour ^ et z. D'où 

a? = U -+- V, lr = Ui + Vi , s = U 2 - + - V 2 ) 

ar, = U - V, yx = U, - V „ = U2 - V2. 

La surface S, par exemple, est line surface de trans-
lation par rapport à ses lignes de courbure. On en dé-
duit aisément que c'est un cylindre et que est un 
cylindre égal ou symétrique. 

Troisième cas : E = o, G = o. — On a l'unique 
condition 

Mais, dans ce cas, les lignes de longueur nulle sont 
conjuguées. On a donc deux surfaces minima. Elles 
sont d'ailleurs associées. En effet, on a 

En combinant ces deux équations avec les équa-
tions (1), on obtient 

X = I , FI — 

d*x 

du dv 

d*x _ 
du dv ~~ 

d*xi 

du dv 

& = 
du 

D'où 
X =3 e®, (JL = 6 = const. 

Si l'on pose alors 

^ = U + r = U 1 4 - V „ * = U, -h v „ 
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on en déduit 

XX = -H E~ÛV, JJ = E^UI + E~ÔVI, S, = U*-H Î5 

formules qui définissent bien une des surfaces minima 
associées à la surface minima S. 

Il resterait le cas de E = o, F = o, qui donnerait des 
surfaces imaginaires peu intéressantes. 

En résumé, il ri y a que les surfaces minima asso-

ciées qui répondent à la question que nous nous 

étions posée. 

Remarquons, en terminant, que ce problème est un 
cas particulier du problème de ChristofFel, qui conduit, 
comme on sait, aux surfaces minima et aux surfaces 
isothermiques. 

[ 0 5 j a ] 

SUR UNE PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE DES SURFACES 
DE RÉVOLUTION; 

PAR M. TR. LALESCO. 

Dans une Note récente publiée dans le Bulletin des 

Sciences mathématiques (2e série, t. X X X I , p. 269), 
M. G. Tzitzéica a démontré une intéressante propriété 
comme étant caractéristique des surfaces de révolu-
tion. Elle peut s'énoncer de la manière suivante : 

Sur toutes les lignes asymptotiques d1 une sur-

face de révolution, on a la relation 

s = ± f ( r ) + G, 

r étant la distance de ses points à un point fixe et 
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s l'arc de l'asympto tique compté à partir, d'une ori-

gine arbitraire. 

Je veux donner ici une autre démonstration plus 
rapide qui nous permettra aussi de signaler un cas 
d'exception. 

Prenons comme origine le point fixe et sur la sur-
face comme lignes coordonnées les courbes r = const. 
et leurs trajectoires orthogonales. L'élément linéaire 
de la surface s'écrira 

( i) \*dr*-t- C*du2. 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques 
est alors 

( 2 ) ds* — f'*(r) dr*= [ A 2 — /'*(/*)] dr*-1- = o, 

ce qui montre que les lignes de coordonnées sont jus-
tement les lignes de courbure de la surface. 

Les relations 

, ^ 7 ^ 
(2 - — + (0 = x,y,z) 

ôiiôr du dr ^ 

nous donnent 
c à*x àx , àx 
h X —abx- h ob T — , 

Ou Or du Or 

d'où, puisque 

„ àx 0 à* x à „ àx 0 àx àx 
bx —- = o et Sx -—— = — Sx- S — — = o. 

du du or dr àu du dr 

il résulte 

On a donc 

i à\ 

A = ? ( r ) . 

Des relations ( i ) et (2 ) on a immédiatement 

(3) R V2^") 
R' 1? ! ( ' ' ) -/ 'S ( ' - )J ' 
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R et R' désignant les rayons de courbure principaux, 
à condition toutefois que y 2 ( r ) — ^ o. 

D'autre part, la relation bien connue et fonda-
mentale 

à_ / A\ = _ i_ ÔA 

du \ R / ~~ R' du 

montre que R ne dépend que de r ; il en résulte, à 
cause de (3) , que R7 dépend également de r seul. 

Le rayon de courbure principal le long des courbes 
r — const. étant dès lors constant, la surface est l'en-
veloppe d'une sphère dépendant d'un paramètre va-
riable; les courbes caractéristiques sont justement les 
courbes r = c qui sont ainsi des cercles. La tangente 
à la courbe décrite par le centre de cette sphère devant 
passer dans chacune de ses positions par le point O 
(car la caractéristique doit être située aussi sur une 
sphère de centre O), cette courbe doit se réduire à une 
droite. Donc la surface est de révolution. 

Les conclusions précédentes ne sont plus applicables 
si 

*(/•) = ±/ ' ( r ) . 

Dans ce cas-ci, on a R = 00; un des systèmes de 
lignes de courbure est donc formé par des droites, 
qui passent nécessairement par l'origine, comme cela 
résulte immédiatement des relations (2'). La surface 
est donc, dans ce cas particulier, un cône quelconque 
et elle jouit évidemment de la propriété établie plus 
haut, car on a, le long des génératrices, qui sont ses 
lignes asymptotiques, 
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CORRESPONDANCE. 

M. G. Fontené. — Le Volume des Nouvelles Annales 

pour i854 contient une Note de Sylvester qui appellerait de 
nouvelles recherches. Etant donné un tétraèdre dont les 
sommets sont a, c, si y/F, V^ , )JH, / K désignent les 
expressions des aires des faces en fonction des arêtes, l'ex-
pression 

N = ( / F -h y/G -+- /H -+- v/K) (y/F H- V/G - y/lï - / k ) ( . . ) ( . . . ) 

X (— v/F -H /G / H -+- s/K) ( /F ~ / G + \/n v/K) ( . . . ) ( . . . ) 

contient en facteur l'expression V2 du carré du volume, et, 
si l'on pose 

N = V^Q, 

on a,.à un facteur numérique près, 

[da+ -h dty'* H- de'* 

- (da2 -h db2 -h de2 ) (ab2 -4- 6c2 -f- ca2 ) 
4- abKbc^-i- bc^.ca2-^- caKab2 

-4- bc2); 

on peut supprimer le second sigma en introduisant dans le 
crochet du premier les ternies da-.db2-\- db2.dc'l-\- de1 .da2. 

Lorsque Q est nul, l'une des sphères exinscrites situées 
dans les espaces nommés combles a un rayon infini. 

Sylvester conjecture que la fonction Q est un déterminant 
et que, en désignant par Q' la fonction analogue pour le 
tétraèdre a' b'c'd', le produit QQ', et peut-être /QQ ^ e s t u n e 

fonction des carrés des distances des sommets des tétraèdres, 
comme pour le théorème de Staudt. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2081. 

Construire une hyperbole bitangente à deux cercles et 

ayant un axe transverse de longueur donnée. 

( M . TÉTU. ) 

SOLUTION 

Par M. Pierre FAVRE. 

Si l'on considère, sans le construire, un hyperboloïde de 
révolution circonscrit aux deux sphères admettant les cercles 
donnés pour grands cercles, et dont le rayon du cercle de 
gorge est la moitié de la longueur donnée: tout plan tangent 
en un point du cercle de gorge coupe les deux sphères ci-
dessus suivant deux cercles dont on connaît les centres et 
dont il est facile de construire les rayons. 

Il suffit de mener les tangentes communes, soit intérieures, 
soit extérieures, à ces deux cercles, pour avoir les asymptotes 
en position de l'hyperbole méridienne cherchée. 

Ce procédé donne donc deux solutions. 

Autre solution par M. V. Hioux. 

2 0 8 2 . 

On considère sur une courbe un point d'in flexion O et 

un point voisin M. Si l'on désigne par Rj le rayon du 

cercle osculateur en ¡M, par R2 le rayon du cercle qui est 

tangent à la courbe en M et qui passe en O, par R3 le rayon 

du cercle qui passe en M et qui est tangent à la courbe 

en O; les rayons Rj, R2, R3 tendent à devenir inversement 

proportionnels aux nombres 3, 1, lorsque le point M 
tend à se confondre avec le point O. 

( G . FONTENÉ.) 
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SOLUTION 

Par M. TÉTU. 

Je rapporte la courbe à deux axes rectangulaires tels 
que Ox soit la tangente d'inflexion et Oy la perpendiculaire 
à celle-ci en O. 

L'équation de la courbe est 

y = A ¿r3-f- xv x cp (x). 

On a, dès lors, 
3 3 

(i -hy'2)- ( i -h 9 A ' 2 x^-^. . . )-R,: 
Y C> A X J
 9 

Je n'écris pas les termes contenant en facteur des puissances 
supérieures de x. Calculons R2. Si a et b sont les coordonnées 
du centre du cercle, on a 

^ a?2 y2 — 2 *'x ~ 9- by — o, 
. , x — a 
I r = - y = i < 

( i ax -+- '}. by = x- -h y-. 

( a-^bf = x -hyy', 

„ _ (v2—y2)y' — •>.*>' a — -, > 

. x2 — y'2-h 9 xy y' 
b — 

d'où 

•>\xv'— y) 
ce qui dorme 

—y) 

( x'2 + A 2 . r 6 4 - . . . ) ( i + ( } A " . r i 4- . . . ) i 1 o A2 x4 -
4 Ax-h.. . " " 4 Ax 

Calculons Ra. R3 est donné par l'équation 

X 2 - H Y * L + A 2 -F- . . . K 3 = — . 

R t . R2, R3 sont donc des infiniment grands respectivement 
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équivalents à 

i i i 
6A.r' lAx' 

ce qui montre que ces quantités sont inversement propor-
tionnelles aux nombres 3, 2, i . 

2 0 8 3 . 

Soient Sj, S2, S3, S*, S5 cinq semi-sphères. S'il existe 

une semi-sphère tangente, d'une part, aux deux semi-

plans qui touchent Si, S2, S3, et inscrite, d'autre part, au 

semi-cône de révolution circonscrit à Sv et S5, on peut 

obtenir neuf semi-sphères analogues en permutant de 

toutes les manières possibles les rôles assignés aux semi-

sphères Si, Sj, S3, S;, S3. (R. B.) 

SOLUTION 

P a r FAUTEUR. 

Pour bien faire comprendre le principe de la solution, je 
commencerai par démontrer la proposition analogue de géo-
métrie plane : 

Soient Gj, C2, C3, C4 quatre cycles dans le même plan. 

S'il existe un cycle touchant les tangentes communes 

à Cj et C2 et les tangentes communes à C3 et G ,̂ on peut 

obtenir deux cycles analogues en permutant de toutes 

les manières possibles les rôles assignés aux cycles C t , C2, 
C „ C » . 

La démonstration est immédiate en ayant recours à la 
représentation d'un cycle par un point de l'espace : prenons 
trois axes de coordonnées rectangulaires Oa?, 0 y , 0 z tels que 
le plan Oxy contienne les quatre cycles donnés. Soient x/, yt 

les coordonnées du centre du cycle C/, et R/ son rayon (ce 
dernier étant affecté d un signe, puisqu'il s'agit d'un cycle). 
On représentera le cycle C/ par le point de l'espace P/ de 
coordonnées 27, y/, R/. On voit que le point P/ est le 
sommet d'un cône de révolution d'angle droit qui passe par 
le cycle G/. 
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Le lieu des points représentatifs des cycles tangents aux 

tangentes communes à G/ et C2 est une droite. En effet, tous 
ces cycles sont homothétiques par rapport au centre de 
similitude des cycles Ci et C2, et il en est de même des cônes 
de révolution d'angle droit qui les contiennent. 

Si donc les quatre cycles satisfont à la condition de l'énoncé, 
la droite qui joint les points représentatifs des cycles Ci et C2 

doit rencontrer la droite qui joint les points représentatifs 
des cycles C3 et C^. Cela revient à dire que les quatre points 
représentatifs sont dans un même plan. Cette propriété étant 
symétrique par rapport aux quatre cycles, la proposition 
énoncée en résulte. 

Démontrons maintenant l'énoncé 2083. 
Ayant pris trois axes rectangulaires quelconques, désignons 

par a?/, yt , Zi, R/ les coordonnées du centre et le rayon de 
la semi-sphère Sj-. On représentera cette dernière par le 
point de l'espace à quatre dimensions, de coordonnées a?/, y i , 

Ri-

Cela posé, quand une semi-sphère varie en restant tangente 
à deux semi-plans fixes, son centre décrit un plan passant 
par la droite commune aux deux semi-plans, et son rayon est 
proportionnel à la dislance de son centre à cette même droite. 
Il existe donc deux relations linéaires entre les coordonnées 
de son centre et son rayon. Cela revient à dire que son point 

représentatif dans l'espace à quatre dimensions décrit un 

plan. 

Quand une semi-sphère varie en restant inscrite à un semi-
cône de révolution, son centre décrit une droite passant par 
le sommet de ce semi-cône, et son rayon est proportionnel à 
la distance de son centre à ce même sommet. Il existe donc 
trois relations linéaires entre les coordonnées de son centre 
et son rayon. Cela revient à dire que son point représentatif 

dans Vespace à quatre dimensions décrit une droite. 

Il résulte alors de l'énoncé que la droite joignant les 
points représentatifs des semî-sphères S4, S5 rencontre le plan 

passant parles points représentatifs des semi-sphères Sj, S2, S3. 
Par conséquent, les cinq points représentatifs sont dans un 
même espace linéaire, et la droite joignant deux quelconques 
d'entre eux rencontre le plan qui passe par les trois autres. 
On en conclut immédiatement la proposition énoncée. 
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2086. 
(1907, p. 528.) 

Soit OCA un triangle rectangle en C et tel que 

CA = CO ; sur OC, à partir du point 0,et du côté du point C, 
on prend OS = OA et Von mène par O une parallèle à AS 

qui rencontre en B le prolongement de AC. 
AS est le côté et CB l'apothème du pentagone régulier 

inscrit dans le cercle de rayon CA. 

CS est la hauteur d'unepyramide régulière à base pen-

tagonale et telle que l'arête SA est égale au côté de la base; 

OS est le rayon de la sphère circonscrite à cette pyra-

mide. 

AS est le côté de l'icosaèdre régulier inscrit dans la 

sphère de rayon OS; SBO est la moitié de l'angle dièdre 

de cet icosaèdre. ( E. LACOLR.) 

SOLUTION 

Par M. PARROD. 

Considérons la section de l'icosaèdre et de la sphère cir-
conscrite par un plan passant par deux arêtes opposées SA, 
S'A', qui sont symétriques par rapport au centre de la sphère : 
elle se compose d'un hexagone SAB 'S 'A 'B dont les côtés AB', 
B'S', A 'B et BS sont égaux à la hauteur du triangle équila-
téral de côté SA. L'angle SBA' est le rectiligne d'un dièdre 
du polyèdre, SBO en est la moitié. 

Le diamètre SS' est perpendiculaire sur la base de la 
pyramide pentagonale de sommet S, il rencontre la trace AB 
de cette base en C ; donc, CS est la hauteur de cette pyramide, 
AS est le côté et CB est l'apothème du pentagone inscrit dans 
le cercle de rayon CA. 

Abaissons la perpendiculaire 01 sur AS et joignons AA 'qui 
rencontre OB en K ; OB = 01 est la distance du centre de la 
sphère aux différentes arêtes, OK est la moitié du côté SA. 

Il reste à montrer que CA = 2 CO : on a 

CA.OS = 2S I .O I = 2OK.OB = 2 0 C . 0 S , 
donc 

CA = 2 0C. 
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On retrouve ainsi une construction bien connue du côté du 

pentagone et du décagone inscrits dans un cercle de rayon 
donné. 

CS est le côté du décagone inscrit dans le cercle de 
rayon A G. 

On peut résumer ces différents résultats dans un triangle OSB 
dans lequel SB = OKy/3 et OB = SK. 

La troisième hauteur OH est la distance du centre de la 
sphère aux faces, H est au tiers de BS. 

Pour construire un tel triangle, prenons un segment OB, 

menons une parallèle à la distance - y - et décrivons la circon-

férence de diamètre OB qui rencontre la parallèle en H ; 

prolongeons BH en S tel que BS = 3 BII et joignons BS. 

Relations. — On a facilement, en posant OS — i, 

tangSOB = y/3 sin SBO, 

5 3 

oii=i/ïï+M 
y 3o 

• 0 , 5 = 
BC = 

10 

Remarquons que 2BC 4- GS = 2 , donc on a aussi 

CS' = ¿CB. 
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Dodécaèdre. — Considérons de même la section par un plan 

passant par deux arêtes parallèles opposées SA, S 'A'. Dans 
ce cas le point FI serait le centre d'une face pentagonale, HB 
est l'apothème du pentagone inscrit dans un cercle de 
rayon HS. 

Pour construire le triangle GSB donnant les éléments du-
dodécaèdre, nous mènerons une parallèle à OB à une distance d 

d 
telle que ^ soit égal au rapport de l'apothème au rayon 

d'un pentagone régulier, et l'on achèvera la construction 
comme dans le cas précédent. 

Les angles et les segments se calculent sans difficulté. 

Autre solution par M. BROS. 

QUESTIONS. 

2089. On considère dans le plan d'une courbe ( M ) un 
pôle O. Si n et t sont les points de rencontre respectifs de la 
normale et delà tangente en un point M de cette courbe avec 
la perpendiculaire élevée en O au rayon vecteur OM, et si l'on 
connaît la direction de la normale en au lieu de ce point t 

[.adjointe infinitésimale (t) de M. d'Ocagne], on a une con-
struction du centre de courbure ¡JL, répondant au point M, 
sous les deux formes suivantes : 

i° La parallèle menée, à la normale en t, par le point de 
rencontre a du rayon vecteur OM avec la perpendiculaire 
élevée en n à la normale M/i, coupe cette dernière au centre 
de courbure fx. 

2 ° Si, au point de rencontre N de la normale Mn avec la 
parallèle menée par O à la normale en (¿) , on élève une per-
pendiculaire à Mn jusqu'à sa rencontre en un point V de OM, 
la perpendiculaire élevée en ce point V à OM coupe M/i au 
centre de courbure (x. 

Appliquer cette construction, dans le cas particulier où la 
courbe ( M ) est une conique de foyer O. 

(FARID BUIJLAD.) 
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2090. Soient p(a, p, y ) un point fixe quelconque situé dans 

le plan du triangle ABC ; 6 le centre de la conique inscrite en 
a, ¡à, YÎ A(XJJIV) la polaire de 6 dans le triangle ABC, et Q la 
conique inscrite en A , B, C au triangle des droites AX , B {JL, 
Cv. Si un point z) décrit Q : 

i ° La polaire p de O tourne autour de 6; 
2° Le centre Oj de la conique inscrite à ABC en y, z 

décrit la polaire pi de P ; 
3° Les parallèles à P A , PB, PC menées par O coupent BC, 

CA, AB en X', jx', v', et l'on a la droite A' (X' JJIV ; ; 
4° Les parallèles à OA, OB, OC menées par P coupent BC, 

CA, AB en X4, p-j, vx, et l'on a la droite A1 (X1 jx1v1 ) ; 
5° Le point A j ) est le milieu de OP et décrit la co-

nique V qui passe par les milieux des côtés de ABC et les 
points a, P, y ; 

6° Si P coïncide avec l 'orthocentre H de ABC, G est le point 
de Lemoine, Q le cercle ABC, A' la droite de Simson et V le 
cercle d'Euler. ( P . SONDÂT.) 

2091. Le nombre n étant supposé impair, démontrer que, 

si l'on évalue la quantité s i n n x e n fonction de cosa?, l 'ex-
n sin# 

pression obtenue est un produit de deux facteurs rationnels. 
Que représente chacun de ces facteurs? (G . F . ) 

E R R A T A . 

Page 19 : supprimer les figures. 

Page 20, lignes 2 et 4 : supprimer les accents. 
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[Qla] 

ESSAI M GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A UNE INFINITÉ 
DE COORDONNÉES ; 

PAR M . MAURICE F R È C H E T . 

Dans une communication au Congrès international 

des Mathématiciens de 1900 ( f ) M. Padoa a fait 

connaître qu'on pourrait définir tous les symboles 

qu'on rencontre dans la géométrie euclidienne à l'aide 

de deux seulement d'entre eux. Ces deux derniers 

sont les suivants : i° le symbole point; 20 le symbole 

(ay b) = (c, rf), où a , 6, c. d sont des points et qu'on 

doit lire : le couple de points ¿z, b est superposable 

au couple de points c} d. D'après M. Padoa, on obtient 

la géométrie euclidienne quand on donne au symbole 

point la signification géométrique habituelle et au 

symbole (a , b)'= (c, d) le sens suivant : le couple de 

points géométriques a, b est superposable au couple 

de points géométriques (c, d). Mais il est bien entendu 

qu'on peut donner aux deux symboles non définis une 

signification quelconque et qu'alors les définitions sui-

vantes s'appliqueront toujours, moyennant certains 

postulats. 

Je me suis proposé de montrer qu'en donnant aux 

deux symboles non définis une signification que je vais 

préciser tout à l'heure, on obtient une généralisation 

remarquable de la géométrie analytique à trois dimen-

sions. Cette étude me paraît présenter un intérêt : 

(1 ) Un nouveau système de définitions pour la géométrie eucli-
dienne {Comptes rendus du Congrès, p. 353). 

Ann. de Matkémat4° série, t. VIII. (Mars «908.) 7 
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d'une part, en ce qui concerne les fondements de la 

Géométrie; d'autre part, dans la théorie des fonctions, 

comme je le montrerai plus loin. 

Définition d'un point. — Nous appellerons point 

une suite infinie de nombres réels xK, x2, ..., xn, .. . 

qui seront, par définition> les coordonnées de rangs 

I, 2, n, ... du point et tels que la série 
x\ x\ x\ • * • convergente (K ). 

Nous considérerons deux points comme distincts si 

leurs coordonnées de même rang ne sont pas toutes 

respectivement égales. Dans le cas contraire, les deux 

points coïncident et l 'on voit que : i° si a coïncide 

avec è , b coïncide avec a ; 2° si a coïncide avec b et b 

avec c, a coïncide avec c. 

Nous aurons à utiliser, pour la suite, la remarque 

suivante : 

Si les séries à termesréels 

X j -f- x\ H- . . . -¡- x\~\~ . . . , 

r ? r i • 

sont convergentes, il en est de même de la série 

xiy1-h-xiy2-h...-hx„y„-+-

Cela résulte immédiatement de l'inégalité évidente 

? . 

O n en déduit facilement que, si xKy x2, • • • ; 

( l ) Cette définition provient d'une définition de M. Hilbert, mo-
difiée par M. Riesz ; elle correspond dans la théorie des fonctions à 
l'introduction de la convergence en moyenne étudiée par M. Fischer. 
J'avais déjà étudié dans ma Thèse une autre cjéiinitiorç dp |'esp^ç§ 
à infjniçé cjç dimensions, 
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y\i • » • i • u { i "2, . • • peuvent être considérés 
comme les coordonnées de certains points x, y, ..,, u 

au sens indiqué plus haut, il en sera de même des 
nombres 

H- . àUi, <ZX2-h PjKî-4-. . .H-ÔMî, 

où a, [3, . . ., 8 sont des constantes réelles quelconques. 
Nous désignerons alors le point correspondant par la 
notation : œx -h- fìy 4 - . . . -h S w, où a,. (3, . . . , 8 sont 
des nombres et x, y, . . ., u des points. 

Définition d© la distance. — Il est facile aussi de 
déduire de la remarque précédente que, si les séries 

x2n convergent, il en est de même de 

^ i - n Y -

Nous appellerons alors distance des deux points 
x : (¿M, x2i . . . ) et y : (yt, y2, . . . ) la quantité bien 
définie positive ou nulle 

(x, y) = s/ + • 

On voit que : i ° (x,y) = (y, x) ; 2° la condition 
nécessaire et suffisante pour que deux points coïncident 
est que leur distance soit nulle; 3° quels que soient 
les points x,y, on a 

et, par conséquent (en permutant x , y , 3), 

( 1 ) Ceci permet de considérer (x,y) comme Yéeatt de x et y au 
sens défini dans ma Thèse [Swr quelques points du calcul fonc~ 
donnei (Rendiconti del Circolo di Palermo, 1906)] et, par con-
séquent, d'appliquer les théorèmes généraux qui y sont démontré?, 
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Alors nous adopterons pour le deuxième^ symbole 

non défini de M. Padoa la signification suivante : 

Le couple de points a, b sera superposable au 

couple dé~points c, d si les distances ( a , b), (c , d) 

sont égales, de sorte qu'on représentera ces deux 

circonstances identiques par le même symbole 

Cette définition satisfait à la condition évidemment 

nécessaire que, si a, b coïncident, il en est de même 

de c, d, et réciproquement. 

Nous allons maintenant suivre pas à pas les défini-

tions de M. Padoa et en donner la traduction analy-

tique qu'on obtient immédiatement pour quelques-

unes, d'une façon moins simple pour d'autres. 

DÉF IN IT ION I . — Si a, b sont des points distincts, 

« droite ab » signifie : figure à laquelle appartient 

chaque point x tel qu'il n'existe aucun point y 

distinct de x qui vérifie simultanément les condi-

tions 
= (b,y) = (b,x). 

Soient a ( , a 2 , . . • ; bb2j . . . les coordonnées des 

points a , 6. Les quantités (bt — at), (b2— a2), . . ne 

seront pas toutes nulles; soit, par exemple, — ( i k ^ 

Appelons F la figure formée par tous les points dont 

les coordonnées peuvent s'écrire sous la forme 

( i ) X (6 i—« i ) , at -h 1 (b2— a5), 

où \ désigne une constante réelle quelconque. Autre-

ment dit> appelons F l'ensemble des points vérifiant 

les équations 

xx — «i x2—a2 

6j — a4 bi— «2 ' 
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dans lesquelles on prendra par convention le numéra-

teur égal à zéro, quand le dénominateur sera nul. 

Je veux démontrer que la droite ab existe et coïn-

cide avec F . 

Pour démontrer que la droite ab existe, il suffit de 

prouver qu'il y a des points satisfaisant à la définition I. 

Or, il suffit de remarquer que, si y est distinct de a , 

on a 
(a,y)> o, ( a , a ) = o ; 

donc on n'a pas 

Par suite, a est un point de la droite ab ; de même 

pour b. On voit d'ailleurs immédiatement que a , b 

font aussi partie de F. 

Je dis maintenant que, si x n'est pas sur F , il existe 

au moins un point y tel qu'on ait, à la fois, 

(«> jO = 0> x \ = (b, x)> 

Pour cela, prenons pour jp un point dont les coor-

données sont de la forme 

yt= 2ai — v1-h2p(bi — ai), 

y2= 2a2~- x2-+- 2fx(6j— a2), 

où ¡x est une constante réelle. Ce point est certainement 

distinct de x, quel que soit ¡x, sans quoi x serait de la 

forme 
a h- (a (b — a) 

et, par suite, serait sur F . 

Or, on a 

(x,b)*= 4(fi —i) ^^{bi-aiY-^^ai-x^ibi-ai 
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et Ton peut, puisque — a/)2 o, choisir jx de 

façon à annuler le crochet, ce qui démontre la propo-

sition. Alors, la droite (a^b) ne comprend que des 

points de F . 

Réciproquement, tout point de F est sur la droite ab. 

Pour le prouver, nous allons d'abord démontrer que, 

si un point c n'est pas sur la droite a è , on a 

|(<ï,c) — (6,c)| < ( « , c). 

En effet, quelle que soit la position de c, on a 

toujours 

[ (a, ô) — (6, c) | < (a, 6) g (a, c) (6, 

il suffit donc de montrer que l'égalité 

( 2 ) (à,b) = ±(a,c)±(b,c) 

n'est possible que si c est sur F . Or, celle-ci est équi-

valente à la suivante : 

[(a, <?)« + (b, c)2—(a, 6)»]« = 4 (a, c)*(ô, c)«. 

Si c a pour coordonnées c j 7 cette égalité 

peut s'écrire 

D'autre part, le premier membre est la limite de 

i = n i = n r~i=n 

an (ai- (¿1— Ci)* — ] ^ ~ ( h - c0 

i = 1 i=i . L.i = l 
i~n\ j — n 

= 2 -[(*/ — c<)(bj— Cj)— (aj—cj)(bi— C,-)]2 . 

I = 1;>=1 

On voit qu'on a toujours 

• 



ce qui nécessite qu'on ait, quels que soient les en-
tiers y , 

(3) (ai— Ci) ( b j — c j ) — ( a j — c j ) ( b i — a) = o 

et, comme bk — a* ^ o, on a, en prenant j = k, 

En définitive, on voit, en posant \ = °,k que si 
bjc — ak 

l'égalité ( 2 ) est vérifiée, les coordonnées du point c 
peuvent s'écrire 

c, = ai -h X (b i—ai ) , c2 = a2-h X (¿>2 — «2), 

c'est-à-dire que c est sur F. Réciproquement, si c 

est sur F, les égalités ( 3 ) sont vérifiées; par suite, 
cr4, 02, . . . sont nuls, donc aussi K , et l'on a l'éga-
lité (2 ) . 

Démontrons encore un autre lemme. Considérons 
deux points de F distincts : y , c ; leurs coordonnées 
seront de la forme (1) et ils correspondront à deux 
valeurs distinctes : V, X. Un calcul simple montre alors 
qu'on a 

Il résulte de ce qui précède que, si c est sur F, il 

ou 

(bi— ai) (cj— aj) — (bj— ay)(cf— «¿) = o, 

(4) 
l ( r , c) «= |X'- X| (a, b), ( r , a ) = |X'| (a, b), 

(y,b) = \r-i\(a,b), 

( ( c ,a ) = |X|(a,6), (c, b) = | X - 11 (a, b). 
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n'existe aucun autre po inty distinct de c, tel que 

(y,<*) = ( c , « ) » Os ¿0 = b ) ' ' 

En effet, puisque c est sur F, on aurait, d'après les 
égalités (4) , 

(a,b)=±(a,y)±{b,y), 

ely devrait être aussi sur F. 
Mais alors, si V est la valeur de X qui correspond 

à y , les égalités (4 ) donneraient 

|X'I = I H |X'-.| = p—>!, 

d'où X = X', etjK ne serait plus distinct de c. 
En résumé, nous avons démontré : 
i° Que la droite ab coïncide avec F, c'est-à-dire a 

pour équation 

xt — a\ __ x2 — a* 

¿>i — at ¿>2 — a2 

2° Que, si c est un point de la droite a6, on a 

(a,b) = =h (a , c ) ± (6 . c ) ; 

3° Que, si c n'est pas sur la droite ab, on a 

\(a,c) — (b,c)\ < (a.6)<(a,c)-+-(6,c). 

Il en résulte que, si a, c sont trois points distincts 
et si c est sur ab, a est sur bc et b est sur ac\ la réci-
proque est vraie. On saura donc maintenant distinguer 
si trois points sont ou non alignés. 

Passons maintenant aux autres définitions de 
M. Padoa, qui vont nous permettre de décider de la 
position de trois points en ligne droite. 

DÉFIN IT ION If. — Si a et b sont deux points 

distincts, « milieu de ab » signifie : point c de la 
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droite ab, tel que 

(a,c) = {b,c). 

Si c correspond à la valeur \ du paramètre, les 

formules précédemment démontrées prouvent qu'on 

devra avoir 
|X|(a,6) = |X—1|(«,6), 

d'où 

el alors 
1 

ai-^-bi 
Ci— (î = I,2, . . . ) . 

Ainsi, le milieu de ab existe, est unique et est 

représenté par 
a H- b 

c — 

DÉFIN IT ION I I I . — « Sphère de centre a et passant 

par b » signifie : figure à laquelle appartient tout 

point x, tel qu on ait 

(a, x) — (a, b). 

On a immédiatement l'équation de cette sphère, 

2 k - - * ' ) 1 = 2 
on voit qu'elle existe et comprend même une infinité 

de points. 

Il suffit de prendre, par exemple, 

Xi = aj-h c o s X b i ) 2 , 

x2— «Î-4- sinX 
x3 = a3, 

xu= a4, 

où A est un paramètre arbitraire. 
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DÉFINIT ION I V . — « Sphère qui a pour pôles a et b » 

signifie : sphère qui a pour centre le milieu de ab et 

qui passe par b. 

Son équation sera donc 

2 ( — = 2 (*- - =2 ( 
Pour pouvoir définir plus facilement la position d'un 

point sur la droite ab, nous commencerons par appeler 

cosinus directeurs de la direction positive qui va de a 

vers b les quantités 

b\ CL\ ¿>2— #2 
a i = "7—et"'  a 2 = = T—rr > (a, 6) (a, 6) 

qui, en valeur absolue, sont au plus égales à i et telles 

que 
a}-f-aj-+-.. .= i. 

A lors , si c — a -f- — a ) est un point quelconque 

de la droite a6, on pourra, en posant p = X(a, 6), 
écrire ses coordonnées sous la forme 

c^a i -4-p« ! , c2=a2-+-pa2, 

et Ton aura évidemment 

( c , a ) = | p|, 

ce qui donne la signification géométrique du para-

mètre l o i . 
X 

De même, posons [Ji = - j — e t l'on aura 

a. -h a&j a2-b u62 
c = s—, c 2 = > ••• • 

1+ I -h 

La signification de | JJL) sera donnée par la formule 
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évidente 
(c, a) 

(c,b) = I M-

Les définitions suivantes fixeront la signification géo-
métrique des signes de P et de ¡JL. 

DÉFINITION V . — Si c, d sont des points distincts 

sur la droite ab, « (c, d) ri entrelace pas (a, b) » si-
gnifie : la sphère de pôles a, b ri a aucun point 

commun avec la sphère de pôles c, d. 

Écrivons les points c, d sous la forme 

a -h ix b , a H- u' b 
c = !—, d— - j - ' H - {x i -+- (x 

Il faudra que les équations suivantes n'aient pas de 
solutions communes : 

(5) 

ou 

et 

— a)(x — b) — o 

^(P - a)«-f- (¡x -h j i ' ) ^ — a)(x-b)-^ f x f x ' ^ — h? = 

Il faudra, en particulier, que l'équation 

ne soit pas vérifiée, ce qui aura évidemment lieu si 
JJLJJL/ > O. 

Cette condition suffisante est nécessaire. Il suffit de 
démontrer que, si [¿¡jt/<o, les sphères (5 ) ont au moins 
un point commun. 



( i o 8 ) 
En effet, si [Af//=: o, elles ont évidemment en commun 

le point a ; si [A|i/ est infini, elles ont en commun le 

point b. 

Reste le cas où JJLJJL/ est fini et négatif. Appelons 

(a<, a 2 , . . . ) les cosinus directeurs de la direction de a 

vers b et montrons d'abord qu'il existe un point X de 

la droite ab tel que 

X/= a¿-h ya,- = b¿H- y'a/= c¿-+- 8a¿ = d¿4- S'a/ 

(i = . . . ) , 

où y, y' , 8, 8' sont quatre constantes réelles telles que 

88' = -rf < o. 

Pour cela il suffit de prendre X — a -h ycf. et de dé-

terminer y, yf, 8, 8' par les conditions 

b — a ^ c — a d—a 
Y = Y > o = Y » 6 = Y > 
' 1 a ' a a 

0 $ ' = p p ' , qui deviennent 

/IX «N (M «, ¿0 w [x'(a, b) 

D'où 
[ V U , ¿0 

Y — ; > 
w - i 

quantité bien déterminée, puisque ¡JL^— t < o. 

On a bien alors 

, r ( « , a n « 
^ = ^ l ï ^ ï j < 0 

D'autre part, on peut évidemment choisir d'une infi-

nité de manières des nombres réels j^, • • • tels que 
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Je dis maintenant qu'on peut choisir le nombre 

réel t de façon que le point de coordonnées 

xA = X,-4- ¿PI, = 

soit sur les sphères (5 ) . En effet, on aura, d'après (6 ) , 
pour ces valeurs des x ^ 

xi—ai)(xi—bi) = t*-h -yy', 

^ ( v t - Ci)(xi— di) = 

et, comme y y ' — S S ' ^ o , on pourra toujours prendre 

¿2+. 88' = o. 

En définitive, pour que les points 

a -h ul b . a -+- u' b 
c— i—, (i— -—r-

1 - h [J. I 4 - {JL 

forment un couple (c, d) qui ri*entrelace pas ab, il 

faut et il suffit que ¡¿¡JL' soit fini et positif. 

DÉFIN IT ION VI. — « x est un point placé entre a 

et b » signifie : si m est le milieu de ab, x coïncide 

avec m ou est un point de la droite ab tel que mx 

ri entrelace pas ab. 

On a vu que 
a -+- b 

m — 
à 

et que x est de la forme 

a ¡xb 

1 iu 

Donc, ¡i. doit être positif, puisque m peut s'écrire 

a -h u' b 
m = —T" 

i-f-fx' 
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avec i et que ¡¿f/ doit être positif d'après ce qu'on 

vient de prouver. 

En définitive, pour que le point x soit placé entre a 
et il faut et il suffit qu'on puisse l'écrire sous la 

forme 
a + u è 

x = —, 

e è piestBXi nombre fini et positif. 

O u bien e n c o r e , e n posant x = a -f- pa, où a , , a 2 , . . . 

désignent les cosinus directeurs de la direction positive 

qui va de a vers b, il faut qu'on ait 

o < p < (a, b), 
car on aura 

1 — p 

D É F I N I T I O N V I L — « Segment ab » signifie : figure 

à laquelle appartiennent a, 6 point placé 

entre a et è. 

D'après ce qui précède, le segment ab sera la figure 

formée par tous les points x = a -f- pa, où p est un 

nombre réel tel qu'on ait 

oSp 

Autrement dit, c'est le lieu des points x tels que 

— a| .T > — n > 
O _ : = - . . . 5. Î . ¿>1 — «| U-i - (¿2 

DÉFINITION V l l i . — « Prolongement de ab vers b » 

signifie : figure ci laquelle appartiennent tous les 

points x tels que b soit placé entre a et x. 

Il faut que 

_ a fJL,r 

avec ¡x fini et positif, 
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On peal donc déterminer p de façon que x = a -4- pa, 

en prenant 
a - h ¡ i ( a H- pa ) 

b = > 

d'où 

ou 

i -+- (j. 

p = ( a , 6 ) -

^ p - ( a , 6 ) 

Ainsi, le prolongement de ab irers é est formé de 

tous les points 
x = a H- pa 

pour lesquels 
?>(a,b). 

Autrement dit, c'est le lieu des points x tels que 

X\ — ct\ Xi — a2 

b i — ax b2 — a2 
> i . 

DÉFINITION I X . — « Rayon ab » signifie : figure à 

laquelle appartient tout point du segment ab et du 

prolongement de ab vers b. 

Ce sera donc l'ensemble des points x = a + pa 

pour lesquels p^o, ou bien le lieu des points x tels que 

X\ CL\ — «2 
T = 7- = • • • à O. 
b j — ai b2 — 

DÉFINITION X . — Si c et d sont des points distincts 

sur la droite ab, « d suit c comme b suit a » signifie : 

le prolongement de ab contient le prolongement de 

cd ou celui-ci contient celui-là. 

Alors il faut que c, d soient des points de la droite ab 

tels que la valeur commune des rapports 

d\ — c\ _ d<2 — c9 _ 

by — a\ bj — ag 
goit pos i t i v e , 



( " 2 ) 
D É F I N I T I O N X i . — « Symétrique de a par rapport 

à b » signifie : point x tel que b est le centre de ait. 

On aura 
a - 4 - x 

— l)^ 

d'où 
x = ib — a ; 

le point x existe et est unique. 

D É F I N I T I O N XII . — « ab est perpendiculaire à bc » 

signifie : b est un point de la sphère qui a pour 

pôles a et c. 

C'est-à dire qu'on a 

^(bi— ai)(bi— ct) = o, 

ou encore, en appelant (a<, ou, . . .), , ¡32, . . .) les co-

sinus directeurs de la direction qui va de a vers b ou 

de b vers a et de la direction qui va de b vers c ou de 

c vers b, 

D É F I N I T I O N XIII. — Si dest un point distinct de c, 

« (c, d) est parallèle ci (a , b) » signifie : le symétrique 

de a par rapport au centre de bc est un point de la 

droite cd. 

Autrement dit, 

x ^ ° — aj = c -h \(d — c), 

d'après la définition X I , ou 

b\—<X\ b*>—ct<> 

d\ — Cj dî — Cf 
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DÉFINITION X I V . — « x est un point intérieur au 

triangle abc » signifie : x est un point distinct de a 

et il y a un point y du prolongement de ax qui est 

placé entre b et c. 

D'après ce qui précède, on aura 

b —H tic a -4- Xy . 
Y = s—, x — avec A > o, u > o. 

J H - [JL I -HX 

D'où 

X = r- -h / — -b • 
X F-T 

i - t -X ( n - X ) ( n - { x ) ( I + 1 ) ( I + [jl) 
ou 

x = ra -H sb -b te, 

où r , s, t sont trois nombres réels tous positifs et tels 

que 
r -H s H- t = I. 

DÉFINITION X V . — « x est un point intérieur à 

l'angle bac » signifie : x est un point distinct de a 

et il y a un point y du rayon ax qui est placé entre 

b et c. 

Alors 

x = ra sb -+- te avec /* -+- s -t- t = i ; 

mais on suppose seulement que 5 et / sont de même 

signe. 

DÉFINITION X V I . — « Plan abc » signifie : figure 

à laquelle appartient tout point x tel qu'il n'existe 

aucun pointy distinct de x vérifiant simultanément 

les conditions 

(«> y) = («» (bi y) = (*» (ci y) = (c> 

les points a, b, c étant supposés non en ligne droite. 

Ann. de Mathémat4* série, t. VIII. (Mars 1908.) 8 
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Soit P la figure formée par tous les points x tels 

que 
x ~ ra -h sb -H 

où r, s, t sont trois variables réelles quelconques assu-

jetties seulement à la relation r 4- s -f-1 = i . Je dis que 

le plan abc existe et coïncide avec P. 

Le plan abc existe, car, si y est distinct de a, on a 

(a,y)> o et ( a ,a ) = o, 
donc 

(<*,y) t* O , « ) ; 

par suite, le plan abc comprend bien au moins le 

point a et de même les points b et c. 

Soit maintenant x un point de P; je dis qu'il est 

dans abc. 

En effet, on voit facilement qu'on a, quel que soit y, 

'•[(«, y?-(«> + *[(*, yf -
+ t[(c,y)*-(c,x)*] = (x,y)*. 

Si y est distinct de x, on n'a donc pas simultané-

ment 

(a1y) = (a,x), (b,y) = (b,x), (c,y) = (c,x); 

x est dans le plan abc. 

Réciproquement, je dis que, si x est dans le plan abc, 

il est dans P. 

Il suffit de prouver que, si x n'est pas dans P , on 

pourrait trouver un point y distinct de x tel qu'on ait 

simultanément 

/ (a,y)*-Xa,x)* = o, 

(6) (b,y)*-{b,x)*=o, 

( (c, a?)*= O. 

Pour cela, prenons 

y = %(ru -+- sb -+- te)— x avec r + i + i = i, 
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les nombres r , s étant à déterminer par (6). Le p o i n t y 

est sûrement distinct de x , sans quoi celui-ci serait 

dans P. D'autre part, les premiers membres des équa-

tions (6) peuvent s'écrire, en posant ra 4- sb -h te — M, 

a£) (ut— Xi) = o, 

^ ( w / — bi)(ut— Xi) = o, 

U i~~ ci)iui—xi) = 

en multipliant par r , s, t et ajoutant, on aura une iden-

tité. Si donc on prend par exemple t ^ é o , il suffit de 

satisfaire aux deux premières. Celles-ci peuvent s'écrire, 

en développant, 

( r — i ) ( / - p » + f l — H ) + s(/*I -+- sa2— R ) = o, 

(s — i)(rl -hs<x*— R)-+- r(r$*+sl - - H ) = o, 

et posant 

= (b, c)\ = ( a , c2 ), I a / ) { C i ~ 

H R {ci — bj). 

On satisfera donc à ces deux équations en prenant 

r - h si — H = o, /-I + i a 2 - R = o. 

Il y a une solution unique en r et s, car le détermi-

nant des coefficients, 

a 2 p 2 - i ^ ^ { b i - a y ^ i a i - a ) * 

est positif, d'après la démonstration donnée à propos 
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de la définition I, puisque les trois points a , è , c ne 

sont pas alignés. 

Le théorème est ainsi démontré. 
( A suivre ) 

[ K 1 2 b a ] 

SUR LE PROBLÈME D'APOLLONIUS ; 
PAR M . MAURICE F O U G H É , 

Répétiteur à l 'École Polytechnique. 

I. La méthode si remarquable que M. Bricard vient 

de faire connaître pour construire les cercles tangents 

à trois cercles donnés peut se déduire assez facilement 

de celle qui avait été indiquée autrefois par Poncelet 

et que j 'ai publiée dans ce Recueil en 1892, la croyant 

alors nouvelle. 

Soient ( ifig. 1) : 

O , O', O" les trois cercles donnés; 

A l'un des centres de similitude de O et O ' ; 

B l'un des centres de similitude de O et O'7; 

A C , A E les tangentes communes des cercles O et O' 

passant par A ; 

BD, B F les tangentes communes de O et O" passant 

par B ; C , D , E, F étant les points de contact de ces 

tangentes avec O . 

La méthode de M. Bricard consiste à joindre C F et 

D E qui se coupent en P, ou C D et E F qui se coupent 

en Q . Ensuite, on mène au cercle O une tangente pa-

rallèle à l'une des tangentes communes aux cercles O ' 

et O" qui passent par celui des deux centres de simili-

tude de O f et O" qui se trouve sur l'axe de similitude A B , 
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en ayant soin de choisir, parmi les deux tangentes 

parallèles au cercle O , celle qui est homologue de la 

tangente commune qu'on a choisie aux cercles O' 

et O". Si G est le point de contact de cette tangente 

avec O, on joint G P et G Q qui rencontrent le cercle O 

Fig. i. 

en deux autres points M et N. M et N sont les points 

de contact avec O des deux cercles tangents aux trois 

cercles donnés qui correspondent à l'axe de simili-

tude A B . 

Si l'on avait choisi la seconde tangente commune à 

O' et O", on aurait retrouvé les deux mêmes points M 

e t N . 

Une remarque Irès simple permet d'abord de modi-

fier cette construction en diminuant d'une unité le 

nombre des lignes droites à tracer. Désignons par R, 

S , T , U les sommets du quadrilatère formé par les 

tangentes communes issues de A et de B. Il résulte 

d'abord du théorème de Pascal relatif à l'hexagone 

inscrit que les quatre points A , B, P, Q sont en ligne 

droite, c'cst-à-dire que les points P et Q sont sur l'axe 
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de similitude. De plus, les droites C F et D E doivent 

se couper sur la polaire du point Q par rapport au 

cercle O, laquelle n'est autre que la diagonale S U du 

quadrilatère circonscrit au cercle O. De même, la 

droite R T passe au point Q . Ainsi, les points P et Q , 

qui jouent un rôle si important dans la construction, 

sont les intersections de l'axe de similitude A B avec 

les diagonales du quadrilatère des tangentes communes 

issues de A et B. 

Ajoutons que les points P et Q sont conjugués par 

rapport au cercle O , puisque S U est la polaire de Q 

et qu'ils sont aussi conjugués par rapport à A B , à 

cause de la propriété bien connue du quadrilatère 

complet. De là résulte une nouvelle définition de ces 

points : ce sont les points conjugués communs dans 

deux involutions définies sur la droite AB, l'une par les 

points doubles A et B, l'autre par le cercle O. Ces 

deux involutions sont bien distinctes, puisque les 

points A et B, n'étant pas sur le cercle O , ne sont pas 

les points doubles de l'involulion des points conjugués 

par rapport au cercle. 

Considérons maintenant la construction de Pon-

celet. Il faut mener un cercle isogonal aux trois cercles 

donnés, c'est-à-dire un cercle coupant les trois cercles 

donnés en trois points antihomologues, prendre l ' in-

tersection H avec A B de la corde commune à ce cercle 

isogonal et au cercle O , et mener de H deux tangentes 

au cercle O. Les points de contact sont les points 

cherchés M et N. 

Or , G est l'homologue des points de contact G ' e t G" 

de la tangente commune aux cercles O' et O v . Si donc 

on joint G A et G B , on obtiendra sur le cercle O deux 

nouveaux points d'intersection I et J qui seront res-

pectivement antihomologues de G' et G", lesquels sont 
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eux-mêmes antihomologues sur les cercles O' et O". 
Donc celui des cercles isogonaux qui passe par G', G", 
I passera aussi par J, et IJ ( j i g . 2) sera la corde com-

mune. Si H est l'intersection de IJ avec AB, c'est de H 
qu'il faudra mener les tangentes au cercle O. Soient 
HM et HN ces deux tangentes. Pour justifier la con-
struction de M. Bricard en partant de celle de Pon-
celet, il suffira de démontrer que la droite GM passe 
au point P et la droite GN au point Q, les points P 
et Q étant définis comme précédemment. 

Soient P' l'intersection de AB et GM, Q' l'intersec-
tion de GN et AB. Il suffira de prouver que P' et Q' 
sont conjugués par rapport à AB et conjugués aussi 
par rapport au cercle O. 

En premier lieu, les quatre points I , J, M, N, situés 
sur des droites issues de H, forment sur le cercle une 
involution dont M et N sont les points doubles. Donc 
le faisceau des quatre droites issues de G est harmo-
nique, et il en est de même de la division que ce fais-
ceau détermine sur AB. 

Fig. 2. 

G 

A 
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La seconde propriété est une conséquence du théo-

rème suivant : 

Par un point G d'une conique, menons deux sé-

cantes GM, GN, puis les tangentes e/ iMe iN (fig. 3), 

Fig. 3. 

lesquelles se coupent en H. Si une droite pivote 

autour du point H, elle déterminera sur GM et GN 
des points F et Q' qui seront conjugués par rapport 

à la conique. 

En effet, les points P' et Q' forment deux divisions 
homographiques dont on connaît trois couples, savoir : 
i° G, point commun; 2° M et l'intersection de HM 
avec GN; 3° N et l'intersection de HN avec GM. 
D'autre part, les points conjugués par rapport à la 
conique et situés respectivement sur les deux droites 
GM et GN forment aussi deux divisions homogra-
phiques qui admettent les mêmes couples. Donc la 
correspondance homographique est identique dans les 
deux cas, et les points P; et Q ; sont bien conjugués par 
rapport à la conique. c. Q. F. D. 

I I . Dans le même article, M. Bricard a signalé deux 



( ) 
théorèmes relatifs à quatre cercles tangents à un même 
cercle. Ces deux théorèmes peuvent se démontrer par 
l'application de la construction précédente. 

Soient (ftg. 4) deux triangles ABC, A'B'C' ayant 

Fig. 4. 

leurs côtés respectivement parallèles. Considérons sur 
ces côtés les semi-droites BC, CA, AB et les semi-
droites de même sens OB', A'C', B'A', semi-droites 
que nous désignerons respectivement par a, 6, c, 

b\ cf. Le premier théorème consiste en ce qu'il 
existe un cycle tangent aux quatre cycles respective-
ment tangents aux systèmes de semi-droites : abc, 

ab'cf, a!bd, a'b'c. 

Proposons-nous de chercher le cycle tangent aux 
trois cycles abc, a!bd, a'b'c, dont le premier sera 
désigné par O. II faut d'abord chercher l'axe de simi-
litude. Or, la droite AC est une tangente commune 
aux cycles O et a'bcet les points B et B' d'où partent 
deux couples de tangentes respectivement parallèles 
sont homologues dans l'homothétie des deux cycles. 
Donc, le centre de similitude de ces deux cycles est le 
point d'intersection Q de AC et de BB'. Soient de 
même P et R les intersections respectives de BC et AC 
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avec AA/ et CC. L'axe de similitude cherché est la 
droite QR, et les droites PR et PQ sont les axes de 
similitude des deux autres systèmes de trois cycles 
comprenant le çjcle O. 

On peut remarquer que les trois droites AP, BQ, 
CR passent par le centre d'homothétie des triangles 
ABC, A'B'C', ce qui nous dispensera à l'avenir de tra-
cer le triangle A 'B 'C . Il suffira, pour figurer les 
points P, Q, R, de joindre A, B et C à un point quel-
conque I du plan et de prendre les intersections des 
trois droites ainsi obtenues avec les côtés du triangle 
ABC {fig. 5). 

Fig. 5. 

Pour continuer la construction, il faut mener de Q 
et de R des tangentes au cercle O. Nous prendrons les 
côtés mêmes du triangle qui touchent le cercle en E 
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et F ; puis nous joindrons EF qui xencpntre QR en G . 
Enfin, il faut joindre le point G au point de contact de 
la semi-droite tangente à O et parallèle à Tune des 
tangentes communes aux deux autres cycles. Or, B'C' 
est l'une de ces tangentes communes et BC, qui touche 
le cycle O en D, est bien la semi-droite tangente à O 
et parallèle à B'C'. Donc, nous joindrons GD, qui 
coupe le cycle O en un second point M; M sera le point 
de contact d'un cycle tangent aux trois cycles considé-
rés. Le théorème sera donc démontré si l'on fait voir 
qu'on retrouve le même point M quand on répète la 
construction précédente en partant d'une autre combi-
naison du cycle O avec deux des trois autres cycles. 

Si G, H, K sont les points d'intersection respectifs 
de EF et RQ, FD et PR, DE et PQ, il suffira de mon-
trer que les droites GD, HE, F K passent par un même 
point situé sur le cercle O. Je dis que cela revient à 
prouver que le triangle GHK est autopolaire par rap-
port à ce cercle. Supposons, en effet, que G et K 
soient deux points conjugués par rapport à ce cercle, 
et soit M, l'intersection de GD avec FK . La polaire 
de G, par rapport à l'angle EKF, doit couper EF au 
point conjugué de G, et, comme elle passe au point K , 
elle se confond avec la polaire de G par rapport au 
cercle. Donc, elle coupe GD en un point qui est 
conjugué de G à Ja fois par rapport à M4 D et à MD, 
ce qui exige que les points M et M4 se confondent, 
c'est-à-dire que M! soit sur le cercle O. On prouverait 
de même que EH passe aussi au même point M. 

On peut ajouter que la polaire de G devant passer 
par H et par A , les trois côtés du triangle GHK 
passent respectivement par les trois sommets du 
triangle ABC. 

Il reste à démontrer que le triangle GHK est auto-
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polaire, ou, plus simplement, que G et K sont conju-
gués par rapport au cercle O. 

A cet effet, considérons ( f i g . 6) un triangle ABC et 

Fig. 6. 

un point fixe G autour duquel nous ferons pivoter une 
droite qui rencontre AB en R et AC en Q. Joignons 
RC et QB qui se coupent en I, puis AI qui détermine 
sur BC un point P. Je dis que la droite PQ coupe BG 
en un point qui reste fixe quand RQ pivote autour 
de G. Soit, en effet, K ce point d'intersection, et soient 
aussi S et T les intersections respectives de PQ avec 
AB et GA. A cause du quadrilatère QIPC, la division 
ABRS est harmonique ; il en est donc de même du 
faisceau G.ABRS, de la division TKQS et enfin du 
faisceau A . T K Q S ou A .GKCB. Donc A K est la po-
laire de G par rapport à l'angle BAC et le point K est 
fixe à l'intersection de GB avec cette polaire. 

Cela posé, considérons (fig. 7) une conique DEF, 
inscrite dans le triangle ABC; D, E, F étant les points 
de contact. Prenons le point fixe G sur EF. Le point D 
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peut être considéré comme une des positions du 
point P, puisque, d'après le théorème de Brianchon, 
les trois droites AD, BE, CF sont concourantes. Donc 
le point fixe K est à l'intersection de GB et ED. 
Comme le point K est sur la polaire de G par rapport 

Fi$. 7. 

A 

à l'angle A, laquelle est aussi la polaire de G par rap-
port à la conique, les points G et K sont conjugués 
par rapport à la conique ( * ) . Si maintenant nous 
construisons le triangle PQR comme précédemment, 
en faisant passer RQ par G, la droite PQ ira passer au 
point K . Inversement, si l'on construit d'abord le 
triangle PQR en se donnant le point I, on prendra 
pour G l'intersection de EF et de RQ, et la droite PQ 
coupera la droite BG au point K. conjugué de G par 
rapport à la conique. Or, c'est précisément la construc-
tion qui a été faite. Donc, le triangle GHK est bien 
autopolaire. c. Q. F. D. 

( * ) Cela résulte aussi du théorème démontré dans la première 
Partie de ce travail, puisque la droite GK passe par le point B d'où 
partent les tangentes BD et BF. 
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Remarque. — Le point M ne dépend que du 
triangle ABC et du point I. 

De plus, si l'on fait pivoter l.a droite R Q autour du 
point G, le lieu du point I, intersection des droites 
homographiques BQ et CR, est une conique qui passe, 
comme on le reconnaît facilement, par les trois points 
A, B, C et te point de concours ta des trois droites AD, 
BE, CF. Si le point G reste fixe, il en est àe même des 
points H et K et, par conséquent, du point M. On peut 
donc ajouter au premier théorème de M. Bricard la 
remarque suivante : 

Le cycle tangent aux quatre cycles considérés 

touche le cycle inscrit au triangle ABC en un point 

qui reste fixe quand on remplace le triangle A'B'C' 
par un autre en conservant le centre d'homothétie 

des deux triangles ou même en déplaçant ce centre 

d'homo thé tie sur une conique circonscrite au triangle 

ABC et passant par le point de concours des trois 

droites qui joignent les sommets du triangle aux 

points de contact du cycle inscrit. 

On peut remarquer aussi que les côtés du triangle 
GHK sont tangents à cette conique. 

Si l'on fait une perspective pour remplacer le cercle O 
par une conique, on obtient le théorème suivant : 

Considérons une conique inscrite dans un triangle 

ABC et le faisceau des coniques circonscrites à ce 

triangle et passant par le point de concours des 

droites qui joignent les sommets du triangle aux 

points de contact D, E, F de la conique inscrite. Le 

triangle formé par les tangentes en A , B, C à V une 

quelconque des coniques du faisceau est homo lo-

gique au triangle DEF, et le lieu du centre d'homo-

logie est la conique inscrite considérée. 
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Enfin, je signalerai les propriétés suivantes : 
Nous savons déjà que les deux triangles GHK et 

DEF sont homologiques, avec M pour centre d'homo-
logie. Je dis que 1*axe d'homologie de ces deux trian-
gles passe au point co. En effet, soit ( f i g . 5 ) G 'H 'K ' 
cet axe. G' est conjugué de G par rapport à EF et 
K ' de K par rapport à ED. Donc, les trois droites GK, 
G'K/, FD passent par un même point et forment un 
faisceau harmonique avec la droite qui joint ce posât: 
au point E. Alors la division déterminée par ceimmoata 
sur la droite BE doit être harmonk|ise. Or précisément, 
àcause du quadrilatère BFc*Rp le point to est conjugué 
du point B par rapport au segment compris entre E et 
FD. Donc, la àrmte G'H' passe bien au point w. 

Le yrsaogfe DEF est autopolaire par rapport à la 
conique des quatre points. En effçt, la droite EF qui 
passe par G pôle de BC, puisque GB et GC sont deux 
tangentes, et qui coupe Ato au point conjugué de D 
par rapport à Aca à cause du quadrilatère AFioE, est 
bien la polaire du point D. 

La tangente en w à la conique des quatre points est 
F axe d'homologie G'H'K.', car le pôle de w, devant être 
sur AH tangente en A et sur EF polaire de D, est 
en G'. 

Enfin, le point M est le pôle de l'axe d'homologie 
des deux triangles ABC, DEF. En effet, le pôle de GD 
se trouve à l'intersection D' de BC, polaire de G, et 
EF, polaire de D. De même, les deux autres droites 
HE et KF, qui passent aussi en M, ont leurs pôles aux 
points E'et F', où se coupent CA et DF, puis AB et ED. 
La polaire du point M est donc bien la droite D'E'F'. 
Ainsi la conique DEF est le lieu des pôles de la 

droite fixe D'E'F ' par rapport aux coniques du 

faisceau, {A suivre.) 
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C O N S T R U C T I O N D E S C E N T R E S D E C O U R B U R E D E S L I G N E S 

D É C R I T E S P E N D A N T L E D É P L A C E M E N T D U N E F I G U R E 
P L A N E S U R S O N P L A N ; 

PAR M. F A R I D BOULAD, 
Ingénieur au Service des ponts des chemins de fer 

de PÉtat égyptien. 

Nous nous proposons de donner ici deux nouvelles 
constructions géométriques, très simples, des centres 
de courbure des courbes décrites pendant le mouve-
ment plan d'une figure plane invariable de grandeur 
dont deux points décrivent deux courbes connues dans 
le plan de cette figure. 

Dans le cas particulier où les deux courbes connues 
sont des droites, nous avons été conduit à une con-
struction géométrique très simple, comme celle donnée 
par M. Mannheim, pour le centre de courbure des 
coniques. 

Nous justifierons ces constructions par une démon-
stration purement géométrique indépendante de la 
considération de ce mouvement comme étant un mou-
vement épicycloïdal. 

Nos constructions consistent dans les deux solu-
tions ci-après i° et 1° de l'important problème de 
Cinématique (* ). 

Une figure plane invariable de forme se déplace 

( * ) Qu'il nous soit permis de remercier ici le D* Grindly, direc-
teur de l'Ecole polytechnique du Caire, pour avoir bien voulu 
nous renseigner sur les recherches déjà faites sur cette question. 
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sur un plan de façon que deux points PL. et B 
(fig. i) de cette figure restent respectivement sur 

Fig. i. 

deux courbes ( A ) et (B ) : on demande de construire 

le centre de courbure y de la courbe (C) décrite par 

un point quelconque C de cette figure, connais-

sant, pour une position quelconque AB, les centres 

de courbure a et $ respectivement relatifs aux 

courbes ( A ) et (B ) . 
î0 Si a et b sont les points de rencontre respectifs 

Ann. de Ifathémat4" série, t. VIII. (Mars 1908.) 9 
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¿1rs deux normales A I et BI en A et B avec une per-

pendiculaire quelconque à la droite Is qui joint le 

centre instantané de rotation I au point de con-

cours s des droites AB et le cercle circonscrit aux 

trois points a, I, b coupe orthogonale ment, enl, le lieu 

de ce centre. Pour avoir le centre de courbure y 
répondant à un point C, il suffit, si la normale IG 
rencontre en c le cercle (alò), de joindre le centre 

de courbure CL au point de concours t de la droite AC 
avec la perpendiculaire It à la corde ac, par une 

droite ten qui coupe, en y, la normale IC. 
2° Si, par le point de rencontre v de la droite AB 

avec la parallèle menée par I à la droite a(3, on 

mène à la droite Is une parallèle qui coupe respec-

tivement en a! et b' les deux normales A I et BI, le 

cercle circonscrit aux trois points a'ib' est le cercle 

des inflexions de M. Bresse. Si Von appelle c1 le 

point de rencontre de ce cercle avec la normale IC 
et u le point de concours de la droite AG et de la 

corde a!c\ la parallèle menée par at. à la droite I u 

coupe AC au centre de courbure y. 

DÉMONSTRATION. 

Appelons 6 et w les angles que font respective-
ment les normales AI et BI avec un axe quelconque du 
plan de la figure. Désignons par d(A), d ( B ) et 
les différentielles des arcs des courbes (A ) , (B) et ( I ) 
aux points correspondants A, B, I. Soient m et n les 
points de rencontre de la normale in au lieu ( I ) avec 
les perpendiculaires élevées en a et ¡3 aux normales AI 
et Bl. D'après la formule ( I I I ) indiquée dans le Cours 

de Géométrie infinitésimale de notre ancien profrs-
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seur M. d'Ocagne, p. 259, on a 

d( A ) = A a ¿8, d( B) = dm 

et 

d'où 
d(A) _ A a . I n 
5 ( B ) ~ BjJ.I/ra' 

¿¿ (A) _ IA 
d(B)~ IB' 

on en déduit 
Aa . I / i . IB _ 
B ^ . I m . IA ~~ 

Or, ke triangle coupé par la transversale s AB, 
donne 

B j3.IA .s a _ 
Î Z Ï B T T f ~ 1 ' 

Multiplions membre à membre ces deux dernières 
relations, et appelons n! le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point n sur I A ; il vient 

s a _ I m __ la 
5 P I n In' 

ce qui montre que la droite est parallèle à Is, et, 
comme In est la normale au lieu (1), il en résulte la 
proposition suivante : 

20 Un cercle quelconque, tangent en I au lieu de 

ce pointy détermine, sur deux normales quelconques 

IA et IC aux trajectoires de deux points quelcon-

ques A et C de la figure considérée, deux points a' 

et c' tels que la corde dc* est parallèle à la droite ït. 

Or, en vertu d'un théorème'-bien- connu de Géomé-
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trie élémentaire, si a et c sont les points de rencontre 
respectifs de deux droites quelconques IA et IC avec 
un cercle quelconque ( a i e ) qui coupe orthogonale-
ment en un point I un autre cercle (aflbf), les deux 
cordes ac et afc' sont rectangulaires. 

Par suite, la droite I* est perpendiculaire à la 
corde ac. 

3° Les droites pï et va! étant, par hypothèse, res-
pectivement parallèles aux droites sfi et sI, on a 

AI __ A __ A a ' 
( I ) A ï ~~ A7 "AF 

Pour démontrer que, dans ce cas, le cercle ( a ' I b ) 
est le cercle des inflexions, il suffit de montrer que le 
centre de courbure répondant à un point quelconque 
d de ce cercle est rejeté à l'infini. 

Or, si nous appelons r le point de rencontre de la 
droite A d avec la perpendiculaire \ t à la corde ac, le 
point de concours des droites ra et le' est, d'après la 
construction ( i ° ) , le centre de courbure correspondant 
au point c'. Je dis que ces deux droites ra et le ' sont 
parallèles. 

En eftet, la droite 1 rt est, d'après la proposition (3°), 
parallèle à la corde ac', et l'on a, en se rapportant aux 
rapports ( i ) , 

kr _ A I _ Aa 
Ac ' ~~ ko! ~~ A I * 

Remarqué. — Les constructions précédentes s'ap-
pliquent aussi à la recherche du centre de courbure de 
l'enveloppe d'une droite du plan d'une figure inva-
riable, en déterminant le centre de courbure de la courbe 
décrite par le point qui est à l'infini sur la perpendicu-
laire abaissée de l sur la droite considérée. 
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FIGURE DONT DEUX POINTS DÉCRIVENT DES DROITES. 

En appliquant la construction (3°), dans le cas par-
ticulier où les deux points A et B ( fig. 2) restent sur 

deux droites OA et OB, nous avons été conduit, pour 
ce cas, à la construction suivante très simple du centre 
de courbureyde la trajectoire d'un point quelconque C : 

Par le point h où la droite OC coupe la perpen-

diculaire Ih à IC, mener à la droite OI la paral-

lèle hX qui coupe IC au centre cherché y. 

Cette construction se comprend aisément, par simple 
inspection de la figure et en remarquant que, d'après la 
proposition (3°), le cercle circonscrit au quadrilatère 
IBOA est tangent au lieu du centre instantané de rota-
tion I, et que les deux figures c ' A I O et I j ^ h sont 
homothétiques. Elles ont C comme centre d'homo-
thétie. 

Fig. 2. 
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U N T H É O R È M E S U R L E S C O N G R U E N C E S D E C O U R B E S ; 

PAR M . LUCIEN G O D E A U X . 

1. Considérons une congruence N de courbes 
d'ordre k telle que par un point quelconque passent 
p courbes de cette congruence (ordre), et qu'une droite 
quelconque soit bisécante de g courbes du système 
(classe). 

Les courbes de la congruence N marquent sur un 
plan TC des groupes d'une homographie planaire H 
d'ordre p(k — i ) -f- i et de classe q. Cette homogra-
phie jouit de la propriété suivante : un point quel-
conque appartient à p groupes de l'homographie. 

2. Les courbes de la congruence N qui s'appuient 
en un point sur une droite quelconque d engendrent 
une surface. Désignons par Sm cette surface, m étant 
l'ordre de la surface. En d'autres termes, soit m le 
nombre de courbes de la congruence N qui s'appuient 
sur deux droites quelconques. 

La droite d est évidemment une droite multiple 
d'ordre p de la surface Sm. 

Si l'on suppose que le plan TZ du n° 1 passe par la 
droite c/, on voit que les.points du plan TC qui,avec les 
points de la droite d, forment des groupes de l'homo-
graphie H, engendrent une courbe c d'ordre m — p. 

3. La courbe c rencontre la droite d en m — p 

points. 
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Parmi ces points, il y en a iq qui appartiennent aux 

groupes de l'homographie H qui ont deux points sur 
la droite d. Ils sont marqués parles courbes de la con-
gruence N qui admettent d comme bisécante. 

Les points restants se correspondent à eux-mêmes; 
ils ne peuvent donc provenir que des courbes de la 
congruence N tangentesau plan TC. On sait que le lieu 
des points de contact des courbes d'une congruence 
avec un plan est une courbe. Si Ton désigne par n 

l'ordre de cette courbe, on a le théorème : 

Si m est Vordre de la surface engendrée par les 

courbes d'une congruence d'ordre p et de classe q 

s'appuyant sur une droite, et n Vordre de la courbe 

lieu des points de contact des courbes de la même 

congruence avec un plan, on a 

m — n = p H- iq. 

Dans le cas où p = i , l'homographie H devient une 
involution d'ordre k et le théorème est connu 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. Têtu. — Un théorème bien connu de Géométrie est le 
suivant : 

La projection de la normale en un point d'une ellipse, 

sur les rayons vecteurs de ce point, est constante. 

Ce théorème se généralise ainsi : 

Soit a un point d'une conique A ; de ce point on mène 

( 1 ) F E R R E T T I , Sulla generazione delle involuzioni di classe 
zero ed uno (Rendiconti di Palermo, t. XVII, 1903, p. 3II-326). 
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une tangente aT à une conique B homofôcale à A ; la 

projection de la normale en a à X sur aT est constante. 

Cette généralisation est une conséquence immédiate de la 
propriété signalée dans la question 2059. 

C E R T I F I C A T S D ' A N A L Y S E S U P É R I E U R E . 

Lyon. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Soient 

x'i .'. \ aI, «2, . . .. ar) 

( i = 1,2, . .., Al) 

les équations d'un groupe G de transformations. 

i° Établir les équations différentielles auxquelles satis-

font les x\ considérées comme fonctions des a. 

N. B. — On ri examinera pas la réciproque. 

2 ° Considérant comme connue la théorie des groupes à 

un paramètre, appliquer les équations trouvées à la 

construction des sous-groupes à un paramètre contenus 

dans G. 
3° Calculer Vinvariant différentiel du troisième ordre 

du groupe 
, , a y b 

y étant considéré comme fonction de x. 

N. B. — Employer successivement les équations finies et 

les transformations infinitésimales du groupe. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Soient 

Vhyperbole équilatère xl — y2 = i ; 

A le sommet y — o, x = i ; 
O le centre de Vhyperbole ; 

M un point de l'hyperbole et MP son ordonnée ; 

OMA le secteur: mirtiligne, où AM est l'arc de Vhyper-

bole. 
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Déterminer M par la condition suivante : 

3 
aire secteur OMA = -- x aire triangle OMP. 

4 

N . B . — On posera 

( Il u\ in u\ 

et l'on calculera le u du point M. 

(Novembre 1906.) 

Nancy. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Développement dune fonction 

analytique uniforme d'une variable complexe au voisi-

nage d'un point singulier isolé. 

I I . On considère l'équation 

xk 4 - x3 — 3 x- -h 4 x — 4 = o. 

i° Démontrer qu'elle est irréductible dans le domaine 

de rationalité formé par les nombres entiers et fraction-

naires, 

2° Montrer que, si elle admet la racine xiy elle admet 

a , » 
en meme temps la racine x2 = T > ou a et b sont deux 

Xv->r- b 
nombres entiers convenablement choisis. Déterminer ces 

entiers. 

3° Quels renseignements la propriété précédente donne-

t-elle sur le groupe de Galois de l'équation ? 

4" A l'aide de cette propriété, résoudre Véquation. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale 

Ç z — 1 , 

J Llog+ * 

étendue à la circonférence de rayon ~ ayant pour centre 

le point z = o et parcourue dans le sens direct. On pren-

dra pour le radical et le logarithme les déterminations 
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qui résultent, par continuité le long du rayon Ox, des 

déterminations initiales i>Ji et o au point 0 . 
(Octobre 1906. ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Démontrer qu'une fonction f ( x ) 

de la variable réelle x finie et continue dans un inter-

valle (a, b) est développable en une série de polynomes 

entiers en x, uniformément convergente dans Vinter-

valle (a, b). 

Généraliser cette propriété pour une fonction f ( x ) finie 

et continue pour les valeurs réelles de.x. 

JI. Déterminer une fonction analytique f ( z ) de la 

variable complexe z = x -+- iy par la condition que sa 
x 

partie réelle soit une fonction de ^ —- et que de 

plus on ait/(o) = o, f (o) = 1. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer les périodes de l'intégrale 

C yTzr^dz. 
° 

(Juin 1907.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Equations de Monge-Ampère. 

Origine de la forme de ces équations. Intégrales inter-

médiaires. Intégration des équations. Application à 

l'intégration de Véquation aux dérivées partielles des 

surfaces développables. 

II. On donne l'équation aux dérivées partielles 

p — q* = x -H y -h z. 

Trouver ïintégrale z qui se réduit à iy pour x = o. 

(Octobre 1907.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On considère l'équation aux 

dérivées partielles du premier ordre 

0) q) = 

où. F désigne un poly nome indécomposable ; soit z = <p (x,y) 

une intégrale quelconque. Démontrer que, si celte inté-
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g rale ne satisfait pas à la fois aux deux équations 

dF _ dF __ 

dp ~~ ' àq ~~ 1 

elle sera donnée par le théorème de Cauchy. Définir les 

intégrales singulières de l'équation ( i ). 

II. On donne Véquation aux dérivées partielles 

. àz àz dz dz 

dxx ôxf dx a dxn 

et Von pose 

x9-h . .-h x„= t. 

Chercher les intégrales qui ne dépendent que de xt et 

de t. Trouver, parmi elles, celle qui se réduit à * ^ 

pour X\ = o et écrire son développement en série pour les 

valeurs suffisamment petites de t. 

III. Intégrer Véquation aux dérivées partielles du 

second ordre 

z*(rt — s2 ) -h -+- q*)r — ipqzs 

et vérifier le résultat. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Intégrer le système 

XZXkpt~ (l -+- x\)pk — XkX6ps= O, 

XiPi-i- x3x6p3 — xkxspk — (i -+- x\)p5=o, 

en employant la méthode de Mayer. (Juin 1907.) 

Toulouse. 
ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On donne Véquation aux déri-

vées partielles 

z* — a 2 ) (1 -}-/?2-l- q*) — (px qy — = 0 

qui définit une famille de surfaces en coordonnées rec-

tangulaires : 



( '4o ) 
i° Que devient cette équation si l'on fait un changement 

de coordonnées rectangulaires en conservant Vorigine? 

Former les équations différentielles des caractéris-

tiques de cette équation. Montrer que les caractéristiques 

sont des courbes situées dans des plans passant par l'ori-

gine, et que ces plans coupent à angle droit les surfaces 

intégrales. 

Trouver la développée d'une caractéristique. 

3° Indiquer le mode de génération des surfaces inté-

grales qui résulte des résultats précédents et en conclure 

que la seconde famille de lignes de courbure est formée 

de courbes sphériques. 

II. Soient une forme binaire biquadratique 

f ( xi Y ) = ao -+• 4 « i &3y H- 6 a j x2 y2 -h 4 «3 xy% -+- akyk 

et ses deux invariants 

Soit H(¿c, y) le hessien de f ( x , y). 

Trouver la condition pour que les quatre points repré-

sentés par l'équation H = o forment une division harmo-

nique. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale 

f ( x , y) — a0x3-+- 3aixty-^- 3a2xys-h 

on demande de ramener f ( x , y) à une somme de deux 

cubes, en employant la théorie des invariants, et de faire 

par cette méthode la discussion de l'équation f(x,y) = o. 
(On ne demande pas de donner l'expression explicite 

des racines.) * 

I I . Soient x, yy z les coordonnées rectangulaires d'un 

a0 «t « Î 
j \ — a Q a k — / 3 = at at a% 

ai «3 â  

(Juillet 1907. ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Soit la forme cubique 
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point m d'une courbe gauche exprimées en fonction de 

l'arc s; soient M, V, W trois fonctions de s qui représentent 

les cosinus directeurs d'une droite passant par m et nor-

male à la courbe. Les formules 

\ — x ut, Y = y v t , Z == z wt 

représentent, en fonction des deux paramètres s et t, les 

coordonnées d'un point de la surface réglée la plus gé-

nérale. 

Former Véquation entre s et t qui définit les lignes 

asymptotiques de la surface. Utiliser cette équation pour 

trouver les surfaces réglées dont les rayons de courbure 

principaux sont en chaque point égaux et de signes con-

traires. 

EPREUVE PRATIQUE. — Les variables u et z étant liées par 

l'équation 
u1 — 4 uz — i = o, 

calculer l'intégrale j* — lorsque z décrit dans le demi-

plan supérieur la demi-circonférence qui va du point 

z — — i au point z = -h-1. 
On suppose que, pour z = — i, u prend une valeur po-

sitive. (Novembre 1907.) 

C E R T I F I C A T S DE M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

Marseille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — En deux points fixes A et B, situés 

à une distance <2, sur une même horizontale, sont arti-

culées les extrémités de deux tiges identiques AC, BL>, 
homogènes, de longueur a et de poids P. Aux extrémités 

G et D de ces deux tiges sont articulées les extrémités 

d'un tube CD de longueur a et de poids P dans l'intérieur 

duquel peut glisser avec jrottement un point pesant E de 

poids P. 
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Tout le système est primitivement sans vitesse et les 

barres AC, BD font avec la verticale^ un angle dont la 

3 
tangente est 

4 
On abandonne le système à lui-même et l'on demande 

quel doit être te coefficient de frottement du point E r&r 

le tube CD pour que ce point ne se déplace pas dans le 

tube. 

EPREUVE PRATIQUE. — En deux points A et B fixés sur 

une même horizontale et distants de on attache un fil 

qui a 3m de long et dont on néglige le poids. 

En deux points G et D, qui partagent le fil en trois par-

ties égales, on attache deux poids égaux chacun à ikg. 

Dans la figure d'équilibre, le fil a la forme d'un demi-

hexagone régulier. 

On ajoute ig au poids attaché en D, et l'on demande 

de calculer approximativement le déplacement du point G. 
(Novembre 1907.) 

Montpellier. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Théorème des forces vives re-

latif au mouvement des systèmes. 

il. Deux points matériels pesants M et M', de masses 

égales à l'unité, sont reliés par un fil flexible inexteïi-
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sible et sans masse, de longueur donnée. Le point M est 

assujetti à glisser sans frottement sur une droite fixe 

inclinée sur Vhorizon. Les deux points sont placés dans 

le plan vertical qui passe par cette droite fixe, et aban-

donnés sans vitesses initiales aux forces qui les sollicitent. 

Trouver leur mouvement ; examiner si le fil reste tendu. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un disque circulaire A, infini-

ment mince et homogène, mobile autour d* un point fixe O 

situé sur sa circonférence, est au repos. Un second disque 

circulaire B, infiniment mince et homogène, dont la 

masse est triple de celle du disque h, est animé dans le 

plan de A d'une translation uniforme finçallèle ax*. dàœ-
mètre OC de A. Les deux disques sont parfb&ammKÊéiœr-

tiques. 

Peut-on choisir le point où le disque B choque le 

disque A de manière que, après le choc, la vitesse du 

centre de B soit perpendiculaire au diamètre OC ? 
(Novembre 1907.) 

Q U E S T I O N S . 

2092. D'un point M variable d'une parabole de sommet O 
on abaisse les deux normales dont les pieds sont P et Q. Il 
existe une parabole tangente aux côtés du triangle MPQ et 
ayant son foyer en O. Le lieu du point de rencontre de la 
droite OM avec la directrice de cette parabole est une 
ellipse. (E.-N. BÀRISIEN.) 

2093. Étant donné un triangle a^y, une transversale ren-
contre les côtés ¡3y, Yai e n M, N, P, et Ton considère sur 
le segment AD le milieu M dont les extrémités A et D divisent 
liarmoniquement (fy* s u r Ya segment analogue BE, sur a^ le 
segment analogue GF ; les six points A, D, B, E, G, F sont les 
sommets d'un quadrilatère complet. Si la droite MNP reste 
tangente à une conique S circonscrite au triangle apy, chacun 
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des quatre côtés DEF, DBG, KG A, FAB du quadrilatère com-
plet passe par un point fixe, et le* quatre points obtenus sont 
les sommets d'un quadrangle dont affy est le triangle diagonal. 
Examiner le cas particulier où la conique S est le cercle cir-
conscrit au triangle A{$Y. (Sur ce cas particulier, voir KOEHLEK, 
Exercices, p. 177.) (G. FONTENÉ.) 

2094. Démontrer que les cercles bitangents à une hyperbole 
et ayant leurs centres sur l'axe non transverse sont vus d'un 
foyer sous un angle fixe. (M . TÊTU.) 

E R R A T A . 

Page 441 l'gne 14, au lieu de 

y 

lire 

Page 96, ligne 1, remplacer 0 par P. 
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[ R 7 f a ] 

S U R L A T H É O R I E D E S P E R T U R B A T I O N S D U P E N D U L E ; 

PAR M. LE COMMANDANT P . C H A R B O N N I E R . 

1. Nous nous proposons, dans le problème classique 
du mouvement du pendule simple, de donner des for-
mules générales permettant le calcul des perturbations 
produites par l'action de petites forces quelconques. 

Une fois ces formules établies, la solution de chaque 
cas particulier devient 1res simple et presque immé-
diate. 

La division de notre travail est la suivante : 

1. Etablissement des formules générales. 
I L Le mouvement du pendule dans un milieu résistant. 

III. Cas d une résistance monome. 
IV. La fonction perturbatrice dépend de l'arc. 
V . Pendule avec fil élastique. 

VI. Pendule de longueur variable. 

I. — É T A B L I S S E M E N T D E S F O R M U L E S G É N É R A L E S . 

2. Équation différentielle du mouvement. — Soit O 
Vaxe instantané de rotation autour duquel', à l'instant 
actuel, tourne le (il OM. Dans la plupart des cas, ce 
point O sera absolument fixe. 

La longueur du til est l'angle de OM avec la verti-
cale est 0. 

Appliquons le théorème des moments des quati-

Ann. de Mathëmat., scrie, t. VIII. (Avr i l 1908.) 10 
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tités de mouvement relativement à un axe passant en O 
et perpendiculaire au plan d'oscillation du pendule. 

La vitesse du point M est l et son moment par 

rapport à Taxe passant en O est /2 

Fig. i. 

Les forces extérieures se réduisent à la gravité gr 

appliquée en M, dont le moment est gVsinÔ. 
Quand 0 augmente, celle force tend à diminuer 

l'angle. On aura donc, d'après le théorème rappelé, 

d / ,O dti \ , . A 

On en déduira l'équation différentielle 

¿«0 2 dl î/0 g . A ( i ) ——- -f T — — r -h sin8 = o. 
v dtl l dt dt l 

3. Mouvement principal du pendule. — Nous consi-
dérons comme mouvement principal celui d'un pen-
dule dont le fil conserve, une longueur constante l0 et 
qui décrit seulement de très petites oscillations autour 
de la verticale. 

Ainsi, le sinus pourra être réduit à l'arc, à uu terme 
en 83 près, qu'on considérera ensuite comme un terme 

secondaire. 
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Dans ces conditions, l'équation ( i ) se réduira à 

dï 6 
dtl 

k26 = 0. 

On a posé 

Soit A la position initiale du pendule qui corres-
pond à la valeur — a de l'angle. Le pendule oscille de 

A en A', allant de — a à -f- a. L'arc s varie de — <7 
à -f- <7. 

On aura, pour les équations finies du mouvement, 
en intégrant l'équation (2), 

rfô 
( 3 ) 8 = — a cos kt, 

dt 
== koi sin kt. 

Ce sont les formules ordinaires du pendule. 

On en déduit, en faisant ~ = o, pour la durée T 

d'une oscillation simple du pendule (de A en A/), 

La vitesse = S' est maximum au point le plus has 
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et a pour expression, en faisant kt = 

Wm = k a. 

L ''arc de remontée est égal à Y arc de descente. 

i. Forces perturbatrices — Supposons qu'une petite 
force accélératrice quelconque vienne à agir sur le 
pendule. Soit 

la fonction qui, d'une façon générale, représente l'accé-
lération de cette force estimée suivant la direction de 
l'arc élémentaire décrit par le pendule. 

La fonction z> est quelconque, avec les trois variables, 
dû 

Y angle 9, la vitesse 9' = le temps t. Le nombre e 

est un coefficient que nous supposons très petit, et 
dont le carré sera négligé ; l'hypothèse initiale est que 
le mouvement du pendule sera très peu modifié par 
l'introduction de cette force perturbatrice. 

On écrira alors l'équation différentielle sous la forme 

O. Développement de la fonction 6. — L 'angle 9, 

observé au temps est fonction du coefficient s, et, 
à cause de la petitesse supposée de ce coefficient, on 
pourra développer 8 en série convergente, suivant ses 
puissances ascendantes. 

On posera, par suite, 

90, 94, 92, • • • étant des fonctions de inconnues, qu'il 
s'agit de déterminer. 
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L'équation différentielle s'écrira alors 

Développons la fonction <j> par la formule de Taylor; 
il viendra 

/n \ r\ , ¿/e, , ~i 
*

 =
 * (

8
°' "3T V

 + £
 [

6 l
 rf* ^ J • •' '' 

Annulant successivement les multiplicateurs de 
s', £2, . il viendra le système des formules sui-
vantes : 

dt 

Avec les conditions suivantes, à l'origine des temps : 
pour o, on a 

¿e0 

e, = 6,= 
dt dt 

6. Fonction V — Elle représente le terme principal 
de la série et elle est donnée par les formules (3 ) 

0o = — OL cos kt, = koL si Q À/. 
dt 

La durée T d'une oscillation simple du mouvement 
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principal est 

T = R 

La vitesse au point le plus bas est 

= k a. 

7. Fonction 6,. — L'équation différentielle qui défi-
nit la fonction 8, 

deviendra, en remplaçant dans <p les fonctions ô0 et 

~ par leurs valeurs principales, 

-h X20j -+- cp ̂ — a coskt, A-a sin kt. tj = o. 

On a ainsi réduit la fonction cp à une fonction de la 
seule variable et nous poserons, par suite, 

C'est une équation linéaire du second ordre, avec 
second membre, que l'on sait intégrer. 

A cet effet, on posera, comme on sait, 

6, = M cos kt -+- N sin/7, 

M et N etani deux fonctions arbitraires de t. 

En différentiant, on écrira 

dQ 
= — ¿ M -4- ¿N cos/:£, 

et posant, comme première condition imposée aux fonctions 
>1 et N, la relation 

dm . ¿n . . 
(p) —y— cos kt H — sin kt = o. 

at at 
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d^ 6 

D'autre part, formant et portant cette valeur ainsi 

que celle de 6, dans l'équation différentielle qui définit la 
fonction 01? il viendra une seconde équation de condition qui 
«est la suivante : 

dM . , dN t cp (t) 
{a) — —¡- sin kt H p- cos kt -f- = o. 
w 7 dt dt k 

En combinant les deux équations (p) et ( q ) , on aura 

dN i , 
jc ? ) c o s kt = o, 

dM i . , . . 
—T- — T cp (t) sin kt = o, 
dt krK } ' 

«loù l'on déduit 

N = — K I o (t) cos kt dt, 
k Jo 

M = *k fQ ^ ^ 

On aura donc, pour 9,, l'expression 

A 0t — coskt I y (t) sin kt dt — sinkt I <p(t) coskt dt, 

et l'on obtiendra aussi la dérivée sous la forme 

dû r( r l 

=—sin kt ! ^( t) sinkt dt — coskt I cp ( t) coskt dt. 
dt J0 ' JQ 

ii, et sont ainsi des fonctions de deux intégrales que 

nous désignerons par les notations suivantes : 

Es= f y (t) sin kt dt, 
Jo 

E c= f ^(t) coskt dt. 
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8. Formules générales. — Il viendra ainsi, pour 
l'intégrale générale de l'équation différentielle du 
pendule, en ne conservant que les termes du premier 
degré en e : 

( 4 ) 0 = — ol coskt -h j cos kt — EC sin ¿¿J , 

( 5 ) 0' = ~ = A: a sin kt — £ sin kt -F- EC cos TOJ . 

Telles sont les formules générales que nous nous 
proposions d'établir, comme seconde approximation 
des formules du pendule simple. 

On remarquera qu'on peut mettre les fonctions E 
sous la forme 

E i = il f T ^ ) ^ 6 ' , r" 
k**J0 

9. Points remarquables de la trajectoire. — i° Durée 

d'une oscillation simple. — Faisant ~ = o dans la 

formule (5 ) et remplaçant, dans le crochet, kt par sa 
valeur ir, en première approximation ( s i n A i = o et 
cos kt = — i), on aura 

sinX7 = — T^- EC (T T ) , 
k OL 

désignant la valeur que prend l'intégrale Ec pour 
kt = 7t. 

On en déduit 

kt = ¿Ec(T:) 

en négligeant un terme en s3. 

Par suite, l'augmentation A ï de la durée T = j d'une 
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On voil que la condition nécessaire et suffisante 

pour que la durée d'une oscillation simple reste la 

mèmç que dans le cas du mouvement principal est 

que 

2 ° Amplitude d'une oscillation simple. — Porlanl 
dans l'équation (4) , qui donne 8, la valeur 

A: a 

on remplacera, dans le crochet, si n ht par o et cos A t 

par — i. 
D'autre part, comme coskt ne diffère de — i que 

par un ternie en e2, il viendra, en négligeant un ternie 
de- cet ordre, pour valeur de l'oscillation de 
remon tée, 

et, par suite, l'augmentation Aa de l'angle a sera donnée 
par la formule 

La condition nécessaire et suffisante pour que 

Vamplitude de Voscillation ne soit pas changée est 

E C ( T T ) == o . 

( 7 ) A a = - = E , ( i u ) . 

que 
E s ( t t ) = O . 

3° Point le plus bas. — Pour obtenir ce point, on 
fera 9 = 0 dans la formule (4). Dans le crochet, on 



( '54 ) 

prendra kl = d'où coskt = o el sinkt = i ; il viendra 

costo = — T -̂E. f - ), 
koL \ 2/ 

d'où 

k t = - -H . T - E R ( - ) 
2 A* a \ 2 / 

et, par suite, 

La vitesse au point le plus bas sera affeclée d'une 
correction 

( y ) Ae ; r t =~eE/ i r N 

10. Résumé. — Ainsi le problème est ramené à l'éva-
luation de deux intégrales Ey et qui dépendent d'une 

6, tj qu'on sait réduire à une 

fonction du temps, sous la forme 

cp(—a cosÂY, Aas in to , t). 

La fonction cp est spéciale à chaque cas particulier et 
le caractérise : elle doit être demandée à une étude 

physique du problème. 

Nous allons maintenant donner quelques exemples 
où nous spécifierons la fonction cp. 

II. — LE MOUVEMENT DU PENDULE DANS UN MILIEU 

RÉSISTANT. 

11. Équation différentielle. — Nous supposons le pen-
dule de longueur constante /0- La résistance de l'air est 

une fonction de la vitesse v = l0 ^ du pendule; nous 

représenterons par c F ( e ) l'accélération de celte résis-
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lance, c étant le coefficient balistique du point maté-
riel dont nous étudions les oscillations. F ( ^ ) est une 
fonction quelconque de la vitesse v, qui, cependant, 
est toujours positive et croissante avec ç. Il peut, d'ail-
leurs, exister dans F(i>) un terme constant, indépen-
dant de la vitesse, et qui représentera une résistance 

de frottement. 

La résistance cF (p ) n'apporte au mouvement prin-
cipal du pendule, calculé dans l'hypothèse c = o, que 
des modifications qui, par hypothèse, sont extrême-
ment petites. 

L'équation différentielle du mouvement du pendule, 
en introduisant le terme retardateur cF (c ) , est alors 
la suivante : 

L'accélération cF (v) s'oppose, en effet, dans tous 

les cas, à l'accélération l0 du mobile le long de 

l'arc décrit. 

12. Équations du mouvement. — Io Les équations 

finies du mouvement seront donc celles du n° 8 où f 
0 

remplace e. On aura ainsi 

Q 
f) = — a costo 4- -y-^E.v costo — E c sin to], 

¿o k 

^ = Aa s in t o— [E.ç sinto -h Ec cos to ] 
dt t o 

avec les valeurs suivantes des intégrales E* et Ec : 

f F ( £ a / 0 s in to ) sinto dt, 

. = / * ' F ( * « 
•A 

Z0 sin to) costo dt, 
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qu'on peut mettre aussi, en introduisant l'arc s, sous la 
forme 

E e = 

y —<T 
I 

c/o 
i F(v)dv. 

Jo 

2° L'intégrale E<* s'obtient immédiatement par une 

quadrature; en posant S ( P ) = / Y(v)dv, on aura 

1 S ( 0 ) . 

Ec ne dépend que de la variable v et S(t>) s'annule 
avec v. 

3° L'intégrale Ê  est proportionnelle au travail 

c j F (v)ds 

de la résistance de l'air, le long de l'arc. 
C'est donc une quantité toujours positive qui ne 

peut, par suite, s'annuler. 
L'intégrale Ej s'exprimera en fonction de v comme il 

suit : 
On a (3 ) 

v = koil0 sin kt, 
d'où 

~ = k2oilQ cos kt, 

et comme ds = v dt, on aura 
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Cette intégrale peut être mise sons forme d'une table 

à double entrée, d'arguments v et /ra/0. 
La variable v reprenant la même valeur à des dis-

Fig. 3. 

tances égales de part et d'autre de la verticale, la fonc-
tion Es présente un axe de symétrie. 

Elle ne s'annule pas quand v redevient égale à zéro. 

13. Points remarquables. — i° Durée d une oscilla-

lion simple. — L'intégrale Ec s'annulant quand la vi-
tesse redevient mine, on aura 

et, par suite, d'après le théorème du n° 9, î", on aura 

AT = o. 

Donc, la résistance de Vair n' altère pas la durée 

des oscillations du pendule, 

Il en est de même d'une résistance constante [cas 
particulier de la fonction F ( c )]. 

•2° Amplitude d'une oscillation simple. — La fonc-
tion EÎ (^) n'est pas nulle. 
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On aura donc, d'après la formule générale du n° 9, 2°, 

On écrira cette formule 

£ 
/c2a II <7 

£ étant le travail total de la résistance le long de l are. 

Fig. 4. 

Soit l y la différence de hauteur des deux extré-
mités — <t et <r. 

On a 
ty = a As, 

O-
et comme k2 = j- el <j = 10ol, il viendra 

' 0 
X A Y 0 . 

(Jette relation exprime le théorème évident que le 

travail effectué en moins par la pesanteur a été ab-

sorbé par le travail de la résistance de Vair. 

Le tempsy pour arriver au point le plus bas, sera 
augmenté de la quantité (n° 9, 3°) 

= 7 j s< ' -> . 
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el la vitesse au passage ile la verticale sera diminuée de 

fi)' 

III. — C A S D ' U N E R É S I S T A N C E M O N O M E . 

14. Forme de la résistance. — Nous allons étudier, 
d'une manière spéciale, le cas où la résistance dir 
l'air cF(t>) est représentée par une formule monome 

On posera = de sorte (|ue l'accélération de 
la résistance sera exprimée par la formule bnvn. 

Le cas de n = o correspond à l'hypothèse d'une ré-

sistance de frottement. 

.D'après le principe de l'addition des termes correc-
tifs, on obtiendra, par addition des formules monomes, 
la correction correspondant à la fonction 

15. Calcul des intégrales Ec et Et. — I o On a 

Et = f F(A:a/u sinto) cosÂ7 dt 
Jo 

f si ri» A ¿eos ktdkt, 
o 

ce qui s'intègre immédiatement par la formule 

Ee = *n lo kt. /I -h I 

On vérifie d'abord que E C ( T T ) = o, ainsi qu'on l'a 
montré dans le cas général (n°12, 2 ° ) . 



, kl 
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20 L'intégrale JS,s s'écrira 

Es — f F(ky.lv sinkt) sinkt dt 
0 

= B / i ^ - 1 ( » ' i / J ) / sin 
Jo 

Posant, pour abréger, kl = x, l'intégrale 

ln= ! s\nn+lxdx 

est connue. Rappelons comment on en trouve la valeur. 

On établit d'abord une relation entre \n et 1^-2 en intégrant 
par parties : 

\n = —cos.r sin".r -h n ^ cosnx sin" -1 x dx 
0 

n f sin"-1 x = — cosx sin"x -h n I sin"-1 x dx — nl„ 
'0 

<l'<»ù 

+ = - cos .z- sin" x -1- n I 2 • 

O11 connaît d'ailleurs directement 

I0 = / sin 3? dx = ] 
Jq 

- r I l = / dx = x. 

On établira alors le Tableau de récurrence suivant : 

n pair. « n impair. 

l0 — — oos.r —f- ï, 1-1= x. 

. ' )12= — cos.r sin2ir-h 2l0, 2J1 =—cosa? s i n ^ - ^ ï - j . 

') I v = — cos^r sin^r -f- \ U, 4 L = — cos.r sin3^ -h 3 I j , 

i ) I u ~ — cos x sin" x -f- n , ( n -h 1 )\n — — cos .r si n " x -f- n\n_ 
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Sans chercher, ce qui serait possible, à obtenir l'expression 

de l n pour toute valeur de a?, proposons-nous seulement d'ob-
tenir la valeur pour x — iz. 

On voit que I0 devient égal à 2 et I _ j à ir, et que dans tous 
les autres I/t, le premier terme du second membre s'annule. 

Par multiplication membre à membre on obtient alors : 

n pair. n impair. 

f . 2.4. . -n 1 .3.5. . .ai 
* ' ( l ! ) = a l . 3 . S . . . ( » + . / = -1.4.6... ( « + . )• 

Pour différentes valeurs de on aura : 

n 0. 1. 2. 3. 4. 

, 2 2.4 
1/1 2 )) 2—- )) 2—r—r 

1.3 1.3.3 
. 1 1.3 J » 7T — )) 7T )) 2 2.4 

n 5. ... n. n. 

2 . 4 . . . " 
*u » ... '¿—5-=—; : >} 

1.3. ) . . An h- 1) 
i.3.) 1.3.5.../1 

J 71 . . . » Ti ; 
2.4.6 '2.4.6...(/I -h I ) 

16. Amplitude de l'oscillation. — i° La diminution 
de l'amplitude de l'oscillation due à la résistance de 
l'air est (n° 13) 

Aa = ~ 7 î - E i ( i r ) , KIq 

ce qui deviendra, dans le cas actuel, 

Aa = — a«/jf-1 ! » ( * ) , 
ou encore 

—H?)" 1 -
Pour n — o (résistance de frottement), Aa est indé-

pendant de l'angle a et de la durée T de l'oscillation. 
Anrt. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Avril 1 9 0 8 . ) i l 
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Par suite, on peut, par soustractions successives d'un 
même angle Aa, trouver l'angle restant au bout d'un 
nombreque lconque , d'oscillations. 

Le nombre total P d'oscillations simples, jusqu'à 
l'arrêt du pendule, est ainsi 

Pour /? > i , il est évident que le nombre P devient 
infini. 

2° En remplaçant par sa valeur, on aura les 
deux formules suivantes : 

(pour n impair). 

( pour n pair), 

1 7 . Point l e p l u s b a s . — O n a 

n -h i —— (%Iq )n~l k'1"3 

et 
= - /0Aa. 

(A suivre.) 

[K12c] 
S U R LE P R O B L E M E h V P O L I . O M I S ; 

PAH M. MAI; nie E FOUCHÉ, 

Hépétileur à l'Ecole Polylechnique. 

( S U I T E . ) 

111. Passons maintenant au second théorème dont 
nous rappellerons d'abord l'énoncé : 

On considère deux triangles ABC, À, B, CJ sur les 
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côtés desquels on prend des semi-droites que nous 

désignerons comme précédemment par a, 6, c, 
a{, b{, c,. On suppose que ces semi-droites ont leurs 

directions conjuguées, c'est-à-dire que si Von mène 

à un cycle des semi-droites respectivement paral-

lèles aux six précédentes, les points de contact des 

tangentes parallèles aux semi-droites désignées par 

la même lettre avec ou sans indice forment trois 

couples de points appartenant à une même involu-

tion sur le cycle. Dans ces conditions, les quatre 

cycles tangents respectivement aux systèmes de 

semi-droites abc, abKcaKbcK, aKbKc sont tangents 

à a n même cycle. 

Ce théorème peut être considéré comme une consé-
quence du suivant : 

T H É O R È M E I. — Soit un triangle U V W dont les 

côtés coupent une coniquey savoir : V W aux points 

a et a,, W U en ¡3 et , UV en y et y,. Si un triangle 

a'¡3'y', inscrit dans la conique, est homologique à la 

fois aux deux triangles U V W et a43y, le centre 

dJhomologie des deux triangles a'¡J'y7 et aj3y se trouve 

sur la droite de Pascal relative à Vhexagone 

a[J< ya4 [ly, inscrit dans la coniquey pourvu toutefois 

que le triangle v! fty' ne se réduise ni à un point ni 

à une droite, et qu il riait pas deux sommets com-

muns avec le triangle a^y. 

Pour le démontrer, considérons comme fixes le 
triangle U V W {fig. i ) et la conique, et par suite les 
six points a, ¡3, y, a,, ¡3,, y t . Donnons-nous de plus le 
point a sur la conique. Le centre d'homologie des 
des deux triangles a't3'y', U V W sera sur la droite Ua', 
tandis que le centre d'homologie des deux triangles 



( '64 ) 
a|3y, «'¡J'y', sera sur la droite aa'. Prenons maintenant 
sur la conique un point quelconque ¡3' que nous join-
drons à p. ¡3'¡3 coupera aa' en a>; joignons yto qui cou-
pera la conique en un second point y'. Le triangle 
a'P'y7 est homoiogique au triangle aj3y. Pour qu'il le 

Fig. i. 

fût aussi à U V W , il faudrait que le point I d'inter-
section des deux droites Vj3' et W y ' se trouvât sur Ua'. 
Considérons le lieu décrit par le point I quand le 
point [3' parcourt la conique, et cherchons comment 
il coupe la droite Uar. 

Si l'on se donne la droite Vj3', celle-ci coupera la 
conique en deux points ¡3', ¡3", à chacun desquels cor-
respondra un point y' 011 Y ' W y ' et Wy" couperont 
V[3' en deux points I et P, de sorte qu'on voit déjà 
que la droite Vj3' coupe le lieu en deux points autres 
que V. Si l'on donne à V(3' la direction V W , on pourra 
mettre ¡3' en a, ou en a. Si on le met en on trouve 
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un certain point y777, et le point I est bien défini en W . 
Si l'on met ¡ï7 en a, to vient aussi en a; y' y vient aussi, 
et les deux droites qui déterminent le point 1 se con-
fondent en V W . Le point I est alors indéterminé, et 
la droite V W fait partie du lieu; mais le triangle a7[J'y7 

se réduit à la droite aa7. Cette partie du lieu est donc à 
rejeter. Enfin, pour toute autre position de ¡5', la 
droite Vjî7 ne passe pas par W . W est donc un point 
double du lieu complet et un point simple du lieu 
réduit après suppression de la droite V W . Il en est 
évidemment de même du point V, car, au lieu de se 
donner [37, on pourrait se donner y7. Il en résulte 
que la droite VJ37 coupe le lieu réduit en trois points. 
Donc ce lieu est une cubique qui coupe la droite lia7 

en trois points. 
Si l'on met [37 en a', w et y' viennent aussi en a', et 

le point 1 également. A cette position particulière cor-
respond un triangle a7[37y7 réduit au simple point a7; 
c'est donc encore une solution singulière à rejeter. Si 
maintenant on met p' en y, le point to est à l'intersec-
tion w'7 de aa7 avec ¡3y; y7 vient en jî et I en U. Dans 
ce cas le triangle a'j^y'est Je triangle a'jây bomologique 
à U V W avec U pour centre d'homologie. C'est encore 
une solution singulière à rejeter. 

Ainsi le lieu du point I coupe déjà la droite Ua7 aux. 
deux points U et a7 que nous rejetons. Reste le troi-
sième point d'intersection. Si l'on se donne le point I 
sur son lieu, on pourra joindre IV qui coupera la co-
nique en deux points ¡i7 et A chacun de ces deux 
points correspondra sur aa7 un point co, ou a)7. a> et u>' 
seront différents tant que Vé37 ne sera pas tangente à la 
conique. Ces deux points donneront des points y7 et y'7 

différents, et des droites différentes Wy^ Wy" . Une 
seule de ces droites passera en I-, l'autre coupera VfJ' 
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ail point d'intersection de Vj37 avec la cubique qui ne 
sera ni V ni I, de sorte qu'à chaque position de I sur 
son lieu correspond un seul point [37 sur la conique, et 
un seul point tu sur aa7. Ainsi, au point 1 où la cubique 
rencontre Ua' ne correspond qu'un seul point o> suraa'. 
(̂ )uarid a7 parcourt la conique, ce point to décrit une ligne 
qui est le lieu des centres d'homologie avec a|3y de tous 
les triangles inscrits à la conique et homologiques à la 
fois à U V W et à a[3y. A la vérité, le lieu complet com-
prend aussi les trois côtés du triangle U V W qui corres-
pondent à des triangles réduits à une droite passant 
par a, ¡3ou y; mais ces trois droites ont déjà été suppri-
mées. Le lieu complet comprend aussi le lieu du pointa' 
correspondant aux triangles réduits à ce seul point, et 
le lieu du point to'7 situé sur ¡3y ainsi que ceux des 
autres points situés surya et aJ3, correspondant au cas 
où le point 1 est en U, V ou W . Mais le lieu de a'est la 
conique même, et ceux des points to'7 sont les côtés du 
triangle aj3y. Du reste, toutes ces parties du lieu ont 
déjà été supprimées. Il reste à démontrer qu'après ces 
suppressions le lieu dti point to est la droite de Pascal 
relative à l'hexagone inscrit a ¡3, y a, ¡3y4. 

Nous savons déjà que sur chaque droite aa7 tirée 
de a, il n'y a qu'un seul point de ce lieu autre que le 
point a. Il pourrait se faire que le point a lût un point 
du lieu. On observera que le point to ne pourrait venir 
en ^ que si aa' passait en ¡3, c'est-à-dire si a' venait 
en ¡3. Donc, si ¡3 est un point du lieu, ce ne peut être 
qu'un point simple. Il enr est évidemment de même 
de a, si toutefois on écarte les cas particuliers où la 
symétrie entre les trois points a, p, y serait rompue, 
comme par exemple si la droite V W était tangente à 
la conique. De là résulte que la droite aa7 coupe le lieu 
de to en deux points ou en un seul. Le lieu de to est 
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donc une conique si les points a, [3, y en font partie, 
une droite dans le cas contraire. 

Soient maintenant G, H, K les points d'intersection 
des côtés opposés de l'hexagone a j ^ y a ^ y , , savoir : 
G, intersection de Py, et yjâ, ; H, de ya, et ay4 ; K , de 

et Le triangle inscrit homologique de ajîv 
avec G pour centre d'homologie a son sommet [3' en v, 
et son sommet y' en [3,. Donc, quelle que soit la posi-
tion de a' sur la conique, il est homologique à U V W 
avec U pour centre d'homologie. Donc G fait partie du 
lieu du pointco, et il en est évidemment de même de H 
et de K. Mais les trois points G, H, K sont en ligne 
droite, et c'est In droite de Pascal. Donc, si le lieu de to 
passait par a, ¡3, y, ce serait une conique qui se décom-
poserait en la droite de Pascal et une autre droite; 
mais alors, celle-ci devrait passer par les trois points 
a, ¡3, y, car la droite de Pascal ne passe par aucun 
d eux, tant que les six points restent distincts. Gela est 
impossible. Donc, enfin, le lieu de to ne passe par 
aucun des trois points a, ¡3, y, et ce lieu est la droite 
de Pascal. c. Q. F. n. 

Remarques. — Si Pun des côtés du triangle, V W 
par exemple, est tangent à la conique, les deux 
points a et a, sont confondus, et la droite de Pascal 
passe en a. 

Si deux des côtés du triangle sont tangents à la 
conique, par exemple U V et U W , ¡3 se confond avec , 
y avec y, et la droite de Pascal est (3y; mais le point G 
est indéterminé sur celte droite. 

Si, enfin, les trois côtés du triangle U V W sont 
tangents à la conique, les trois points G, H, K sont indé-
terminés et la droite de Pascal aussi, ce qui laisse à 
présumer que le lieu du point to est tout le plan, 



( -68 ) 
c est-à-dire que lout triangle inscrit à la conique et 
homologique à l'un des triangles aj3y, U V W , l'est 
aussi à l'autre. Cette proposition est, en effet, exacte 
et peut être démontrée rigoureusement de plusieurs 
manières. Remarquons que les deux triangles inscrits 
a[3y, a'¡3'y', s'ils sont homologiques, forment un hexa-
gone a ¡3'y a'¡3 y' inscrit à la conique et circonscrit à une 
autre conique, puisque les diagonales qui joignent les 
côtés opposés aa', ¡3-3', yy' sont concourantes par hy-
pothèse. On peut alors énoncer la proposition sous la 
forme suivante : 

T H É O R È M E I I . — Si un hexagone est inscrit à une 

conique et circonscrit à une autre, les deux trian-

gles formés, l'un par trois sommets non consécutifs 

et Vantre par les tangentes à la conique circonscrite 

aux trois autres sommets, sont homologiques. 

Ajoutons que ce théorème présente cette particula-
rité d'être identique à son corrélatif. 

Deuxième théorème de M. Bricard. — Soient un 
triangle ABC et le cycle inscrit qui touche les côtés 
aux points a, ¡3, y. Nous supposerons les côtés dirigés 
suivant AB, BC, CA. Pour construire le second triangle 
A< B, C1, joignons a, P, y à un point quelconque w; les 
trois droites ainsi obtenues coupent le cercle respecti-
vement aux points a', ¡3', y'. Il suffit de tracer le triangle 
A4 B, C4 de manière que ses côtés soient respective-
ment parallèles à ceux du. triangle A 'B 'C formé par 
les tangentes au cycle aux points a', ¡3', y'. Les côtés 
de ce triangle doivent être dirigés suivant A< B,, B, C,, 
C4 A4. Considérons maintenant les cycles O,, Oa , 0 3 

respectivement tangents aux systèmes de semi-droites 
ab\C\, bc{a^ casbx. Le centre de similitude des 



( i69 ) 
cycles O et 0| se trouve d'une part sur ia tangente 

commune a ou BC, et d'autre part sur la droite A4 A' 

qui joint les points d'intersection des tangentes res-

pectivement parallèles b' et c' au cycle O, et b{ etc, 

au cycle O,. Ce centre de similitude est donc à l'inter-

ne-

section P de BC avec A i A ' . De même, les centres de 
similitude de 0 0 2 et de 0 0 3 sont respectivement en Q 
et R, aux points d'intersection de AC avec B,B' et 
de CA avec C^C^. De plus, les trois droites A<A', 
B4 B', Ci C concourent au point I, centre d'homo-
thétie des deux triangles A,B,C, et A'B'C'. Cette 
remarque nous dispense de tracer le triangle A,B|Cj. 

Cherchons d'abord un des cycles tangents aux trois 
cycles O, 0 2 , 0 ; i . Nous mènerons des centres de simi-
litude Q et R les secondes tangentes au cycle O, Q ^ 
et Ry< ; puis nous joindrons [ïy, et yjâj qui se coupe-
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ronten G sur l'axe de similitude QR. Il faudra joindre G 
au point de contact d'une des tangentes à O parallèles 
à l'une des tangentes communes à (X et 0 3 . Or, a, 
ou B< Cj est l'une de ces tangentes communes, et elle 
est parallèle à B' O qui touche le cycle O en a'. Il faudra 
donc joindre Ga' qui coupera le cycle O en un second 
point M, lequel sera le point de contact avec O d'un 
cvcle tangent à O, 0 2 , 0 3 . Le théorème sera démontré 
si l'on fait voir qu'on retrouvera le même point M 
quand on répétera la construction précédente en par-
tant des combinaisons de cycles O, O,, 0 2 ou O, O,, 0 3 . 

Soient H et K les points obtenus par la construction 
<|iii a servi à déterminer le point G, mais en partant 
des points Q et R ou P et Q, et soit a, le point de con-
tact de la seconde tangente au cycle O issue de P. Les 
points G, H, K sont sur une même droite qui est la 
droite de Pascal relative à l'hexagone inscrit a ¡3, y a, [3y4. 
La polaire de A' est la droite ¡3'y'. Celle de P est aa<. 
Donc ¡3'y' et aa, se coupent en un point qui est le pôle 
de A 'P et se trouve par conséquent situé sur la polaire 
de L De même, les intersections respectives de y'a' 
avec ¡3(3, et de a'¡3' avec yy, sont sur la même polaire. 
Il en résulte que le triangle a'¡3'y' est homologique au 
triangle U V W formé par les trois droites aa,, ¡3[3,, yy4. 
Le triangle a'j3/y/ est donc dans le cas du théorème l, 
et Je point co, centre d'homologie des triangles aj3y 
et a'[3V, est sur la droite GHK, droite de Pascal rela-
tive à l'hexagone inscrit a ^ y a , ¡Sy^ 

Cela posé, désignons toujours par M le second point 
d'intersection de G a' avec le cercle, et considérons 
l'hexagone inscrit Ma'ay, ¡3 ¡3'. Les côtés opposés Ma', 
y, P se coupent en G,, a'a, ¡3(3', en a>. Donc ay< et ¡3'M 
se coupent sur la droite coG, qui est la même que GHK., 
ma.isay, coupe cette droite en H. Donc ¡3'M passe en H, 
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ou H¡3' en M. Un aulre hexagone montrerait que Ky7 

passe aussi en M. c. Q. F. n. • 

Remarques. — Le point M ne dépend que des 
triangles ABC, A'B'C', et du point I. Il y a plus. Fai-
sons pivoter la droite B'I autour de Bï et cherchons le 
lieu que doit décrire le point I pour que le point M 
reste invariable. A chaque position de B'I correspond 
sur AC un seul point Q, et sur le cercle un seul point 
de contact de la deuxième tangente Q^ i . En joi-
gnant [3, y on trouve sur a'¡VI un seul point G ; en 
joignant QG, on a sur AB le point R, et enfin, en 
joignant C'R, on a sur B'I le point L II est clair que 
si l'on fait la construction en partant de ce point I et 
des points Q et R, on retrouvera le point M. De là 
résulte aussi que les droites B'I et CM sont deux 
rayons homologues de deux faisceaux homographiques. 
Si l'on donne à B'I la direction B'O, le point Q est 
en D, à l'interseclion de AC avec B'C', le point ¡3̂  
en a', G aussi en a' et R en E, à l'intersection de AB 
avec B ;C. Donc CM devient C'B', et le point l est in-
déterminé sur B'C'. Donc le lieu du point 1 se compose 
de la droite B'C, partie singulière, et d'une autre 
droite. 

Nous savons d'après le théorème II que les deux 
triangles A'B'C/ et aj3y sont homologiques. L'hexagone 
à la fois inscriptible et circonscriptible est a¡3'y a'¡3y7. 
Les trois droites A'a, B'i3, C'y passent donc par un 
même point v. Si l'on met I en coïncidence avec <p, le 
triangle PQR se confond avec le triangle a[3y. Les 
points G, H, K et par suite le point M sont indéter-
minés, ce qui s'explique par ce fait, facile à vérifier, 
que dans ce cas les trois cycles 0 2 , 0 3 sont tan-
gents au cycle O respectivement aux points a, ¡3, y, de 
sorte que le cycle lancent aux quatre cycles est le 
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cycle O lui-même. Il en résulte que la droite décrite 
par. le point I, quand on se donne le point M, passe 
par le point cp quelle que soit la position du point M 
sur le cercle O. On peut donc ajouter au deuxième 
théorème de M. Bricard, la remarque suivante : 

Le cycle tangent aux quatre cycles considérés 

touche le cycle inscrit au triangle ABC en un point 

qui reste fixe, quand, laissant fixe le deuxième 

triangle circonscrit A ' B ' C , on remplace le triangle 

A, B, Ç, par un autre, homothétique de A 'B 'C ' par 

rapport au même centre I, ou même, si Von déplace 

ce centre d*homothétie sur une droite passant par 

le point de concours des droites qui joignent les 

sommets du triangle A 'B 'C ' aux points de con-

tact avec le cycle O des cotés correspondants du 

triangle ABC. 

[ 123a ] 

C O N T I N U A N T S : A P P L I C A T I O N S A L A T H É O R I E D E S N O M B R E S ; 

PAU M. A. DELTOUR. 

( S U I T E . ) 

RÉDUCTION D'UN CONTINUANT DE FORME GÉNÉRALE. 

25. Les considérations exposées précédemment se 
rapportent exclusivement aux continuants assujettis 
aux conditions indiquées n° 2 (bh=-—CA = I ) et 
qu'on pourrait appeler continuants normaux. 

Ceux-ci forment une classe particulière de conti-
nuants caractérisée par le système de valeurs attribuées 
aux éléments b et c. 

Il importe de montrer que la restriction ainsi appor-
tée à la notion primitive ne diminue qu'en apparence 
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îa généralité des questions relatives aux continuants 
et que la forme indiquée au n° 1 se ramène à celle 
du n(> 2. 

26. Tout continuant ou les éléments bh, Ch ont 

des valeurs quelconques [forme du*n° 1) se trans-

forme, à un facteur près D*, en un continuant 

normal M de même ordre : si Von pose —- b/lc/l = d 

le facteur D* est un produit de termes tels que dh. 

Pour faire celle transformation, il faut réduire à 
l'unité les éléments b et — c du déterminant du n° 1. 

On posera, pour toute valeur de k, 

— Ch = c'h 

et 
bfl c'h — dh. 

Divisons successivement les éléments : 

J)e la •>/ colonne par b u De la 2e ligne par c\, 

,, 3 e » £i, 

/ e 6 )) |e )) r-
¿2 

» bfi~ i bh_3 . . 
ch~t ch 4 • • 

» lle » c'h-\ c'h-t 
b/i—2 bh 4 

Le déterminant sera lui-même divisé : 

Après la ire opération par d 

» (h— i)e » du-1 dfx-3 « » 

dh-2dh-k •• 

et dans l'ensemble par D* = dk-% • 



( '74 ) 
Le déterminant M t devient le continuant 

(i d{ d^ dh-idh-i ... dk-2 

, ai-r> a% -ri -r -, ..., ah -j -z ? . . . , a a —, 
d, d2 dzdx dk-i dh-z . . . d/c-i 

On ai éoac 

( V U ) M T = D * M . 

27. OAI donne à M une forme symétrique M' en 

employant le procédé de transformation du n° 16 
(Remarque). 

Il y a lieu de distinguer deux cas, suivant la parité 
de k. 

Supposons-le d'abord pair et posons 

dh = , 

ek-ieti ; • • • 
tfc - l —3 

Les éléments de M' que nous représenterons par a'h 

ont pour valeur 

a\ = d\ 

= a2 h' 

a2/»+l — a2/i-f-l 

^À-2 Ck-k • . . • ^2/1-5 . . ex 

£/«• --2 £¿-4 • • • e-2/i+2-e>/i 1 ... 
... • eih+i-eth e-2/t-î .. - e% 

La formule ( V I I ) devient 

MJ = D * M ' 
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Par exemple, pour k = 6, 

i di c/2 d^di \ Mx = d*d%dx (a.,«.^ a3-, a, , a.g-^J 

îf «I > a2 » a3 y 
\ ej ekeie{ e&e3e2 

e3e, / ' a4 > a5 , a6 ehezex e$eket e&e3e 

En second lieu, si k est impair, posons 

t = Da_i = dk-2 dk-w • • •, 

et divisons M par t; on obtiendra pour les éléments 
de M' les valeurs 

a, = a , 7 , 

aih — at/fd/c-2'dfc-i .. . d%ft-+.\. difi—2 d^fi—4 ... dî, 
_ i 

2/i+l 2 i-M dk 2(lk 4 _ dih^'dihdih-l . • • ¿¿2 ' 

La formule ( V U ) devient alors 

M , = D * D/C-T M ' . 

Par exemple, pour k = 5, on a 

Mt = dkdzd2d { ( y â d̂ y j1* » a^d2 » -7̂ 7- ) ' \ î/3 a i a3 a2 av / 

28. Réciproquement, ¿m continuant normal M se 

transforme en un continuant M< de même ordre 

dans lequel les éléments b et c appartiennent à un 

système de valeurs donné. 

La formule ( V I I ) dans laquelle les valeurs dh sont 
connues permet, en effet, de déterminer un élément 
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quelconque ah de M, au moyen de l'élément corres-
pondant de M. 

Comme conséquence, un continuant formé au moyen 
d'un système déterminé de valeurs des éléments b et c 

(les a restant variables) se transforme, à un facteur 
près, en un continuant formé au moyen d'un système 
donné d'éléments b et c différent du premier. 

Tout continuant peut donc se ramener à ce dernier 
pris comme type. 

Le système dans lequel on a 

ou plus simplement (1 h = i, a été choisi de préférence 
parce que tous les termes du développement sont posi-
tifs et les coefficients par rapport aux éléments ah égaux 
à + 1 . 

DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DES CONTINUANTS ALTERNÉS 

29. Dans certains cas, on trouve avantage à écrire 
les continuants dans le système qui correspond à l'hy-
pothèse 

Si M, est un tel continuant, les expressions D* et M 
de la formule ( V I I ) ont pour valeurs 

c'est-à-dire que M, se transforme en un continuant 
normal dont les éléments sont les éléments a de M4 

affectés alternativement des signes 4- et —. 

t>n = i, 
ch — — i 

dh~ 
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Les continuants M4 pour lesquels dh = — i seront 
désignés sous le nom de continuants alternés. 

30. Notation. — Pour les représenter, il sera com-
mode d'employer le symbole des imaginaires. 

En appliquant à l'expression précédente de M le 
procédé de transformation du n° 16 (Remarque ) , 

pour t = i, M| se trouve représenté de la manière sui-
vante : 

M, = izk {iau ia2, iaiy ..., ia/c). 

La suite aK, ••-> étant désignée par a, la 
suite iaK, ia2, . . ., iau sera désignée par icl. 

On écrira donc 

( V I I I ) Mj = i f » a ( i a ) . 

Remarque. — Il résulte de ce qui précède (nos 29 
et 30) qu'on a 

( I X ) ( i V ) = * * ( « ) , 

en désignant par a' la suite a dont les éléments de rang 
pair ont changé de signe. 

31. Transformation d'un continuant alterné par 

l'introduction de suites correspondant à 0, 9', 
— De leur mode de représentation (n° 30) découlent 
les propriétés des continuants alternés sur lesquelles il 
est inutile d'insister et dont une seule sera mise ici en 
évidence. 

Soient X une des suites 9, 8', T|, TJ'; V la même suite 
dont les éléments de rang pair ont changé de signe. 

On a, d'après ( I X ) , 

I ( ¿X ' i f l >= W ( - X l f l ) , { (t'X/ j0) = — X ! f 0 ) = o. 

>l/i/i. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Avril 1908.) 12 
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Si X est du type 0 011 8', n\ est pair, et Ton a 

( - X l f l ) = ( X l f l ) = (X). 

Si \ est du type rt ou r/, est impair et Ton a 

( - X l f l ) = — ( X l f l ) = (X) . 

Dans tous les cas, on trouve 

( i 'X ' l t l ) = ( iX ' ) . 

On a, par conséquent, les valeurs suivantes : 

(»'X'). (îX'I,! )• ( ÎX '0 i l ) . ( iX' l i 0 ) . 

Pour X = 0 : i i o o 
» 0' — i — i o o 
» 7) i i o o 
» r/ — i — i o o 

La formule T2 (n° 11) appliquée à un continuant tel 
que (ta, A ' , ¿¡3) donne 

( X ) ( TA , I 'X ' , I ? ) = ( Î X ' ) ( I A , * P ) , 

où (iV) prend dans le second membre l'une des va-
leurs ± i, zkzi. 

A ce facteur près, la valeur cTun continuant n'est 

pas modifiée par l1 introduction d'une suite iV entre 

deux de ses éléments. 

Remarque. — Les calculs du n° 23 restent appli-
cables lorsqu'on y remplace Çk) par ( « )/) et qu'on pose 
(u ) = (i p/), puisque les éléments considérés sont des 
quantités quelconques et peuvent en particulier 
admettre i comme (acteur. 

Or, comme on vient de le voir, on a toujours 
(/X') = («T l i l > ) . 

Les propositions des nos 23 et 24 se résument par 
conséquent en celle-ci : quel que soit le type auquel 



( >79 ) 
appartient (¿V), les continuants obtenus par per-

mutation circulaire des éléments de (7)/) appar-

tiennent au même type. 

L'adjoint ((¿V) a l'une des valeurs ± 2, db i i . 

CONTINUANTS DONT LES ÉLÉMENTS SONT ASSUJETTIS 
A CERTAINES CONDITIONS. 

32. On conçoit qu'en imposant aux éléments cer-
taines conditions, les principes exposés précédemment 
conduisent à des formules nombreuses et variées sui-
vant les hypothèses faites. 

En voici quelques exemples : 

33. I. Continuants composés de suites périodiques. 

— Considérons un continuant normal (a, a , . . . , a) 
dans lequel une suite quelconque d'éléments a est 
répétée périodiquement. 

Représentons-le par (a™), m étant le nombre des pé-
riodes, el de même représentons (a«,0î • • • ? ao,<') 
par (a,™,). [m, M, v étant des nombres entiers positifs. ] 

Considérons les deux adjoints ( (am ) et ( (aw , rk ) ; 
posons 

' i»1 "« (( a/w, r, ) _ 
-

(Bi) 1 . 
I 1'»»« ((*'») = . 

dans la première égalité, la valeur de g est donnée par 
l'expression 

8 ((*,*)* 

qu'on peut écrire (nos 19 et 22) 
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34. Les fonctions Pm , Q,„ définies ci-dessus jouissent 
de la propriété suivante : 

Pm et Q m ont avec P, et Q, les mêmes relations que 

sin mx et cos mx avec sin x et cos x, x étant quel-

conque, savoir : 

( P/,, = P,»-iQI4-Q*,-IPI, 
( t>2 ) ) 

( Qm = Q/rc-1 Ql — P/n-1 Plî 

La dernière es!, du reste, la conséquence des deux, 
autres, puisqu'on a, en tenant compte de l'expression 
d e g , 

P? + Q ? = i . 

Pour démontrer la première, remplaçons les P et Q 
par leurs valeurs tirées de (B4 ) . Après avoir éliminé 

¿m //-A 
le facteur commun —-—g, cette relation devient 

2((a'«,TÌ) = (te) -f- ((<*'"-!) ((A,TI). 

Or, le second membre a pour valeur 

H-[ (* « - ' ) + (*JV)] [ ( « ) - ( « ! , ! ) ] 

et devient, après réduction, 

2(a)(a'«-i)- '2(a l i l ) (aî;71 ) 
= 2 [(a) (a«-i) (a0,0 (a'/-1)] - ^ K V ) K O + K » ) î 

La seconde des relations (B 2 ) devient de mêmer 

après élimination du facteur commun 

2 ((«'" ) = ((«'»-1 ) ((a) - ((a'»-1, tj ) ((a, yj ) g* 
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De Tidenlilé 

« o ) = W o 1 ) « + («fj 'H«!.®) = («1,0) (a"1"1) •+• («1,0 (ay.ô1), 

011 déduit 

«1,0 [(am_1 ) - « T * ) ] = (a-ô1) [(a) - (aM)], 

c'est-à-dire 

L'égalité ci-dessus devient alors 

a((a'») = ((a'w—1 ) ((a) -h ((a^-i,^ ) ((a,ï)) -+- 4a0,i « ô 1 ) -

Or, on a 

a(a'») ='2(a)(a^~i) -+- 2(a0f,) K V ) > 
= 2 (a f j » ) (aM ) H- 2 « ^ ) («o,i ), 

et en ajoutant 

2((a'») = 2(a) (a'»-1) -h 2(aM) (a^j») -+- 4«0fi 

égalité qu'il est facile d'identifier avec la précédente 
qui se trouve ainsi démontrée. 

35. Conséquence. — On sait que SI" mX- et cosmx 1 ' sina? 
s'expriment au moyen d'une fonction entière de cos#. 

P 
De même, par conséquent, et Q m par rapport à Q4 . 

p 
Or, Q, ne dépend que de ( ( a ) et de in a. et Q m 

restent donc invariables si à la suite a on en substitue 
une autre p, telle que 

= ( mod 4) 
et 

((«) = ((?)• 

Par exemple, on peut prendre pour p l'une des suites 
obtenues par permutation circulaire des éléments de a. 
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Les conditions sont encore remplies si, étant = i 
(mod 4)? o n prend pour [3 lin seul élément b ayant 
pour valeur ((a). 

On a, en posant b = ( (a) , 

, PM = ((«'», g ) = ((¿'»,i)) 
JtUi-Dp, ( (a,rj ( ( M ) ' 

j ^ = ((*"<) = ( (6-) , 

P 
puisque et Q m restent invariables par la substi-

tution de b à a. 
En faisant usage de l'identité déjà vue 

appliquée à a et à la première de ces égalités peut 
s'écrire 

P'" _ « 0 ) _ (6"»-M 
£(/«-!) p, - (otj'o ) ~ 1 

et, en remplaçant, dans les deux, b par sa valeur 

(6 = ((a) = a/-iQ„ 
on a 

í ^ = ([ai-1 Qi]"'-»), 
(B.) P l . i im 

( Qm = T ( ( [ 2 H Qi]w ) . 

Le développement des seconds membres, dans les-
quels Qi est remplacé par cos#, donne l'expression de 
sin ma? , 

et de cosmx. 
SUIÎT 

Ainsi se mettent sous forme de continuant et d'ad-
. . . , . , sinma? , . 

joint les expressions connues de —: et de cos mx ' 1 sina? 
en fonction de vos x. 

36. En faisant na = i (mod 4) et 

((6c) = ((«), 
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on trouve, par un calcul analogue, 

( ^ =«•»'—"(rr..), 
< (il m 

Q — (( r ) , 

où y représente la suite des deux éléments, 6e, i. 
On a d'ailleurs 

((6c) = a*-» Q, 
d'où 

bc = — 2 Qi — 2. 

En remplaçant l'élément bc par celle valeur, on a 
tine nouvelle expression des mêmes fonctions sous 
forme de continuant et d'adjoint. 

37. Aucune hypothèse n'a été faite sur les signes des 
éléments de a. Les calculs précédents sont, par consé-
quent, applicables à — a. 

Posons 
i . p ..." \ ^ g ~ 

(B*) , . 
] r « « a ( i - 0Lm) _ n 

2 -
Dans la première égalité, g1 est déterminé par La 

condition g -+- g1— o. 
On pourrait répéter les mêmes calculs que pour Vm 

et Qm . Nous allons vérifier seulement que, de même 
qu'on a 

sin—mx = —sin mx, 

cos — mx — cos mx, on a aussi 
P—m = P mi 

On a en effet 
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d'où 
P-m _ i-'nn* ( - l)mn* £ _ __ 
Pm ~ , i'nn* 

On a aussi 
((—a ' « ) = (—i)m«a ((a"1), 

d'où 

"o^r ï™* 

38. On peut se rendre compte de la manière dont 
on passe des termes négatifs aux termes positifs en 
mettant (bm) sous la forme (— b P , o, bP+*+m) (p en-
tier) qui lui est équivalente, puisqu'elle se réduit à 
( o , bm+*). 

De même (— bm) sous la forme (— o, bP). 

On a la correspondance suivante : 

P -m P 2 P-i J\__ J \ _ Pi P,„ 
(m l'P_ , i - i p _ , P_, j i - i p , P, ¿P t ¿m-ip, 

1) (-.-b) (~b, o) (o) (0,6) (b) (6"» -') 

9.Q m 2Q-2 ^Q-i 2Q0 2Q1 2Q2 2Q/;/ 
t •'« " ' ¿-1 i i'i ' * * ¿»* 

((-¿>m) ( ( -b s ) ( ( - M = ((q,6) ((*) ((¿2) . . . ((6'-;. 

Par convention, on fait P 0 = : o , Q0 = 1, valeurs qui 
résultent du Tableau précédent, aussi bien que de 
l'analogie avec les fonctions trigonométriques. 

jRemarque. — On trouve, pour des continuants tels 
que (am, a/m/, . . . ), où l'on considère des suites am diffé-
rentes, des formules de récurrence plus générales, 
mais sans utilité pour les questions traitées dans les 
parties suivantes. 

39. II. Décomposition d'un continuant en une 

somme de deux autres. — La formule suivante per-
met de décomposer un continuant en une somme de 
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deux autres ayant une valeur particulière 

<B5) (a,i,i,P) = («,i,P)4-(«,P). 

Elle peut encore se mettre sous la forme 

( « , fl + i , 6 + f , p ) = ( a , a + 6 + i , P ) + ( a , a , 

Lorsque a est remplacé par o, elle se réduit à l'iden-
tité 

(a, a ) = (a — i, a ) -H (a ) , 

e t , si a s ' évanoui t , à 
(a_H T, i, p) = (a-+-6 -hi, P)-h(a, p). 

Remarque. — La formule (B5 ) , dont la vérification 
ne présente pas de difficulté, s'applique aussi bien aux 
adjoints qu'aux continuants. 

40. III. Représentation de certaines formes algé-

briques : i° Puissances xm. — Soient : 
( a ) , ( a ) un cont inuant de valeur ¿P, 

(b ) . (v ) un continuant satisfaisant aux conditions 

= o , 
\ l + V 1 ) 0 =O, 

pour lesquelles il faut que nv soit pair, si les éléments 
sont des nombres réels (n° 19) ; on posera, par exemple, 

y étant un nombre quelconque qui sera la valeur de (v ) ; 
(c ) . (p ) un continuant (v ) de valeur i, par exemple, 

(o, — i, i,o). 

Les égalités suivantes se vérifient immédiatement en 
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développant les continuants 

( ( a , v , a ) = ( v ) ( a ) S 

i B f i ) | ( « , v ,a ) = (v)(a)*. 

Elles servent à former certains continuants ayant 
pour valeur xm et composés au moyen de x et des 
éléments de (a) . 

En effet, soient m = ip -h q (/?, q entiers); (a ) , 
(¡3), (v ) trois continuants ayant pour valeurs respec-
tives x, xPf et y == xi. 

On a 
(P , V, g ) = ( v ) ( P ) * = a?"'. 

Pour obtenir une représentation de donnons kq 

dans cette formule la valeur du résidu de m (mod 2 ) 

et à (v ) la forme (p) ou (x, 7}), suivant que q = o, 
ou q = 1. 

Il ne restera plus qu'à déterminer ( p ) en posant, par 
exemple, 

(P) = (Y>V'>1) = 

On opérera pour ¿r/» de la même manière que pour xm 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'exposant soit réduit 
à 1 ; alors, on appliquera la formule 

(a, v, a ) = ( v ) x2 . 

Pour m = i3, on trouve les formes suivantes : 

( a , 3?, YJ, a, p, a?, TJ, a, a?, TJ, a, p, a, TJ, a?, a ) ' 

41. 20 Formes xy,x2dby2. — Les continuants 
normaux symétriques 

(a , m, a ) , (a, a ) , (a , - a ) 
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ont respectivement pour valeurs 

(a)[;n(a)H-2(a0,,)], (a)'-h (%0tl)*, ( - i)«« [ ( a ) » - ( a0(1)2]. 

x et y étant deux nombres quelconques donnés, on 
peut poser 

. ( ( * ) = . 1 (* ) = se, soit < soit < 
( m (CL) -h -¿(a0,i) =JT, ( (a0,i 

et trouver en général respectivement pour 

(a, m, a ) et (a riz a ) 

des éléments satisfaisant à ces hypothèses. 
Oii a alors 

i (a, m, a ) = xy, 

( 1*7 ) ) (a, a) =a;*-hy2, 

I ( a , - a ) = ( — I ) » . ^ - ^ » ) . 

Exemples : 
(2, 3, 4, 3, 2) = 7.32, 

(2,3,3,2) 
(2, 3, — 3 , — 2 ) = 72 — 22. 

42. 3° Formes ax2 + ibxy + — On a, 
pour e = ±: i , 

(Bg ) e«a (a, p, o, e a ) = a2 p0>1 -f- a a0j l (e p -h p M ) -4- * a2 f l p l f0. 

En posant 

( (a) = ( (p0f l) = a, c (P)4- (Pi t i ) = 2Ô, 
I (ao,i) | «(Pi,o) = c, 

on trouve la forme donnée 

e"« (a, p, o, gaj = axi-h 2 -+- c^2. 
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Si l'on pose en outre 

011 en déduit 

) (p i f l ) = ÔH-i. 

Le discriminant D a pour valeur 

D - . o - » . = . K , S , . - l ' i ^ j ' 

= ±i — t*. 

43. Une autre manière de représenter cette même 
forme F, qui peut s'écrire 

consisle à poser 
x
 _ y _ , 

(a) (ao.i) 
a b 

W) ~ (rï7) 
= s, 

le rapport S étant un nombre quelconque. 
On en déduit 

OM F = 

suivre.) 
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C E R T I F I C A T S DE M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

Dijon. 

ÉPUEUYE THÉORIOIJE. — I. Attraction d'un ellipsoïde de 

révolution aplati sur un point de sa surface. 

II. Poids des corps. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un plateau circulaire homogène 

pesant, de rayon égal à im, du poids de ikg, primitivement 

en repos, peut tourner sans frottement autour de son 

centre O dans un plan horizontal sur lequel il repose. 

Un insecte M du poids de ios se meut sur le bord de ce 

plateau. Il part du repos et, pendant 10 secondes, il se 

meut de façon que la force qu'il applique au plateau ait 

constamment pour projection sur la tangente au bord 3". 
Au bout de ce temps il se meut de façon que le travail de 

la force qu'il applique au plateau soit proportionnel au 

temps. On demande le mouvement du plateau, celui de 

Vinsecte sur le plateau et le mouvement absolu de l'in-

secte. ^ = 9,81. (Juillet 1907.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Etablir les formules qui per-

mettent d'étudier le roulement d'un cône mobile sur un 

cône fixe. 

II. Sachant que la résultante de deux forces est située 

dans leur angle et connaissant la composition des forces 

ayant même ligne d'action, établir la règle du parallé-

logramme des forces. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un disque elliptique homogène 

pesant dont les axes sont im et im, et le poids ikg, repose 

sur deux tiges très minces, le pénétrant normalement ; ces 

tiges sont horizontales et percent le grand axe à om, 5o du 

centre ; elles sont situées à la même hauteur. On enlève 

brusquement l'une des tiges; on demande, au moment où 

le disque se met en mouvement, la valeur de la réaction 

de l'autre tige. (Novembre 1907.) 
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Poitiers. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une barre rigide, pesante, AB, se 

déplace dans un plan vertical de manière que ses extré-

mités A et B glissent sans frottement sur deux axes 

rectangulaires Ox et O y. Cette barre est amincie vers 

rextrémité A de manière que la densité linéaire de la 

barre en un point P soit proportionnelle ci la distance PA. 
i° Trouver et discuter le mouvement de AB : 
Masse i/e A B = M, 
AB = i l , 
Angle de Ox avec la verticale dirigée vers le bas — cp, 
Angle de Ox avec OC ( G milieu de A B ) — 0. 

Trouver un point D de la barre et une masse M! 
tels que, quelles que soient les conditions initiales, la 

force vive de la barre soit constamment celle qu'aurait 

dans le mouvement le point D s'il était de masse M*. Mon-

trer que le mouvement de D est celui que prendrait un 

point matériel assujetti à glisser sans frottement sur la 

trajectoire de D et placé dans un champ constant CJ dont 

on déterminera Vintensité et la direction. 

V Déterminer et construire les positions d'équilibre 

de AB. Connaissant ces positions peut-on construire la 

direction du champ C^? 

ÉPREUVE PRATIQUE. — i" On donne un cube ABCD, 
A j Bt Gj l>, ; la vitesse du point A est représentée à Vinstant 

que l'on considère par le vecteur AB, celle de Gj est 

portée par GJ G, celle de DJ est dans le plan AIBCDJ. 
Trouver l'axe instantané de rotation et de glissement, 

la vitesse de glissement et la rotation instantanée. 

Un solide homogène a la forme du prisme triangu-

laire ABG, AJBJGI; trouver les moments d'inertie de ce 

solide par rapport à ses neuf arêtes. 

(Novembre 1907.) 

Rennes 

KPREUVE THÉORIQUE. — I. Equilibre d'un fil parfaitement 

flexible et inextensible appliqué sur une surface. Cas où 

il y a frottement. 
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II. PROBLÈME. — Un fil homogène, pesant, flexible et 

inextensible, est tendu suivant la section droite d'un cy-

lindre non poli à génératrices horizontales. Établir les 

formules qui donnent en chaque point la tension du fil 

et la pression sur la surface. 

Cas particulier : Le cylindre est de révolution ; le fil est 

appliqué sur la de mi-circonférence supérieure ; les extré-

mités pendent verticalement et supportent des poids 

donnés. 

EPREUVE PRATIQUE. — On lance verticalement en l'air 

un objet sphérique avec une vitesse de 18m par seconde. La 

résistance de l'air est supposée proportionnelle au carré 

de la vitesse et telle que, pour une vitesse de 8om par se-

conde, cette résistance soit égale au poids du mobile, 

Calculer : 

i° La hauteur à laquelle s'élèvera le projectile; 

2° La durée de la montée et celle de la chute. 

On donne : 

e = 2 ,7 i83. 
(Novembre 1907.) 

C E R T I F I C A T S DE M A T H É M A T I Q U E S G E N E R A L E S . 

Montpellier. 

ÉPREUVE "THÉORIQUE. — I° Déterminer Vintégrale géné-

rale de l'équation différentielle 

dky d*>y dly dv TT 
2 2 4- -J~ — 2 h y ~ - -f- 4 cosa?. 

dxw dx* dx2 dx J 2 

20 Cette intégrale générale étant considérée comme l'é-

quation d'une courbe plane, déterminer les valeurs des 

constantes arbitraires de façon que cette courbe passe par 

les points x — o, y — o et x = 7i, y — o, et qu'en ces deux 

points elle soit tangente à l'axe des x. 

3° Calculer l'aire comprise entre l'axe des x et la 

branche de courbe obtenue entre les deux points donnés 

d'abscisses o et ir. 
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EPREUVE PRATIQUE.— On considère la portion de Vellipse 

fri 

comprise entre deux parallèles au petit axe (Oy)^ symé-

triques par rapport à celui-ci. Soit h la distance qui 

sépare ces parallèles du petit axe. Si la portion d'ellipse 

ainsi définie tourne autour du grand axe, elle engendre 

un tonneau. Calculer son volume en fonction de a, b, h. 

En pratique, s'il s'agissait d'un véritable tonneau, on 

ne pourrait pas mesurer a, mais on pourrait mesurer le 

rayon r du fond. Modifier la formule obtenue de manière 

à obtenir une véritable formule pratique pour le cubage 

des tonneaux. (Novembre 1907.) 

Construire la courbe ( G ) représentée par l'équation 

Calculer : 

i° La longueur de l'arc AM t de ( C ) compris entre les 

points dyabscisses a et. X\\ 

Les coordonnées du centre de gravité de l'arc AMj ; 
3° L'expression du rayon de courbure. 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les intégrales définies: 

Rennes. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Intégrer Véquation différentielle 

dy__3 _ 

dx x ^^ X' 

Montrer qu'elle admet l'intégrale particulière 

,1C sin 6 db 

(Novembre 1907.) 
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[ I7a ] 
S U R L E S M O D U L E S DE L A F O R M E Pm> P P R E M I E R 

( I M P A I R O U P A I R ) ; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

1. La première Partie de ce Mémoire est relative aux 
modules de la forme pm, p étant un nombre premier 
autre que 2 ; la seconde Partie est relative au module i m . 

Si on laisse de côté le module 4> qui admet 3 comme 
racine primitive, on sait que, pour un module com-

posé M, il n'existe de racines primitivesy c'est-à-dire 

de nombres appartenant à l'exposant © (M ) , que 

dans les deux cas suivants : 

M = p,n, p premier et autre que 2, 

M — 2 pm, » » 

Dans le premier cas, qui est le plus intéressant, on a 

?(/>w) =pm~i(p — 1), 

et il existe des nombres N appartenant à l'exposant 

p m - k l (A: 51), 

8 étant un diviseur de p — 1 ; le nombre de ces nom-
bres, supposés inférieurs à pmy est 

( f { p r n ~ k à ) ou cp (/?'"-*) <p (8) , 

ou encore 
k<m, |)<p(8), 
* = m, cp(8); 

je me propose de donner de ces nombres, pour 

chaque valeur de k et chaque valeur de 8, une 

Ann.de Mathémat., 4* série, t. VIII. {MAI 1908.) ¿3 
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expression plus arithmétique que celle qui résulte 

de Vemploi d'une racine primitive relative au mo-

dule pm. 

Je dirai ensuite un mot sur le cas du module 2pm , 
pour lequel on a 

Dans la seconde Partie, je considère le module 2M, 
m y 3, pour lequel il ny a pas de racines primitives. 
Aux exposants 2M~2, 2W~3, . . . , 2, appartiennent des 
nombres dont le nombre est 

restent les deux nombres 1 et i m — 1 qui appartiennent 
respectivement aux exposants 1 et 2. 

PREMIÈRE PARTIE. 

MODULES DE LA FORME p ÉTANT IMPAIR. 

I. 

Nous chercherons d'abord à quel exposant appartient 
un nombre donné N, relativement au module pm. 

2. L e m m e . — Soit un nombre H , pour lequel on a, 

avec /i > 1, 

| H-1=phgr {p = 3) 

l (q' non multiple de p) ; 
on a aussi 

| \{Pm~h _ ! = pm g 

\ (q non multiple de p). 

Ces deux faits (l'un positif, l'autre négatif) ayant 
lieu par hypothèse pour m = A, il suffira de montrer 
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que, s'ils ont lieu pour une valeur de m, ils ont lieu 
pour la valeur immédiatement supérieure. 

Écrivons 
llpm~h prriq ^ 

q ne renfermant pas le facteur et élevons les deux 
membres à la puissance p . Comme les coefficients du 
binôme, pour un exposant premier /?, sont multiples 
de p , sauf le premier et le dernier qui ont la valeur i ( 1 ), 
on a 

Hpm"l-h= ppm qP 

-hp '»-+-1 qP-1 

p(p-2) m+1 qP-i A 

-h . . . 

-hp*m+i q2 L 

-h q 

"H », et, par suite, 

ainsi le premier membre est divisible par pm+*. 

En outre, Q ne renferme pas le facteur p ; on a en 
effet le diviseur qui donne le quotient, Q étant 

Q = P ( P - \ )M-\ QP 

p (p—'2) fn qp-i 

-+- p </>~3) -n qP~2 A 

-H . .. 
-h pm q2 L 

+ 

(1 ) Un fait analogue a lieu pour la formule qui donne la puissance 
p\èm* ¿'un polynôme, et cela donne une démonstration du théorème 
de Fermât. ( Voir CAHEN, Éléments de la Théorie des nombres, 
p. 66; nous indiquerons les renvois à cet Ouvrage par la notation 
C, p. 66. ) 



( '9® ) 
et la partie qui précède q est multiple de p, même 
dans le cas le plus défavorable, p = 3, où cette partie 
est 

plm-l gS + pmqî^ 

m étant au moins i. Comme l'égalité ci-dessus en H n'est 
pas autre chose que l'égalilé primitive avec m -f- i au 
lieu de m, comme de plus le quotient Q a la pro-
priété du quotient q, le fait annoncé est établi. 

3. Théorème. — Soit p un nombre premier autre 

que 2, 
pf 3. 

Le nombre N étant premier avec /?, si 8 est Vexposant 

auquel appartient N (ou son résidu n par rapport 

à p) pour le module p, et si la plus haute puissance 

de p qui divise Ns — i est ph, avec A> i, V exposant 

auquel appartient N relativement au module pm est 

pm-h 

tant qu'on a h^m. 

On a, par hypothèse, avec i , 

l — i = ph q' 
(i) . * 

( (q ' non multiple de p)\ 

on a en outre 

( i ) N8— i = p (8 minimum); 

la conclusion est, avec m^h , 

( 3 ) N p m h ^ — i = p " l q (exposant minimum pour N). 

i ° D'après (2), les seules puissances de N qui, divi-
sées par/?, donnent 1 pour reste, sont celles dont l'ex-
posant est multiple de S ; l'exposant auquel appartient N, 
pour le module pm, est donc d'abord multiple de 8. 
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2° D'après ( i ) , en appliquant le lemme du n° 2 avec 

H == N8, on a 

{ — , = pm q 

( (q non multiple de p ) ; 

l'exposant auquel appartient N, pour le module />m, 
est donc pm~h8, ou un diviseur de ce nombre ; comme 
cet exposant doit être multiple de 8, qui est un divi-
seur de p — i, il est certainement de la forme pl~h8, 
avec m. 

Or, avec l'hypothèse ( i ) , on a 

, N'' ' — i — p' q 

I (q non multiple de p); 

donc le premier membre n'est divisible par pm que si 
l'on a l = m . Le nombre N appartient donc bien à 
l'exposantpm~h?>, comme l'indique l'écriture (3) . 

On peut observer que le quotient q de V égalité (3) 

ne renferme plus le facteur p. L'énoncé même du 
théorème entraîne d'ailleurs cette conséquence ; sans 
quoi N appartiendrait pour le module pm+i à un 
exposant diviseur de pm~h S, ce qui est contraire au 
théorème. 

4. Remarque. — Si l'on a A > m, l'exposant auquel 
appartient N est simplement 8, puisqu'on a, d'a-
près ( i ) , 

NÔ—L = pm X ph—m q', 

et que, d'ailleurs, cet exposant doit renfermer le fac-
teur 8 ; le quotientph~mq f renferme alors le facteur/?. 

(La même chose a déjà lieu pour h = w, si ce n'est 
que le quotient est alors qr non multiple de p.) 
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II. 

Voyons maintenant, ce qui est l'objet principal de 
ce Mémoire, quels nombres N appartiennent à un 
exposant donné pm~h8, k élant au moins i, et 8 étant 
un diviseur de p — î . Pour 

k = 1,2, ..., h, ..., m — i, 

on doit chercher les nombres qui satisfont à la fois aux 
conditions ( i ) et ( 2 ) , 8 et A élant donnés. Pour k = m, 
c'est-à-dire lorsqu'il s'agit des nombres N qui appar-
tiennent simplement à l'exposant 8, on aura à tenir 
compte de la remarque du n° 4. 

Nous commencerons par résoudre, et c'est l'objet de 
ce paragraphe, un problème plus général que celui que 
nous avons en vue. 

5. Problème I. — Résoudre la congruence 

Vexposant s n'étant pas multiple de p\ le point in-

dique un multiple de ph+K. 

Supposons connus les h -+- 1 derniers chiffres de X 
écrit en base p , et cherchons les h -+-1 derniers chiffres 
de N écrit de même (4 ) ; on veut avoir 

( n H- ap h- bp* eph-1 -h fph -+-ph+l )s 

= v —otp -f- P/>24-.. .-=»- zph~l -h <çph-+-ph+i\ 

( * ) Dans le traitement des questions où le module est une puis-
sance de p, on procède de proche en proche à partir du module pre-
mier /?, en faisant croître d'une unité à chaque fois l'exposant de la 
puissance (C, p. 99); on comprend dès lors que l'emploi du système 
de numération à base p doit donner aux démonstrations un tour aisé. 
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nous supposerons <X non multiple de /?, c'est-à-dire 

v ^ o , d ' o ù n yé. o . 

On doit avoir d'abord 
n*=v-+-p (n<p); 

v doit donc être un reste de puissance sième par 

rapport au module p, et la condition pour qu'il en 
soit ainsi est celle-ci : S désignant le plus grand commun 
diviseur entre s et p — i, v doit être l'une des p ^ 1 

solutions de la congruence 

Hzl v ô = i p ; 

cette condition remplie, la congruence ci-dessus en n 
a S solutions distinctes (C, p. 99). Dans le cas parti-
culier 

v = 1, 

que nous aurons à considérer, ces 8 solutions sont, 
comme on sait, celles de la congruence 

i -+-p (n </?). 

La valeur de n étant choisie, on doit avoir en second 
lieu 

(n -h ap)s — ^ 4 - cap 
ou 

( n s — v ) -1- sns~ 1 ap — zp — /?2, 
ou 

ftS y • 
—— 1-sns~la—a —p (*</>); 

on a supposé s non multiple de p pour qué le coeffi-
cient de l'inconnue a soit premier avec le module p, 
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et la congruence a alors une solution, soit a (4). 

On doit avoir ensuite 

( n + ajp + bp2 )s = v -h ap -h -h />*, 
ou 

[ ( / H - ap)s— (v + a jo ) ] + $(/i + a/)) i-1 bp* — $p* = p*, 

on divise p a r e t c . ( 2 ) . 
On continue ainsi de proche en proche. 

6. Problème II. — L'exposant s n'étant pas mul-

tiple de p, trouver N d'après les conditions 

N* — v = phq' 

( q ' non multiple de />), 

où v est un reste de puissance siime par rapport au 

module /?. 

Il faut, dans ce qui précède, faire 

a = o, P = o, e = o 

La valeur de n étant choisie, si Y on désigne par a0, 

( * ) Si s est multiple de /?, on a 

la congruence à résoudre est impossible ou indéterminée selon qu'on 
n'a pas ou qu'on a 

« ' = v + a/?+ p"1. 

( 3 ) Si * est multiple de 7?, oÛ a 

{n -1- ap + p7)* = (n -h ap)' H- jôs ; 

la congruence à résoudre est impossible ou indéterminée selon qu'on 
n'a pas ou qu'on a 

( n -+• ap )' = v -+- ap -+- -H p3. 
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b0, . . . ye&y/0 les valeurs de a, 6, . . . , e, /, pour a, 
[3, . . s , <j> égaux à zéro, il faut prendre (puisque <p ne 
doit pas être nul) 

l N = n -h a0p -f- b0pl-+-.. .-f- e0ph-Jrfph H- ph+l 

( ( f ^ f o ) -

Le nombre des valeurs de n est 8, le nombre des va-
leurs de f est p — i ; à chacune de ces valeurs de f cor-
respond pour <p Tune des valeurs i , 2, 3, . . . , /> — i , 
dans l'égalité 

N* — v = ph(p •+•?)• 

Pour une même valeur de n, les nombres N forment 
p — i progressions arithmétiques déraison ph+{. 

7. Cas particulier. — L'exposant s n'étant pas mul-

tiple de p, trouver N d'après les conditions 

| N* — i = phq 

( (qr non multiple de p). 

Si l'on désigne toujours par 8 le plus grand commun 
diviseur entre s et p — î, les valeurs de JN sont celles 
qui vérifient les conditions plus simples : 

j N « - , - ^ 
( (q' non multiple de />); 

cela donne 

| N = /n- a0p -+- b0p*-+-.. .-f- e0ph~l-*-fph+ph+l 

( ( / ^ / o ) ; 

n est l'une des 8 solutions de la congruence 

et, lorsque la valeur de n a été choisie, les coeffi-
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cienls a0l b0, . . . , e0 sont absolument déterminés, le 

nombre des valeurs de / e s t p — i . En effet, d'une part 

les valeurs de N qui satisfont aux conditions ( i ) satis-

font aux conditions proposées, et, d'autre part, la ré-

ponse au problème primitif est également de la forme (i ' ) 

avec 8 valeurs pour n et p — i valeurs p o u r / ; d'ail-

leurs, en ce qui concerne n, on a déjà rappelé que les 

congruences 

ns — i = /?, —i = p 

solutions (congruences à modules pre-

I I I . 

8. Des nombres qui appartiennent à un exposant donné 

pour un module donné pm, — P o u r a v o i r les 

nombres N qui appartiennent à l 'exposant pm~hS rela-

tivement au module 8 étant un diviseur de p — i , 

et h ayant l'une des valeurs i , 2, . . . , m — i (mais non 

la valeur m que nous écartons pour le moment), il 

faut prendre les nombres N qui vérifient les conditions 

suivantes : 

NS—i r=zphq' 

{q' non multiple de p) 

et 

( 2 ) N s — 1 =p (8 minimum); 

on supposera d'ailleurs 

N < P M . 

Le nombre N devant ici appartenir à l 'exposant S 

pour le module /?, il doit en être de même de son ré-

sidu n par rapport à /?, et l'on doit avoir 

( 2 ' ) rfi—1 = p (8 minimum). 

ont les mêmes 

miers). 
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Le nombre des valeurs de ri pour la formule ( i ' ) est 

alors seulement <p(8); comme, dans cette formule, 

( N = n -h a0p H- b0p* + .. .-h e0ph~i-hfph-h ph+l 

\ . (./v/o), 

le coefficient f a p — 1 valeurs, les nombres demandés N 

forment ( p — i)cp(8) progressions arithmétiques de 

raison et chacune de ces progressions doit être 

limitée par la condition N <^Pm- On peut écrire 

N = N'-h ph+i X (o, ï, 2, . . pm-l-h— I), 

avec N G o m m e on a pour n des valeurs en 

nombre <f(8), pour f des valeurs en nombre p — i , 

pour le multiplicateur de des valeurs en nombre 

pm-h-\^ je nombre des valeurs de N qu'on obtient est 

<p(o) X (/> — l ) X p™-h-l ou 

comme on le sait par ailleurs. 

Pour h = m — i , on arrive à prendre 

( N = /i + fl0iO + V + " - + r0pm-2-+- spm~l 

[ (s^s0). 

Si l'on prend enfin 

N = n H- a0p 4- b0p*-±-.. .-h *QPm~l, 

on a 

N s—i =*pm, 

le quotient pouvant renfermer le facteur />, et N appar-

tient à l'exposant 8 pour le module pm. On a pour N 

des valeurs en nombre <p(8). On peut dire qu'on a 

ici le quotient.de N 8 — i par pm renferme le 

facteur p à la puissance h — m, si A est plus grand 

que m. 
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Dans tous les cas, les nombres N (plus petits quep m ) 

qui appartiennent à l'exposantpm~k8 pour le modulepm 

sont en nombre 
cp (/>'«-* 8). 

9. Prenons, par exemple, p = rj. Pour des valeurs 
données de 8 et de A, les nombres N qui satisfont aux 
conditions ( i ) et (2 ) forment 6cp(S) progressions arith-
métiques illimitées (voir le Tableau de la page 2o5). 

Cela étant, si le module est, par exemple, 7*, les 
nombres de la double colonne qui a pour titre 8 = 3 

appartiennent successivement aux exposants x 3, 

72 x 3, 7 X 3 , et la suite de la colonne (A ^ 4 ) donne 
une progression unique de nombres appartenant à 
l'exposant 3. Si l'on se borne aux nombres plus petits 
que 7*, les progressions renferment successivement 
72 termes, 7 termes, 1 lerme, et encore 1 terme; de 
sorte que, dans la colonne qui correspond à 8 = 3, 

n = 2, par exemple, le nombre des éléments est 

( 7 2 + 7 + I ) X ( 7 - I ) - W OU 7 A ; 

le nombre total des colonnes élant 7 — 1, le nombre 
total des éléments est 

73 x (7 — 1) ou cp ( ) . 

10. Pour 3 = 1, on veut avoir 

( N — 1 = phq' (N —1 =p) 

\ (q' non frmltiple de p), 

c'est-à-dire a priori 

N = ph x (1, 2, 3, . . .,/> — 1) -H 

avec f yzé o. 
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Pour 8 = 2, on veut avoir 

( N2—I = p/tq' ( N + I = P ) 

) (q' non multiple de p), 

c'est-à-dire a priori 

N = ph x ( i , 2, 3, — i) — I 

avec f o ; cette écriture correspond à n = — i, et, si 
l'on veut conserver ai = p — i, il faut écrire 

N = ( p - l) + (p — i)p + (p-i)p* + ..m 

-+-(/>— 0 Ph 1 + Ph x l> 2Î - -¡p — + 

avec fy^p — i . 
Si l'on suppose, par exemple,/? = 3, c'est-à-dire 

j N&— i = 

( (çr' non multiple de 3), 

on peut avoir seulement S = i, ou 8 == 2, ce qui donne 
d'abord 

N = 3 + 1 

ou 

N = 3 — 1. 

Pour h = 1, on a donc (avec n = ± 1) 

N = ± i - t - 3 ( i , a ) + 9. 

Restent les nombres N des deux formes 9), ± 1 ; 
prenant d'abord X non multiple de 3, on a 

N = ± 1 + 9 (1 ,2 ) - H 27, 

et ces nombres correspondent à h — 2. Restent les 
nombres N des deux formes 2 1 , etc. 
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H . Remarque générale pour le cas où à est pair. — Si 

S est pair, 8 = 2 d, les conditions (1) et ( 2 ) du n° 8 
sont équivalentes à celles-ci : 

l ( q ' non multiple de />), 

[ 2 ] N r f -b i = /? {d minimum); 

en effet, —1 n'est pas divisible par /?, de sorte que 
doit être divisible par ph. 

On a ici v = — 1, et la condition 

p_-1 

qui exprime que — 1 est un reste de puissance dleme 

par rapport au module p,.est naturellement satisfaite, 
p — 1 étant multiple de 2d. La congruence 

nd -1- 1 = p 

donne d valeurs de /z, et, parmi ces valeurs, celles pour 
lesquelles l'exposant d est minimum sont en nombre 
cp(§), ou <2(2d), c'est-à-dire 20(d) ou o(d) selon que 
d est pair ou impair. Dans ce dernier cas, par exemple, 
les solutions de la congruence considérée sont les com-
pléments à p des solutions de la congruence 

nd—i = p, 

et la valeur ®(d) est intuitive ( v o i r S = 6 dans le Ta-
bleau relatif à p — <j)] voici un exemple du premier 
cas : 

p = 5, o = 4) d = 1 

donnent, avec o(d ) — 1, 2c f (d ) — 2, 
2 2 + I = 5, 3 2 + I = 10. 
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On a un lemme analogue à celui qui a été démontré 
au n° 2, avec + i au lieu de — i. 

Pour le théorème, il faut mettre -f-1 au lieu de — i 
dans les hypothèses ( i ) et ( 2 ) et dans la conclusion (3) . 

Les nombres qui appartiennent à l'exposant pm~h8 
pour le module pm, lorsque 8 est pair, ù=id, sont 
ceux pour lesquels on a 

N / > m J ' ' /+ 1 = p " l (exposant minimum pour N ) ; 

ils sont en nombre 

f('*d) x ^{pm~h) ou <?(p»l-/lo). 

12. Restes des puissances des nombres N. — Soit N un 
nombre qui vérifie les conditions (1) et ( 2 ) ; il appar-
tient, pour le module pm, à l'exposant pm~ho, et, dans 
la suite des restes fournis par la progression 

1, N , N», N8-1, 

le diviseur étant />m, les pm~h8 premiers restes sont 
distincts. Soit R un des 8 premiers restes. On a 

il en résulte que les restes, pris de 8 en 8 à partir 

de R, sont les résidus par rapport à pm des nombres 

R - h p A x ( 0 | 1,2,3, 1), 

en nombre pm~h. 

Si 8 est pair, 8 = i d , on a 

R x R x (—1 -+-phg') = — R-n-ph\ 

les restes, pris de d en d, sont alternativement les ré-
sidas par rapport à pm des nombres des deux groupes 

±: R -Hph x (o, 1, 2, 3. .. .,pm~h— 1). 
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Pour 8 = i , 8 = 2 , les choses sont particulièrement 

simples. 

IV . 

13. Module 2pm{ps$)- — Pour le problème I : 

il suffira qu'on ait • 
N* = ¿Ko H- ph+l, 

N étant de même parité que >)£>. Comme on a alors 

N = (/i + a/? + bp^-+-. . .4- eph~* -H fph) -+- kph+*, 

on prendra k pair ou impair selon les circonstances. 
Pour le problème I I : 

j N5— v = iphq' 

( (q' non multiple de />), 

on procédera d'une manière analogue. 
Relativement aux nombres qui appartiennent à un 

exposant donné pm~h8 pour Je module ipmy tant que h 

n'est pas m, on doit prendre 

N = N'-hph+x x (i, 3, 5, . .>>_pm-\-h_ X)? 

si W est de parité contraire à et 

N = N ' -hph+ l x (o, 2, 4, . . 2p» l - i -à— 2 ) , 

si N' est de même parité que <3̂ ; le nombre de ces 
nombres est, dans les deux cas, 

<p(8) X (p — I) X pft-h-1 
ou 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Mai 1908.) 
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Pour un exposant 8 on prendra 

N = n + a0p -+- b0pi-h.. . - h s<spm-x pm x (o ou i), 

de façon que N soit de même parité que X . 

DEUXIÈME PARTIE. 

MODULE 2 », m 5 3. 

14. Lemme. — Soit N un nombre impair pour 

lequel on a 

N — ï = 2 hq' ou N-4- i— 2hq' (h^i) 

{q' impair); 

on a alors 

N 2 ' " - — ! =*>J»q (m > h) 

(q impair). 

Pour m = h -+- i , on doit avoir d'abord 

N 2 „ t = <>h+\q (q impair); 

or, on a, par hypothèse, 

N = ( ^ ' impa i r ) , 
d'où 

N2 = q'1 ± q'-M , 
OU 

IN»— i = i ^ q ' i ^ - ^ q ' ± i ) ; 

pour h ^ 2 , on a bien ce qu'on cherche. 

D'autre part, supposons qu'on ait obtenu pour 

une certaine valeur de m 

(a) = im q -f- i (<7 impair); 

on a, par élévation au carré, 

9m + \—h ani 
N — ï q*-h -+- î 
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ou 

( b ) N2m+I~7' — I = 

avec m > i , ( 6 ) n'est autre chose que (a) où l'on rem-
place m par m -{- i . 

Le fait énoncé est donc exact. 

15. Théorème. — Un nombre impair étant mis 

sous la forme (4), ou encore sous la forme 

(G) N = + 

ce qui est toujours possible d'une seule façon, Vex-

posant auquel appartient ce nombre pour le mo-

dule 2m est tant qu'on a. h < /??. 

Même démonstration que pour le théorème analogue 
de la première Partie. On peut observer que le quo-

tient q de l'égalité (5) est impair. 

Je réunis ici les conditions d'inégalité 

^ = h % m — i. 

16. Remarque. — Lorsqu'on a /¿^/tt, le nombre N 
appartient à l'exposant i ou à l'exposant 2 selon 
qu'on a 

N = 1 ou N = ')Jl q' — 1. 

17. Des nombres qui appartiennent à un exposant donné 
pour le module 2m, m 3; 3. — Le module 2m étant donné, 
les nombres de la forme (6 ) , avec h%m — 1, appar-
tiennent à l'exposant 2m~h1 qui prend les valeurs 

2W-2 2W~3, ...J 2l, 2; 

pour chaque exposant, ces nombres forment deux pro-
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gressions arithmétiques. Les nombres des deux formes 

2m-f I, 1m— I 

appartiennent respectivement aux exposants i et 2. 

Si l'on se borne aux nombres inférieurs à 2m , les 
nombres considérés sont en nombre 

< 2 [ ? ( y » - 2 ) -H < p ( a i n - 3 ) 4 - / . .-4- ? 0 ) -h 1], 

ou a ' « " 1 , ou <p('2w). 

Le module étant 16, par exemple, on a pour l'expo-
sant 4 1rs nombres 3,11 et 5,r3; pour l'exposant 2 les 
nombres 7 et 9, et en outre le nombre i5; pour l'ex-
posant 1, le nombre 1. 

18. Prenons la formule (6 ) . 
i° Pour h = 2, on a les nombres des deux formes 

N = 8 -H r> ou 8 H- 3 

qui appartiennent à l'exposant 2m~2 (quotient du mo-
dule par 4, ou moitié de l'indicateur du module; pas 
de racines primitives). 

2 0 Restent les nombres des deux formes 8 X z i z i . 

Prenant d'abord À impair, on a 

N = 16 -4- 9 ou 164-7. 

Or, en faisant h = 3 (ce qui suppose m y 4), on voit 
que tout nombre de l'une de ces formes appartient à 
l'exposant 2m~3 (quotient du module par 8). 

3° Restent les nombres des deux formes i6Xd= i . 
Prenant d'abord \ impair, on a 

N = 3-2 H-17 ou 32 4- î5 . 

Or, en faisant h = 4 (ce qui suppose m >5) , on voit 



( 2.3 ) 

que tout nombre de l'une de ces formes appartient à 

l'exposant im~K . 
En continuant ainsi, après avoir fait h = m— 1, ce 

qui donne des nombres appartenant à l'exposant 2, il 
restera les nombres des deux formes i m \ ± 1, qui ap-
partiennent respectivement aux exposants 1 et 2. 

19. Nous donnerons encore, en commençant par les 
exposants les plus faibles et en nous bornant aux nom-
bres inférieurs à 2W, le Tableau suivant : 

Exposant. Nombres. 

( 1 ( 1 
2 l 2'"-1 

2 1± 0 
22 ( a w- 2± 0-4- Ïm-l x (0, i) 
23 2m~2 X (0, 1, 2, 3) 

<}m—h (<2'<dll) 1 X (O, I, 2, . . nm—h—i 

1m~- ( a » ± i ) 23 X (0, 1,2, . . .,2»> 3 -1 ) 

Par exemple, avec le module 26 ou 6% on peut former 
comme il suit le Tableau des nombres autres que 1 et 63, 
avec l'exposant en indice : 

( 3 1 , 3 3 ) , 

(i5,I7)v (31,33 )2 (47,49)V 

(7,9)8 (15,17)4 (23,25)8 (3f ,33)2 (39,40s (47,49); (55,57)8 

une dernière ligne, non écrite faute de place, commen-
cerait par (3, 5)4 o et finirait par (5g? 61)10. 

20. Restes des puissances des nombres N. — Pour les 

nombres de la forme 
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lesquels appartiennent à l'exposant 2m~h1 les restes 

des puissances par rapport au module im sont 

2 / , X ( o . I , 2, ^m- h — i ) - f - i . 
Soit 

N ' = 2 ' " Q -h R , 

I V — 1 = 2 ' * Q - V - ( R — - X ) ; 

le premier membre est divisible par N — i, donc par 
a», . . . . 

Pour les nombres de la foi me 

N = ( a * — i ) -+-

lesquels appartiennent aussi à l'exposant 2m~h, les 

restes des puissances par rapport au module im 

sont, pour les puissances paires de N, 

>Jl + 1 X ( o , 1 , 2 , . . . , ' 2 ' " i ) h - i , 

et pour les puissances impaires 

1 h + { X ( o , 1, 2, . . . , ' l m h ~ l - l ) - h {'?Jl — i ) . 

Soit 
a m Q R 5 

IN * — I = 2 " ' Q + ( R ~ I ) , N ' + i = 2 » Q + ( R + I ) . 

Si £ est pair, N' — i est divisible par (N + i ) (N — i ) , 
donc par 2h+{, . . .. 

Si t est impair, N f -j- i est divisible par N + i, donc 
par 2h ; le quotient 

( N ' - i — N ) - h i 

est impair, et l'on a 

R == 2>*(2<7-b |) — I = 2 ^ 7 + ( 2 7 î — i ) ; 

etc. 
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21. Les derniers chiffres des puissances de 5 écrites en 

base io. — Je terminerai par une remarque pour 
laquelle je me bornerai à un exemple. On a 

5 — i = -j*q' 

et, par suite, 
o m—« • 

5 — i = i"lq\ 

on a donc 

5"*(5 — i ) = 10« 

ou 
s 

Donc, si l'on écrit les puissances de 5 dans le sys-

tème de numération dont la base est IO, à partir 

de 5 l e s m derniers chiffres se reprodui-

sent périodiquement, le nombre des termes de la 

période étant 2 m _ 2 . 

Si l'on fait le calcul des puissances successives de 5, 
on trouve ceci : 

i° Ces puissances, à partir de 52, se terminent toutes 
par 25; 

2 ° A partir de 53, elles se terminent alternativement 
par 125 et ()a5 ; 

3° A partir de 54, elles se terminent périodiquement 
par 0625, 3i25, 5625, 8i25; 

Etc. 

22. Modules 4 et 2 . — Relativement au module 2 , on 
a supposé m ^ 3. Pour le module 2 2 , les impairs étant 
de l'une des deux formes 4^ 1, ceux qui correspon-
dent au signe + appartiennent à l'exposant 1, ceux 
qui correspondent au signe — appartiennent à l'expo-
sant 2 ; on observera que le module composé 4 admet 
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la racine primitive 3 : 

Puissances 

Restes. . . . 

3 

3 

9 

Pour le module 2, tous les impairs appartiennent à 
l'exposant i. 

[ I l l a ] 
G É N É R A L I S A T I O N D U N E Q U E S T I O N DE W O L S T E N I I O L M E ; 

P A R M . SAMUEL G E R Y E R A , 

Capitaine au 28° de ligne, Tarragone (Espagne). 

NI. C.-A. Laisant a proposé, dans son Recueil de 

Problèmes de Mathématiques (p. 18), la question 
suivante, déjà résolue dans les Nouvelles Annales : 

Si x, y, z sont trois nombres positifs dont la 
somme est égale à Îunité, on a 

Cette proposition n'est qu'un cas particulier du théo-
rème suivant : 

Si x, y, z, .. ., v sont m nombres positifs dont la 

somme est égale à t unité, on a 

(1 — x)(i — 7 ) ( I — * ) ••• 0 — « 0 > ( m — 0m xy* -

( L ) WOLSTKNHOLME, Nouvelles Annalesy 1554, 
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Démonstration. — En effet 

(m — \)m xyz ... v = (m—1) x (m — i)y (m — i)z... (m — i) t>, 
( m — i )x (m — + — \)v 

= (zn — = m — i 
et 

( I — ¿R ) -H ( I — y) -+- ( I — m) H - . . .-h ( I — v ) 

= m — (x -hy -h z . .-h v) = m — i. 

Par Ja théorie des maxima et des minima, on sait 
que si nous décomposons le nombre (m — i ) en m de 

ses parties, et si nous multiplions celles-ci entre elles, 

elles nous donneront un produit maximum, quand 

leurs facteurs seront égaux à la ~ partie de (m — i ) ; 

et, dès lors, des deux produits 

(i — a?)(i— 7 ) 0 — *) ••• 0 — 
{m — i) x (m — i )y (m — i) z ... (m — i) t>, 

qui ont m facteurs et dont la somme est (m — i), le 

majeur des deux sera celui dont les facteurs m seront 

moins inégaux, puisque Je produit le plus grand cor-

respondrait au cas où ils seraient égaux à la ~ partie 

de la somme (m — i). 

Les différences entre ces (acteurs pris de deux en 

deux sont : 

Pour le premier produit 

(I — X) — (l —y)=y — X, 
(\ — x)—(i—z) = z — X, 

( i -y) — ( i — x) = x— y, 

(I — v) — (l — x) = X — V, 

([ — v) — (i— y) =y — v, 
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Pour le second produit 

(m — \)y - ( m - •\)x = (m — \)(y — x), 

(m — i) z — (m — \) x — (m — f) (z — x)} 

( m — i)a? — (m.— \)y = (m - i ) { x — y ) , 

(m — \)x — (m — i ) v = (m — i) (a? — f ) , 

— ( m — i) ( j — v ). 

Ceci nous démontre que les différences (y— x), 

(z — x ) , . . . sont précisément m— i autant de fois 

plus petites que les différences (m — i) ( y — ¿ r ) , 

(m — i ) (3 — P ) , . . . . 

D'où il s'ensuit : 

> ( m — i ) x ( — i ) y ( m — i ) 2. . . ( m — 1 ) v 
ou 

(1 — a?) (1 — y ) ( 1 — z) . . . (1 — e) > (m — i)m ¿rp* . . . p, 

précisément ce que nous voulions démontrer. 

COROLLA IRE . — S i x = Y = z = . . . = P SOAIÎ M 

nombres positifs égaux à la ^ partie de Cunité, 

on a 
(1 — x)m = (m — i)ni xm, 

puisque les différences 

y — 07 = O = (m — 1) (JK — a?) 

/es produits 

(1 — J?) (1 — x) ... (1 — = (1 — x)>n, 

(m — 1 )x (m — 1 ) x ... (m — 1) x — (m — i)m x,n 

seront égaux. 
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Remarquez aussi que 

m — i 
— (m — i) — = ( m — i ) x, i — x = i — 

m m 

ce qui prouve que 

(i — x)'n = (m — î)m xm. 

Si m = i , on a 

x = I , . . . , I — x=ox (corollaire). 

Remarque : 
Si m = 2, on a 

x -f- y = i. . . . , ( i — — y ) > i2 ry (théorème), 
> Xy. 

Si m — 3, on a 

•+"* = • • ( i — x) (i — ï— 2)> 23xyz= Hxyz (l). 

Si m = 4, on a 

( i — x) (i — y ) (i — z) (i — s) > 8i 

Etc. 

Exemple: 

Î
i — o,35 = o,65 
[ — 0,25 = 0,75 
1 — o,4° = 0,60 ; 

/ (O,35.O,25.0,40) x 8 \ 
I = (2 .o ,35) (2 .O,25) (2 .O,4O) = 0,28 | O,2925 >O,28 . 

Si m = 2, x = jk, on a 

2 a? = 1, x = - , 
2 

( 0,65.0,70.0 ,60 = o,2925 

( L ) WOLSTENHOLME, Nouvelles Annules, 1554. 
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Remarque : 

o,7R> — o,65 = o, 10, . . -2 ( o , 35 )— 2 (O,'25 ) = 0 , 2 0 

0 , 7 ' j — 0 , 6 0 = o,i5, . . . , 2 ( 0 , 4 0 ) — 2 (o ,25 ) = o,3o 
o,65 — 0 , 6 0 = o,c>5, . . ., 2 (o,4o) — 2 ( 0 , 2 5 ) = 0 , 1 0 

\ 0 , 7 5 4 - 0 , 6 5 - f- o , 6 o = 2 . / 

'( o ,70 -4- o, 5o -4- o, 8 0 = 2 . \ 

et cependant : 

o, 75.0,65.0,60 > 0 , 7 0 . 0 , 5 o . o , 8 0 = 2 3 . 0 , 3 5 . 0 , 2 5 . 0 , 4 o . 

Si x =y ~ z 

= 2 ( o , 1 0 ) j 

= 2 ( o , i 5 ) > 

= 2 (o,o5 ) ) 

[ R 7 f a ] 

S U R L A T H E O R I E D E S P E R T U R B A T I O N S DU P E N D U L E ; 
PAR M . LE COMMANDANT P . C H A R B O N N I E R . 

( SUITE ET FIN. ) 

I V . — L A F O N C T I O N P E R T U R B A T R I C E D É P E N D 

D E L ' A N G L E . 

18. Formules générales. — On a, dans l'hypothèse 
où la fonction o ne dépend que de l'angle 0, en rem-
plaçant celui-ci par —cLcoskt dans les formules géné-
rales du n° 8, les expressions 

Es = / <p( — a cos/et) sin kt dt, 
JQ 

Ec= / <?(— z coskt) coskt dt. 

i° La première se mettra sous la forme 
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et cette quadrature, qui est immédiate, montre que 

EÎ(TT) ne pourra s'annuler que pour des cas particu-

liers de la fonction cp [pour 0 (6), fonction impaire, par 

exemple]. 

Eu général E.Ç(~) n'est pas nul : Vamplitude de 

Voscillation sera, en général, modifiée. 

20 On écrira 

d'où 
3 = / ° 6 

Le j>remier lerme du crochet s'annule pour kt = 7z. 

La forme du second montre qu'il ne sera nul que dans 

des cas particuliers de la fonction 0(6). 
En général, E^TC) ne sera pas nul : la durée de 

Voscillation sera modifiée. 

19. Fonction monome. Angle. — Soit © (9 ) supposé 

sous la forme monome Ô/w. On aura 

k 

d'où 
r/11 

cos"1 kt sin kt dkt, 

(— a )m 1 
Es = - — y 1 (1 — cos»*-»"1 kt). 

k /n + 1 ; 

Donc, si m est pair, lorsqu'on fait kl = n et 

coskt = — Ï , on aura 

CLm O 
Ei(it) = k m 1 

Si m est impair, on aura 

E,(*) = o. 

Uamplitude de Voscillation sera donc modifiée 

si m est pair et conservée si m est impair. 
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Dans le premier cas, on aura (n° 9, 2°) 

2 £ am 
Aa = rr m -f-1 /c* 

20. Fonction monome. Durée. —- La fonction E^ 

s'écri ra 

E c = v - — f ± - / cos>»+Wddkl. 
k
 Jo 

Posons 

Comme au n° 15, on établira la formule de récur-
rence 

(m -h i) J m = sin y COS'WJK H- /nJm_2. 
Mais 

et J0=siny. 

Pour'y = 7T, on a 

J_1(n) = 7I et J0 (7r) = o. 

Il en résulte que : 

Si m est pair, on aura J;w(7r) = o : la durée de 

Voscillation ne sera pas modifiée; 

Si m est impair, la durée de Voscillation sera 

modifiée. 

Ainsi donc, ou Yangle ou la durée est modifiée, 
mais jamais simultanément l'un et l'autre. 

Comme on a (n° 15) 

J m(n) = ln(7z), 

on aura 
. . . i . 3.5.. . m Jm(TC) = 71 — -

2.4 .6.. . ( m -f-1 ) 
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Il viendra donc (m impair) 

„ / , %m i .3.5. . .m 
Ec(7r) = — 71-

k 2.4.6... ( m -h i ) 

La variation de durée AT sera, d'après la formule 
générale du n° 9, donnée par l'expression 

_ e a m _ 1 i . 3 . 5 . . . T?z 
A r = r- 71 • 

k3 2 . 4 . 6 . . . ( m - f - i ) 
ou 

ZOL/n~1 
AT = ( m impair), 

AT = 0 ( m pair). 

21. Premier exemple : Second terme de la formule du 

pendule. — i° La formule (1) du n° 2 devient, dans 
l'hypothèse 1 = const.= /0, 

qu'on a simplifiée (n° 3) pour obtenir le terme prin-
cipal de la série en remplaçant le sinus par l'arc. 

Conservons maintenant le second terme du sinus 
dont le développement est 

Ô3 
sinO = e h. ... 1.2.3 

Il viendra alors 

d20 1 
ai2 1.2.3 

On aura donc un terme perturbateur égal à 

1 -¿2 63. 1.2.3 

2° La fonction E*, qui a pour expression 

Eî = ~r I cos3 kl sin kt dkt, 
k

 JQ 
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s'intégrera par la formule 

a 3 

E* = — (i — cos'* kt). 

C'est le cas de m impair : Ej(Tt) sera nul; Àa = o. 
3° Calculons la fonction 

Ec = — ^ j f cos4 Ai ¿¿Ai. 

La formule de récurrence (n° 20) 

(m - h i ) J „ i = s in jK c o s m y - h w i J m - 2 

donnera 
2 Ji = c o s j ^ s i n j ' - h J _ j , 

4 J3 = c o s 3 / s i n / -+- 3 J j . 

Mais on a 

donc 

j f c o s ^ / î / j = J 3 = i c o s y s i n j ^ c o s 2 y •+• ^ H-

par suite 
E c — — j^cosXri s in À^ ^ c o s 2 kt - h ^ -h ^ À i J . 

4° On aura alors, d'après les formules générales du 

n° 8, en faisant s = — i 2' 3 ' P o u r deuxième terme 

du développement de la formule du pendule, l'expres-
sion 

1 a 3 

6 = — a c o s kt s in kt ( 3 kt -+- sin kt c o s kt), 
1.2.3.4 2 

= A a sin A ï 
1 . 2 . 3 . 4 

x A r a 3 A i cos kt - h s i n A:/ ( 2 - H 3 c o s * A ï . 

5° Faisons kt — n dans les termes en a3. Celui de 
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l'angle s'annule. Donc, Vamplitude de Voscillation 

n'est pas modifiée, résultai évident a priori. 

La parenthèse de pour cos kt =—i, devient 

3 — -TC et, par suite, la vitesse s'annule pour une valeur 

3 a2 
sin kt = —:—r-r^i 

2 1.2.3.4 , 
d'où 

a2 ir 
AT . 

2 i.2.3.4 k 

La valeur AT prend donc la forme 

AT = - i ra2 T . 
16 

C'est le second terme, bien connu, de la formule qui 
donne la durée d'oscillation du pendule. 

6° On peut vérifier que la formule générale dé-
montrée ci-dessus (n° 20) 

_ sa'»-1 1.3.5 . . .m 
A 1 = A3 2.4.6. . . ( m 4- 1 ) 

donne bien la même expression quand on y fait 

m = 3 et e = • 1.2.3 

70 Au point le plus bas, on a (n° 9, 3°) 

Comme 
L c W ~ ik 2 2 

el 

» • ( î ) - f i -
Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Mai 1908.) 
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il viendra 

A « ' = - A Î Ô " 
[.».3.4 

22. Deuxième exemple : Pendule à enroulement de fil. 

— Prenons maintenant un exemple un peu plus com-
plexe, où la longueur l du pendule variera. 

Fig. 5. 

i° Supposons que le fil MNO s'enroule sur une 
courbe OZ dont l'équation polaire sera 

p = p/0wî(i + A1w + A îwî + ... ) , 

¡3 étant un coefficient numérique. 
La longueur du fil est actuellement l et sa longueur 

totale est 

à un lerme du troisième ordre en to près, la corde 
étant substituée à l'arc. 

La tangente en M fait avec le rayon vecteur p un 
angle I tel que 
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On a donc 

1 = 1 , 
2 

à un terme du troisième ordre près. 
D'autre part 

3 1 = 1-4-0)= - a). 
2 

On aura alors 

/ = l 0 - p = /0(I _ = l0 - A po^ • 

2° 11 vient alors 

1 ^L — _ ? êG — 

et nous porterons cette valeur dans l'équation du n° 2 

r/2 0 2 dl (ïï g 
dtï 1 dtdt^~ 7 ~ 

qui deviendra 

ce qui se réduit à 

Avec les relations 
0=—a cos Aï, 

dO . . . — = a k sin/tï, 

le terme perturbateur prend la forme 

K 
- a3 cosfo(4 sin2Ai — cos2£f 
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Dans les formules générales (8 ) , on aura donc 

£ = * 8*2*3, 
9 

cf(t) = coskt(J\ sin2#£ — cos*kt). 

3° Les deux intégrales E? et Ec sont alors 
i r k t 

= T / cosÂ7(4 — 5 cos2kt) dkt, 

(foii 

E>ç= ^ ^ sin2 kt̂ j sin2 A*/. 

Puis 
i rhL 

Ec = - J cos2¿¿(4 — 5 cos2ÂY) ¿to, 

c'est-à-dire E c = ^ (4 h — 5 J 3 ) , 

et, d'après les formules du n° 21, 3°, 

Ec— kt + cos kt sin kt Q — -j cos2fojJ. 

Les équations du mouvement s'écriraient donc aisé-
ment. 

4° Faisant kt = TZ, on voit que 

E,(TT) = o, 

L'amplitude de l'oscillation n'est donc pas modifiée. 
La variation de durée'd'oscillation, d'après la for-

mule générale (9), sera 

C'est donc une formule tout à fait analogue à celle 
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qui représente l'influence du second terme, du sinus 
(n° 21, 5°). 

23. Troisième exemple : Pendule cycloïdal. — Quel le 

courbe doit-on faire décrire au point matériel M relié, 
par un fil toujours tendu, au point fixe O, pour que la 
durée d'oscillation soit celle du pendule simple 

rr» w 
T - V 

à un terme en a5 près? 
Il s'agit donc d'éliminer l'erreur due à l'omission du 

Fig. 6. 

terme en 93 dans le sinus, qui a produit (n° 21), une 
augmentation de durée 

AT = 
16 

Posons L = /0(i + comme équation polaire de la 
courbe cherchée; q est l'inconnue. 

On aura 
i dl 

r = 2ÇV -j-' 
¿0 dt 7 dt 

Il en résulte l'équation différentielle du n° 22, 2°, où 

Y on remplacera — | (J par q. 
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On a donc les mêmes conclusions que ci-dessus et 
l'on aura 

AT = — f a » T. 
o 

Donc, il suffira de prendre <7 = ^ pour rendre iso-

chrones les oscillations du pendule jusqu'aux termes 

en a5 près. 

V. — P E N D U L E AVEC F IL É L A S T I Q U E . 

24. Tension du fil. — Nous supposons que le pendule 
esl suspendu par un fil dont la totalité ou une partie 
seulement est élastique. Il s'allonge donc ou se rac-
courcit suivant la valeur de la tension due au mouve-
ment du pendule. 

Nous admettrons que l'allongement du fil est sta-

/'o « 

; 

/ |g 

tiquey c'est-à-dire qu'il suit exactement et immédiate-
ment toutes les variations de la tension-, cela exige, 
comme on sait, que la période vibratoire propre du fil 
élastique soit infiniment petite, relativement à la pé-
riode T du pendule.. 

La tension du fil se compose de deux termes, l'un dû 
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à la variation de la composante de la gravité suivant 
la direction 9 du fil, l'autre dû à la force centrifuge. 

Soit l0 la longueur du fil, pour 0 = o, lorsque le 
poids y est suspendu et au repos. 

Pour un angle 9, la composante de la pesanteur sui-
vant le fil est 

m^cosÔ. 

La composante de la force centrifuge est 

m v* 

Donc, la tension du fil est 

m ^g cos6 -f- • 

Soient X la longueur du fil quand le poids mg ne lui 
est pas suspendu, e le coefficient d'élasticité de la par-
tie élastique du fil. On a, d'après la formule ordinaire, 

et 

On aura donc 

L = 1 [ i + — (g cosO -f- —)]> 
h rngl e \ l j J 

e 

ce qui pourra, à l'approximation admise, s'écrire 

L -
 m 

lo ~ e-h mg \t0 2 } 

Exprimons de suite v et 8 en fonction de t, 
, dft , , . . 

v = tOT = t0fca sin kt. 
at 

6 = — a cosAri. 
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Il vient 

| = H a2 (sin2kt — -cos ' foY 
l{) e -h mg \ i J 

25. Équation du mouvement. — On aura 

i cil „ m g , „ . , — 3 /t a2 sin/^ cos kt. 
l0 dt e -h m g 

Portant dans l'équaLÎon 

i dl dO gn 1 L_5_0=O 
dt* l dt dt. I ' 

on arrivera, après quelques réductions, à l'équation 

-h A-20 -4- - mf> Ar2g3 cos/^(i3 sin2^ — i) = o. of/2 2 e 4-

Dans les formules générales (9) , on devra donc faire 

m è -A««» 
2 e -f- mg 

et 
cp(̂ ) = (i5 sin2/-* — i)cos/:£. 

26. Fonctions E, et E,. — i° On a 

, ht „ kl 
E 

d'où 

15 r \C 
ij= -¡- I sin3 kt cosfct dkt— j- I cos/fi sin kt dkt, 

k J0 K J0 

E v = --T-sin̂ Xri rsin2Â:£. 
4 k ik 

20 On a 
•»kt „kt 

~ / cos2 kt dkt--r / coŝ  kt dkt 
k Jo k -7o 

14 t i5 . 
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et, d'après les formules données (n° 21, 3°), 

E C = kt -+- coskt sin kt — I 5 C O S U ^ J . 

3° D'après ces expressions, on aura 

E , ( t t ) = O. 

M amplitude de Vare n'est pas changée. 

Puis 

D'après la formule générale (9 ) qui donne AT, il 
viendra 

a T = u 
16 e -+- m g 

C'est une formule du même genre que celles trou-
vées aux nos 22 et 23. 

AT est toujours positif : l'effet de l'élasticité s'ajoute 
donc à l'erreur commise en négligeant le terme en Q3 

du sinus. 

VI . — PENDULE DE LONGUEUR V A R I A B L E . 

27. Énoncé du problème. — Donnons maintenant un 
dernier exemple, où nous ferons intervenir le temps. 

Un seau descend lentement dans un puits et oscille 

pendant que le câble s'enroule ou se déroule. 

Trouver son mouvement, assimilé à celui d'un 

pendule simple de longueur variable ? 

On suppose que le mouvement de déroulement se 
fait à vitesse constante et très lentement. 

La longueur actuelle du câble est l et, Iq étant la Ion-
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gueur à l'origine des temps, on a 

l = /0(I + aî), 

a est la vitesse très petite de descente. 

28. Équation du mouvement. — On a 

cU 
dt — = al0. 

L'équation générale 

d* 0 2 dt dd g 
dt*'* l dtdt^l 

deviendra 
dt0 / ¿0 
Ht* 

La fonction o ( t ) de la théorie générale dépend donc 
de 

ici, à la fois, de l'arc 0, de la vitesse et du temps t. 

Remplaçant 0 par sa valeur principale — a coskt, 

et ^ par a/csinkt, on aura 
,,, i • / 

—— -I- -H azkikt COSA:t 2 sinkt) — o, 
dtl 

d'où 
e = azk et y(t) = kt cos kt -+- 2 sinÂi. 

29. Fonction E,. — On a 

/

kt „ kt 

kt sin kt cos kt dkt H- 2 j sin2 kt dkt. 
«A 

Eu intégrant par parties, 

kt 3 C *' 
kLs = — sin2/fi-h - / sin2/c*dfo. 

2
 *Jo 

Mais (n° 15) 

/ kt kt 1 . sin2/ti = cosÀ7 sin/:*. 
0 ^ a 
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Donc 
7 t-i kt , . 3 kt 3 ? • # Â-E.Ç — —sin2/ri h coskt sin kt. i 4 4 

30. Fonction Ec. — On a 

/ k t -, kl 

kt cos2 kt dkt + 2 / sin kt cos kt dkt. 
«/D 

Mais (n° 20) 

kt \ cos*kt dkt = i— sin kt cos kt. 
o 

Intégrant par parties, on aura 

kt i rkt 
k Er = — ( kt h- sin cos kt) I kt — 3 sin kt cos ÀY) dkt 

2 2 o 
kt i 3 

= — ( k t -+- si n fo cos ) — - ( kt )'- 4- T si n2 kt 
'2 4 4 

i (i n 
, „ (¿0* 3 . „ _ kt . . kYxc— —T—- -h -sin2 ¿¿H sm cos kt. 

4 4 2 

31. Équations du mouvement.*— Portant, dans les va-
dO 
dt' 

leurs de 8 et de les expressions précédentes, on 

trouve 

6 = — acosfo— y ^ [(¿O2 sin kt — 3kt cos kt -+- 3 sin fa], 
4 k 

~ — kx sin kt — fa)2 cos fa— fa sin fa]. 
ut 4 

32. Durée de l'oscillation. — D'après la formule gé-
nérale ( 9 ) 

en remarquant que 

v / \  1  7 1 2  

E c ( * ) = Î T 
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et 
e = a 

il viendra 

AT = 
4 

On peut remarquer que la durée de l'oscilla-
tion T H- AT correspond à celle d'un pendule dont la 

longueur serait i = l0 -+- a ^ , moyenne des deux 

longueurs aux deux extrémités de l'arc. 

33. Amplitude de Tare. — D'après la formule géné-
rale (9 ) 

en remarquant que 

J K 
et que 

s a a/f, 
il viendra 

Aa — — ~ a oî T. 

34. Point le plus bas. — i° Pour aller du point — a 

au point O, on a (n° 9, 3°) une augmentation de durée 

Mais 

On aura donc 

2° La perte de vitesse sera 
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qui devient 

AG 'm — — ^axTi. 

3o. Forme de la trajectoire. — On démontrera aisé-
ment les propriétés suivantes : 

i° La trajectoire part du point initial A' tangent iel-
lement à la droite OA ;. 

Fig. 8. 

2° Elle coupe en E la verticale et présente en ce point 
une inflexion : la tangente n'est pas horizontale, mais 
inclinée vers la droite (composition de la vitesse hori-
zontale du pendule et de la vitesse de descente du fil). 

3° Au point A, d'amplitude a — Aa, la tangente 
est AO. 

4° En F, point d'inflexion. 

5° En C, la tangente est CO, qui fait avec O x un 

angle a ^ i — ^ « T j • 

6° De A en C le fil s'est allongé de 2/0aT, car on a 

/ = / f l ( i+ '2aT). 

3 
L'angle a diminué de — -^aal . 
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O n peut donc, en coordonnées polaires (/, to), écr ire 

dl = ialo T , 

diù = — - i iwT 
2 

et, par suite, 
du) _ 3 dl 

U) 2 / 0 

c'est l 'équation di f férent ie l le de la courbe, lieu des 

points C . 

On irouve 
2 oc 

¿ = /o+ i h L o g -5 O) 
pour son équation. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Poitiers. 

EPREUVE THÉORIQUE. — On considère les plans P donnés en 

coordonnées cartésiennes rectangulaires par Véquation 

kx cos w -+- À^sin to — p2 = J— 

et qui dépendent des deux paramètres 1 et o> : 

Soit 0 la distance du point M (y = /?, z = y) du plan 

yOz à fun des plans P ; on demande de trouver les 

plans P pour lesquels la valeur absolue de S est maximum 

ou minimum. 

A quelle condition cette valeur absolue peut-elle être 

nulle? 

2 0 Partager le plan des yz en régions suivant le nombre 

des maxima et minima correspondant au point M. 
3° Trouver la surface S enveloppe des plans P. Calculer 

en un point de cette suif ace les rayons de courbure prin-

cipaux. 

4° Soit G la courbe de S, lieu des points de contact 
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avec S des plans P qui passent par un point x = a de 

Vaxe Ox; former Véquation différentielle des projec-

tions T, sur le plan des xy, de toutes les courbes G obte-

nues en faisant varier a 
5° Former Véquation différentielle des trajectoires or-

thogonales des courbes Y \ Vintégrer en la transformant 

en coordonnées polaires. Vérifier que les courbes obtenues 

sont les projections sur le plan des xy des sections de S 
par les plans qui passent par Ox. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un point matériel M, de masse 

égale à l'unité, se meut sur Vaxe Oa? sous l'action d'une 

force 

où k est une constante positive. 

i° Étudier le mouvement de M dans les diverses hypo-

thèses qui peuvent se présenter quand k varie. 

2° En supposant k assez petit et le point M abandonné 

en M0 (x — a?0) sans vitesse initiale, ce point arrive en O 
sous l'action de T dans le temps T. Comment peut-on 

trouver ce temps ? 

Calculer les premiers termes du développement de T 
suivant les puissances croissantes de k : 

É P R E U V E T H E O R Î Q U E . — On considère les plans P, variables 

avec X, qui ont pour équation 

i -h lx -f- X2y -h \3z = o. 

i° Soit A un point de coordonnées (a, ¡3, y); montrer 

qu'il passe en général par A un ou trois plans P réels. 

Trouver la surface S limitant la région où doit se trou-

ver A pour qu'il n'y passe qu'un plan réel. 

Quand A est sur S, il passe par A deux plans P réels; 

former leurs équations. 

Examiner en détail le cas où A se trouve dans l'un des 

plans yOz ou xOy. 

2° La surface S est l'enveloppe des plans P ; trouver les 

(Juillet 1907.) 
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génératrices rectilignes G de cette surface et son arête de 

rebroussement. Vérifier que la coordonnée z considérée 

comme fonction de x et y satisfait à la relation du second 

ordre : rt — s2 = o. 
3° Soit y— f { x ) Véquation de la projection sur xO y 

d'une génératrice G; former l'équation différentielle que 

vérifient toutes les fonctions f ( x ),et V intégrer directement, 
c'est-à-dire sans faire usage des résultats obtenus. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer l'intégrale définie 

TC 
y dx, 

/ étant celle des intégrales de Véquation 

y'" — 3y '— iy = io(s'mx 4- x cosa?) — Sx3 

qui s'annule pour x = o ainsi que ses deux premières dé-

rivées. (Novembre 1907.) 

s. 

Q U E S T I O N . 

201)5. Si deux quadriques ont en commun deux généra-
trices 0.r, O y, le long desquelles elles se raccordent, elles 
ont en O un contact du troisième ordre, c'est-à-dire qu'une 
perpendiculaire au plan xO y rencontre les deux quadriques 
en deux points M et M' dont la distance est un infiniment 
petit du quatrième ordre en prenant OM comme infiniment 
petit principal ( 1 ). G. F. 

( l ) Sur une surface, au lieu d'une ligne dont chaque point 
admettrait une quadrique osculatrice, il existe, en conséquence, un 
nombre iini de points admettant un faisceau de quadriques oscu-
latrices ( UERMITE, Cours d'Analyse de VEcole Polytechnique). 
Ces points sont les points biflecnodaux de la surface (SALMON, 
Géométrie analytique à trois dimensions, t. III, p. i56). 
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[ M l 5 g ] 

É T U D E S U R L E S C O N I Q U E S P O L A I R E S D E S C U B I Q U E S P L A N E S ; 

PAR M. BARRÉ, 
Capitaine du Génie. 

I. Soii 

^ /(#> y-> z) = a '$b x2y H- 3 c xy* -h dy3 

(i) < -h 3* (err2-t- xy-h h y*) 

I' -f- 3 (kx -+- ly) -+- p z3 = o 

l'équation en coordonnées trilinéaires quelconques 

d'une cubique plane. 

La conique polaire d'un point de coordonnées 

^orJKo? a pour équation 

à f df àf 

ou encore 

^ ¡£rf + 2 xy dx^ôyl ^ y ày'l~Jr'"~lrZ àz'i 

II. PROBLÈME I. — Etant donnée, dans le plan 

d'une cubique plane ^ une droite D, trouver à quelles 

conditions il existe dans ce plan un point dont la 

conique polaire, par rapport à la cubique, com-

prenne la droite D. 

Prenons un triangle de référence dont l'un des côtés 

soit précisément la droite D, que nous choisirons pour 

axe z—o. Pour que la polaire d'un point P ( # 0 , y 0 ? ^o) 

comprenne la droite D , il faut et il suffit évidemment 

Ann.'de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Juin 1908.) 16 
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qu'on ait 

d*f _ d*f _ ô\f 

c'est-à-dire que le point P soit un point commun aux 
trois droites 

(5) ax-^ by-+ ez — o, bx-^cy-{- gz = o, c x - \ - d y o . 

i° En général, le déterminant A des coefficients de 
x,y et ^ dans les équations (5 ) n'est pas nul et il n'y 
a pas de point répondant à la question. 

2° Si A est nul sans que tous ses mineurs le soient, 
il existe un point P et un seul à dislance finie ou infi-
nie satisfaisant aux conditions du problème. 

Il est à peu près évident que si A ne passe pas par 
un point double de la courbe, les tangentes à celle-ci 
aux points où elles rencontrent D passent par P. Si D 
est une tangente inflexionnelle, son point de contact 
répond à la question : c'est un cas limite de la dispo-
sition dont il vient d'être question. 

Supposons que D passe par un point double. Pre-
nons un triangle de référence dont ce point soit le 
sommet y = o, ^ = o ; on doit avoir 

a — b = e = o, 

et A est identiquement nul. Donc : 

Si D passe par le point double d'une cubique 

a nie ur sale y il existe toujours un point, unique en 

général, à distance finie ou infinie dont la conique 

polaire comprend la droite D. 

3° A est nul ainsi que ses mineurs, mais tous ses 
éléments ne sont pas nuls ( ' ) . Il existe alors une infi-

(1 ) Si tous les éléments de A étaient nuls, la cubique se réduirait 
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ni lé de points, situés sur une droite D M répondant à la 
question. Prenons D4 comme côté y = o du triangle 
de référence^ les trois équations (5 ) doivent être véri-
fiées dès qu'on y fait y = o. Ceci exige les conditions 

a — b = c — e—g = h = o. 

L'équation de la cubique se réduit à 

(6) dy* H- (kx -h ly) -±-pzz = o. 

C'est une cubique cuspidale dont D est la tan-

gente de rebroussement et D, la droite de jonction 

du rebroussement au point d'inflexion unique de la 

cubique. 

RÉCIPROQUEMENT : La conique polaire d'un point 

quelconque de fa droite, qui joint le point de re-

broussement d'une cubique cuspidale à son point 

d'inflexion, se décompose en deux droites dont la 

tangente de rebroussement. 

Ce résultat se démontre sans aucune difficulté en 
rapportant la cubique à un triangle de référence fourni 
par sa tangente de rebroussement, sa tangente d'in-
flexion et la droite qui joint le point d'inflexion au 
point de rebroussement. 

I I I . PROBLÈME I L — Trouver dans quels cas la 

conique polaire d'un point du plan d'une cubique 

plane peut se réduire à un faisceau formé de -¿eux 

droites dont celle de l'infini. 

La solution de cette question est un corollaire immé-

à deux droites , dont une double . Nous laissons au lec teur le soin 

d ' interpréter les résu l ta ts dans ce cas et d 'une façon générale dans 

les divers cas de dégénérescence. Cette étude ne présente aucune 

di f f icul té et s o u v e n t a u c u n intérêt spécial . 
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diat de celle de la précédente. Il suffit de prendre pour 
droite D la droite de l'infini. Il suffira donc d'énoncer 
les résultats : 

1. Étant donnée une cubique plane, il n'y a pas, 

en général, de point dont la conique polaire se 

réduise à un faisceau de deux droites, dont celle de 

l'infini. 

2. Lorsqu'il existe un point pour lequel ce fait se 

présente et que la cubique ne présente ni point 

double à l'infini, ni point parabolique inflexionnel, 

les trois asymptotes concourent en ce point. Inver-

sement, si les trois asymptotes d'une cubique sont 

concourantes, leur point de concours répond à la 

question. 

3. Dans le cas d'un point double à l'infini, ci 

asymptotes distinctes, il existe un point et un seul, 

d'ailleurs à distance finie, répondant à la question. 

4. Lorsque la cubique possède un point parabo-

lique simple, inflexionnel, le point de contact de la 

cubique et de la droite de l'infini est le seul point 

répondant à la question. 

5. Enfin, s'il existe sur la cubique un rebrous-

sement parabolique, tous les points de la parallèle 

à la direction asymptotique unique menée par le 

point d'inflexion de la cubique répondent à la 

question. 

L\ . DÉFINIT IONS ET PROPRIÉTÉS DES POINTS CEN-

TRAUX. — Considérons spécialement les cubiques 

dont les trois asymptotes ont un point commun au 

moins à distance finie. (Cas 2° et 5° du numéro précé-
dent.) 

Nous donnerons à un pareil point le nom de 
POINT CENTRAL. 
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Celte dénomination est justifiée par les propriétés 

de ce point, propriétés dont nous allons exposer les 
principales. 

i° Supposons qu'on ait rapporté la cubique à un 
système de coordonnées cartésiennes dont l'origine 
soit en un point central. Les équations (5 ) doivent 
élre vérifiées pour x=y = o. Les coefficients e, g, h 

doivent donc être nuls. L'inverse est évidemment vrai. 
Donc : 

THÉORÈME I . — Si une cubique possédant un point 

central est rapportée à un système de coordonnées 

cartésiennes ordinaires dont ce point soit Vorigine, 

Véquation de cette courbe ne contient pas de termes 

du second degré. 

RÉCIPROQUEMENT : Si Véquation cartésienne d'une 

cubique plane ne possède pas de termes du second 

degré} Vorigine du système de coordonnées auquel 

est rapportée la cubique est un point central de 

celle-ci. 

2° En se fondant sur le théorème précédent, on 
obtient par une méthode classique le théorème suivant 
que je me borne à énoncer : 

THÉORÈME I I . — Le centre des moyennes distances 

des points d'intersection d'une cubique plane possé-

dant un point central avec toute sécante passant 

par ce point coïncide avec lui. 

RÉCIPROQUEMENT : Si dans le plan d'une cubique 

plane il existe un point (P) tel que toute sécante qui 

y passe coupe la cubique en trois points dont le 

centre des moyennes distances coïncide avec le 

point P, celui-ci est un point central de la cubique. 

3° Si l'on exprime que la cubique passe par un point 
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central pris comme origine des coordonnées, outre les 
conditions déjà obtenues (e = g — h — o), on trouve 
p o. L'équation n'a plus que des termes.impairs et 
l'on peut énoncer la proposition suivante : 

THÉORÈME 111. — Si une cubique plane possède 

un point central par lequel elle passe, ce point est 

un centre de la cubique. 

RÉCIPROQUEMENT : Le centre d'une cubique à 

centre est un point central de la cubique. 

Considérons, en particulier, le cas d'une cubique à 
rebroussement parabolique. Nous avons vu qu'une 
telle courbe possédait une ligne de points centraux, 
à savoir : la parallèle menée par le point d'inflexion de 
la cubique à sa direction asymptotique. De cette pro-
priété et des théorèmes I et II on déduit immédia-
tement le théorème suivant facile à retrouver direc-
tement : 

THÉORÈME I V . — Si une cubique plane admet un 

rebroussement parabolique, elle possède à distance 

finie un point cl'inflexion qui est aussi un centre. 

Le centre des moyennes distances des points d'inter-

section de la cubique avec une sécante quelconque 

est toujours situé sur la parallèle à la direction 

asymptotique menée par le centre de la cubique. 

Observation. — Dans ce qui précède, on n'a fait 
aucune supposition sur la réalité des coefficients de la 
cubique. Désormais, nous limiterons notre étude aux 
cubiques réelles; nous ferons remarquer que cette 
restriction n'est pas absolument nécessaire dans tout ce 
qui suit. Le lecteur fera aisément, lorsqu'il)' aura lieu, 
les modifications à nos énoncés, nécessitées par la sup-
pression de cette restriction. 
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V . PROBLÈME I I I . — Déterminer les points du plan 

d'une cubique plane dont la conique polaire par 

rapport à la cubique soit un cercle. 

Soit 

(i) / (^ .T , - > = cix* -+- ?>bxy -+-... = o 

l'équation homogène de la cubique rapportée à des axes 
rectangulaires, et a, ¡3, y les coordonnées homogènes 
du point don! nous étudions la conique polaire. Pour 
que celle-ci soit un cercle, il faut et il suffit évidem-
ment que a, ¡3 et y vérifient les relations 

v dtf dp' darffi ~ ' 

autrement dit, que le point cherché appartienne à la 
fois aux deux droites représentées par les équations 

( (a-c)x-{-(b — d)y-h(e — h)z = o, 

( bx -4- cy gz = o . 

Discussion. — i° Ces droites se coupant en géné-
ral en un point à distance finie, il y a en général un 
point et un seul répondant à la question et situé à 
distance finie. 

2° Si la condition 

(4) _ c ) c = {b — d) b ou ac -4- bd = ¿>2-H c* 

est vérifiée, les droites (3) seront en général parallèles 
et distinctes, et il y aura un seul point à l'infini répon-
dant à la question. Soient tnh, m2, m3 les cofiicients 
angulaires des directions asymptotiques de la cubique; 
on trouve sans difficulté que la condition (4) équivaut 
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à la suivante : 

i 3/>?i nums{m{ 4- m2-\- /«s) -+- mx m2 

En prenant pour axe des x une parallèle à une di-
rection asjmptotique réelle de la cubique et désignant 
par m, celui des trois coefficients angulaires qui s'an-
nule, la condition (5) se réduit à la suivante : 

(6) (/nj+ m%f -h m\ m\ = 3 m2 mz. 

Désignons sous le nom de courbes T les courbes 

répondant à la définition représentée par la for-

mule (6). On voit que les courbes T ont nécessai-
rement deux directions asymptotiques imaginaires, à 
moins que les directions asymptotiques ne soient toutes 
confondues : l'équation (G) ne peut, en effet, admettre 
comme seules solutions réelles que m2 = = o. 

Cas ou il existe une direction asymptotique triple. 

— Elle est nécessairement réelle; prenons pour axe 
Ox une parallèle à cette direction. 

Les coefficients Z>, c doivent alors s'annuler, et, 
d'autre part, d restera différent de zéro, sans quoi la 
cubique se décomposerait en une conique et la droite 
de l'infini, hypothèse dont nous avons dit faire ab-
straction. 

Les équations (3) se réduisent aux suivantes : 

(7) — dy-h(e—h) z = o, gz = o. 

i° Si l'on suppose g différent de zéro, que e soit nul 
ou non (*), seul le point à l'infini de la courbe peut 

( l ) Si e ¿6 o, point à l'infini simple parabol ique et inflexionnel. 
Si e — o, point double avec une branche parabol ique. 
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répondre à la question. Mais dans tous les cas le cercle 
correspondant dégénère en deux droites, dont celle de 
l'infini. Il n'y a donc pas en réalité de point dont la 
conique polaire soit un cercle. 

2° Si l'on suppose g nul, tous les points de la pre-
mière des droites représentées par Péqualion (7) ont 
pour conique polaire un cercle. 

Cette droite est d'nilleurs toujours à distance finie, 
puisqu'on suppose dy^o . Si e n'est pas nul, le point 
à l'infini est simple, mais parabolique et inflexionnel. 
Les polaires circulaires sont de vrais cercles en général. 
Il n'en est plus ainsi si e est nul. La courbe présente 
un rebroussement parabolique, la droite représentée 
par la première équation (7) se confond avec le lieu 
des points centraux et les polaires correspondant aux 
points de cette droite dégénèrent en deux droites, 
dont celle de l'infini. 

3° Si la condition (4 ) est vérifiée, les droites (3 ) 
sont en général distinctes. Elles peuvent être confon-
dues et nous venons d'en rencontrer un exemple : il 

existe alors une droite de points dont la première 

polaire soit un cercle. En faisant abstraction du cas 
que nous venons de signaler, on démontre que les 
cubiques Y douées d'un point central possèdent seules 
une droite de points à première polaire circulaire. 
Je laisse au lecteur le soin d'établir ce résultat et me 
borne à énoncer le théorème suivant qui résume cette 
recherche : 

THÉORÈME V . — Les cubiques Y douées d'un point 

central et une classe de cubiques admettant à l'in-

fini un point simple parabolique et infiçxionnelsont 

les seules auxquelles correspond une infinité de 

points en ligne droite dont la conique polaire soit 

un cercle. 
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V I . PROBLÈME I V . — Déterminer les points du 

plan d'une cubique plane dont la première polaire 

soit une hyperbole équilatère. 

Adoptons les mêmes axes et les mêmes notations que 
dans le problème précédent. La condition caractéris-
tique du problème actuel est 

ou, en développant et remplaçant a et ^ par des coor-
données courantes x,y, 

( 2 ) (a -t- c) x -f- {b -b d)y -h (e -I- A) z = o. 

Cette équation représentant une droite, il y a donc 
en général une infinité de points en ligne droite répon-
dant à la question. 

Discussion. — i° La droite (2 ) est en général à 
distance finie; elle se réduit à la droite de l'infini si 
Ton a à la fois 

( 3) (et c) = o, b d = o, 

(4) e -+- h o. 

En spécialisant les axes comme dans le problème pré-
cédent, on peut supposer le coefficient angulaire ms 

nul et les équations (3 ) deviennent 

m* -+- m3 = o, m2 wi3+3 = 0 ou m% = — m% ~ dz y/3, 

résultat qui s'interprète immédiatement : Les direc-

tions asymptotiques sont parallèles aux trois côtés 

d'un triangle equilateral. 

20 Si aux équations (3 ) on joint la relation 
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l'équation (2 ) devient une identité et la polaire de tout 
point du plan est une hyperbole équilatère. On vérifie 
sans aucune difficulté que l'ensemble des équations (3 ) 
et (4 ) entraîne l'existence d'un point central (1 ). Les 

trois asymptotes dé la cubique forment donc les dia-

mètres d'un hexagone régulier. Je ne m'arrêterai pas 
non plus à vérifier que cette condition suffit. Les ré-
sultats précédents seront résumés par le théorème 
suivant : 

T H É O R È M E V I . — Dans le plan d'une cubique 

plane, il existe en général une infinité de points en 

ligne droite dont la conique polaire par rapport à 

la cubique soit une hyperbole équilatère. 

Dans le cas ou les directions asymptotiques de la 

cubique sont parallèles aux côtés d'un triangle 

équilatéral, la droite qui vient d'être définie coïn-

cide avec la droite de l'infini si les trois asymptotes 

ne sont pas concourantes. 

Si les trois asymptotes de la cubique sont dirigées 

suivant les rayons d'un hexagone régulier, la co-

nique polaire, par rapport à la cubique, de tout 

point du plan est une hyperbole équilatère. 

V I I . PROBLÈME V . — Une cubique plane étant 

donnée, déterminer les régions de son plan dont les 

points aient pour première polaire par rapport à 

la cubique une ellipse ou une hyperbole et les points 

( 1 ) Ce résultat est d 'ai l leurs évident en se reportant à ce qui a été 

établi plus haut : il y a au moins un point dont la première polaire 

soit un c e r c l e ; or, ce point doit également avoir pour polaire une 

hyperbole équilatère. Ces deux condit ions ne sont compatibles que 

si cette polaire se réduit à deux droites, dont celle de l ' infini, c'est-

à-dire si le point en question est un point central , puisque dans le 

cas actuel les direct ions asymptot iques sont simples. 
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du plan dont la première polaire soit une para-

bole. 

Choisissons un système de coordonnées cartésiennes 
quelconques, et soient 

(i) f(xy) ~ ax*-i-3bx2y -4- Zcxy^-h dy* 

-+- 3 (cx--v-1 gxy -f- A/2) -h 3 {kx -f- ly) -hp — o 

l'équation de la cubique plane étudiée et a, ¡3 les coor-
données d'un point P. La conique polaire de ce point 
sera une ellipse si 

( dy \2 

da2 \d*à$/ ' ' 

une hyperbole si 
d J f d J f - ( d"f V ^ n 
da2 d^ \à*d$) ^ ' 

une parabole si 

dlfô_ll_ ( â 2 f Y - n 
àx* \d(xd$ / 

Nous savons qu'il y a dans le plan au moins un point 
à première polaire circulaire et une infinité de points 
dont la première polaire soit une hyperbole équilatère. 
Si donc la polaire circulaire ne dégénère pas en deux 
droites, dont celle de l'infini, il y aura nécessairement 
dans le plan deux régions, une dont les points ont une 
polaire du genre ellipse et l'autre du genre hyperbole. 
Le cas d'exception possible correspond à l'existence 
d'un point central, ou d'un point inflexionnel parabo-
lique, ou d'un point double à l'infini. 

Dans ces conditions, le système d'équations 

dll - àlL - d%f -
àxz ~~ àyî ~ Oxôy ~ ° 
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mises sous forme homogène admet une solution autre 

que x = y = z = o, et les trois formes -r—, -r-4> -r—4-
n 47 7 dr2 dy* àxày 

ne sont pas indépendantes. Par suite, la conique lieu 
des points à polaire parabolique 

K ' dx* dy* \àxây/ 

se réduit à deux droites. Inversement, si l'une des sin-
gularités visées plus haut ne se présente pas, les formes 
d*f d*f à*f . ,, . , . , . 
dxdxdy' dy* S O n t independantes et la conique (2 ) 

n'est pas dégénérée. 

En rapprochant ces considérations des résultats du 
problème II, on obtient la proposition suivante : 

THÉORÈME V I I . — Le lieu des points du plan dont 

la conique polaire est une parabole est une conique 

réelle ou dégénérée. La dégénérescence en deux 

droites réelles ou imaginaires se produit lorsque la 

cubique possède soit un point central, soit un point 

double à l'infini ou un point d'inflexion parabo-

lique. 

Cette conique divise le plan en deux régions dans 

chacune desquelles tous les points ont des coniques 

polaires appartenant au même genre. 

Genre de la séparatrice. — En développant l'é-
quation (2), on trouve sans aucune difficulté que la 
séparatrice sera du genre ellipse si 

{ad — bcy~ — 4 (bd — c 2 ) ( a c — 6 2 ) < o, 

du genre hyperbole si 

(.ad—bcf-— 4 (bd—c*) (ac — 6 2 ) > o , 
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du genre parabole si 

(ad — 6e)2 — t\(bd — c2) {ac — b*) = o. 

Si l'on remarque que le premier membre des rela-
tions précédentes est précisément le discriminant de la 
Corme 

axz -f- 3bx2y H- 3 cxy'2-}- dy3, 

on conclut immédiatement que : 

La ¡séparatrice est du genre ellipse lorsque la 

cubique possède trois directions asymptotiques 

simples réelles. Elle est du genre hyperbole si la 

cubique admet trois directions asymptotiques sini-

ples dont une seule réelle, du genre parabole si la 

cubique possède une direction asymptotique double. 

CAS OIT LA SÉPARATRICE SE RÉDUIT A DEUX DROITES. — 

Nous passerons rapidement en revue les diverses hypo-
thèses dans lesquelles cette dégénérescence peut se 
présenter. 

i° Cubique à point central. — La séparai rice se 
réduit à deux droites se coupant en ce point. Ces 
droites sont réelles si la cubique ne présente qu'une 
seule direction asymptotique réelle; elles sont imagi-
naires lorsque les trois directions asymptotiques de la 
cubique sont réelles. Dans ce dernier cas, la conique 
polaire d'un point quelconque du plan est du genre 
hyperbole. 

Cubique possédan t <i Vinfini un point double. 

— En prenant l'axe des x parallèle à la direction asymp-
totique double, on arrive, par des calculs faciles et que 
je laisse au lecteur le soin de développer, au résultat 
suivant : 

Le lieu des points dont la conique polaire est du 
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genre parabole se réduit à une droite double paral-

lèle à la direction asymptotique double. Celte droite 

est rejetée à Vinfini si le point double de la cubique 

possède une brancheparabolique. La polaire de tout 

autre point du plan est une hyperbole. 

Toutefois, si ce point double à Vinfini est un re-

broussement parabolique, la polaire de tout point 

du plan est du genre parabole. 

3° Cubique possédant un point simple parabo-

lique et injlexionnel. — Avec Je même choix d'axes 
que dans le paragraphe précédent, on met facilement 
en évidence le résultat suivant : 

La séparatrice se réduit à une droite simple. Mais 

le lieu des points dont la première polaire est du 

genre parabole comprend en outre la droite de 

l'infini (dont le rôle comme séparatrice est évidem-
ment nul). 

VIII. Pour mémoire, je me bornerai à rappeler la 
propriété classique suivante : 

Le lieu des points du plan d'une cubique plane 

dont la première polaire se réduit à deux droites 

est la hessienne de la cubique. 

IX. Applications. — 1. Les résultats signalés dans 
les études précédentes donnent immédiatement la solu-
tion des questions suivantes : 

Examiner s'il existe dans le plan d'une cubique 

donnée et, s'il y a lieu,, déterminer le nombre et la 

position des points satisfaisant à Vune des condi-

tions suivantes : 

i° Les points de contact des tangentes à la cubique 

issues du point considéré se trouvent sur deux 
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droites; cas ou V une de ces droites doit être la 

droite de Vinfini; 

2° Ces points de contact se trouvent sur un cercle; 

3° Ces points de contact se trouvent sur une hyper-

bole équilatère ; 

4" Ces points de contact se trouvent sur une para-

bole. 

2. En combinant les divers résultats obtenus, on 
obtient la proposition suivante: 

THÉOHÈME V I [ Ï . — Il existe en général dans le 

plan d'une cubique plane: 

i° Trois points en général distincts, dont un au 

moins réel, dont la première polaire se réduit à 

deux droites rectangulaires ; 

2° Six points réels ou imaginaires distincts en 

général, dont la première polaire se réduit à deux 

droites parallèles. 

Remarque. — Nous laissons au lecteur le soin de 
discuter dans quels cas le théorème précédent est en 
défaut et de modifier convenablement son énoncé. 

3. Pour terminer cet exposé, il me paraît intéressant 
de présenter un exemple de cubique possédant les 
principales particularités signalées dans le cours de 
notre étude. J'adopterai la courbe représentée en coor-
données rectangulaires par l'équation 

y3 -+- "M*y -h i = o. 

Elle jouit des propriétés suivantes que je ne m'arrê-
terai pas à établir : 

i° Sa hessienne se réduit aux deux bissectrices des 
axes et à la droite de l'infini. 
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2° La conique polaire se réduit à un cercle pour tous 

les points de Taxe Oy, à une hyperbole équilatère pour 
ceux de Ox, à deux droites parallèles pour chacun des 
points des deux bissectrices, ces deux droites formant 
ainsi la séparatrice. L'origine est un point central ; la 
polaire correspondante se réduira à une droite double, 
ladroite de l'infini. Tous ces résultats peuvent s'obtenir 
par application des propositions générales rencontrées 
précédemment ou encore se vérifier directement sur 
l'équation de la polaire d'un point P (¿r0, JKo) : 

<>*-+-jk2).To 2 x y x 0 - h i = o . 

Hyperboles Hype/'boles 

La figure ci-dessus résume toute la discussion. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V i l i . (Juin 1908.) 
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[KIOe] 

m L 'APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE; 
PAR M . J. J U H E L - R É N O Y . 

Dans une Note communiquée au Bulletin des 

Sciences mathématiques élémentaires, j'ai démontré 
le principe suivant : 

PRINCIPE. — Si une relation entière et rationnelle 

de degré n entre les distances d'un point variable M 

d'un cercle orienté ci un certain nombre de points 

fixes, pris sur ce cercle ou dans son plan, telle que 

les degrés de tous ses termes par rapport aux dis-

tances variables aient la même parité et soient pairs 

par rapport aux distances aux points fixes non 

situés sur le cercle, est satisfaite pour {n -h i) posi-

tions, au moins, du point variable sur le cercle, elle 

est vraie pour une position quelconque du point sur 

le cercle orienté. 

Le but de la Note actuelle est l'applicatioir de ce 
principe à la démonstration des relations entre les 
distances mutuelles de n points d'un cercle à n points 
pris dans son plan, en particulier entre les distances 
respectives de n points d'un cercle, relation qui s'obtient 
d'habitude par la multiplication des déterminants dans 
le cas très spécial de quatre points. A ce sujet, l'appli-
cation du principe nous permettra de démontrer que le 
degré de la relation connue peut être singulièrement 
abaissé, tout eu conservant à cette relation sa forme 
habituelle ; enfin, elle nous permettra d'atteindre des 
propositions plus étendues. 
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I. Considérons n points d'un cercle, O t , 0 2 , O s , . . . , 

n et n points A j , Ag, . . . > An formant un autre 
groupe sur le même cercle. Nous nous proposons de 
démontrer qu'il existe, entre les distances mutuelles 
des points des deux groupes, la relation 

( i ) 

OiÀt 
0,At 

0 , A 2 

O 2 A 2 

OiA, 
O 2 A 3 

0 „ A , 0 „ A 2 0 „ A 3 

Oxkn 

0 2 A „ 

0 , i Aw 

En effet, si l'on veut déterminer le point 0 „ , connais-
sant tous les autres par la relation donnée, qui remplit 

toutes les conditions de Vénoncé, étant homogène par 
rapport aux distances variables, on trouve qu'étant 
linéaire elle est vérifiée lorsque le point On se confond 
avec l'un des points 0 4 , 0 2 , 0 : } , . . . , 0„._i, c'est-à-
dire pour n — î positions du point variable. Elle est 
donc identique, en supposant n — ou 

Si l'on suppose, en particulier, que les points A se 
confondent respectivement avec les points O, on a une 
relation entre les distances mutuelles de n points d'un 
cercle sous la forme 

(a) 

O AJ A2 AI A3 . . . AI A A 

A 2 A1 O A 2 A3 . . . A2A7L 

AN AI A N A 2 AWA 3 . . . O 

relation dans laquelle il est bien entendu que 

AI AFE = — A A-A,-. 

Dans le cas de n = 4, on a la condition pour que 
quatre points soient sur un même cercle ; on voit que, 
si l'on convient d'écrire 

Aì Afe — dite. 
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elle affecte la forme suivante : 

(3) 

o di* d 13 du 
du o dis du 
d'i 1 dzi o d3i 
dt>i d» o 

= o, 

curieuse en ce qu'elle est identique à la forme qu'on 
donne d'habitude et qui est due, d'après M. Salmon, 
à M. Gayley, tout en présentant avec cette relation la 
différence essentielle que dans la relation (3 ) dik repré-
sente la distance algébrique A; A*, et non son carré, 
comme dans la relation de M. Cayley : c'est l'expression 
même du théorème de Ptolémée. 

On généralise immédiatement la relation ( i ) en l'é-
tendant aux puissances p des distances mutuelles, ce 
qui donne la relation 

(4) 

OI AI OI À2 0 , A , 

OJAI OJAJ OJA, 

0„Ai O,, A.2 O,, A:J 

0,A„ 

o 2 A ; 

0 „ A „ 

Il suffit, pour l'exactitude de cette relation, que 
( n — i ) soit au moins égal à (p -f- i ), ou 

Il -h 2. 

La démonstration découle immédiatement de l'ap-
plication du principe. 

En particulier, la formule (3 ) applicable à quatre 
points d'un cercle donne la généralisation suivante : 

o (dlt)p (du)p (dlk)p 
(dsl)p o (dti)p (du)p 
(du)p (d3S)P o (dn )p 
(dki)P (d„)p (dk3)p o 

= o, 



avec la condition 
( 26. ) 

4 
011 

Le cas de/? = 2 donne la formule de M. Cayley. 

II. Considérons n cercles ayant pour rayons 
/*2j . . . , rn, et tangents à un (/i-h i)ième cercle en 
des points A<, A2 , A3, . . ., A„ , ce dernier cercle ayant 
pour rayon R. 

On démontre bien facilement (voir S A L M O N , Sec-

tions coniques, Chapitre des Systèmes de cercles) 

qu'en représentant par ( i K ) la valeur algébrique de la 
(angente commune au iième et au /cième cercle, on a 

R (i&) 
A/ A * = . 

v/(R — n ) (R — / - A ) 

En remplaçant dans la relation (2) A; A* par cette 
expression, on a une relation entre les tangentes com-
munes à n cercles, pris deux à deux, tangents à un 
(n + i)ièmc cercle : 

( 2 1 ) 

( 1 2 ) 

o 
(.3) ( i n ) 

(•23) (an) 

(/ i l) {n i ) {n 3 ) o 

La relation ( 5 ) permet une application analogue ; 
en particulier, dans le cas de quatre cercles tangents à 
un cinquième, elle devient 

o (12)/' ( i 3 ) ' ( 1 4 ) " 

(21 )P o (a3)/> (24 )P 

(3i y (32)P O (34)' 

( 4 0 ' (42)" (43)' o 

en supposant p égal à 2 ou à 1. On trouve ainsi le 

(7) 
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théorème bien connu de M. Casey. La forme qui cor-
respond au cas de p = 2 se trouve dans l'Ouvrage de 
M. Salmon (/oc. cit.). 

III. Considérons actuellement n poinls d'un cercle 
0 1 ? 0 2 , . . 0 „ et n points dans le plan du cercle 
A4, A2 , . . ., A,*. Il existe, entre les distances mutuelles 
des points du groupe O aux points du groupe A , la 
relation 

(8) 

OTAT 0 , A 2 O I A ~ . . . O T A N 

0 2 A Ì 0 2 A 2 0 , A : L . . . 0 , A „ 

0 „ A , 0 „ A2 ON A 3 . . . 0 « A „ 

La démonstration est immédiate, la relation homo-
gène et du second degré par rapport aux distances du 
point On aux n points A étant vérifiée pour (n — 1) 
positions du point 0 , o supposé placé successivement 
en 0 M 0 2 , . . 0 „ _ , . 

Le cas particulier de n = 4 a été indiqué par Anto-
mari dans les Nouvelles Annales (3e série, t. I ) . 

Si l'on suppose que O! coïncide avecAM 0 2 ave cA 2 , 
ainsi de suite, on obtient une relation entre les distances 
mutuelles de n points d'un cercle 

O A Ï A 2 A I A3 

A 2 A1 O A 2 A 3 

A 3 A J A 3 A 2 O 

A N A I ART A 2 A „ A 3 

A , A „ 

A 2 A „ 

A3 An = O, 

qui est, d'ailleurs, un cas particulier de l'équation (4 ) . 
Signalons encore la généralisation suivante de la 

relation (8) , tout à fait analogue à l'équation (4) , avec 
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cette hypothèse que p est nécessairement pair : 

(io) 

OIAI 0 , A 2 OJ A3 

O 2 A, O 2A 2 O 2A 3 

0„AT 0 „ A , 0 „ A 3 

O tAn 

ÔJ^n 

On An 

IV. Remarquons, en terminant, que la simplification 
apportée par la relation (3 ) , à la condition pour que 
quatre points soient sur un même cercle, s'applique 
aussi à la condition pour que trois points soient en 
ligne droite. 

En effet, soient, sur un axe orienté, deux groupes 
de trois points M, N, P et A , B, C. On a, entre leurs 
distances mutuelles, la relation 

( "0 

MA MB MG i 
NA NB NG r 
FA PB PG i 

qui devient, en supposant les points M, N, P confondus 
respectivement avec A, B, C, 

o AB AG i 
BA o BG i _ 
CA CB o i 
I I i o 

ou encore 
o d\ 9 d\z i 

i o diz i 
d3i d32 o 1 

i i i o 
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[ I 2 3 a ] 

CONTINUANTS APPLICATIONS A LA THÉORIE OES NOMBRES ; 
PAR M. A . D E L T O U R . 

( S U I T E . ) 

DEUXIÈME PARTIE. 
CONTINUANTS KNTIERS. 

O B J E T ET D É F I N I T I O N S . 

44. Les relations algébriques établies au cours de la 
première Partie seront appliquées dans celle-ci au cas 
où tous les éléments sont des nombres entiers et seront 
développées au point de vue arithmétique. 

Nous appellerons continuants entiers ceux dont 
tous les éléments sont des nombres entiers, ces conti-
nuants étanl toujours supposés normaux, sauf indi-
cation contraire. 

Les continuants entiers, dont tous les éléments ont 
le même signe et sont différents de o, seront dits posi-

tifs ou négatifs, suivant le signe des éléments. 
Parmi eux, il faut distinguer les continuants courts, 

dont le dernier élément est différent de ± i (les élé-
ments étant ordonnés de gauche à droite) et les conti-
nuants longs, dont le dernier élément est zt i . 

Un continuant court, dont le premier élément est 
différent de dt 1, sera dit réduit. 

Par exemple, 

( 4 , 6 , 9 ) ( i , 3 , 0 , 9 ) 

sont des continuants courts dont le premier est réduit; 

(4,6,8 : i ) ( I ,3,6,8, I) 

sont des continuants longs. 
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Ces quatre continuants représentent le même 
nombre 22g. 

On admettra que (a ) et ( a ) sont des continuants 
distincts. 

(a4 ) 0 ) sera dit résida de (a), 

( a o , i ) résidu inverse. 

45. Il est évident que la valeur d'un continuant 
entier est un nombre entier et celle d'un continuant 
positif un nombre positif. 

Mais, inversement, un nombre entier zh N est repré-
senté par un nombre illimité de continuants. 

Les procédés de transformation indiqués dans la 
première Partie vont servir à passer d'une représen-
tation quelconque de =b N à une autre en les réduisant 
d'abord toutes deux à des continuants positifs qui, 
eux-mêmes, se déduisent ensuite l'un de l'autre. 

RAPPORTS ~ L \ > 
(*i,o) (ao,t) 

46. Le nombre N, représenté par un continuant 

(a ) , est premier avec les nombres R, IV, représentés 

par{a,j0), (ao?i). 

Cela résulte de la relation ( V I ) (n° 19) et constitue 
une propriété essentielle des continuants entiers. 

Remarque. — De la relation ( V I ) résulte aussi la 
congruence 

RR' == (— i)»a-»-i (mod N). 

Pour R == o, on a nécessairement 

N = zhi. 

( OL Ì 47. La valeur de ^ ; ne change pas lorsqu'on 
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applique à (ali0) les procédés de transformation 

suivants : 

i° introduction, soit entre deux éléments, soit avant 
le premier, soit après le dernier, de suites des types 

0' (n° 11), ou des types y/, en changeant les signes 
des éléments qui suivent Y| OU R/ (n° 11), ou du type 

suivant la notation du n° 31, pour les continuants 
alternés. 

2° Equivalence de a et de b, o, c, lorsqu'on a 
a = b H-c (n° 14). 

Il est facile de vérifier l'exactitude de ces propo-
sitions et d'en énoncer d'analogues pour le rapport 
(«) 

Remarques. — i ° Pour calculer la valeur d'un conti-
nuant où figurent des suites r{, il faut se reporter aux 
indications du n° 11. 

Soient (a ; ) un continuant où figurent p suites Y/, 
(a ) le même continuant où les suites V sont rem-
placées par des suites r4 ; on a 

( * ' ) = ( - !)#>(«). 

( % ) 2° La valeur de j change de signe lorsqu'on 

introduit, comme il a été indiqué, des suites ŷ , V , 
mais en changeant les signes des éléments qui pré-

cèdent r\ ou 

3° Parmi les suites iX', on aura à considérer princi-
palement les suites 

(o, o) {o—i— i — o) (— î, — i, — i)r 

qui seront désignées respectivement par 

ï - I Ii.i — II.». 
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48. Lorsqu'on passe d'un continuant ( a ) au con-

tinuant alterné (io!) au moyen de la relation ( I X ) 
inl ( a ) = (¿V) (n° 30, Remarque), on a 

(a) (/a') 
( « 1 , 0 ) ( £ ' « i , o ) 

En effet, cette relation résulte des deux suivantes : 

( ¿ni ( a ) = ( ¿V), 

( ¿(»«-1)2 («i,o) = ( - 0"a_1 (*«' I f0). 

49. Si (CL) est positif et de valeur N, /es valeurs 

R, R/ (a,,0 ) ( a o ,0 sont au plus égales à N. 

En effet, a{ étant le premier élément de (a), on a 
(n° S) 

( a ) = a 1 > 0 ) - h ( « 2 , 0 ) 1 

relation où tous les termes sont positifs. Le minimum 
de aK est 1, celui de (a2,o) e s t donc ( a ) ^ ( a l ? 0 ) . 

On trouvera de même ( a ) ^ ( a 0 j i ) . 

Remarque. — On a toujours (a ) > (a,;0)> sauf pour 
les valeurs particulières 

( « 1=1 , 
( ( « 2 , 0 ) = o , 

qui donnent N = ( a ) = (a,70 ) . 
Dans ce cas, (a ) se réduit à (1). 

NOMBRE DE CONTINUANTS ^POSITIFS 

D UNE VALEUR DONNÉE. 

50. Le nombre de représentations de N par des 

continuants courts positifs est <p(N), © (N) . étant 

l'indicateur. 
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N 

Lorsqu'on développe une fraction irréductible ^ 

(N et R positifs, R < N ) en fraction continue, on ob-
tient chaque quotient incomplet par une division dont 
tous les termes peuvent être identifiés avec ceux de la 
formule de récurrence donnée au n° O, en supposant 
les continuants positifs, savoir 

(a, P) = a(P)-MP,i0), 

a étant le quotient et (¡3j,o) Je reste de la division de 
( « , ¡ 3 ) par (¡3). _ 

Ainsi, le quotient de la première division est le pre-
mier élément a d'un continuant et la suite des quotients 
incomplets obtenus n'est autre que celle des éléments 
d'un continuant positif (a) , tel que 

( ( « ) = * , 

\ ( * i f o ) = R. 

Par son mode de formation, ce continuant est unique 
et diffère de celui qui proviendrait de toute autre 
fraction. 

D'autre part, l'opération s'arrête dès que le reste 
devient égal à i. Le dernier quotient incomplet est 
égal au reste de l'avant-dernière division et, par consé-
quent, supérieur à i ; 

(a ) est donc un continuant court. 
N IR Par exemple, pour la fraction — = on trouve 

(a ) = ( a , I , 2 , 3 ) . 
Réciproquement, un continuant court positif donné 

N ( a ) provient d'une certaine fraction les éléments de 

l'un étant les quotients incomplets de l'autre. 
Pour une valeur donnée de N, il existe, par consé-

quent, autant de continuants courts positifs distincts, 
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N 

de valeur N, que de fractions irréductibles c'est-à-

dire cp(N ). 
Remarques. — i° Continuants réduits. — Le pre-

mier élément de (a ) est > i si 2 11 < N. 
© ( N ) Il y a donc ' ^ continuanls positifs réduits. 

Exemple : N = 1 1. 

R = 1, 2 , ' 3, 4, 5, 

( a ) = ( 1 ! )> (5>2 )> (2,1,3), (2,0) . 

Au résidu R correspond un résidu R, tel que 
N 

R -f- R1 = N. Le continuant de la fraction -5- com-
Ki 

mence par 1. 
20 Continuants positifs. — A tout continuant court 

correspond un continuant long. Le nombre total des 
continuanls positifs de valeur N est donc 2 <p (N ) . 

3° Les nombres /*a relatifs à deux continuants po-
sitifs, court et long, correspondants, sont de parité 
différente. S'il y a lieu de donner à (— i ) " a un signe 
déterminé, on choisit l'un ou l'autre de ces deux 
continuants. 

RÉDUCTION A UN CONTINUANT POSITIF. 

oJ. Les représentations de — N se ramènent 

à celles de H- N. 

En effet, soit (a, ¡5) = — N une de ces représen-
tations. On emploiera l'une ou l'autre des formules 
(T 4 , n° 11), (T 6 , n° 12), savoir : 

(a, ij, - 0) = ( - i)»3 ( a, = ( - 1 ) ^ ' N, : 

(a, 7], o, tj, o. p) = — (a , Y), 7), o, o, P) = — (a , P) = N. -
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Dans la première, on suppose que est impair; 

dans la seconde, la suite (ÏJ, O, o ) se place dans un 
intervalle quelconque, ou même soit avant le premier, 
soit après le dernier élément. 

52. Elimination des éléments nuls. — On passe 
d'une représentation (a ) donnée de N à une représen-
tation équivalente, n'ayant aucun élément égal à o, par 
l'application répétée de la formule ( T 8 ) du n° 14. 

Remarque. — Si l'un des éléments extrêmes, le 
premier par exemple, est o, on supprime les deux 
premiers éléments. Car on a, dans ce cas, d'après ( I ) , 

( * ) = ( « 2 , 0 ) . 

Dans cette nouvelle représentation (a2,o)? le résidu R 
est modifié et devient R, = (a3 j0 ) . 

De la relation 

( a l , o ) = a 2 ( a 2 , 0 ) " r " ( « 3 , 0 ) , 

on déduit 
R , » R ( m o d N). 

53. Elimination des éléments égaux à dz 1. — 

Le continuant (a ) étant supposé privé d'éléments nuls, 
multiplions-le par et mettons-le sous forme de 
continuant alterné ( ta ' ) (n° 30). 

On y supprime tous les éléments égaux à ± i par 
l'application répétée de la formule ( X ) du n°31, savoir 

(i a, i'X', i{J) = (A ' ) (l'a, ¿(3), 

dans laquelle on fait (f/J) = ± : I (n°47, Remarque 3°). 
On reconstitue ensuite le résultat sous forme de 

continuant normal équivalent au premier (a ) en va-
leur absolue et ne contenant plus d'éléments égaux 
à ± i . ' 
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Remarque. — Si l'un des éléments extrêmes de 

(/a'), le premier par exemple, est ± on le fait pré-
céder au préalable de la suite o, dz ce qui ne change 
pas la valeur du continuant. 

Mais le résidu, qui était R = (;a' IO), est modifié et 
devient 

Ri = ( ± i, in') = ± I ( £ A ' ) - + - R . 

On a donc 
\\i = R (mod N). 

54. Transformation en continuant positif'. — Le 
continuant étant formé comme il est expliqué au numéro 
précédent au moyen d'éléments en valeur absolue, 
on change les signes des éléments négatifs en appli-
quant la formule ( T 5 ) du n° 12 dans laquelle on fait 

= (o» —
 f

> — 1, o). 

Par la suppression des o provenant des la valeur 
des éléments contigus à un seul Y) est diminuée d une 
unité et celle des éléments compris entre deux y\ de 
deux unités. 

Toute réduction faite, les nouveaux éléments sont 
tous positifs ou nuls, et par la suppression de ces der-
niers on obtient un continuant positif équivalent en 
valeur absolue au continuant donné. 

Remarque. — Si le premier terme est négatif, on le 
fait précéder de t\. 

La valeur du continuant ( a ) n'est pas modifiée, mais 
il n'en est pas de même du résidu R, qui devient 

R i = Oii,o, « ) = — (*i,o) == ~ R. 

5o. Exemple de réduction d'un continuant. — 

Soit 
(a) = (0, i, 2, — 3, 5, o, — 6, 2 , - 4 , - 2 ) . 
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On trouve 

N = 67, R = 3o5. 

Ce continuant passe par les transformations sui-
vantes : 

(o, 4, 2, — 3, 5, o, — 6, 2, — 4, — 2) 

( 2 , - 3 , — 1,9., — 4, — 2 ) 

( 2 i, 3 i, — i, — 2 i, — 4 2 0 

( 2 4 — — 4 2 0 

(ai, 51, — 3i, 2i) 

(2, ~ 5, — 3, - 2) 

(a,) = (1, 1,4, 3, 2). 

On trouve, pour (a4 ) , 

N = 67, R t = 37. 

56. Transforma lion d'un continuant donné 

(a)—N flfe résidu R en un continuant positif ou 

négatif de valeur = ± N et de résidu R,, tel que 

R, H" 

Pour conserver au rapport ^ sa valeur, on applique 

les procédés de transformation des nos 52, 53, 54 
seulement aux éléments de (a,?0 ) dans les conditions 
indiquées au n° 47 et de manière à obtenir un conti-

N 
nuant positif si ^ est positif, négatif dans le cas 

contraire. 
Revenons en détail sur chacune des opérations pré-

cédentes. 
i ° Élimination des éléments nuls (n° 52). — On 

conserve le premier élément, s'il est égal à o. 
20 Élimination des éléments égaux à ± : 1 (n°53). 

— En passant du continuant ( a ) au continuant alterné 
N (¿V), le rapport est multiplié par i (n° 48). 
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Inversement, en revenant à nn continuant normal, 

il est divisé par i. 

Entre ces deux opérations, sa valeur reste invariable 
lorsqu'on supprime des suites ± I (n° 47). 

Donc, avant et après le passage par les continuants 
N 

alternés, la valeur de ^ est la même. 

D'autre part, il y a lieu de remarquer que les suites 
zb I doivent être formées entre deux éléments quel-
conques du continuant, mais non avant le premier. 
Celui-ci a, par conséquent, une valeur quelconque 
après l'opération, y compris o, db i. 

3° Transformation en continuant positif ou né-

gatif ( n ° 54). — L ' opé ra t ion précédente amène un 

continuant (¡3) = ( ô , b2 . . . ) dont tous les é l é m e n t s 

( l e premier non compr i s ) sont > 2 en va\eur aÌ3Solue. 

On place la première suite y) ou 7/ entre les deux 
premiers éléments de signes contraires et l'on fait dans 
la formule ( T 5 ) : 

7) = (o, —1,1, —1 ,0) 

si le continuant commence par des éléments positifs, 

V = ( < M , — 1 , 1 , 0 ) 

dans le cas contraire. 
Si la première suite ri ou r/ est placée après ori 

voit, comme au n° 54, que tous les éléments prennent 
le même signe, + avec YJ, — avec r/, lorsqu'on intro-
duit ces suites dans les conditions indiquées au n° 47. 

Si la première suite r{ ou Y/ est placée entre bK et ¿>2, 
ce qui n'a lieu que lorsque bK est différent de o et au 
moins égal à 1 en valeur absolue, les éléments prennent 
encore le même signe. Le premier, étant contigu à un r, 
ou à un 7\f) peut devenir o. 

Ann. de Mathémat., 4' série, t. VIII. (Juin 1908.) 18 
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Prenons comme exemple 

(a) = (o, — 3. — 2, i,4), 

pour lequel on a 

N = — 6, R = 23. 

Les transformations successives sont 

(o, — 3, — -2, I, 4) 

( o , 31, — 2 — 41 ) 

(o, 3 — Ï, 5 ¿) 

(0,41,61) 
( 0 , - 4 . 6 ) 

(«1) = (o, — 3, — i, — 5). 

On a, pour (a, ), 

Nt = 6, Rj = - 23. 

TRANSFORMATION DES CONTINUANTS POSITIFS ENTRE EUX. 

87. Soient : 

(a ) = ( « , , «2> • • on continuant positif cor-

respondant à ̂  ; 

t un nombre premier positif non diviseur de N. 
Cherchons le continuant positif ayant pour résidu 

un nombre congru à ¿R (mod N) . 
Supposons d'abord que t ne divise pas a{ ; posons 

am = bm-\- cm et écrivons ( a ) sous la forme 

(a) = ( « , , o, C'2 ¿>3,0, c3, c/i—\, a/n a/i4-î, ...,a/i+2/4-1, • «/,)> 

les éléments b et c, qui peuvent être positifs, nuis ou 
négatifs, étant déterminés de manière à satisfaire aux 
conditions suivantes [ (T i 0 ) , n°16], dans lesquelles (a(r>) 
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représente les suites d'éléments sous parenthèse dans 
( a ) , et ( ¡3 ( r ) ) de nouvelles suites : 

[ («i, o) = (a') =(P ' ) , 

\(aubt) = ( a ¿ i l ) s = i ( p ' f t f l ) > 

j ( * „ o ) = (« i ,o) = j (Pi ,o) , = i, 

Les éléments 6 et c doivent satisfaire à ces égalités 
jusqu'au premier élément c divisible par t> soit Ch-

Il est toujours possible de remplir ces conditions : 

en effet, d'après les première et troisième égalitésr 

( f t ) est le continuant qui correspond à la fraction y * 

et l'on choisit celui pour lequel n^ est impair (n° 50, 

Remarque 3°). 
La dernière égalité détermine b2 qui est positif. La 

deuxième se trouve vérifiée comme conséquence des 
trois autres, en vertu de la relation ( V I ) (n° 19). 

De la relation a2 = b2 -+- c2 on tire ensuite la valeur 
de e2. Puisque c2 n'est pas divisible par t, par hypo-
thèse, on opère avec c2 comme avec aK pour satisfaire 
aux quatre égalités suivantes, et ainsi de suite. 

11 faut observer que l'un des termes cm peut être 

négatif. Dans ce cas, ( ( ï ( m ) ) sera le continuant corres-

pondant à la fraction — ^ dans lequel tous les élé-

ments seront pris négativement : sera alors néga-

tif. Ainsi, cm et bm+i sont toujours de même signe. 
On pose ensuite 

j Ch-1 = tc'h_x, 

| ah — l- a'h, 
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ce qui donne 

(c/t-i, cth) — (c'n-i, ah). 

On voit que ces deux derniers continuants que nous 
désignerons respectivement par (y ) , (8) satisfont aux 
conditions ( T 1 0 ) : 

(Y) = ( * ) , 

( Y o , l ) = « ( O o . l ) , 

( ï 1,0) = ~t ( o j , o ) , 

(Yifi) = (ôi,i) = i-

Supposons que «¿+3, • • • ? jusqu'à 
exclusivement, soient encore divisibles par t. 

On pose de même 

1 = t a'k+i, 
_ 1 , 

2 — J  A H + F 

On a encore deux continuants 

(Y') = (ah+1, 

(8') = a)t+2 ), 

satisfaisant aux conditions ( T l 0 ) et ainsi de suite jus-
qu'à 

O/i-f-2/-1, a/»-»-î/). 

On forme alors à partir de une nouvelle 
série d'éléments analogue à celle obtenue en partant 
de a4. 

A la fin de l'opération, on arrive à une suite de trois 
éléments ( a o u de deux éléments ( y ( i ) ) précédant 
immédiatement, soit a s o i t «a» soit a*. 

Dans le premier cas, a* n'est pas divisible par i, car 
les éléments qui le précèdent constituent un conti-
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nliant ( e ) composé de parties (a ' ) (a'7) . . . ( y ) (y ' ) 
satisfaisant aux conditions (T| 0 ) et, par conséquent, 
(e0) l ) a pour facteur t (n° 16). 

Or, on a 

N = (e, ak) = ak{i) -+- (e0,i). 

Si était divisible par N le serait aussi, contrai-
rement à l'hypothèse. 

Le continuant est alors terminé par la suite 

ak, bk+i, o. 

Dans les deux derniers cas, le continuant est terminé 
par l'une des suites 

ou ct- ua k , 

si Ck-K sont divisibles par et par 

rt/t-l, bfe, o, C/c: 6/.-+-1: O, OU Ck~i, bk, O, Ck, bk+.o, 

s'ils ne le sont pas, puisque c*, pour la même raison 
que a,k dans Je premier cas, ne peut pas être divisible 
par t. 

Finalement, on obtient deux continuants 

(a) = (a',a", . . . , y, f , . .. ), 

qui satisfont aux conditions (T , 0 ) , comme les suites 
qui les composent, savoir : 

l (<x0,i) = *(Po,i), 

) («i,o) = 7(Pifo), 

^ , l ( «M) = (PM). 
On a donc 

( P ) = N , ( P I F 0 ) = * R . 
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Il ne reste plus qu'à réduire (¡3) en continuant 

positif. 
On a admis au début que aK était premier avec t. 

Si t divise aiy on commence l'opération comme si le 
premier élément était 

Remarque. — Le continuant donné était supposé 
positif. Il est facile de voir qu'on obtiendrait une trans-
formation semblable avec un continuant entier quel-
conque. 

58. Cas où t est un nombre quelconque premier 

avec N. 

Pour passer d'un continuant de résidu R à un conti-
nuant de résidu congru à /R, lorsque t n'est pas un 
nombre premier, le procédé du n° 57 est encore appli-
cable si le plus grand commun diviseur de £ et de chacun 
des éléments a{m) ou c(m) est toujours i ou t. Dans le 
cas contraire, on l'applique successivement à chacun 
des facteurs dont t est le produit et pour lesquels l'o-
pération est possible, ce qui a lieu, eu particulier, 
pour les facteurs premiers de t. 

Si t est une racine de la congruence 

xd — i == o (mod N ), 

d étant un diviseur de <p (N ) , on retrouve le continuant 
donné après d opérations. 

Lorsque t est une racine primitive de N, on obtient 

tous les continuants positifs de valeur N, au moyen 

de <p(N) opérations. 

59. Application à quelques cas particuliers. 

i° Soit t = 2. 
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Les suites (y.(r)), (y ( i ) ) , qui composent ( a ) (n° 57), 

sont respectivement de la forme 

( 2 f?î -f-1, i), (ipyq) 

Les suites correspondantes (¡3 ( r )), (S (J )) de (¡3) sont 

(m, i, i), (/>, 2q). 

Soit, par exemple, 

(a) = (4, i, i ,8), N = 77, H = 17. 

Ce continuant devient 

( a ) = ( 4 , 1, 1 ,1 , o , 7, 1, o ) ? 

d'où 

(P) = ( 2 , 2 , o, 1, I, 3, Î, 1) 

= ( 2 , 3, 1, 3, 2 ) . 

Rj=:34. 

Soit t= 3. 
On a, pour (a f r ) ) , (y ( i } ) , les suites 

(3m -h 1,2,0), (3m -4- 2,1, o), (3p, q), 

auxquelles correspondent dans (¡3) 

( m , 2,1), (m, 1 , 2 ) , (/>, 3 ? ) . 

Pour les mêmes valeurs, N = R = 17, ( a ) 
devient 

( a ) = ( 4 , 2, o , — I , — 2 , o , 3. S ) ? 

d'où 

( P ) = ( l , 2 , I , O, — 2, — I , 1 , 2 4 ) ' 

Pour réduire (¡3) en continuant positif, on passé par 



( 28o ) 

les transformations suivantes : 

( L , 2, — I , — I , 1, 2 4 ) 

( i , — 2 i , — i, î, i , — 24 i) 

( ï, 2 ¿, — 2 t, O, — 24 i) 

(îy 2 l, 26 Î) 
(l, 2, — 26) 
(I, I, 1,25). 

Rt = 5i. 

3° Soit / = 13. 
Pour les mêmes valeurs de N et de R, on a 

(a) = ( 4 , 3, o, — 2, — G, o, 7,11, o, — 3, — 4, o)? 

(P) = (o, 3, 4, o, — 6, — 2, o, 1, 1, 5, 1, o, — 4, — 3)? 

= (o, 3, — 2, — 1, 1, 5, — 3, — 3). 

Transformé en continuant positif, (¡3) devient 

(o, 2, r, 6 , 1, 2, 3). : 

Rj = 221 = 13.17. 

4° Soit N = m. 
Formons ses continuants positifs réduits au moyen 

de la racine primitive t = 2. 

R. ( ? ) . (oc ) . ( a ) . 

» ( n ) = («o, 1) 
'>- ( 5 , 2 ) = ( 5 , 2 ) = ( 5 , I , o , I , 1 , 0 ) 

3 (2, 1, 1,0, 1, 1) = ( 2 , 1, 3) = ( 2 , 1, 2, 1) 

4 (1,2. 1,2) = (3, 1,2) = (3, 1,0,0,2) 

> ( 1 , 1 , 1 , 0 , 4 ) = ( 2 , 5 ) = ( 2 , 5 ) 

6 . . . . , ( 1 , 1 0 ) = ( 1 1 ) 

MULTIPLICATION ET DIVISION D'UN CONTINUANT 

PAR UN NOMBRE DONNÉ. 

60. Caractère de divisibilité d'un continuant par 

un nombre donné. 
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Comme on l'a vu au n°57, la condition nécessaire et 

suffisante pour que t divise N (t étant premier), est 
qu'à la fin de l'opération a* ou soit divisible par t. 

On voit facilement qu'il en est de même pour un 
nombre t quelconque, premier ou non, pourvu que 
l'opération soit possible. 

Plus généralement, si N est mis sous la forme d'un 
continuant (e, e') où, (e' ) étant quelconque, ( s ) satisfait 
aux conditions T l 0 ; où, par conséquent, (e0,< ) est divi-
sible par t et ( s ) est premier avec t (t élant premier 
ou non), on a 

(e, e') ==(e)(£') sa N (mod t). 

Donc, pour que N soit divisible par t? il faut et il 
suffit qu'on ait 

(e') == o (mod t). 

Si cette condition n'est pas satisfaite et si N est 
premier avec t, on a, suivant la notation du n° o7, en 
supposant la formule applicable à i, 

N = ( * ) = («', a", . . . ,y , Y', . . . ) . 

Comme tous les résidus inverses (a '0 î 4 ) , . . . , (yo,«)> 
. . . sont divisibles par i, on voit facilement ( I I , n° 6 ) 
qu'on a 

Nss (a') (a") . . . (Y)(Y') ••• ( m o d ')> 

c'est-à-dire 
N = «i c2 c3 . . . c/t-2 . I . I . . . (mod t) 

61. La transformation du n° 57 permet de multiplier 

un continuant donné (X) par un nombre quelconque, 
en opérant successivement avec tous les facteurs pre-
miers t qui composent ce nombre. 
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Posons à cet efïet (m, X) = ( a ) et déterminons m de 
telle sorte que t soit premier avec (a ) en faisant, par 
exemple, m = o si t est premier avec (X l î 0 ) , ni= i 
dans le cas contraire. 

On cherche le continuant (¡3) correspondant à (a ) 
(suivant la notation du n° 57) et on le réduit à un 

continuant positif (3 ' ) en conservant la valeur de 

Le résidu (p,,o) de ce dernier a pour valeur le pro-
duit t (À). 

62. Pour diviser (a) par un de ses diviseurs t, on 
opère de la même manière sur (X, m) = (a). Quel que 
soit m, t est premier avec (a ) . On réduit (¡S), corres-
pondant à (a) , à un continuant positif (p ' ) en conser-

( 0 ) • ( ^ ) vant la valeur de ^ ̂  y Le quotient est représenté 

par le résidu inverse ( ^ 0 1 ) du dernier continuant 
obtenu. (A suivre.) 

BIBLI0GR4IMIIE. 

TAULES DE CARACTÉRISTIQUES RKLATIVES A LA BASE 

2.3 IO DES FACTEURS PREMIERS O'IJJV NOMBRE INFÉRIEUR 

A 3oo3o, par Ernest Lebon, agrégé de l'Université, 
Membre des Académies de Lisbonne et de Metz. Paris, 
Delalain frères, it;r mars 1906. Prix : i t r ,5o. 

( C e t Opuscule a été honoré rl'une subvention de l 'Associa-

tion française pour l 'avancement des sciences et présenté à 

l 'Académie des Sciences par M. Eugène Rouché.) 

En s'app.uyarit sur des propriétés non encore signalées de 

certaines progressions ar i thmétiques, M. E. L e b o n est arrivé 

à construire une T a b l e donnant très rapidement la solution 
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du double problème suivant : Un nombre étant donné, recon-
naître s'il est premier ou composé et, dans le dernier cas, 
trouver ses facteurs premiers. M. E. Lebon a publié plusieurs 
Mémoires où il montre que le procédé qu'il emploie est appli-
cable à de grands nombres. Pour donner une idée de cette 
nouvelle méthode, M. E. Lebon a publié la présente Table 
qui permet de résoudre, dans le cas d'un nombre non divisible 
par 2, 3, 5, 7 ou u et inférieur à 3oo3o, la première Partie 
<lu problème précédent sans extraire de racine carrée et d'un 
coup d'œil, et la seconde Partie soit d'un coup d'œil, soit très 
rapidement. Nous sommes heureux de recommander à l'at-
tention des mathématiciens l'original travail de M. E. Lebon, 
^n exprimant le désir de voir bientôt apparaître une Table 
fondée sur la nouvelle méthode et résolvant le problème en 
question pour des nombres supérieurs à 9 millions, limite des 
Tables actuelles de facteurs premiers. G. B. 

I . ÉPREUVE THÉORIQUE. — I ° Déterminer toutes les sur-
faces réglées applicables sur l'hyperboloïde 

xi —y % 

20 Indiquer parmi ces surf aces celles pour lesquelles le 
<cône directeur est de révolution ; 

3° Chercher, en particulier, celle qui a même cône di-
recteur que r hyperboloïde précédent, sans lui être iden-
tique; 
4° Former et intégrer Véquation des lignes de courbure 

de cette dernière surface. 

I I . ÉPREUVE PRATIQUE. — Résoudre Véquation de Fred-
holm 

CERTIFICATS HE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

Paris. 
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où f et ^ sont des fonctions données et X une constante 
connue y dans les cas où f (x, s) a l'une des formes sui-
vantes : 

f(x,s) = b(x)cr(s), 
h — n 

f(x, s) =2 Qh(x)<Jh(s). 
h-1 

Voir ce que deviennent alors les développements en série, 
au moins dans le premier cas. (Octobre 1907.) 

Nancy. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . Lignes asymptotiques des sur-
faces réglées dont les génératrices appartiennent à un 
complexe linéaire. 

II. On considère la congruence des droites définiesy 
dans un système de coordonnées rectangulaires 0xyz, par 
les équations 

x — 'iau — aeîu _ y -4- 1 a v _ z — a cos y (e3w-h 3 e") 
cos v sin v sh u ' 

où u et v désignent deux paramètres arbitraires, a une 
constante donnée. 

Démontrer que les surfaces développables de la 
congruence sont définies par Véquation différentielle 

si n v du2 -h 2 cos v du dv — si n v dv*, 

et intégrer cette équation différentielle. 
On prend sur une droite quelconque de la congruence 

le point M milieu du segment déterminé par les deux 
points focaux de cette droite; démontrer que la surface S 
lieu du point M est normale à toutes les droites de la 
congruence. 

3° Déterminer les rayons de courbure principaux de la 
surface 2. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Déterminer les lignes asymptotiques 



( a85 ) 
de la surface définie par les équations 

COSP sint> oc — 9 v = , z = 3P-+- 4 ( taner u — u) 
cos u J cos u v b 

et construire les projections de ces lignes sur le plan xOy. 
(Octobre 1907.) 

CERTIFICATS D'ASTRONOMIE. 

Paris. 

I. EPREUVE THÉORIQUE. — 1" Réfractions astronomiques 
par les hauteurs supérieures à i5°; 

2° Sextant. Description et usage. 

I I . ÉPREUVE PRATIQUE. — Résoudre Véquation de Képler 

x — e sin x = M, 
en supposant 

M = 332°a8f55', 
e — o, 24532. 

(Octobre 1907.) 

Marseille. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Calcul des longitudes terrestres 
au moyen des occultations. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer le volume d'un tétraèdre 
OABC connaissant les longueurs a, b, c des trois arêtes 
qui aboutissent à un même sommet O, ainsi que les angles 
a, jî, y que ces arêtes font deux à deux. 
Données numériques : 

m o t u 
« = 17,246, a = 75.27.34,7, 
¿=12,723, P = 82.43.5l,2, 
C = 7 , 9 ^ , Y = 6 7 . 5 8 . 2 7 , 9 . 
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SOLUTION. 

V = ìa6c/sin/?.s in(/> — a)sir (.P — P )s in (/> — Y) -

Log. 

sin/) 7,9637602 

sin(/? — a ) . . . 7,7866578 

sin(/> — p ) . . . 1,7035534 

s i n ( / > — Y ) . . . T,85O3O25 

A 7,3032739 

a 

Y 

P 
P 
P"? 
P - Y 

O , „ 
7 5 . 2 7 . 3 4 , 7 

8 2 . 43 ,51 , 2 

67.58.27,9 
226. 9 . 5 3 , 8 

1i3. 4-56,9 
37 .37 . 2 2 , 2 

3O.2Î . 5 , 7 

45. 6 . 2 9 , 0 A 

a 
b 
c 
co log . 3 

V.. 

7,65i636g5 
1,2366884 
1,1045895 
0 , 8 9 9 3 8 2 7 

1 , 5 2 2 8 7 8 7 

2 , 4 1 0 1 7 6 2 

( O c t o b r e 1907.) 

V = 260™ ,121 5. 

in 
a = 17,246, 
b = 12,723, 

Montpellier. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Parallaxe lunaire. Principe de la 
méthode employée pour la détermination de cette paral-
laxe. (On suppose deux observateurs très éloignés sur le 
même méridien terrestre et observant le passage de l'astre 
au méridien.) 
Méthode mécanique : Etablir la formule qui lie 

a, rayon de l'orbite lunaire supposée circulaire ; 
T, durée du mois sidéral ; 
p, rayon de la Terre sphérique ; 
/, longueur du pendule battant la seconde à la surface 

de la Terre. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Soient : 
a, le rayon de Vorbite lunaire supposée circulaire ; 
T, la durée du mois sidéral ; 
p, le rayon de la Terre supposée sphérique ; 
la longueur de la pendule battant la seconde à la sur-
face de la Terre. 
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Dans V épreuve théorique on a dû démontrer la formule 

4 a3= lT"2p2. Si l'on connaît l — om,99 et T = 2 36oooo se-
condes, en se contentant pour définir p de la définition du 
mètre, on demande de calculer a et de vérifier que cette 
distance moyenne vaut approximativement 6o rayons ter-
restres. (Novembre 1907.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2089. 
(1908, p. 9:..) 

On considère dans le plan d'une courbe (M ) un pôle O. 
Si 11 et t sont les points de rencontre respectifs de la nor-
male et de la tangente en un point M de cette courbe avec 
la perpendiculaire élevée en O au rayon vecteur OM, et si 
l'on connaît la direction de la normale en i, au lieu de ce 
point t [adjointe infinitésimale {t) de M. d'Ocagne], on a 
une construction du centre de courbure ¡JL, répondant au 
point M, sous les deux formes suivantes : 

i" La parallèle menée, à la normale en t, par le point 
de rencontre a du rayon vecteur OM avec la perpendicu-
laire élevée en 11 à la normale Mw, coupe cette dernière 
au centre de courbure ¡¿. 
20 Si, au point de rencontre N de la normale M n avec la 

parallèle menée par O à la normale en ( t), on élève une 
perpendiculaire M/i jusqu'il sa rencontre en un point V 
de OM, la perpendiculaire élevée en ce point V à OM coupe 
M 71 au centre de courbure ¡JL. 
Appliquer cette construction dans le cas particulier où 

la courbe {M) est une conique de foyer O. 
( F A R I D - B O U L A D ) . 

SOLUTION 

P a r M . P I I . DU P L E S S I S . 

Appelons u et v les points où la normale en t à la courbe (t) 
coupe respectivement les droites MO et Mn Si les points M 
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et t sont considérés sur la droite variable Mi, on a 

d(M) __ MJJ. 
d(t ) tv 

Mais si dft est l'angle infiniment petit dont tournent simul-
tanément les droites OM et O o n a 

*d(M) = M » . I/Ô, d(t) = tu. Î/0. 

On en déduit 

M n _ tu 
M~JI ~~ 7v' 

Si la parallèle à tu menée par JJL coupe MO en a et Mi en s, 
on a 

tu __ SOL 
tv SfX 

Donc, 
M/i __ 5a 
M JJL ~ s JJL 

et, par suite, an est parallèle à Mi, ce qui établit la première 
proposition. 

On a ensuite, en vertu de la construction indiquée, 

MAI _ Ma MN _ MO 
MN ~ MV Ct M;Jt~~Ma' 

d'où, en multipliant membre à membre, 

Un _ MO 
M [j. ~ MV 

et, par suite, VJA est parallèle à On, c'est-à-dire perpendi-
culaire à OM. 

Si la courbe (M) est une conique de foyer O, la ligne (t) 
est une perpendiculaire à l'axe focal. Donc, si la perpendi-
culaire élevée au rayon vecteur par le foyer O coupe la 
normale en /i, ct si la perpendiculaire élevée à la normale 
en n coupe le rayon vecteur en a, le centre de courbure 
est sur la parallèle à Vaxe focal menée par a. 

Autre solution par M. BROS. 
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[ Q l a ] 

ESSAI DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A UNE INFINITÉ 
DE COORDONNÉES 

( SUITE ) ; 

PAR M. M. FRÉCHET. 

Nous avons montré dans notre premier article ( 4 ) 
comment on pouvait étendre les définitions de la Géo-
métrie à un espace Q ainsi défini : chaque point x de 
cet espace est déterminé par une infinité de coordon-
nées x i y x2, . . . qui sont des nombres réels quel-
conques tels que la série 

X j H-~ OC 2 . • . ~ X 2 -4- . . . 

soit convergente. 
Deux points coïncident si leurs coordonnées sont 

respectivement égales. La distance de deux points 
(X\, x2, . . .) et (yt, y2l . . . ) est la racine carrée de la 
somme de la série convergente 

(^t-ri^+i^-JK2)2-h. . .-h {xn — yny-

En utilisant les définitions de M. Padoa, on trouve que 
la droite qui passe par les points distincts a, b est l'en-
semble des points 

x — ra -f- sb 

(où r et s sont deux nombres réels tels que r-j-5 = i), 
c'est-à-dire dont les coordonnées sont 

Xi — r ai -(- s bi (i = 1 ,2, 3 , . . . ) . 

(1) Voir ce même Recueil, mars 1908, p. 97. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. V I I I . (Juil let 1908.) 19 
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De même, le plan déterminé par les points non en 
ligne droite a, 6, c est l'ensemble des points 

x = ra -+- sb -h ic, 

où /*, s, t sont trois nombres réels tels que l'on ait 

r + J + i = i. 

Définition d'un hyper plan. — En généralisant la 
méthode de M. Padoa,on est amené naturellement à la 
définition suivante : 

Soient a) h, c, d quatre points non dans un même 
plan. Nous appellerons hyperplan abcd l'ensemble 

des points x tels qu'il n'existe aucun point y dis-

tinct de x vérifiant simultanément les conditions 

| (y, a) = (x, a), (JK, b) = (a?, b) 

Nous allons montrer que l'hyperplan abcd existe et 
qu'il coïncide avec l'ensemble E des points x dont les 
coordonnées peuvent s'écrire sous la forme 

Xi = rai -+• sbi -+- tei -4- udi ( i = i , 2, . . . ), 

où /*, s, u sont quatre nombres réels tels que 

D'abord l'hyperplan abcd existe, c'est-à-dire qu'il 
comprend au moins un point, par exemple le pointa, 
et de même les points 6, c, d. 

Tout point x de E est dans l'hyperplan, car, pour un 
tel point, on voit facilement qu'on a 

r[(y, a)«]H- s[(y, b)» — (x, by] 
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quel que soit le point y. Donc, si y x, il est impos-
sible que chacun des crochets soit nul. 

Réciproquement, tout point de l'hyperplan est un 
point de E. 

Il revient au même de prouver que, si x n'est pas 
dans E, on peut trouver un point y ^ x tel que les 
conditions (7 ) soient remplies. Pour cela admettons 
qu'on ait pu trouver un point h de E dont les coor-
données A f, /t2, •• • vérifient les conditions 

[ ai)(hi— xi) bi)(hi — Xi) 

I = /S ( hi ~ di)( hi—xi) = ° 

! (1 = 1, a , . . . ) 

et prenons pour y 

y = 1 h — x. 

Le pointy ne peut coïncider avec x , puisque alors 
h qui est dans E coïnciderait avec x qui n'y est pas. 
On voit facilement que l'on aura 

(y> a)*—(x, a)2 = ^(yi-hXi- iai)(yi—Xi) 

On a bien pour le point y 

et de même 

Démontrons maintenant l'existence du point h. II 
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suffit de prendre 

hi= di-h r( ai— di) -h s(bi — d,) -f- t{a— dt) (i = î, 2. . . .) 

et de déterminer r, 5, t de façon qu'on ait 

(9) 

I = = o. 

Car on aura 

^ (A/— ai)(hi— Xi) = (r — — Xi)(ai— di) 

-hs^(hi—Xi){bi— di) 

-f- t^(hi--Xi)(ci— di) = o, 

et, en permutant a, è, c, r/, on retrouve les condi-
tions (8) . 

Or, pour satisfaire aux nouvelles conditions (9), il 
suffit de prendre pour /•, A*, t un système de solutions 
des équations obtenues en remplaçant dans (9 ) h par 
son expression, soient 

r —¿/¿)2J -h s d i ) ( a i ~ 

r ¿M**-•+•s d i ) 1 ] 

r [ 2 ( a / d i ) ( c / + 5 [ 2 ( ~ d i ^ c i - ^ ) ] 
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Le théorème sera démontré si nous prouvons qu'on 

peut résoudre ces équations. Nous allons faire voir 
pour cela que, les points a, è, c, d n'étant pas dans le 
même plan, le déterminant A des coefficients de r, s, t 
est différent de zéro. Or, ce déterminant A est la limite 
pour n infini du déterminant 

n n n 

2 ( «i — di Y ^ (bi — de) (a,- — di) ̂  (a — dt) (a/ — dt ) 
î î î 
n n n 

^ ( a / - di)(bi-di) ̂ (bi~ di)'2 ^^~ d')(b<-dd 
î î î 
n n n 

di)(a—di) ^(bi—di)(a—di) ct—dt)2 

î î î 

D'après la règle de multiplication des matrices, on 
sait que Aw peut encore s'écrire 

ai— di a 
bi — di b 
Ci — di c 

— dj au— d/c 
— dj bk — d/c 
— dj eu — dk 

où l'on prend pour y, k successivement toutes les 
combinaisons possibles des nombres 1,2, . . ., n trois 
à trois. 

On a donc 

et 

Si A était nul, on aurait D|-y î*=o, quels que soient 
¿y j , k; on pourrait alors trouver trois nombres u1 v} w 
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non tous nuls tels que l'on ait, quel que soit 

u(cii— di) -f- v(bi— di) -4- w(ci— di) = o 
ou 

, a a/H- vbi~\- WCÌ 
di = Î u -+- v -h w 

c'est-à-dire que les points a, b, c) d seraient dans un 
même plan contrairement à notre hypothèse. Ainsi, il 
est démontré qu'un hyperplan abcd est l'ensemble des 
points x dont les coordonnées sont de la forme 

di-^r À (a/— di) -h ¡x(bi— di) -h v(<?< — dt) 
(¿=1,2, ...). 

Chaque point de cet hyperplan est déterminé par les 
trois nombres réels indépendants X, v et varie de 
manière con li nue avec ceux-ci. De sorle que cet hyper-

plan est un espace à trois dimensions. Nous allons 
montrer que cet espace jouit de propriétés entière-

ment analogues à celles de Vespace ordinaire, c1est-

à-dire de Vespace euclidien. Autrement dit, nous 
allons prouver qu'on peut faire correspondre point 
par point un hyperplan quelconque et l'espace eucli-
dien, de façon que les ligures correspondantes aient le 
même nom et que les longueurs correspondantes soient 
égales. 

Pour cela, montrons d'abord que l'on peut toujours 
trouver dans un hyperplan trois droites concourantes 
rectangulaires deux à deux. En effet, soit l'hyper-
plan abcd. Prenons ab pour l'une des droites cher-
chées ; on pourra, d'une infinité de manières, déterminer 
un point de Thyperplan 

b' = d -h X'( a — d) -+- p.'( b — d) -h v' (e — d), 

tel que db' soit perpendiculaire à da, Il suffit que l'on 
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ait 

o = ^ ( a / — di)(b'i— dt) 

^V^at-diY 

Ceci fait, on pourra encore choisir un point c! de 
l'hyperplan tel que dd soit perpendiculaire à da et 
dbf. 11 suffit de prendre 

c' = d 4- V(a — d) -+- [ji"(b'— d) v"(c = d), 
avec 

o = d^ ic ' i - di) ^ V ' ^ a i - d i ) ^ V ' ^ i a t - d^C i - - di), 

et l'on pourra toujours tirer V et JJI" de ces deux rela-
tions. 

En définitive, on voit qu'en remplaçant au besoin b 

et c par b' et c', on pourra toujours supposer l'hyper-
plan défini par quatre points a, 6, c, d tels que les 
droites da, db, de soient rectangulaires deux à deux. 

Ecrivons alors les coordonnées d'un point x quel-
conque de l'hyperplan abed sous la forme 

Xi= di->r XA/+ Y ZY, (¿ = 1,2, ...) 

en posant 

_ a/ — a _ ~ _ c/ — dj 
^ - J ^ d j ' v-JKd)' 

Si xf est un autre point de l'hyperplan, de coordonnées 

d( + X'd(-h Y'P/H-Z'Y/, 
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on aura, puisque ad, bd, cd sont rectangulaires, 

(x, x') = / ( X - X ' ) * - H ( Y — Y ' ) » - H ( Z — Z ' ) « . 

On voit maintenant que, si Ton se donne dans l'espace 
euclidien trois axes de coordonnées rectangulaires, 
on pourra faire correspondre à tout pointa? de Thyper-
plan abcd un point P de cet espace ayant X, Y , Z pour 
coordonnées rectangulaires, et réciproquement. De 
plus, cette correspondance uniforme et réciproque est 
une application de ces deux espaces en ce sens que 
les distances de deux points correspondants sont con-
servées. 

Alors nous voyons qu'à un point de l'Iiyperplan cor-
respond un point de l'espace euclidien et cela de telle 
manière que, si deux couples de points de l'hyperplan 
sont superposables (c'est-à-dire si leurs distances sont 
égales), les deux couples correspondants de l'espace 
euclidien sont superposables. Comme, d'une part, les 
seuls symboles non définis de M. Padoa sont point et 
couples superposables, et que, d'autre part, ses défi-
nitions appliquées au cas de l'espace euclidien con-
duisent à la géométrie ordinaire, nous pouvons en 
conclure que les figures correspondantes de l'hyperplan 
et de l'espace euclidien porteront le même nom. 

En d'autres termes, la géométrie de Vhyperplan 

est identique à la géométrie euclidienne. 

Il y aura toutefois lieu de n'appeler sphère dans un 
hyperplan que la partie d'une sphère de l'espace Q qui 
est située dans cet hyperplan, de même qu'on appelle 
cercle la partie d'une sphère située dans un plan. 

En généralisant la méthode précédente, on verrait 
que la géométrie de l'espace à n dimensions telle 
qu'elle est habituellement développée est identique à 
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la géométrie dans l'ensemble des points x de l'espace Q, 
tels que leurs coordonnées soient de la forme 

XI = aM a LI L } -f- a ( 2 ) h . . . - + - « ( » + 1 1 ^ + » ( i = i , 2, . . . ), 

où a ( l ) , . . sont des nombres réels assujettis 
seulement à la condition 

a(l) a(2) -4_aU-M>=I> 

et où , . . ., aifl+i) sont n -f- 1 points dont les coor-
données ne vérifient pas une relation linéaire et homo-
gène à coefficients constants non tous nuls, telle que 

. .-I- p( iM-i) a( f« +1) = o ( i = I , 2 , . . . ) . 

Application de Vespace Q sur lui-même. — Nous 
allons chercher maintenant à déterminer Vapplication 

la plus générale de l'espace il sur lui-même. Nous 
appellerons ainsi une transformation ponctuelle uni-
forme de l'espace Q telle que la distance de deux points 
quelconques soit conservée dans la transformation. 
Une telle correspondance sera, en particulier, une 
transformation continue, puisque, si la distance d'un 
point M^ à un point fixe M tend vers zéro, la distance 
du point M^ correspondant à M^, au point M' corres-
pondant à M, tendra aussi vers zéro. 

Nous allons démontrer que C application la plus 

générale de Q sur lui-même se représente analyti-

quement par la transformation orthogonale la plus 

générale, suivie de la translation la plus générale. 

Appelons Tx le point correspondant à x dans une 
application de Q sur lui-même, en sorte que ses coor-
données seront 

T t x , T 2 X , . . . , Tnxy 

Il faudra que, quels que soient les points x et y de 
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on ait 

(Ta:, Ty) = (x,y). 

En particulier, quels que soient X X', on aura 
/rp T AR + X > \ __ tx -4- X j k ^ A? + X > \ ^ 
V n - x ' iH-X'/ V I-+-X ' I-+-X'/ 

Cette dernière quantité, d'après la définition de la 
distance, est identiquement égale à 

X'-
( i - t- X)(i -t- X') 

On aura donc 

/ x+-ly x + \'y\ /Tx -h\T y Tx^-\'Ty\ 
\ T T T ' " m 7 - / ~ { i + x ' ' i-4-x' 

En particulier, en posant s = x -h Xy, 

/ Tx -h X T y 

-, Ta? = 
X 

T> = . -+-X 

{Tx, T y), 

(Tx, Ty). 
i -+- X 

En ajoutant ou retranchant, on a 

±(T z, Tx) ±(Tz, T y) = (Ta-, T r ) . 

Or, nous avons vu ( ' ) que cette égalité n'a lieu que si 
5 est sur la droite qui joint les points Tx, T y. Alors 

et l'on a 
L -H FJL 

(Ta, T.r) = 

(Tz, Ty) = 
iH-H 

(Ta?, T y), 

(Tar, Tr ) . 

( l) Article précédent, p. 104. 
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D'où, en comparant avec les expressions précédem-
ment obtenues, 

X V- I I 

1 -+- x I -+-H 
i 

1-hX I -H [Jt 

ce qui donne X = JJL et, par suite, 

rrx-+-\y Tx+lTy 
l __ = ——, 

l + À I + A 

quels que soient le nombre X et les points x,y. 

Ainsi, toute droite se transforme en une droite. 

Pour simplifier, nous allons maintenant réduire Tx 

à une forme plus simple. Posons 

T0 = a et Ux = Tx — a. 

On aura 

U 0 = o , (lia?, UJK) = (^ ,7); 

on est ramené au cas d'une application qui laisse l'ori-
gine fixe. On aura encore 

T T a? -+- X v U a? H- X l) v 
(10 ) U 

i -h X i -h X 

En particulier, pour y = o et X = ^ — i , 

(11) U == p Uar, 

ceci ayant lieu quel que soit p. L'égalité (10) devient 
donc 

U(x -+- XJK) = Ua? -h X U y , 

et pour X = i 

(12) Ux-h Uy. 

D'une manière générale, on tire de ( i i ) et (12) 
l'identité 

( i 3 ) U ( X a ? - + - f j y - b v s - 4 - p f - h . . . ) 
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quels que soient les quantités X, [x, v, p, . . . et les 
points x} y, z, tj . . . en nombre fini. 

De celte identité fondamentale on peut maintenant 
conclure que les coordonnées de Tx sont des fonctions 
linéaires de celles de x. En effet, on en tire d'abord 

i U.r^ = ^1U1,o,o+-.+ ̂ Uo,,1o,o+...+ ^Uo)o1...(i(o,o)... 
04) ( == ail)xx-\- . .-h aSk)x^ 

a ^ , . . ai/c) étant des points bien déterminés par la 
transformation U et x(A> le point de coordonnées 

D'autre part, si x est le point de coordonnées xK, 

x2, . . ., x/f, Xk+\j . . ., on a 

(U.r, = (x, œM) = -+- xj,+2 H-. ... 

Alors 

| Vhx - \}hxW | < — Utar^ip-4- [X^x - U, + ... 

= [Vxy Ux(k)] = + 

Lorsque A est fixe et k croît indéfiniment, on voit 
qu'on aura 

(i5) Uhx = lim UhxW. 

En combinant les égalités ( i4) ct ( i5) , on en conclut : 
i° Que la série 

\Jh x — a^i ' xt -h-.. . -h a}£] 

est convergente quel que soit h \ 

2 ° Que l'on a 

Tx = a -+- aMXi -4- a(î)xt-+-. . . -h a{k)x/c -h. . . 
avec 

a == To, a[k) = T Ï U ) — To, 
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désignant Je point dont toutes les coordonnées sont 
nulles sauf la kième qui est égale à i. 

Ainsi T x est une transformation linéaire déterminée ; 
mais cela ne suffit pas encore, les coefficients ne sont 
pas quelconques. 

On a, en effet, 

(«<*>, o) = uo) = (¿w, o) = i, 

(a<*>, a1-*'* ) = (U i™, U fi*'* ) = (W, &*'>)= 2 si k ^ k'. 

Or, on a 

(a<*>, «<*'>)* = [a<*>—af) ]* + ... 
= [ «<!*> ]* -4- [ a<*> y -+- . . . -+- [a[k, ) ]* -4- [ a f ]> 

On a donc en définitive 
o si k k\ 

î si k — k'. 
( 16 ) a\k) a f ] -+- a f } -+-...= 

Je dis maintenant que le système des nombres akh est 
completj c'est-à-dire qu'il n'existe aucun point z de 
coordonnées z{, z<2, . . . tel que l'on ait 

z\-+-&\-H . . . = i, a^'Zi-h a(£]z2-h.. .-h ... = o 

quel que soit A, z étant fixe. En effet, on aurait alors 

Donc 
i = (z, o) = (U*, Uo) = (o, o) = o. 

Ainsi la transformation Tx peut se décomposer en 
deux : 

Une transformation orthogonale complète, 

U x = a(1,a?i-i-a(î,ir2-h'a(i,a?3-h.. 

c'est-à dire une transformation linéaire dont les-coef-



/X = X -F -A 

(où a est un point fixe) et que nous appellerons une 
translation. Réciproquement, le produit de deux telles 
transformations est une application de l'espace Q sur 
lui-même. Il suffit de démontrer que les distances sont 
conservées. Or, ceci est évident pour la translation. 
En ce qui concerne la transformation orthogonale, 
M. Riesz a démontré ( * ) que, quels que soient les 
nombres pourvu qu'ils forment un système com-
plet satisfaisant aux conditions (16), les équations 
linéaires 

tème unique de solutions tel que converge et 

donné par les formules 

a ? ) X/k= a^x^a^x^... 

admettent converge, un sys-

( 1 8 ) xk;=A'*'X1+A^X, + . . . , 

et l'on a de plus 

De la dernière remarque on déduit que 

(Ua?\ Ux") = (x\ x'), 

quels que soient les points a?', x". En effet, on a 

Uxr— Ux"= U(x' — x") 

(1 ) Sur tes systèmes orthogonaux ( Comptes résidus du 18 
mars 1907). 
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et alors il suffit d'appliquer l'égalité (19) à 

X = X x". 

De plus, l'énoncé précédent montre que la transfor-
mation inverse est aussi uniforme. Enfin, lorsque X, , 
X2, . . . sont tous nuls sauf X/,,= i, les égalités (18) 
donnent 

xx = a{f}\ x2=a{hf\ 

et les égalités (17) donnent alors 

( ° 

Ensembles de points. — Nous avons observé que 
la quantité (a, />), définie pour deux points quel-
conques a, 6, satisfait aux deux conditions suivantes : 

i° (a, 6) = o, si a, b coïncident et seulement dans 
ce cas; 

2° On a, quels que soient a, b, c, 

( « , C ) H - ( C , b). 

Elle jouit donc des propriétés qui nous ont servi à 
caractériser dans notre Thèse Y écart de deux élé-
ments ( ' ) . L'espace Û forme donc une classe (E ) ( 2 ) . 

On dira qu'une suite a i2 ), . . . de points de iî a 
une limite a, s'il existe un point a de Q tel que (a, a{n)) 

tende vers zéro quand n croît indéfiniment. Il est 
nécessaire pour cela que la coordonnée de d'un 
ordre déterminé tende vers la coordonnée de même 
rang de a, mais ce n'est pas suffisant. 

si h — h', 
si h jé h'. 

(1 ) Voir ma Thèse : Sur quelques points du calcul fonctionnel, 
p. 3o. Paris, Hermann. 
<2) Loc. cit.y p. 3o. 
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Je dis maintenant que l'espace Q forme une classe 

normale (1 ). 

Il suffit pour cela de démontrer les deux propriétés 
suivantes ; 

On peut généraliser dans £1 le théorème de 
Cauchy sur la convergence d'une suite. Autrement 
dit, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
suite de points de Q, a ( 1 ) , a i 2 } , . . ., a{n\ . . ., ait une 
limite est que, quelque soit e > o, on puisse trouver 
un entier n tel que l'on ait, quel que soit l'entier /?, 

(aifl), a^+pï) < e. 

La condition est nécessaire; car, s'il y a une limite 
a, on aura, pour n — i , 

(aW,a)< j 

et, par suite, 

(a(n), a{n+P]) ^ (a</l), a) -+- (aSn+p\a) < Ì + i = e. 

Réciproquement, si la condition est vérifiée, on a la 
même condition pour les coordonnées de rang déter-
miné t, puisque 

| af* — aY1*» | S (ai»\ ). 

Donc, pour chaque valeur de i la suite a\v', . . ., 
a("\ . . . est convergente. Soit ai sa limite; il faut 
d'abord montrer que ^ a ? converge. Or posons 

ai— af\ 

On a, quels que soient i et 

(l) Loc. cit., p. 23. La proposition actuelle a été énoncée sans 
démonstration par M. Riesz, loc. cit., sous la forme qu'on obtient 
en prenant comme éléments, non des points, mais des fonctions. 
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Laissons n fixes et faisons croître /> indéfiniment; 
on aura 

(20) [a^ > -a 1 ] «H- . . . -h [a } n ) -o/ ] »<e « ; 

donc 

pour i quelconque. 
Ainsi, la série 

est convergente; il en est donc de même de la série 

[ y ») + a ] 2 h- ... -h [0>w -h a(/n>]* -h..., 

c'est-à-dire de la série 

La suite a,, a2, . . . définit bien un point de Q. De 
plus, l'inégalité (20) ayant lieu quel que soit on a 

{aSn\ a) = — a, ]2 H-. ..-4- [<*<•" > — a/ -h . . . < e; 

la suite a ( 1 }, . . . a bien pour limite le point a. 
20 La classe des points de ii est separable. Autre-

ment dit, on peut trouver une suite infinie dénom-
brable S de points de Q, A ( 0 , A<2>, . . A<">, . . telle 
que tout point de 0 puisse être considéré comme la 
limite d'une suite A(/,»), A W , . . ., A^»1, . . . convena-
blement extraite de la suite S. 

En eiFet, si l'on se donne une suite de q nombres 
rationnels d'un signe quelconque suivis d'une infinité 
de zéros, 

a,, a2, a7, o, o, . . . , o, 

la somme de ses carrés est convergente ; elle définit donc 
un certain point a de Q. Je dis que Ton peut prendre 

Ann. de Matkémat., 4« série, t. VIII. (Juillet 1908.) 20 
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pour suite A f , ) , A ( 2 ) , ... l'ensemble S de tous les points a 
obtenus en donnant à q toutes les valeurs possibles. Il 
est d'abord évident que tout point de Q peut être con-
sidéré comme limite d'une suite extraite de S. En effet, 
quel que soit q et quel que soit le point a de Q, je 
pourrai toujours choisir un point de S, dont les 
coordonnées a^, . . a(y>, o, . . . vérifient les condi-
tions 

H ^H 

d'où 

quantité infiniment petite lorsque q croît indéfiniment. 
Donc a est bien la limite d'une suite de points extraite 
de S : 

a (1), oc(2), . . . , QLW, . . . . 

Il faut encore montrer que l'on peut ranger tous les 
points de S en une suite infinie. En effet, appelons Hq 

l'ensemble des points de S dont toutes les coordonnées 
sont nulles à partir du rang q i inclusivement. Il est 
facile de voir qu'on peut ranger tous les nombres 
rationnels en une suite dénombrable ( 4 ) 

CU C2, Cfij 

Alors les coordonnées .d'un point quelconque de 
peuvent s'écrire sous la forme 

G/,, c,a, a r o, o, — 

(') Voir, par exemple : BOREL, Leçons sur les fonctions de va-
riables réelles, p. 2. 
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Un point quelconque Al Je lùq est donc déterminé 

par q indices entiers; on peut le désigner sans am-
biguïté par la notation M,-t or on sait ( 4 ) que, 
dans ces conditions, l'ensemble est dénornbrable. 
Par suite, l'ensemble S qui est un ensemble dénorn-
brable d'ensembles dénombrables de points est aussi 
un ensemble dénornbrable de points. De sorte qu'on 
pourra ranger ses éléments en une suile infinie de 
points A ( , ) , . . AW, 

Ensembles compacts. — Cherchons maintenant à 
quelles conditions un ensemble de points de Q sera 
compact, c'est-à-dire tel qu'on puisse extraire de 
toute infinité de points de cet ensemble au moins une 
suile convergente. Si les points de Q n'avaient qu'un 
nombre fini de dimensions, il suffirait que l'ensemble 
se trouve dans un doma ini! limité, c'est-à-dire que les 
coordonnées de ses points restent comprises entre des 
limites finies. Ici, la condition n'est plus suffisante. Or, 
si l'on veut généraliser la théorie des ensembles, la 
notion d'ensemble borné n'a plus aucune importance 
dès qu'elle ne coïncide plus avec celle d'ensemble 
compact. Il est donc essentiel de trouver la condition 
suffisante. 

J'avais énoncé sans démonstration cette condition 
dans les Comptes rendus. 

Pour qu'un ensemble E de points de Q soit compact, 
il faut et il suffit : 

i° Que les coordonnées (a r , a2, . . . a n ) d'un point 
de cet ensemble restent comprises entre deux nombres 
fixes, indépendants du point; 

2° Qtte, quel que soit e >» o, on puisse trouver un 

(l) Loc. cit., p. 2. 
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entier n tel que l'on ait 

pour tout point de l'ensemble, n gardant la même 
valeur. 

On peut réunir ces deux conditions dans la suivante : 
il faut et il suffit qu'il existe une suite de nombres 

fixes convergeant vers zéro, M4, M2, . . . . . . . , 
tels que Von ait pour tout point de Vensemble et 

quel que soit n 

(dn+i (an + I ) » + .. .4- (a„+p)2-t-.. S (M n y . 

Démontrons d'abord que la condition est suffisante. 
Considérons une infinité I de points de l'ensemble E. 
Je dis que I possède au moins un élément limite. En 
effet, les coordonnées de rang i des points de I sont 
toutes comprises entre — e t + M, ; on peut donc 
extraire de I une suite de points 

aS*\ a(3), . . . . 

dont la suite des coordonnées de rang 1 est convergente. 
En procédant de même dans I,, on formera une suite I2 

de points de 1,, 
¿<»\ 

dont les coordonnées de rang 2 ont une limite. On for-
mera de même une suite I3 prise dans 

c(l)> c(f)> c(3)f 

dont les coordonnées de rang 3 ont une limite, etc. 
Alors la suite S de points 

a<»>, ci*>, ... 

sera extraite de 1 et ses coordonnées d'un rang déter-
miné p auront une limite <xp quel que soit/?. Je dis que 
les nombres ap peuvent être considérés comme les 
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coordonnées d'un point a de û et que la suite S a pour 
limite a. En effet, désignons par . . . les coor-
données du nième point, de la suite S. On a, quels 
que soient m, n et /?, 

[ M«., J2 + IWU ] 2 + • • • ••+• WAP ( m,« )'. 

Si I on fait croître n (m e tp restant fixes), on aura 

(am+l)*H- ( « , „ + , ) 2 . . . + (am+p )2 ^ ( M ) » , 

quels que soient m et p; donc, quand p croît, le pre-
mier membre croît (ou ne décroît pas) en restant borné. 
Par suite, la série 

est convergente et l'on a même, quel que soit m, 

(a„J+l)*H-. . . + (<*,„+,,)*-h. . 

Ainsi a,, a2, . . . sont les coordonnées d'un point a 
de Q. De plus, on a toujours, quel que soit n, 

[ < W T - X</?|, ]* -H [ A / M + Î - X<*|2 ? -H • • • 

Soit alors e un nombre donné; on pourra prendre m 

assez grand pour que m étant ainsi fixé, 

on pourra choisir un nombre q tel que l'inégalité n> q 

entraîne 

On aura donc, pour n> q, 

(a, X("02= [ « W + . . . + X«>]« 

- f - ( [a / M + 1 — X ^ i t p - t - . - . j ^ / n ^ j -h ^ < e * . 

Ainsi la suite X(2), . . . extraite de I tend vers un 
certain point a de il. 

Prouvons maintenant que la condition est nécessaire. 
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Je dis d'abord que les coordonnées d'un rang déter-
miné quelconque des points d'un ensemble compact E 
ont une limite supérieure pour chaque valeur de ce 
rang. En effet, dans le cas contraire, il y aurait un 
rang p tel qu'on puisse extraire de E une suite S de 
points , a ( 2 ) , . . . dont les coordonnées de rang p 

croissent indéfiniment. Alors, il serait manifestement 
impossible d'extraire de S une suite de points ayant 
une limite. 

Montrons ensuite que, quel que soit e > o , on peut 
trouver un entier n tel qu'on ait pour tout point 
(a , , a2, . . an, . . . ) de E 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver 
une valeur de e et une suite de points a ( , ) , a ( 2 ) , . . . de 
E tels qu'on ait 

(21) ( flW y -+- («ÎS, )2 -f-(aiAM2 -+-...> 

quel que soit Ai, et, comme l'ensemble est supposé com-
pact, on peut admettre que cette suite est convergente 
en la remplaçant au besoin par une suite convenable-
ment extraite d'elle-même. Soient alors (a,, a2, . . . ) 
les coordonnées du point limite; on pourra prendre q 

assez grand pour qu'on ait 

( , a ) < ^f et («„)*-!-( aw_H )» -+-... < * 
2 4 

pour n> q. 

Alors 

w ' r + K i ] » + . . . 
< 2 S(a,,)* -4- -+-... -f- [«<«> — a»]* -+- [<_>, - -+-...< 

4 2 2 

contrairement à l'inégalité (21). 
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Au moyen des théorèmes précédents, on peut appli-

quer à l'espace Q les résultats généraux de ma Thèse et 
démontrer par exemple que tout ensemble fermé de 

points de Q est la somme d'un ensemble dénom-

brable et d'un ensemble parfait ou nul sans élé-

ments communs ( 1 ) . De même aussi, pour que de 

toute famille V Indénombrable ou non) d'ensembles I 

tels que tout point d'un ensemble déterminé E de 

points de Q soit intérieur au sens étroit à au moins 

l'un d'eux, on puisse extraire un nombre fini d'en-

sembles I formant une famille (3 jouissant de la 

même propriété que H, il faut et il suffit que E soit 

un ensemble compact (2) et fermé (3). 

Appelons aussi fonction de points de 0 une fonc-
tion dont la valeur est déterminée en chaque point 
de Q. Nous pourrons dire que la fonction F ( # ) est 
continue pour x = a si F ( . r ) tend vers F (a) quand 
x tend vers a. 

Alors toute fonction continue dans un ensemble 

compact et fermé de points de y atteint son maxi-

mum (4). 

Et aussi : Pour que des fonctions continues dans 

un même ensemble E compact et fermé de points 

de soient telles que de toute suite de ces fonctions 

on puisse extraire une suite uniformément conver-

gentey il faut et il suffit que ces fonctions soient en 

tout point de E bornées et également continues (5). 

En particulier, appelons fonction au plus du pre-

(l) Voir ma Thèse, p. 27. 
(3) Voir plus haut la définition d'un ensemble compact. 
(3) Loc. cit.y p. 26. 
(4 ) Loc cit., p. 9. 
(') Loc. cit., p. 3o, 
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mier degré ( * ) une fonction continue dansù telle que 
la quantité 

soit indépendante de x et dey . 
Nous allons chercher son expression générale. Pour 

cela, posons 
F (x) == Q>(x ) — *£(o); 

F ( # ) sera une fonction continue telle que 

F (a?) -h F ( ^ ) — F (x y) — o. 

On voit facilement que 

F (ex) = cF(a?) 

si c est un nombre rationnel, d'après la méthode bien 
connue de Cauchj. Or, si c tend vers un nombre irra-
tionnel c', F ( c # ) tendra vers F(c' .r) , puisque la fonc-
tion est continue; donc l'égalité a lieu quel que soit 
le nombre réel c. On en déduit facilement que, quels 
que soient les nombres réels , . . . , cn et les points 
x{{)> . on a 

F(ci . .-h c n x M ) = Ci F(a?(1)) -+-...-+- c n F ( ^ n ) ) . 

Alors, si l'on appelle iik) le point dont la coordonnée 
d'ordre k est égale à i, les autres coordonnées étant 
égales à o, et x { k ) le point dont les k premières coor-
données xly .r2, Xk sont celles du point x, les 
autres étant égales à o, on aura 

F(xM ) = F (xx i't •»> -h a?, -h... -4- xkH® ) 

(l) Cf. MAURICE FR É C H E T , Sur les opérations linéaires (Trans-
actions of the American mathematical Society, 1904, p. 49̂ î 
190S, p. i34; 1907, p. 433 ). 
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En posant 

F ( • * *> ) : = Uk, * ( O ) = MO, 
on a 

<ï> (x{k) ) = Uq -h ut Xi -+ . . . -h UkXk. 
Or, a? est le point limite de x^k) ; donc ns xK - f- . . . ukxk 

tend vers F(x). 

Ainsi, la série 

Mj Xi 4- Ut X2 -h. . . -h UkXk -+-. . . 
est convergente quels que soientles nombres xt9 • 
pourvu que converge. Il faut et il suffit pour qu'il 
en soit ainsi que la série SwJ converge. On a alors 

4>(a?) = ««+«,^+«2^ + ...+ UkXk-\-
Réciproquemenl, si ¿/0, . . . sont des nombres 

réels tels que 2 ( « * ) 2 converge, la série 

U0 -h U\ Xi -h... -+- ukX/c -h... 

converge vers une fonction du premier degré dans Q. 
De même, appelons fonction au plus du second 

degré dans Q une fonction continue dans Q et 
telle que la quantité 

W(x-hy-hz) - + 

soit indépendante de x, y, z. 

En posant 
iG(x) S 3 W(x) — x)y 

on aura 

0(x -hy-hz) — G(x-hy) — G(y-h z) 
+ + G ( * ) = O, 

avec 

G ( I R ) = — G ( — x ) . 

On tire de la deuxième relation G ( o ) = o, et en fai-
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sant z = — x — y dans la première, 

G ( o ) - G ( - z ) - G ( - x ) - G ( - y ) 

+ G (a? )+G( ; ) + G( i ) = o, 
d'où 

G(x-+-y)-G(x)~G(y) = o. 

Ainsi G(x) est une fonction au plus du premier 
degré, telle que G ( o ) = o; elle est donc de la forme 

G(x) == UiXi -+- Û X2 4- . . . , 

la série Su* étant convergente. Posons maintenant 

U(x)~W(x)~ G(a?') — V(o). 

On aura encore 

!

H(x-hy-±-z) — îi(x - h / ) — H (y -f- z) 

H ( o ) = o ; 

mais cette fois 
H (a?) == H(— x). 

Faisons dans (22) y = x, z = — x ; on aura 

U(2x) = 4H(a?). 

On voit qu'on a H (ex) = c2 H ( # ) pour c = o, 1,2. Il 
est facile de montrer que, si l'égalité est vraie pour 
c = o, 1, 2, . . . , /1, elle est vraie pour c = n -+- 1 ; il 
suffit pour le voir de faire dans (22) 

y = x, z = (n — i)x. 

Ensuite, on démontre par la méthode bien connue 
de Cauchy que l'égalité 

H (ex) = c*H(x), 

ayant lieu pour tout nombre entier, a lieu pour tout 
nombre rationnel, puis pour tout nombre réel. 
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Soit maintenant a un point déterminé de Q ; la quan-

tité 
Y(x, a)==H(x-ha) — H (a?) — H ( a ) 

est une fonction de x bien déterminée et continue 
dans Q, et Ton a, en tenant compte de (22), 

V(x -4- y, a) — V(a?, a) — \(y, a) = o et V ( o , a) = o. 

Donc V (# , a ) est une fonction homogène du pre-
mier degré par rapport à x. D'où, quels que soient les 
nombres réels ct, c2, . . c n et les points . . . 
de Q, 

V ( X , a) = ci V(a?<»\ a ) -4-.. .-h c„ a ) , 

avec 
X == Cl a^1' -4- -h . . .-+- C n x M . 

Ceci a lieu quel que soit le point a; alors, comme 
V(xW, a) = V (a , on aura 

V ( X , X ) = d V ( X , x M ) -h . . .-h c n V ( X , 

= c, [c, V(ar<", -4- c2V(a?<*\ .] -h. . . 

D'autre part, 

V ( X , X ) = H('iX) - H ( X ) — H ( X ) = 2 H ( X ) . 

D'où, en définitive, 

. .-4'CnxW) 

En particulier, avec les notations employées plus 
haut, 

k 
H ( *< *> )= y uhJXiXj, 
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avec 

UhJ = 
H( i ( h ) ) — H ( W ) 

Les UHJ sont des constantes déterminées quels que 
soient les entiers h, j et telles que Uhj = Uj h. 

En passant à la limite, on voit que la série 

doit converger quel que soit le point x de lî de coor-
données xK, x2, . . e t la limite est H (a?). 

De sorte qu'o/i obtient enfin Vexpression générale 

des fonctions du second degré au plus dans û sous 

la forme 

La méthode peut s'étendre aux fonctions du troi-
sième degré, etc. 

Application à la théorie des fonctions. — M. Riesz 
et M. Fischer ont démontré que la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'une suite infinie de nombres 
réels a,, a2 l . . . représente la suite des coefficients de 
Fourier d'une fonction d'une variable réelle sommable 
et de carré sommable est que la série 

soit convergente. Donc à tout point de Q correspond 
une telle fonction ayant pour coefficients de Fourier 
les coordonnées du point, et inversement. Il faut re-
marquer que la fonction n'est déterminée que sauf 
peut-être pour un ensemble de valeurs de la variable 
de mesure nulle. Mais, si parmi les fonctions ayant des 

oo 

W(x) = U0-h > UjXj-Jr y UjihXhXj. 

a\ -h a\ -K .. -+- aj-h. . . 
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coefficients de Fourier donnés, il existe une fonction 
continue, il n'en existe pas deux. 

Ceci étant, on voit que tous les théorèmes énoncés 

plus haut s*expriment en prenant comme éléments, 

non des points, mais des fonctions. 

Au lieu de dire qu'un pointa^n) tend vers un point 6, 
on dira qu'une fonction fn converge en moyenne vers 
une fonction f et cela voudra dire que 

tend verso. II suffit pour cela que f n ( x ) converge uni-
formément vers f(x), mais ce n'est pas nécessaire. 

[ L r lO f ] 
Sil lt L E S P O L Y G O N E S I N S C M T S E T C I K G O i \ S C K I T S 

A LIES Q U A D I U Q U E S H O M O F O C A L E S ; 

1. On doit à M. Darboux un beau théorème qui 
constitue une extension à l'espace de celui de Poncelet 
relatif aux polygones inscrits et circonscrits à des co-
niques. L'éminent géomètre, qui a fait connaître ce 
théorème en 1870 ( 4 ) , l'énonce ainsi qu'il suit dans ses 
Leçons sur la théorie générale des surfaces (t. II, 
p. 3o3) : 

Si un polygone est circonscrit à deux surfaces 

homofocales et sises sommets sont placés sur d'autres 

surfaces homofocales aux premières, de telle ma-

nière que la normale en chacun de ces sommets à la 

PAR M. R B R I C A R D . 

(*) Bulletin de la Société philomathique, t. VII, 1870, p.'92. 
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surface homofocale qui contient ce sommet soit la 

bissectrice intérieure de V angle formé par les deux 

côtés de Vangle qui se croisent en ce sommet, il y 

aura une infinité de polygones ayant les mêmes 

propriétés, l'un quelconque des sommets de ces poly-

gones pouvant se déplacer arbitrairement sur la 

surface qu'il est assujetti à décrire. 

La démonstration de M. Darboux repose sur la con-
sidération d'un système abélien d'équations différen-
tielles de la forme 

du{ du2 du3 
s/V(ux) T^T) y/P(^7) 
UY du\ UI du2 u3 du3 

/p^T ) s/W^T) 

[où P(M) désigne un polynome du sixième degré], 
système qui s'intègre algébriquement, comme on sait. 
On peut également, comme Ta fait voir M. Staude (*), 
faire intervenir des fonctions 0 à quatre paires de pé-
riodes. 

La démonstration que je vais développer est d'un ca-
ractère beaucoup plus élémentaire. La proposition à 
laquelle elle conduit n'est d'ailleurs pas identique, ainsi 
qu'on le verra, à la précédente. Dans cette dernière il 
est nettement spécifié que les normales aux diverses 
surfaces bomofocales introduites sont les bissectrices 
intérieures des angles du polygone. Cette condition 
n'est pas exigée dans l'énoncé qui sera donné plus loin. 

Les principes sur lesquels je m'appuierai sont très 
simples. Mais, pour donner à la démonstration toute la 
rigueur désirable, il est nécessaire de présenter en 
premier lieu quelques remarques sur le» poly^o»es cir-
conscrits aux qiiadtiques. 

•(*) Mathematische Antialen, t. XXII , 1-883, p. i et il\b. 
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2. Soient ( Q ) une quadrique, A f A2 . • . A„ un po-

lygone de n côtés circonscrit à cette quadrique. Ap-
pelons B,, B2, les points de contact respectifs 
des côlés A,A 2 , A2A3 , . . . , A „A , . Le théorème de 
Carnot fournit immédiatement la relation 

/ ' A i l i V / A ^ l V / A » B » V _ 
VBiAJ Vb2A3; \BnAj 

d'où 
A ^ J A 2 B 2 A „ B „ _ ^ 

{ L ) B J A J B 2 A 3 ' " B „ A | 

On voit donc qu'il existe deux espèces de polygones 
cii conscrits à ( Q ) : ceux pour lesquels l'égalité ( i ) a lieu 
avec le signe -f- dans le second membre, ceux pour 
lesquels elle a lieu avec le signe —. Je dirai que les 
polygones de la première catégorie sont régulièrement 

circonscrits et que ceux de la deuxième catégorie sont 
irrégulièrement circonscrits à (Q ) . 

Cela posé, considérons une quadrique ( Q ) et un po-
lygone A, A2. • . A/2 circonscrit (régulièrement ou non) 
à cette quadrique. Soient toujours B|, B2, les 
points de contact des côtés successifs A, A2, A2 A3, . . . , 
An A,. On a 

{ \ À-J B I A 2 B 2 A N B „ _ ^ 

{ 2 ) B ^ B 2 A 3 ' " B ^ A I ~ ~ £ ' 

e étant égal à ± i suivant que le polygone A t A 2 . . . A„ 
est régulièrement ou irrégulièrement circonscrit à (Q ) . 

Appelons D2, D3, .., D„, D4 ( f i g . î ) les droites 
conjuguées par rapport à ( Q ) des droites B,B2, 
B2B3, . . . , BnB, : la droite D; passe par le point A/. 

Les droites D/ et D/+4 étant toutes deux situées dans 
le plan tangent à (Q") au point B4 se rencontrent en un 
point C/. Les droites D,, D2, . . . , D„ sont ainsi les 
côtés .con séculifs.d'upolyg onc C/Î C| C2 • • • f, au-
quel est inscrit le polygone A, A 2 . . . A„ . Je vais dé-
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montrer la relation 

C/TA1 CJAG CN-L A N __ . 

A I G T A 2 C 2 * * * A „ C „ £-

A cet effet considérons un point M| variable sur D^ 
Joignons-le à B4 et soit M2 le point de rencontre de 

Fig. i. 

M { B , avec D2. Soit de même IVI3 le point de rencontre 
de M2 B2 avec D3 et ainsi de suite. Le point obtenu 
sur étant joint à B/f, la droite M^B,, rencontre D4 

en un point M\. Il est clair que M4 et M't engendrent 
sur D, des divisions bomographiques dont A f est un 
point double. Nous allons chercher à préciser davan-
tage la nature de la correspondance entre les points M| 
et M' r Pour cela on aura recours à la considération des 
génératrices de la quadrique (Q ) . Ces génératrices se 
répartissent en deux systèmes, et je désignerai par G; 
et G't les génératrices passant par le point Bf- et appar-
tenant respectivement à ces deux systèmes. G, et G; 
rencontrent la droite D/ aux deux points d'intersection 
a,- et â  de cette droite avec ( Q ) ; G,_i et G^, passent 
respectivement par et a,. 
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D'après cela, si le point M, vient en a4, le point M2 

vient en a^, le point M3 en a3, et ainsi de suite. Il y a 
maintenant deux cas à distinguer. 

i° n est pair. Alors M| étant venu en a,, vient 
en a^et M^ vient en a<. De même, si I\I4 vient en a'n 

Mj vient aussi en a'4. On voit donc que les divisions 
homograpliiques engendrées par M, et M't ont trois 
points doubles A, , a, et a\. Ceci ne peut avoir lieu que 
si ces divisions sont confondues. Ainsi, lorsque n est 
pair, M', se confond avec M,, quelle que soit la posi-
tion de ce dernier point. Autrement dit, il existe une 
infinité de polygones ayant leurs sommets sur D<, 
D2, • D „ et dont les côtés passent respectivement par 
les points B4, B2, . . B „ . 

2° n est impair. Alors, si le point M| vient en a,, 
Mn vient en cLn et M', en %K. De même, si le point M, 
vient en aj, M't vient en a,. On conclut de là que dans 
le cas actuel M< et M4 engendrent des divisions en in-
volution, définies par la conditon que A, est un point 
double et que a, et QL\ sont un couple de points conju-
gués. 

Le second point double de Pin volution est le point A',, 
conjugué harmonique de A, par rapport à a, a'(. M, et 
Mj étant deux points correspondants quelconques, on a 

A T M ; " A , M; 

En particulier, si A{ M| et A{ M^ sont infiniment 
petits, le second membre se réduit à — i et l'on a 

A I M ; = — A , M, . 

On peut donc énoncer le résultat suivant, valable 
que n soit pair ou impair : 

Si le point M| est infiniment voisin du point A<, 
Ann. de Mathémat4e série, t. VIII. (Juil let 1908.) 21 
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le point , obtenu par la construction indiquée plus 

haut, est tel que Von ait 

(4) A ^ ; = ( - 1 ) ^ * 1 , . 

Il est maintenant facile de démontrer la relation (3) . 
Supposons toujours le point M4 infiniment voisin du 
point A, et appliquons le théorème classique des trans-
versales au triangle A4 C4 A2 , coupé par la transversale 
JMIBJMO, au triangle A2C2A3, coupé par la transver-
sale M2 B2 M 3, et ainsi de suite. On a 

M , A , B J A 2 M 2 G , 

M , G, B , A , M 2 A 2 

Comme M<C, différé infiniment peu de A4 Ct et M2 C4 

infiniment peu de A2C4 , on peut écrire 

M , A , B, A 2 A 2 G ! 

ou encore 

De même 

e n f i n 

A , G , B ^ ! M 2 A 2 

G, A , A , M , A , B , 

A I CI ~ A T M ! B I A 2 

G 2 A 3 A3 M 3 A 2 B 2 

A 2 G2 ~ A 2 M 2 B 2 A S ' 

('n 1 A „ AN MN An-\Kn-l 
A 1 G/J I A/T- IM/T- ! B ^ - I A ^ 

G// A I _ A , M I A „ B „ 

A « C „ A / T M „ B ^ A ! 

Multiplions ces relations membre à membre, en 
tenant compte de (2) et de (4 ) ; il vient 

Cu A1 Ci A2 C/i-i An __ t 
A I C , A 2 C 2 ' K N C N L ) £ ' 

ce qui est bien la relation (3 ) dont la suite montrera 
l'importance. 
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3. Soient maintenant deux quadriques homofocales 
( Q ) et (Q ' ) . Par un point M de l'espace on peut leur 
mener quatre tangentes communes M l , , MT2, MT3 

et MÏ/0 qui sont les quatre génératrices communes aux 
deux cônes (S ) et (S ' ) de même sommet M, circonscrits 
respectivement à ( Q ) et à (Q ' ) . Or ces deux cônes ont, 
comme l'on sait, les mêmes axes principaux, qui sont 
les normales aux trois surfaces homofocales à ( Q ) et 
(Q ' ) , qui passent par le point M. Les symétriques de 
l'une des tangentes communes, MT4 par exemple, par 
rapport à ces trois axes, sont respectivement MT,, 
MT3 et MT4 . 

Si l'on se donne a priori le couple des tangentes MT4 

et MT2 , celui des axes principaux des cônes (S ) et (S ' ) 
par rapport auxquels ces tangentes sont symétriques 
est parfaitement déterminé, et il en est de même de la 
surface homofocale qui a cet axe pour normale. Nous 
dirons que cette surface appartient au couple de tan-
gentes communes M T n MT2 . 

Cela posé, considérons un polygone A, A2 . .. An cir~ 
conscrit à la fois aux quadriques ( Q ) et (Q ' ) . Nous 
désignerons par B h B2, . . . , B„ les points de contact 
des côtés avec (Q ) , et par B',, B'2, . . . , B^ les points de 
contact avec (Q ' ) . Soit ( Q i ) la quadrique homofocale 
à ( Q ) et (Q ' ) , qui passe par le point A, et qui appar-
tient aux tangentes communes A< A2 et A, Aw. Soient 
(Q 2 ) , . . . , (Qn) les quadriques analogues passant res-
pectivement par les points A2, . . A n . 

Déplaçons infiniment peu et d'une façon quelconque 
le point A| sur la quadrique (Q<). Soit M ( sa nouvelle 
position. Les points A2, A3, . . . , An éprouvent, par 
suite de ce déplacement, des déplacements infiniment 
petits sur les quadriques correspondantes et viennent 
respectivement en M2, M3, . . M w . Le dernier côté du 
polygone, A „ A 0 devient M, étant infiniment 
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voisin de A4. Nous allons chercher la relation qui existe 
entre M, et M t . 

Remarquons tout d'abord que les plans tangents 
menés aux quadriques (Q) et (Q') par les côtés successifs 
du polygone A2 . . . Aw ont leurs traces sur les plans 
tangents aux quadriques ( Q i ) , ••••) (Qn) con-
fondus deux à deux. Par exemple, les plans tangents 
menés à ( Q ) par A, A2 et A 2 A 3 (plans dont et B2 

sont les points de contact) ont même trace sur le plan 
tangent à ( Q 2 ) au point A2 . En effet, A t A2 et A2AS 

sont sur le cône (S ) , circonscrit à ( Q ) et de sommet A2, 
deux génératrices symétriques par rapport à l'un des 
axes principaux de ce cône. Les plans tangents à (S) , 
c'est-à-dire à (Q ) , menés par A, A2 et A2A3 sont aussi 
symétriques par rapport à cet axe, et par suite ont leurs 
traces sur le plan principal perpendiculaire confondues : 
or ce plan principal n'est autre que le plan langent 
à (Q 2 ) , d'après la manière dont cette quadrique a é.é 
choisie. 

Les traces des plans tangents à ( Q ) aux points B<, 
B2, . . . , B„ sur les plans tangents respectivement à (Qi ) , 
(Q 2 ) , . (Q » ) , aux points A,, A2, ..., Aw, forment 
donc un pol ygone Gw C< 0 2 . .. , qui donne lieu, 
ainsi qu'on l'a vu, à la relation (3 ) écrite plus haut. 

Supposons maintenant que le déplacement infini-
ment petit A, M, donné au point A, soit dirigé suivant 
C„C, (fig- 2). Il résulte de propriétés classiques que 
A ,A 2 engendre alors un élément de surface dévelop-
pable dont le point central est le point B' r Le déplace-
ment correspondant A2M2 du second sommet A2 du 
polygone est dirigé suivant C, C2. Mais cette dernière, 
droite est, comme on vient de le voir, dans le plan 
tangenta ( Q ) au point B2. A 2 A 3 va donc encore en-
gendrer un élément de surface développable, ayant pour 
point central le point B!,, et ainsi de suite. Ainsi le 
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fait que le premier côté du polygone engendre un élé-
ment de surface développable entraîne la même pro-
priété pour tous les côtés suivants (*) . 

Fig. 2. 

Il résulte de là que le point A, ayant reçu le dépla-
cement particulier A, M< dont il s'agit, dirigé suivant 
GWC1, le point M', sera aussi situé sur C,. Cherchons 
maintenant la relation qui existe entre les longueurs 
des segments A<M ( et A1M, : le calcul est en tous 
points semblable à celui du numéro précédent. 

M{ M2 pouvant être considérée comme rencontrant 
A, A2 au point B'j, on a, par le théorème des trans-
versales, 

MJ A T B ; À 2 M 2 G ! _ 

M , G! B'4 A , M 2 A 2 ~ ' ' 

ou, en négligeant des infiniment petits d'ordre supé-
rieur, 

M T A T B ; A 2 A 2 GJ _ 

Â T G T B ; A ! M 2 A 2 ~ H 

ou encore 
A 2 M 2 _ CI A 2 B ; A 2 

A 7 M 7 AL CL A I B'T ' 

( l ) M. Darboux fait cette remarque dans sa Théorie des sur-
faces (t. II, p 289). 
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A3M3 = C2A3 B^Aa 
A 2 ! M , A J C I A S B ; ' 
• • • ? 

A / F M „ G , , - IA , T B ^ A , , . 

An_i M/i-j Art-jG«., A ; H B ; , 
A I M; = cwA, B;,a; 

A » M M \ N C N A „ B ; / 

En multipliant membre à membre les égalités précé-
dentes, il vient, en tenant compte des relations (1 ) 
et (3), 

A , M ; 

A I MI 

ef étant égal à db 1, suivant que le polygone A 2 . .. An 

est régulièrement ou irrégulièrement circonscrit à la 
quadriqtie (Q ' ) . 

De même, donnons au point A1 le déplacement in-
finiment petit A|N| dirigé suivant la trace A^C^ du 
plan tangent à ( Q ' ) en sur le plan langent à (Q 4 ) . 
L'extrémité du /¿len,e côté du polygone viendra en N',, 
situé sur A{ N< et tel que l'on ait 

AiN; , . , 
= ( — 

Donnons enfin à A{ le déplacement infiniment petit 
quelconque A, P, dans le plan tangent à (Q i ) . L'extré-
mité du /?1,M,,*côté du polygone vient en P' {. Rapportons 
les points P, et P', aux axes V, C4 et A, C, ; soient a et v 
les coordonnées du premier point, 11! et v' celles du 
second; 11' el v' sont fonctions de u et e, et, comme ces 
dernières variables sont infiniment petites, on peut 
écrire 

« ' = A U + B V , 

v' = Qu h- De, 

A, B, C, D étant des coefficients que nous allons dé-
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terminer. A cet effet faisons ç = o; on doit alors avoir, 
comme on a vu, 

u = (—i )" ee'W, 

d'où l'on tire 

A = (— i)*es', G = o. 

On trouve de même 

B = o, D = ( - i )" ee'. 

On a donc 
u' = (— i )"ee' m, 

v' = (— î )" eeV. 

Distinguons maintenant deux cas : 
i° On a 

(—i)" es'= 4-1. 

Les relations (5 ) sont alors 

u' = u, v' = v. 

Le point P { est confondu avec le point P4. Ainsi, lorsque 
l'on donne au premier sommet du polvgone un dépla-
cement infiniment petit quelconque dans le plan tan-
gent à (Q, ), l'extrémité du dernier côté ne cesse pas 
d'être en coïncidence avec ce premier sommet. On peut 
ensuite donner à ce même premier sommet un nouveau 
déplacement infiniment petit, sans que le polygone 
cesse d'être fermé, et ainsi de suite. On voit donc 
qu'il existe une infinité de polygones de n côtés cir-
conscrits à ( Q ) et (Q ' ) et ayant leurs sommets sur les 
quadriques (Q , ), (Q2)? •••?(Q//)î l 'u n des sommets 
pouvant occuper une position arbitraire sur la qua-
drique correspondante. 

2 0 On a 

(— i)*ee' = — 1. 

Les relations ( 5 ) sont alors 
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el le point P4 est symétrique du point P4 par rapport 
à A , . Ainsi, quand on déplace arbitrairement le pre-
mier sommet du polygone, celui-ci cesse d'être Terme. 
Mais menons du point P4 une tangente commune à ( Q ) 
e t (Q ' ) , rencontrant le plan tangent à (Q.a)en un point P^ 
infiniment voisin du point P2 , et ainsi de suite. On 
arrivera finalement à un point Prt infiniment voisin du 
point P7/ et à un point P*, dont les coordonnées satis-
font aux relations 

U" =z — II' z=z U, V" = — V' = V. 

Le point P" est confondu avec le point P4, et l'on a 
construit un polygone fermé de f2ti côtés, circonscrit 
aux quadnques ( Q ) et ( Q ' ) et ayant ses sommets op-
posés situés deux à deux sur les quadriques ( Q i ) , 

(Q0> (Q « ) -
(ie polygone est régulièrement circonscrit à chacune 

des quadriques ( Q ) et (Q ' ) . En effet, les deux côtés 
opposés P|P/+i et P'/P/+1 touchent (Q ) , par exemple, 
en deux points ¡3/ et ¡3'- infiniment voisins. Les deux 

P-3- p'.g'. rapports f , 1 et sont donc de même signe, et 
Pi « /-+-i p/'/fi 

n P • 3 
p p étendu à tout le polygone a bien 
p/' ¿f i 

le signe -+-. 
Ce polygone satisfait donc à la condition examinée 

dans le premier cas: le produit analogue à (— i ) n ze ' 

est pour lui égal à -f- i . On pourra donc construire une 
infinité de polygones de côtés circonscrits à ( Q ) et 
(<£') et ayant leurs sommets opposés situés deux à deux 

En résumant les résultats de l'analyse précédente, 
nous parvenons à ce théorème : 

Soient (Q)el (Q') deux quadriques homofocales, 

H un polygone de n côtés circonscrit à la fois à ( Q ) 
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et à (Q'), s un nombre égal à 4-1 ou à — 1 suivant 

que II est régulièrement ou irrégulièrement circon-

scrit à (Q), e' un nombre analogue relatif à (Q')« 

Soient (Q, ), (Q2)> ••••> (Q//) n qaadriques homofo-

cales aux deux premières, passant respectivement 

par les sommets du polygone II, chaque quadrique 

appartenant aux deux côtés qui se croisent au 

sommet correspondant. Cela posé : 

i° Si le produit (— i^se' est égal à -h 1, il existe 

une infinité de polygones de n côtés circonscrits à 

(Q) et (Q') et ayant leurs sommets respectivement 

sur (Q| ), (Q2), • • •> (Qn), Vun des sommets pouvant 

être pris arbitrairement sur la quadrique corres-

pondante. 

20 Si le produit (— i)neef est égal à — 1, il existe 

une infinité de polygones de m côtés circonscrits à 

( Q ) et (Q ' ) et ayant leurs sommets opposés situés 

deux à deux sur (Q , ) , (Q 2 ) , . . . , (Q n ) . Le polygone 

de n côtés d'où l'on est parti doit être considéré 

comme un polygone de in côtés dont les sommets 

opposés sont confondus deux à deux. 

Par exemple, coupons les deux quadriques ( Q ) et 
(Q ) Pa r UM P'an quelconque. Soient C et C les deux 
coniques d'intersection ; construisons un triangle cir-
conscrit à la fois à C et VJ : ce triangle est régulièrement 
circonscrit à chacune des quadriques (car un triangle 
ne peut être irrégulièrement circonscrit à une quadrique 
que si les points de contact des côtés sont en ligne 
droite, et cela exige que la quadrique soit un cône). Par 
conséquent, le produit (— i^ e e ' est ici égal à —1, et, 
si l'on considère les quadriques (Qt), (Q2)Î (Qa) passant 
par les trois sommets du triangle, il existe une infinité 
d'hexagones ayant leurs sommets opposés situés deux 
à deux sur ces trois quadriques et circonscrits à (<ï>) et 
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Le triangle d'où l'on est parti doit être considéré 
comme un tel hexagone ayant ses sommets opposés 
confondus. 

4. Il va sans dire que le théorème démontré, étant 
d'une nature essentiellement projeclive, s'étend à des 
quadriques faisant partie d'un faisceau tangentiel. 11 
faut seulement, ( Q ) et (Q ; ) étant deux quadriques du 
faisceau, définir ce qu'il faut entendre par quadrique 
du même faisceau passant par un point M et apparte-

nant à un couple donné de tangentes communes à ( Q ) 
et (Q ; ) issues du point M. 

Soient (S ) et (S ' ) les deux cônes de sommet M cir-
conscrits à ( Q ) et (O ' ) . Les quatre généralrices com-
munes à ces deux cônes, MT,, MT2, MT3 et MT, , sont 
les tangentes communes à ( Q ) et (Q ' ) issues du point M. 
Considérons deux de ces tangentes, MT, et MT2 par 
exemple. Le pôle de leur plan par rapport à chacune 
des quadriques ( Q ) et (Q7 ) est dans le plan tangent à 
l'une des trois quadriques du faisceau qui passent par M. 
Cette quadrique, ainsi parfaitement déterminée, sera 
dite appartenir au système des deux tangentes MT, 
et MT2 . 

Dans le cas où le faisceau tangentiel considéré est 
un système de quadriques homofocales, on se rend 
compte immédiatement de l'identité de la nouvelle dé-
finition avec celle qui a été donnée plus haut. 

Remarquons que la démonstration du théorème au-
rait pu être donnée sans modification pour le cas général 
où les quadriques considérées appartiennent à un fais-
ceau tangentiel quelconque : en ellet, nous n'avons fait 
intervenir aucune des propriétés métriques spéciales 
aux quadriques homofocales. 
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[ 0 2 e ] 

S U R LE C E N T R E DE C O U R B U R E D ' U N E R O U L E T T E ; 

PAR M. A . P E L L E T . 

Soit A un point d'une figure plane invariable de 
forme se déplaçant sur son plan; pour une position de 
la figure, soient I le centre instantané, et a , a, i les 
distances du point I à A, au centre de courbure (a ) de 
la courbe que décrit A et au point d'intersection de I A 
avec le cercle des inflexions. On a 

a a + t ( a - a ) = o. 

Cette équation se déduit facilement des remarques 

sur le mouvement tV une figure plane exposées dans 
le Bulletin de la Société mathématique ( 1 9 0 7 ) , 

p. 202. 

Il en résulte que, connaissant le cercle des inflexions, 
on construira facilement a étant donné a, a étant 
donné a, et i étant donnés I, a et a. Dans le cas où se 
placeM.Farid Boulad( numéro de mars 1908, p. 128) de 
la connaissance de A, (a) , B, ( ¡ï), on déduit ï, puis les 
pointsd'intersection de IA et IB avec le cercle des in-
flexions qu'on peut dès lors construire puisqu'on en 
possède trois points. 

Je saisis l'occasion pour rectifier la rédaction du n°4 
de l'article précité. Soient C le cône lieu des axes 
instantanés de rotaûon d'un solide, mobile autour d'un 
point fixe O, dans l'espace; C7 le cône lieu de cet axe 
dans le solide; OM la génératrice de contact des deux 
cônes, nxe instantané à l'instant considéré. Menons par 
le point M un plan perpendiculaire à OM ; ce plan 
coupe le cône C suivant une courbe B et le cône C 
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suivant une courbe B'; soit A un point du solide situé 
dans ce plan; Taxe du plan oscillateur de la courbe 
sphérique décrite par A dans le mouvement du solide 
passe par le centre de courbure de la courbe plane 
décrite par A en faisant rouler B' sur B; de sorte que 
cette courbe plane a un contact du second ordre avec le 
cône décrit par la droite OA. 

S O L U T I O N S DË Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1745. 
(1896, p. 440.) 

On pose 

an = ( a -+- bx c)(iax* bx + c), .. ( 71 a ¿r2 H- bx-h c). 

i° Démontre?' que l1 expression 

peut se mettre sous la forme 

( c + i ) » + Vïx(c 1)"- 1 P j # î ( C -h 1 )"-*•+-...-+- Pfix", 

Pp étant un polynome entier en a, 6, x indépendant de c. 
2 0 Pour x = oy ( P r c ) . r = o est un polynome entier en a 

et b. Trouver ce polynome développé par rapport aux 
puissances décroissantes de b. Démontrer que si a est po-
sitif\ ce polynome, considéré comme fonction de b, a toutes 
ses racines réelles; si a est négatif, il a au plus une 
racine réelle. ( R . G I L B E R T . ) 

SOLUTION 

Par M. H. GILBERT. 

I° Considérons la suite u0, ut, un, . . . définie par 

= (h -h k) Uqj 

(1) Un = (hn -h k) un—i h( n — 1 )un-t\ 

proposons-nous de calculer un en fonction de n. 
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De la relation ( i ) on déduit 

Aun= M/i-f-i — un= [A(/i + i) + (-i] un — hnut{-1 

ou 
= [h(n 4 - i) - h X:] — h(n — î) A 

On voit que cette relation est de la même forme que ( i ) . 
Alors, en appliquant /? fois le même calcul, on trouve 

M>un= [h(n -h/?) -+- k) W/i-i— h(n — i)A/'m„_s, 

ce qui donne en pai ticulier la relation 

u0 = [h(p -h i) -h k — i] M'u0, 

et, par suite, en posant 

( ' i ) p,, = (h k — i) (ih k — i).. .(ph -h k — i ) , 

on a 
u0 = u0 Pp, 

c'est-à-dire, pour un, 

= Mo ( I -h Ci p, -+- G « p, -H. . . H- c;; 

ou encore symboliquement (LUCAS, Théorie des nombres, 
Chap. X I I I ) , 

un= m0(I -f- P)(w). 

Les formules ( i ) , ( 2 ) peuvent être modifiées de la façon 
suivante. 

Posons 
un = vnyni 

y étant pour le moment un paramètre arbitraire. 
Alors 

¡h k\ h. 

et il est facile de voir que les relations (1) et (2) pourront 
s'identifier avec les suivantes: 

(3) vn = (anx -+- b) vn-xH- ac(n — i)*>n-t, 
(4) bx-hc)(2ax2 -hbx-h c).. .(na xl b x e). 
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Il suffit de déterminer^, h et k de façon que 

k = by, 
* =— cy, 
h = — acy2, 

«/> = ( - c )/'?,„ 

et la relation entre les m et les p devient 

vnxn — (x — 
D'où l'on déduit 

a(") — (vx -4-c)i/>}, 
puis 

(A H- !)<»> == ( > # + C -4- L) ( , I ). 

Si donc on pose 

Qn = I -+- c,[ a, + 0 1 « , + . . . + G;; aB, 
on a 

Q N = ( R + I ) « E 0 + C IP ,A? (C + I ) « - » + . . . 

-h C ^ a ^ i c + i )»-/' + . . . + Cg 

Nous n'avons pas encore pour Qn le développement indiqué 
dans l'énoncé, car, d'après (3 ) , vp est un polynome en a, b, 
x , etc. 

Mais remarquons qu'il résulte de cette même relation ( 3 ) 
que v i p e i v+p+i sont des polynomes en ( c + i ) de degré /?, 
c'est-à-dire que 

O / > = = V ® + V j » ( c + i ) + V J ( c + I ) » + . . . + V J - Ï ( C + I ) P - Î , 

V£ étant un polynome en a, 6, x indépendant de c. Remplaçons 
dans on voit que le coefficient de ( c + i )^ -^, en suppo-
sant Q,i ordonné par rapport aux puissances de (c + i) , est 

X P { CG VJ + AR C £ + 1 VJUI + ^ C£+ « V J + 1 + . . . ) = * * 

•2° L'expression de P,, pour x = o est le produit par C£ de V® 
où l'on fait x = o, ou encore le produit par Cg de où l'on 
fait à la fois x = o et c = — î . Dans ces conditions, la rela-
tion ( 3 ) devient 

va = b vn-\ — a(n — i) 

. Nous avons à étudier les polynomes vn considérés comme 
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fonctions de b. Or d'abord, si a est positif, ces polynomes 
jouissent des propriétés des suites de Sturm, et par conséquent 
ont toutes leurs racines réelles. Pour voir ce qui arrive 
lorsque a est négatif, calculons d'abord les polynomes vn or-
donnés en b. 

Il est facile de voir que si l'on pose 

wi = (b - i) = (6 —i)po, 
puis 

wn = (b — i) wn-i — a(n — i) 
on a 

f/i= («•' -M)(w), 

ce qui permet de calculer vn : [, n ( H — i ) . bn bn~2 a 

+ b„ t + .. 1 „q. 2 . 4 J 

Si a est négatif: i° si n est pair, vn est toujours positif; 
2° si n est impair, vn est le produit par b d'une quantité po-
sitive. Donc vn a, dans ce cas, au plus une racine réelle, qui 
est nulle. 

2070. 

(*<>'>7, |>. !)'"» i 
A quelles conditions doit satisfaire un tétraèdre pour 

que les droites qui joignent chaque sommet au centre du 
cercle circonscrit ci la face opposée f appartiennent à un 
même hyperboloïde? ( D L P . ZI ÎEMANN. ) 

SOLUTION 

P a r M . T Ê T U . 

J'appliqueenchaquesommetdutétraèdre trois forces dirigées 
respectivement suivant les arêtes de ce sommet. Je vais déter-
minerces forces de façon que les trois qui sontappliquéesen un 
même sommet se composent suivant la droite joignant ce 
sommet au 'centre du cercle circonscrit de la face opposée. Et 
je chercherai les conditions pour que le tétraèdre soit en 
équilibre sous l'action d'un tel système. 

D'ailleurs, pour qu'un système de forces appliquées suivant 
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les arêtes d'un tétraèdre soit en équilibre, il faut et il suffit 
que les forces dirigées suivant chaque arête se fassent équi-
libre. 

Cela posé, soient ABCD le tétraèdre, ¡3, Y, ô les angles de la 
face opposée à p et, de même, a", p\ 8; a"', ¡3"', y'". On recon-
naît facilement que, pour que les trois forces appliquées en A 
aient leur résultante suivant la droite indiquée, elles doivent 
être proportionnelles à 

AB.s in^p, AC.s insf » , AD.s insS. 

Donc, pour que le tétraèdre réponde à la question, on devra 
avoir 

sin i a' _ sin 2 P 
À ji. ' 

sin 2 si n 2 y 

sin sa" sin 2 y 

sin ¿(3"' sin 2 ô' 

sin 2 a" sin 2 S 

sin 2 y'" _ sin 2 y" 
(Jt. V ' ¡X p V P 

Eliminons y, JJL, V, p entre ces 6 équations : 

sin 2a' sin 2 P" sin2Y = sin 2a" sin 2 p sin2 y', 

sin2a" sin2Y"'sin = sin2a ' "sin2Y sin2Ô\ 

sin 2a'" sin 2 P sin 2 8 ' = sin 2a' sin 2 p sin 28. 

Telles sont les conditions demandées. 

Q U E S T I O N S . 

2090. On considère une épi- (hypo- ) cycloïde ayant R pour 
rayon du cercle fixe O (de base) et R 'pour rayon du cercle 

mobile G et telle que R' = — » m étant un nombre entier. L'aire 
^ m 

de la podairede la courbe par rapport à un point quelconque 
de la circonférence d'un cercle concentrique au cercle O et . 
de rayon p est constante et a pour expression 

le signe -h s'appliquant à une épicvcloïde et le signe — à une 
hypo cycloïde. (E.-N. BARISIEN.) 
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[M 24d] 
S U R L E S S U R F A C E S DE S T E I N E R ; 

PAR M . GASTON C O T T Y , 

Élève à l'Ecole Normale supérieure. 

Soient f /2, /3, fk quatre polynomes homogènes et 
du second degré par rapport à trois variables x, y , z, 
entre lesquels il n'existe aucune relation linéaire. 

Posons 
( X =/ , ( * , j . ,* ) , 

X, Y, Z et T sont les coordonnées d'un point d'une 
surface de Steiner (S) . 

L'étude de ces surfaces, faite par Clebsch ( Journal 

de Crelle, 1867), a déjà fait l'objet d'une Note de 
M. Lacour ( ' ) , qui a étudié le cas général. 

Je me propose de faire la discussion de la nature de 
ces surfaces en 111e plaçant à un point de vue différent 
de celui de Clebsch. 

A toute surface de Steiner (2 ) on peut faire corres-
pondre le faisceau ponctuel du troisième ordre ( F ) 
ayant pour coniques de base, rapportées à un triangle 
de référence quelconque dans un plan auxiliaire, les 
courbes = o, f * = o, f ! t = o, les sections 
planes de ( 2 ) ayant pour images sur ce plan les co-
niques de ( F ) et un changement du tétraèdre de réfé-

(l) Nouvelles Annales, 1898, p. 437 et 499. 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Août 1908.) 22 
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rence auquel est rapporté (S) ayant simplement pour 
effet de remplacer les expressions de O, Y , Z et T par 
les premiers membres des équations de quatre autres 
coniques quelconques du faisceau ( F ) n'appartenant 
pas à un même réseau ponctuel. 

Ceci rappelé, nous voyons que (S) est caractérisée 
par le faisceau ponctuel (F ) , ou mieux par le faisceau 
tangentiel linéaire (<$), contravariant du faisceau ( F ) . 

C'est à la discussion de la nature de ce faisceau tan-
gentiel que nous rapporterons la classification des sur-
faces de Steiner. La discussion sera ainsi plus com-
plète et bien plus simple, particulièrement en ce qui 
concerne les surfaces cubiques réglées. 

La signification géométrique de ( $ ) résulte du théo-
rème suivant, que je rappellerai en quelques mots : 

Les coniques (T) du faisceau (<E>) sont les images 

des lignes asymptotiques de la surface. 

En effet, d'un point quelconque m, on peut mener 
aux courbes ( T ) deux tangentes formant un faisceau 
en involution. Il existe donc deux droites (les rayons 
doubles de l'involution précédente), D, et D2, formant 
une conique harmoniquement circonscrite à toutes les 
coniques ( T ) et appartenant par conséquent au fais-
ceau (F ) . Cette conique (D f -j- D 2 ) est l'image d'une 
section de 2 par un plan ( I I ) passant par le point M 
dont m est l'image. On voit aisément que cette section 
a un point double en M et que ( I I ) est le plan tangent 
à S en M. 

Une droite ne pouvant être l'image que d'une co-
nique ou d'une droite de (S), la section de (S) parle 
plan tangent ( I I ) ne peut se composer que de deux 
coniques, ou une droite et une conique, ou deux 
droites. Les deux asymptotiques en M seront tangentes 
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à ces deux courbes, et leurs images seront tangentes 
en m à (D4 ) et (D2 ) . On sait que (D4 ) et (D 2 ) sont les 
tangentes en m aux deux coniques du faisceau (<ï>) pas-
sant par m, et l'on en déduit immédiatement que les 
coniques ( T ) sont images des asymptotiques de (S) . 

Quand D< et D2 sont confondues pour certaines posi-
tions particulières de m, elles correspondent en géné-
ral à des lignes doubles ou à des sections par des plans 
tangents singuliers touchant S suivant une conique 
double. 

Nous sommes conduits à distinguer six cas fonda-
mentaux suivant que les coniques du faisceau $ sont : 

i° Tangentes à quatre droites distinctes; 
2° Tangentes à deux droites et tangentes à une troi-

sième droite en un point fixe; 
3° Osculatrices en un point et tangentes à une 

droite ; 
4° Bitangentes; 
5° Surosculatrices en un point; 
6° Décomposables en couples de points, cas sans 

intérêt qui correspond aux surfaces du second degré 
réglées, que nous laisserons de côté. 

I. Les coniques (T) du faisceau (<ï>) sont tan-

ge rites à quatre droites distinctes, 

C'est le cas étudié dans la Note précédemment citée. 
La surface (S) est du quatrième degré, à trois lignes 
doubles, quatre coniques singulières (dans quatre 
plans tangents singuliers); ses lignes asymptotiques 
sont des quartiques unicursales. 

il. Les coniques (T) sont tangentes à deux 

droites (D) et (Y)'), et tangentes à une troisième 

droite (A ) en un point fixe M. 
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D et D' se coupent en K. Nous prendrons comme 

côtés du triangle de référence auquel sont rapportées 
les coniques ( F ) : KM, sa conjuguée par rapport à ( D ) 
et (D' ) , et (A ) . 

Les équations de (D ) , ( D ' ) et (A ) seront respecti-
vement 

( D ) y + * = o, 

( D ' ) y - z = o, 

( A ) x = o. 

L'équation tangentielle des coniques (Y ) est alors 

2~kuw -f- ((v2 — ç2) = o; 

en coordonnées ponctuelles, 

X2^2 -+- x~ — 2 A zx — o. 

Les coniques du faisceau ( F ) étant harmoniquement 
circonscrites aux coniques (F ) de ( $ ) , on forme aisé-
ment l'équation du faisceau ( F ) : 

A#2-b B( z2) -h aGay -+- 2 Dyz = r». 

On peut donc trouver un tétraèdre clc référence tel 
que (S ) ait pour équations 

( X = 

1 Z = •?. x y , 

\ T = 

L'équation ponctuelle de (S) est alors 

Z * — 4 X Y Z » 4 - i X » T » = o . 

Elle est du quatrième degré, a un pôrrït triple 
( X = Y = Z = o) par lequel passent deux lignes 
doubles (Z = o, T = o ) et ( X = o, Z = o ) . Le long 
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de celte dernière, la surface a deux nappes qui 
touchent le plan X = o. 

Les sections planes sont des quarliques unicursales 
ayant un point double sur (Z = o, T = o ) et deux 
branches tangentes au plan X == o sur ( X = o, Z = o). 
(S ) possède deux plans tangents singuliers touchant la 
surface suivant des coniques doubles ayant pour 
images (D ) et (D ' ) . 

Les asymptotiques ayant pour images 

X 2 K 2 — 7.1 ZX -+- X 2 = O , 

on forme aisément les expressions des coordonnées 
d'un point en fonctions homogènes de x et y : 

\ Y = \2x2y2-h Ck2y2-h x-y, 

j Z = v\*x3yf 

[ T = \xy(\*y2 -+• 

Ce sont des quartiques tangentes à la droite 
( X = o, 7J = O) au point triple de la surface et aux 
deux coniques singulières. 

III. Les coniques du faisceau (<ï>) sont oscula-

trices en un point ( M ) et tangentes à une droite (A) . 

Nous choisissons ainsi le triangle de référence au-
quel nous rapportons (<ï>) : x = o est la tangente 
commune aux coniques en M, Z = o est la droite A, 
y = o est une droite passant par M et formant un 
triangle avec les deux droites précédentes. 

L'équation tangentielle des coniques de (<ï>) est 

v2 — 2 uv -+- 2 X vw = o7 

d'où l'équation du faisceau contravariant ( F ) : 

A a?2-h B ( 7 2 -H IZX) - h Cz2 -+- 2 D x y = o. 
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Les coordonnées d'un point de ( Z ) sont 

X 
Y = 2 ZX} 

Z = S2, 

T = ixy, 

et l'équation réduite de (S ) est alors 

(4XY — T 2 ) 2 —64X 3 Z = o; 

(S ) est du quatrième degré, à une droite double 
( X = o, T = o ) correspondant à x = o, le long de 
laquelle la surface touche le plan X = o. 

Elle a un seul plan tangent singulier (^ = o ) tou-
chant (S ) suivant la conique double : 

(z = o, 4XY — T 2 = o). 

Un plan passant par la droite double coupe la sur-
face suivant une conique tangente à cette droite et 
tangente à z = o au point où son plan coupe la co-
nique singulière. 

Les sections planes sont des quarliques unicursales 
ayant un point singulier sur la droite double 

(X = o, T = o). 

Les lignes asymptotiques ont pour images les co-
niques 

— 2XZ s= O, 

d'où les expressions des coordonnées d'un point se 
déduisent aisément : 

( X = 

Z = IX* ' 

! T = zxy. 
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Ce sont des courbes du quatrième degré unicursales, 

tangentes à la conique singulière et présentant un 
point singulier sur X = o, T ~ o. 

IV. Les coniques du faisceau (<$) sont bitan-

g entes. 

Elles sont tangentes aux deux droites x = o, y = o 
à leurs points d'intersection avec z = o. L'équation 
générale des coniques (T ) est 

iw — UL w2 = o 

ou, en coordonnées ponctuelles, 

xy = A z2. 

L'équation du faisceau ( F ) se forme aisément; on 
trouve 

Xx2 B y2-h iCxz -+- %Dyz = o, 

ce qui conduit à poser 

X = x2, 

Y=y*, 

I IL — 2 xz, 

' T = 2yz, 

X, Y , Z, T étant les coordonnées d'un point variable 
de (S ) par rapport à un certain tétraèdre de référence. 
L'équation réduite de (S) est 

YZ2— XT2 = o; 

(S) est une surface réglée du troisième degré admet-
tant comme directrice rectiligne double la droite 
( Z = o , T = o ) et comme directrice simple la droite 
( X = o, Y = o ) . 

Inversement, il est aisé de montrer que toute surface 
du troisième degré réglée, ayant ses deux directrices 
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distinctes, a une équation de cette forme et est une 
surface de Steiner. 

Les génératrices rectilignes de (S) ont pour images 
des droites passant par le point (x = o, y = o). 

Les lignes asymptotiques de (2 ) se composent de 
ces génératrices et des courbes ayant pour images les 
coniques 

xy — Xs2 = o. 

Ce sont des quartiques : 

j Z = '2XZZ, 

( T = <ïlz*x. 

Elles passent par les deux points ( X = o, Z = o, T = o) 
et ( Y = o, Z = o , T = o ) de la directrice double et 
sont tangentes en ces points respectivement aux géné-
ratrices ( X = o, Z = o ) et ( Y = o, T = o) de (S). Ce 
sont les courbes d'intersection de (S) et des qnadriques 

X2 
XY — - y ZT = o, 

4 

l'intersection complète se composant en réalité d'une 
asymptotique et des droites ( X = o , Z = o) et 
( Y = o, T = o). 

V. Les coniques du faisceau (<É>) sont surosculci-

trices en un point. 

Soit (x = o, y = o) le point de surosculation et 
x = o la tangente en ce point; l'équation tangentielle 
de (<f>) est 

c2—kut*>2—uw — o 

ou, en coordonnées ponctuelles, 
7 2 — \ x z - + - X # 2 = O. 
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Le faisceau ( F ) a pour équalion 

Ax2 -+- B ( y2 -+- 2 zx ) -+-2Gyz H- 2 Dxy = o. 

Posons 

X , Y , Z, T sont les coordonnées d'un point de (S ) par 
rapport à un certain tétraèdre de référence. (S ) a pour 
équation ponctuelle réduite 

Elle a une seule ligne double ( X = o, T = o) et est 
réglée. 

C'est une surface réglée du troisième ordre où les 
deux directrices sont confondues (surface de Cayley). 
Et, inversement, on prouve facilement que toute sur-
face de Cayley peut être ramenée à cette forme type e 
est une surface de Steiner. 

Les sections planes sont des cubiques ayant un point 
double sur la ligne double. 

Les génératrices rectilignes correspondent aux 
droites passant par le point (a? = y = o) . 

Les asvmptotiques sont les génératrices rectilignes 
et les courbes ayant pour images les coniques de ( $ ) : 

Exprimons les coordonnées d'un point par des fonc-
tions homogènes de deux paramètres; nous avons 

| Z = 2yz, 

! T — ixy. 

T 3 - 4 X ( Y T — 2 X Z ) = o. 

y2 — 4 xz -h "kx* ~ o. 

X = 2iF3, 

Y = 3 xy2 -h X xz, 
Z = y ( \ x 2 - + - y 2 ) , 

T ~ f s x 2 y . 
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Ce sont des cubiques gauches tangentes au point 

( X = Y = Z = o) à la directrice double ( X = o, T = o) 
de la surface (S) . 

VI. Autres cas possibles pour les coniques ($). 

On voit que sont linéaires séparément 
par rapport aux variables x,y et z prises séparément 
et que les coniques de ( F ) passent par deux points 
lives. Les surfaces (S ) sont des quadriques réglées. 

Remarque /. — Dans les cas IV et V seulement, les 
coniques de ( F ) passent par un seul point fixe. C'est 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une sur-
face définie par les équations ( i ) soit du troisième 
degré et réglée. Il est aisé de traduire ce résultat ana-
lytiquement. 

Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour 
que, la condition précédente étant remplie, la surface 
cubique ait ses deux directrices confondues. 

On sait que les coniques (<ï>) sont surosculatrices, 
condition nécessaire et suffisante. La propriété géo-
métrique correspondante pour le faisceau ( F ) contra-
variant de (<ï>) est la suivante : les coniques de ( F ) 
réduites à une droite double sont telles que cette droite 
passe par le point de surosculation, et inversement 
toute droite passant par ce point est conique double 
de (F ) . Cette propriété est caractéristique, comme il 
est facile de le voir géométriquement ou sur les di verses 
équations trouvées pour (F ) . Traduisons ceci analyti-
que ment : 

Exprimons d'abord que (S ) est du troisième degré; 
les coniques fK = o, f2 = o, / 3 = : o , f\= o passent 
par un point fixe; par une transformation homogra-
phique convenable effectuée sur y et z, on fait dis-
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paraître les termes en z2 dans f{y /2, /s,/*. Le point 
de surosculation est alors x = y = o. Et il nous reste 
à exprimer que ( our+ ¡3v)2 est une conique du fais-
ceau (F ) , quels que soient a et p. 

On a 

t) = dix2 -+- biy* -+- 2 Ctyz -H idizx -+• 2etxy ( i = I, 2, 3, 4). 

L'équation de ( F ) est 

A / I + B / . H - C / 3 + D / 4 = O . 

Identifions ceci avec 

On obtient 

A « i - 4 - B a2 -h G a3 -+- D — a2 = o, 

A 6 i - h B 6 2 H - C ô 3 - + - D 6 * — P2 — o, 

A c ! + BC2 + GC3 + DC4 — = o, 

A ^ + B ^ + G ^ + D ^ = o, 

A e t -f- Be2 -h Ce3 -h De4 = o, 

ce qui exige que l'on ait 

ai a2 ct3 a± 
b i b2 b3 
Cl c2 c3 c4 

¿/j <i2 d3 dk 
ei e2 o 

a» 

o 

équation du second degré en £ devant avoir une racine 

double. D'où la condition cherchée : 

a i «2 ct3 ak 
bi b2 b3 bk 
di d2 di di> 
ev e2 e3 ek IJ ai a2 a3 a4 

Ci c2 C:i Ci 
d i d2 d3 d4 
e\ e2 e3 ek 

b{ b2 b3 bk 
c i c2 c3 Ci 
di d2 d3 d± 
e{ e2 e3 ek 

Remarque II. — Nous ferons encore remarquer que, 
pour les surfaces du troisième degré réglées, le degré 
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de leurs asymptotiques est caractéristique de leur 
nature; ce degré est égal à 4 pour les surfaces à direc-
trices distinctes et à 3 pour les surfaces de Cayley. 

[R4a] 
S U R L ' É Q U I L I B R E IUI C O R P S S O L I D E ; 

PAR M . GEORGES L E R Y . 

Je me propose d'obtenir les conditions nécessaires 
et suffisantes d'équilibre d'un corps solide, en suppri-
mant tous les théorèmes inutiles. Les hypothèses mé-
caniques indispensables se mettent d'elles-mêmes en 
évidence. 

Les démonstrations faites au moyen delà Géométrie 
analytique sont aussi simples, bien qu'un peu plus 
longues à dire, par la Géométrie. 

Géométrie. — On définira le moment d'un vec-
teur, ses coordonnées, la somme géométrique et le 
moment résultant d'un système de vecteurs. 

On résoudra le problème suivant : Construire un 

vecteur connaissant ses moments par rapport à deux 

points A et B. Il y a une condition de possibilité, c'est 
que les deux moments aient des projections équipol-
lentes sur la droite AB, et alors il y a une solution 
unique. 

En effet, je puis prendre le point A comme origine : 
soient x1 y, z les coordonnées de B; X , Y, Z les pro-
jections du vecteur cherché; L, M, N et L', M', N ; les 
composantes de ses moments par rapport à A e t B . Les 
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équations du problème, 

M' = M — (zX — a?Z), 

N ' = IN — ( ^ Y — j k X ) , 

o = LX + MY + NZ, 

donnent une solution en X , Y , Z si l'on a 

hx M y -+-• N * = L'a?'H- M'J' -H N ' * ^ o. 

2. Cinématique. — Après avoir étudié la vitesse el 
l'accélération d'un point, on démontrera les deux pro-
priétés suivantes : 

THÉORÈME I . — Pour que deux points restent à 

une distance invariable, il faut et suffit qu'à chaque 

instant les projections de leurs vitesses sur la droite 

qui les joint soient équipollentes. 

Car l'égalité 

(x — x')~-h (y — y')2(z — z')2= const. 

entraîne 

/ f^dx . ,dy , dz 

, dx . N dy , ,, dz1 

et i nve r sement . 

THÉORÈME I I . — Dans le mouvement d'un solide, 

il existe à chaque instant deux vecteurs H et K ayant 

pour origine un point arbitrairement choisi A et 

tels que la vitesse d'un point quelconque M du corps 

soit donnée par l'égalité géométrique 

( i ) V M = H - f - 0 l l M K . 

En effet : i° si les vitesses de plusieurs points M,, 
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M2, . . . sont données parla formule ( i ) , leurs distances 
mutuelles ne varient pas (théorème I ) . 

2° Comme la position d'un solide est définie par celle 
de trois de ses points, il suffit de montrer qu'on peut 
déterminer H et K connaissant les vitesses de trois 
points A, B et C. On a 

V A = H , 

Vl{=: H-f-OlUK, 
Vc = H -4- DXic K. 

La première égalité définit H ; les autres s'écrivent 

¿>RrK = V B - V A , 

,mc:K = Vc —Va ; 

elles déterminent K, comme on l'a vu, caria condition 
de possibilité du problème est remplie. 

Le théorème est exprimé en Géométrie analytique 
par les équations 

V lC= £ 4- qz- ry, 
\y = 7) -f- rx—pz, \z = Ç +py — qX, 

Ç, Yj, s étant les composantes de H, et /?, q, /• celles 
de — K. 

3. Dynamique. — On définit la masse d'un corps 
au moyen de la balance. Soit un point matériel en mou-
vement, de masse m, ayant à un certain moment l'ac-
célération J. On dit que ce point est soumis à la force 

F = m J. 

On justifie sans peine ces deux définitions par des 
faits d'expérience courante. L'étude des forces et des 
circonstances extérieures avec lesquelles elles sont en 
relation est en général du domaine delà Physique; elle 
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donne lieu à un nombre considérable d'hypothèses. 
On n'étudie en Mécanique que les cas les plus simples. 

Le postulat suivant est fondamental : 

PRINCIPE .DE G A L I L É E . — Si un point matériel est 

soumis à un ensemble de circonstances extérieures 

qui, séparément, produiraient des forces F i , F 2 , 

tout se passe comme s'il était soumis à une force 

unique R, égale à Ici somme géométrique des précé-

dentes. 

On en déduit les équations du mouvement d'un 
point 

d1 x v^ x, 

im ~Z x' 

et l'équation des forces vives, 

dl-mv (XRFR + YI// + Z dz). 

La quantité entre parenthèses s'appelle travail élémen 

taire de la force X, Y , Z. 

Conditions d1 équilibre du point matériel. — Pour 
que le point reste en repos, il faut qu'on ait 

Si ces conditions sont remplies, le point a un mou-
vement uniforme. W reste en repos si sa vitesse initiale 
est nulle. 

4. Corps solide. — On le regarde comme constitué 
de points matériels maintenus à des distances inva-
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riables par les forces intérieures. On admet que ces 
dernières sont deux à deux égales et directement op-
posées (principe de Newton) et, par suite, qu'elles 
forment un système dont les six coordonnées sont 
nulles. 

On en déduit sans peine les six équations du mou-
vement, qui ne contiennent que les forces extérieures, 

THÉORÈME I I I . — Le travail élémentaire d1 un sys-

tème de forces appliquées à un solide ne dépend que 

des coordonnées du système, et non de chaque force 

en particulier. 

En effet, en appliquant le théorème II, on obtient 

X dx Y dy -+- Z dz = (£X H- r, Y -+- Cl -+p L -h g M + rN)dt. 

Le théorème peut être inexact si les points d'appli-
cation sont mobiles dans le corps, car le théorème II 
ne s'applique plus. 

THÉORÈME I V . — Pour qu'un corps soit en équi-

librey il faut et il suffit que le système des forces 

extérieures ait ses six coordonnées nulles. 

i° Les conditions sont nécessaires, d'après les équa-
tions du mouvement. 

2° Elles sont suffisantes, car le théorème des forces 
vives donne alors 

et l'équation des forces vives, 
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et, si ç0 est nulle pour chaque point, 

mv2 = o; 

donc la vitesse v de chaque point est nulle. 

o. On voit qu'il y a seulement deux principes à 
admettre : celui de Galilée et celui de Newton. Il est 
inutile de supposer qu'on peut transporter une force 
en un point quelconque de sa direction, qu'on peut 
introduire ou supprimer deux forces égales et directe-
ment opposées, qu'un corps n'est en équilibre sous 
l'action de deux forces que si elles sont égales etdirec-
ment opposées. 

On a en outre l'avantage, par cette méihode, de 
donner aux élèves, d'une façon simple, deux notions 
importantes : celle de la vitesse des points d'un solide 
en mouvement, et celle du travail des forces appliquées 
en des points bien déterminés du solide. 

J05ia] 
N O T E S U R L E S S U R F A C E S A L I G N E S DE C O U R B U R E P L A N E S ; 

PAR M. J. H A A G , 
Professeur de Mathématiques spéciales iiu Lycée de Douai. 

Soient (S) une courbe gaucheelM l'arcde cette courbe, 
compté à partir d'une certaine origine. Attachons à 
cette courbe un trièdre ( T ) dont l'origine sera en un 
point quelconque de (S ) ; l'axe des x sera la tangente, 
M y sera la normale principale et M s la binormale. On 
sait qu'on a alors le système de translations et de rota-

Ann. de McitJiémat., 4e série, t. Vi l i . (Août 1908.) 23 
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tion suivant : 
Ê=I , TJ = o, Ç = o , / > = — ! , q = o, r=~, 

p et ? étant les rayons de courbure et de torsion, et la 
variable u jouant le rôle du temps. 

Ceci étant, imaginons que dans le plan M x y on trace 
une courbe (C ) dont les équations paramétriques soient 

Quand u varie, cette courbe engendre une certaine 
surface (S). 

Cherchons d'abord la condition pour que sur cette 
surface les courbes ç = const. soient les trajectoires 
orthogonales des courbes (C) . Quand u seul varie, les 
déplacements élémentaires d'un point P quelconque 
de (C ) sont 

D y = = D * 
La condition d'orthogonalité cherchée est donc 

On remarque que cette équation ne renferme que 
Or, quelle relation y a-t-il entre différentes courbes 

gauches pour lesquelles le rayon de courbure a 

même expression en fonction de l'arc de la courbe? 

Si nous considérons la déveJoppable (D ) dont ( S ) est 

l'arête de rebroussement, on voit immédiatement que 
l'élément linéaire de cette développable est 

ds2±= dx2-+- r*x* du2. 

Il ne dépend que de r. 
On déduit de ces remarques le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Considérons une famille quelconque 
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de sections planes (C) d'une surface quelconque (S), 

et soient (C ' ) leurs trajectoires orthogonales sur 

cette surface. Les plans des courbes (G) ont une cer-

taine enveloppe (D) . Déformons cette enveloppe 

sans déchirure ni duplicature, de telle façon que 

ses génératrices rectilignes demeurent des droites. 

Si chaque plan tangent entraîne avec lui la 

courbe (C) correspondante, on obtiendra une nou-

velle surface (S|). Les points des différentes 

courbes {C) qui étaient primitivement sur une même 

trajectoire orthogonale (C') demeurent encore, 

après la déformation, sur une même trajectoire 

orthogonale (G j ) des courbes (Cj ). 

Ce théorème présente une grande analogie avec un 
théorème démontré par Ribaucour sur les congruences 
de courbes planes ( ' ) . 

Supposons maintenant que les courbes (G) soient 
lignes de courbure sur (S). Pour qu'il en soit ainsi, il 
faut et suffit que l'angle 9 que fait la tangente à (G ; ) 
avec le plan Mxy soit une fonction de u. Or, si l'on 
pose 

on a 

sin9 = ^ , 
A 

d'où 
/ dx \2 f dy \2 

(55 ~ r * ) + ( d « + r x ) = 0 0 1 1 6 ^ y* 
ou 

( * ) RIBAUCOUR, Sur la déformation des surfaces (Comptes 
rendus, t. LXX, 1870, p. 33o). 
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en posant 

( 3 ) U = p cotô. 

Pour avoir la surface à lignes de courbure planes la 
plus générale, il faut donc résoudre le système ( i ) , (2 ) 
par rapport à x et y. Ayant résolu ce système, on 
en déduira des courbes (C ) que l'on placera dans les 
différents plans oscillateurs de la courbe gauche ( S ) la 
plus générale dont la courbure évaluée en fonction de 
l'arc est égale à r. Ces courbes seront lignes de cour-
bure d'une surface qui coupera leurs plans respectifs 
sous un angle 8 tel que i'on ait 

tangô = 

p désignant la torsion de ( S ) changée de signe. 
On pourra en particulier supposer que la fonction /?, 

qui peut être prise arbitrairement, soit égale à Ui . On 
aura alors 

tangO = 

d'où 
A2 = o. 

Par suite, les tangentes à (C ; ) seront des droites iso-
tropes. On en déduit immédiatement que, si les 
courbes ( C ) ne sont pas des droites isotropes, la sur-
face (2 ) devient alors une développable circonscrite 
au cercle imaginaire de l'infini. 

On déduit de tout ce qui précède le théorème sui-
vant : 

THÉORÈME. — Soient ( A ) une développable isotrope 

et ( D ) une autre développable quelconque. Défor-

mons (D) de façon que ses génératrices demeurent 

rectilignes et supposons que ses plans tangents 

entraînent avec eux les courbes suivant lesquelles 
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ils coupaient (A ) . Après la déformation la plus 

générale, ces courbes planes constituent des lignes 

de courbure de la surface sur laquelle elles se trou-

vaient. De plus, toute surface à lignes de courbure 

planes peut être obtenue de cette façon. 

Ce théorème est d'ailleurs fort connu (voir DAR-
noux, Théorie des surfaces, t. IV , p. 206). 

Étudions maintenant le système (1), (2 ) . On en 
déduit tout d'abord que la surface à lignes de courbure 
planes la plus générale dépend de quatre fonctions 
arbitraires d'une variable, à condition toutefois de choi-
sir convenablement la variable v. Nous ne nous occupe-
rons pas de l'intégration de ce système. Nous allons 
simplement lui faire subir quelques transformations 
qui nous conduiront à un résultat intéressant. 

On satisfait aux équations (1) et (2 ) en posant 

i « ' T + Urcoscp, 
(4 ) d 

Idx 

\ <h> ~ sinc?> 
(5) 

/ — = X COSCD, 
\ dv 1 

les fonctions A et © étant des fonctions inconnues « 
de u et de ç. Ces fonctions ont d'ailleurs une significa-
tion géométrique simple. D'abord © désigne l'angle 
de M.x avec la normale en P à (C ) . Puis, si l'on appelle 
o- l'arc de la courbe (C ) , on a 

de sorte que le rayon de coubure (C) est égal à ~ Éga-
àv 
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Ions maintenant les deux valeurs de ainsi que 

celles q i i e l'011 P e i l t déduire de (4 ) et (5). 

On a 

( r + U coscp) X cos(p — Uy sincp ̂ î = — X cos<p ~ — ^ sincp, 

/*X sin <p -4- U sin cpX cos cp Uy cos cp ^ 

— — A sin9 —*—h -— cos9, 
T du du T 

d'où l'on déduit aisément 

(6) r -+- U coscp 4- = o, 
1 du 

Î L - — 
* ~dv ~ du ' 

Si l'on voulait achever l'intégration du système ( i ) , 
(2 ) , il faudrait tirer y de cette dernière équation et 
porter dans (3 ) et (4 ) . Mais 011 est conduit à des cal-
culs qui semblent compliqués. Occupons-nous seule-
ment de l'équation (6), qui nous donne l'angle cp. Si 

l'on pose tangï = £, elle devient une équation de 

Riccati en t. Si nous convenons alors d'appeler rap-

port anharmonique de quatre tangentes à une courbe 
plane quelconque le rapport anharmonique de quatre 
tangentes parallèles menées à un cercle du plan de 
cette courbe, nous pouvons énoncer le théorème sui-
vant : 

THÉORÈME. — Considérons, sur une surface à 

lignes de courbure planes, quatre lignes de seconde 

courbure quelconques. Ces quatre lignes rencontrent 

chaque ligne de première courbure en quatre points 

dont les tangentes ont un rapport anharmonique 

constant. 
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Si l'on suppose en particulier une surface à lignes de 

courbure circulaires, on retrouve un théorème dû à 
M. Picard ( Annales scientifiques de VÉcole Normale 

supérieure, 2 e série, t. VI , 1877, p. 362). 
Plus particulièrement encore, on en déduit que : 

Étant donnée une famille quelconque de cercles 

sur une sphère, quatre de leurs trajectoires orthogo-

nales coupent tous les cercles de la famille en quatre 

points de même rapport an harmonique. 

D'où l'on déduit par inversion le même théorème 
pour une famille plane de cercles ( D A R B O U X , Théorie 

des surfaces, t. 1, p. 116). Si l'on combine cette der-
nière propriété avec le premier théorème de cette Note, 
on obtient immédiatement une proposition due à 
M. Demartres ( * ) : 

THÉORÈME. — Etant donnée une surface quel-

conque possédant une famille de cercles, quatre tra-

jectoires orthogonales quelconques coupent chaque 

cercle en quatre points de rapport anharmoniquc 

constant. 

Nous terminerons en faisant remarquer que, d'après 
ce qui précède, la détermination des lignes de 

seconde courbure d1 une surface à lignes de cour-

bure planes se ramène à Vintégration d'une équa-

tion de Riccati. Nous savons même quelles variables 
il faudra choisir pour tomber sur cette équation. 
Enfin, il résulte de là que, si l'on connaît une, deux ou 
trois lignes de seconde courbure, les autres se déter-
mineront par deux, une ou zéro quadratures. 

(Annales de VÉcole Normale, 3e série, t. II, i885. 
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CONCOURS D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E E N 1 9 0 8 . 
C O M P O S I T I O N DE G E O M E T R I E A N A L Y T I Q U E E T M É C A N I Q U E . 

SOLUTION1 PAR M . P H I L B E R T D U P L E S S I S . 

On considère un plan P et un système ( S ) de forces 

appliquées à un solide invariable ; ce système, par 

hypothèse, n 'est équivalent ni à une force unique, 

ni à un couple, ni à zéro. 

I. Démontrer sans calcul que le système ( S ) peut 

être en général remplacé par deux forces, Vune F, 

normale au plan P, Vautre F2 située dans ce plan. 

Indiquer les conditions de possibilité du problème. 

II. Soient Ox, OY, Oz trois axes de coordonnées 

rectangulaires ; X , Y, Z, L, M, N les six coordon-

nées du système (S) , c1 est-à-dire les projections sur 

les axes de la résultante générale et du moment 

résultant relatif au point O. 

Soit enfin 
u x vy -+- w z -+-/< = o 

l'équation du plan P. 
On demande de calculer les coordonnées xK,yn z, 

du point de rencontre kde la forceY K avec leplanV, 

ainsi que Véquation du plan II mené perpendiculai-

rement au plan P par la droite D qui porte F2 . 

III. On assujettit le plan P àpasser par une droite 

fixe donnée 

Trouver le lieu géométrique [ C ] du point A, et le 

lieu géométrique [ S ] de la droite D, quand le plan P 
pivote autour de la droite donnée A. 
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IV. Former Véquation réduite de la surface [ S ] 

et discuter la nature de cette suif ace suivant les 

positions diverses de la droite donnée A. 

I. Les forces F, et F2 cherchées étant équipollentes 
respectivement aux projections orthogonales delà résul-

tante générale sur la normale au plan P et sur ce plan, il 
est nécessaire, pour qu'aucune d'elles ne soit nulle, que 
la direction de cette résultante générale, et par suite 
l'axe central du système, ne soit ni perpendiculaire 
ni parallèle au plan P. 

Cette condition étant supposée remplie, l'axe central 
rencontrera le plan P en un point C où l'on pourra faire 
la réduction. Soient, dès lors, R et G la résultante 
générale et le moment résultant portés sur cet axe cen-
tral. Projetons orthogonalement ces deux vecteurs en R» 
et G2 sur la normale en C au plan P, en R2 et G{ sur ce 
plan, puis transportons les vecteurs R { et R2 parallèle-
ment à eux-mêmes en F< et F2 , leurs points d'applica-
tion étant ameués sur la perpendiculaire en C au 
plan RCG| (perpendiculaire contenue dans le plan P) , 
en A et en R, de façon que les moments de F« et de F2 

par rapport au point C soient respectivement Gi et Ga, 
c'est-à-dire que 

F 1 = = C A . G , , F 2 = C B . G 2 , 
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le sens de CA ou de CB étant tel que, pour l'observa-
teur CG| ou GG2, le sens de F, ou de Fa soit de 
gauche à droite. 

Remarquons que Je moment résultant du système 
par rapport au point A, se réduisant à celui de F a , est 
normal au point P, et le moment résultant par rapport 
à un point quelconque de la droite BF2 ou D, se rédui-
sant à celui de F4, est situé dans ce plan. 

II. Les composantes du moment résultant en {oc^y^ z) 

étant 

L - / Z + zY} M — s X -h 

on exprime l'orthogonalité de ce moment pris en 
zK) et du plan P par les équations 

(,) + _ M—^tX-H^iZ _ N — a?] Y X ^ 
U V w 

auxquelles il faut joindre 

( 2 ) uxi -+- vy{ - h wzi - h h = o, 

puisque le point A est dans le plan P. 
La dernière équation ( i ) peut s'écrire 

—• ( vyx - h wzi) X 4 - xt ( eY -h w Z ) -+- M w — Ne = o. 

En l'ajoutant à l'équation (2 ) multipliée par X , 
on a 

Xt(uX 4- rY 4- w Z ) + Mcv — Ne + AX = o, 
d'où 

_ N v — M w — hX 

et, par permutation circulaire, 

__ Ltv — Nu-/ iY 
^ " " « X + p Y + ^ Z ' 

— M11 ~ ~ h Z 

1 u X 4- v Y 4- w Z 
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De même, puisqu'en tout point de D le moment 
résultant est situé dans P, cette droite appartient au lieu 
des points où ce moment est parallèle à P, dont l'équa-
tion est 

M(L — y Z -h zY)-+- E (M — Z X + A ? Z ) + W (N - xY + yX) = O 

ou 

( X{vZ W Y ) - R / ( ( V X — W Z ) 

Or, on vérifie immédiatement que ce plan est per-
pendiculaire au plan P, attendu qu'on a identiquement 

a (vZ — wY) -h v (wX — uZ) -h w(u Y - P X ) S O . 

Le plan représenté par (4 ) n'est donc autre que le 
plan II de l'énoncé. 

III. Si le plan P passe par une droite fixe, on a 

u = Ui -h X «2> t> = Pj-H 

i\> = -H À «'-2, /l = /¿J -f- X /¿2, 

X étant un paramètre arbitraire, et, comme tous les 
coefficients de (4 ) sont linéaires en ¿/, p, w, le plan II 
passe également par une droite fixe. Si nous posons 

Nu — hX =a, 

Lw — N w — A Y = />, 

M u — Lî> — hZ = c, 

uX -f- t>Y wZ — d, 

et si nous représentons par è,, c/, di ce que 
deviennent ces quantités quand on y remplace les e, 
w, /t par «v, nous voyons que les coordon-
nées du point A sont données par 

g _ r _ g _ * 
c 1 - h X c 2 di-hXdi 
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d 'où 

. x — a2 d*y — ¿>2 d»z — ct 

a\di—b\d2—b^d j Cid2—c2d^ 

équations d'une droite qui est le lieu [ C ] du point A. 
De même si, représentant par 

P — o et il = o 

les équations des plans P et II, nous désignons par P/ 
et 11/ ce que deviennent leurs premiers membres par la 
même substitution que ci-dessus, nous voyons que, ces 
équations s'écrivant 

PJ -+- À P 2 — o et 1 I 1 4 - X I I 2 = o ; 

le lieu [ 2 ] de leur droite D d'intersection est donné 
par 

(6) P ^ - P - J l ^ o , 

quadrique réglée dont nous allons discuter la nature, 
et qui contient d'une part la droite A, de l'autre la 
droite A' (II, = o, II2 == o ) autour de laquelle pivote le 
plan II. 

IV . Pour opérer la réduction de l'équation (6 ) , fai-
sons un choix particulier d'axes. Prenons comme axe 
des 5 l'axe central du système ( S ) , ce qui revient 
à faire 

X = o, Y = o, Z = R, 

L = o, M = o, N = G, 

et comme axe des x la perpendiculaire commune à cet 
axe et à la droite A dont les équations seront dès lors 

x = x0, y = 
la signification de t étant fournie par 

t = tangw, 
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si <o est l'angle de A avec la direction de Os . Gela revient 
à prendre 

I , CI = O , W L = 0 , 

Uz = O, ^ 2 = 1 , = 

h\ = — &0, 

h 2 = o, 

d'où se déduisent 

(5') 

ci\ = o, ¿j = — G , C|=Ra70, di = o, 

a2 = G, c 2 = o , ¿/2 = —K^. 

Les équations (5 ) deviennent alors 

R t x -4- G = o , 

R '̂o.X -+- Gz = o> 

et l'équation (6 ) 

(G') R ( . r 2 - i - j K 2 ) — — (Ra70H- Qft)x -4- G ^ 0 = o. 

Dans le cas où l'angle (o est droit (A orthogonale à 
l'axe central) et, par suite, t infini, cette équation se 
réduit à 

(6") Ryz G (x — x0) = o. 

Lorsque t n'est pas infini, l'équation en s de l'équa-
tion (6'), préalablement divisée par R., est 

I — s o 

( I 

dont les racines sont 

= I , ¿2 = 
[ -f- y/t -f- ¿2, 

*3 = 
I — /l-H ¿2 
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On a, d'aoire pari [avec les notations habituelles (• )], 

H 

A 
(Ray»—G t)* 

4 R2 

Par suite, la forme réduite correspondant à (6') est 

(7 ') 
\/l-ht*-hl s/1 -h ¿2- (R^o — GO2 

2 J 2 4R» 

ou, si l'on se reporte à l'expression ci-dessus de t, 

(-'bis) x'* cosw -H J K ' 2 COS2 ^ 

f l . „ to (RiP0cosco — Gsinw )2 
— * 2sin2 i L = o, 

2 4 R2 cosw 

équation qui représente un hyperboloïde à une nappe, 

à moins que to = o, ou que 

Kx0 tang = - g - , 

auxquels cas l'hyperboloïde se réduit respectivement à 
un cylindre de révolution ou à un cône. 

La dernière condition exprime d'ailleurs que la 
droite A', dont les équations 11, = o , I Ï 2 = o sont ici 

y = o, 
Kx — G t = o, 

rencontre la droite A définie par les équations (5r). 
Pour l'équation (6"), également divisée par R, l'équa-

tion en s est 

o — s 

o 

( * ) N IEWENGLOWSKI, Cours de Géométrie analytique, t. I I I , 

j>. 271. 
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OU 

dont les racines sont 
i i 

Si — O, s2= - •> S3= 
2 2 

On a d'ailleurs ici ( 1 ) 

H 
P ~ ~~ 4 R2 ' 

d'où la forme réduite 
/ » S (fl 2 G , 
( 7 ) y 2 — * 2 — — ^ = o , 

représentative d'un paraboloïde hyperbolique équi-

latère. 

REMARQUES GÉOMÉTRIQUES. 

Si l'on a recours à la notion du complexe de Chasles 
(complexe linéaire des axes de moment nul du système) 
on peut remarquer que, puisque le moment résultant 
en A est normal au plan P, ce point A est le foyer du 
plan P. Par suite, lorsque ce plan varie en passant par 
une droite fixe A, le point A décrit la droite conjuguée 
de A. Tel est donc le lieu [G]. 

Toutes les droites du complexe qui passent par le 
point I, à l'infini sur le support de F,, rencontrent le 
support D de F2. Autrement dit, le plan polaire de I est 
le plan II mené par D perpendiculairement au plan P. 
Or, lorsque le plan P pivote autour de A, le point I décrit 
la droite à l'infini [ l ] des plans perpendiculaires à A. 
Son plan polaire II passe, par suite, constamment par 
la droite M conjuguée de [ I ] . 

NIEWENGLOWSKI, Cours de Géométrie analytique, t. III, 
p. 271 , 
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La droite D apparaît donc comme l'intersection de 
deux plans P et II rectangulaires, passant chacun 
par une droite fixe, A pour l'un, A' pour l'autre. Le 
lieu [S ] de cette droite est donc l'hyperboloïde de 
Chasles défini par ces deux droites. Cet hyperboloïde 
se réduit à un cylindre de révolution si elles sontpara-
lèles et à un cône si elles se rencontrent. Elles ne 
peuvent d'ailleurs être parallèles que si A est parallèle 
à l'axe du complexe, avec lequel A7 vient alors coïn-
cider. 

Si A est orthogonale à l'axe, A' est la droite à l'infini 
du plan mené par cet axe perpendiculairement à A, 
et l'hyperboloïde de Chasles devient un paraboloïde 
hyperbolique, d'ailleurs équilatère puisque sa généra-
trice A est perpendiculaire au plan directeur con-
tenant A'. 

NOTE ADDITIONNELLE. 

Il n'est pas sans intérêt de montrer comment se pouvait 
résoudre la Partie II si l'on ne songeait pas à utiliser les 
remarques énoncées à la fin de la solution de la Partie I 
ci-dessus, relativement à la direction du moment résultant 
soit en A, soit en un point courant de D. 

Si donc, (xx, yil zt) étant le point A , y2, z2) un point 
courant de D, on représente par X j , Y j , Zj et X2, Y2, Z2 les 
composantes des forces F j et F2 , on a immédiatement 

( i ) uxx -F- vyx - H wzi -T- h = o, 

(i) ux%-\- vy2-h wz2-h h = o, 

| X = X,- t -X 2 , 

O ) / Y ^ Y ^ Y j , 
( Z = Z,— z2, 

^ L Zft Y2 , 

(4 ) < iM^^iXj — Xi Z[ -h z2X2 — x2Z2, 
( N = a^Y,— riXi-i-x2Y2~ y2X2, 
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puis, en exprimant que la force F t est normale au plan P, 

X, Y, Z, ( 5 ) u 

et que la force F2 est dans ce plan, 

( 6 ) uXo -+- v Y 2 -h wZ 2 = o, 

soit en tout onze équations pour déterminer les onze incon-
nues constituées par x\y yt, zi, X t , Y t , Zj, X2, Y 2 , Z 2 et deux 
des coordonnées x2, y2, ¿2, la troisième étant arbitraire 
puisqu'il s'agit d'un point quelconque de la droite D. 

Calculons dès lois x l y jKi, z x . 
Des deux premières équations ( 4 ) nous déduisons 

L v — M u = Z, ( vrx -+- uxi) — Zi(v Yi -+- u X j ) 

-4- Z2( vy2-\- uir2)~ z2(ç Y2 -h wX2) 

ou, en tenant compte de ( i ) . ( 2 ) et ( 6 ) , 

L e - M ii = - Z j ( wz, h ) — z, (v Y {-4- u X j ) 

— Z2 ( wz2 h)-\- z2wZ2 
= — ( u X ! 4- v Y , -h w Z Î ) — h ( Z, -+- Z 2 ). 

Or, des équations (3 ) , eu égard à ( 6 ) , on tire 

M \ 4 - C Y + wZ = u X ! 4- Y [ -(- w Z1. 

Il vient donc finalement 

— M Î Î = — (//X + i » Y + w Z ) z i — h Z, 

d'où 
M L(; — /,Z 

= „ Y -»-

Pour xx et jKi, «1 suffit de faire une permutation circulaire. 
On retrouve ainsi les formules ci-dessus. 

Passons au plan EL Ce plan, contenant le point (x2, y2j z%) 

et la force de composantes ( X2, Y2, Z 2 ) , et étant perpendicu-
laire au plan P dont la normale a pour paramètres directeurs 
( a , p, w ) 1 aura une équation de là forme 

\ x — x2 y — y2 z — z2 I 
X2 Y2 Z2 r— o, 

U V w 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Août 1908.) 24 
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x (W>Y2—vZ^-t-y (uZt—WX2)+2 ( P X 2 — u Y 2 ) 

Or, si l'on tient compte des équations ( 5), les équations ( 3 ) 
donnent immédiatement 

< * > Y 2 — V — W Y — VZ, W Z 2 — W X 2 = « Z — W X , 

E X 2 — W Y 2 = R X — u Y", 

et les équations (4 ) 

L t t + M c + N w 
= X<L ( W Y 2 — FZ 2 ) -+-JK2( — W X J ) + ^2 (^X2 — WY 2 ) . 

Il vient, par suite, pour l'équation du plan O, 

x (vZ — W Y J + Z T ^ X — uZ) z \ — T> X ) 

-f- L m M v -f- N w = o. 

Remarque. — Les équations ( >) exprimant que F! est nor-
male au plan P n'interviennent pas dans le calcul de xu yu zx. 
Et, en effet, le point X est indépendant de la direction de Fii 
pourvu que F2 soit dans le plan P, attendu que, quelle que 
soit cette direction, le point A. reste toujours celui où le 
moment résultant est normal au plan P, c'est-à-dire le foyer 
de ce foyer. 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E EN 1 9 0 8 . 
C O M P O S I T I O N D ' A L G È B R E E T D E T R I G O N O M É T R I E . 

SOLUTION PAR M . JEAN S E R V A I S . 

I. Construire la courbe qui représente la fonction 

Y = 4 e — • J {\ogxf 



( 3 7 . ) 
II, Soit ( C ) l'arc de cette courbe qui a pour ori-

gine le point A, ou elle traverse l'axe des x, et pour 

Fig. i. 

s 
M B 

Q 

s 
M 

N 

B 

Q N 

/A P D jT 

extrémité le point B qui correspond au maximum 

de y. Calculer l'aire (S ) comprise entre Varc (G ) , 
l'axe des x et l'ordonnée BD de B. 

III. Soit M un point quelconque de (G). Menons 

la perpendiculaire PM à l'axe des x \ soit N le point 

ou elle rencontre la corde AB. Menons par N la 

parallèle à l'axe des x qui coupe en R Varc C ) et 

en Q la parallèle à l'axe des y menée par A. Por-

tons sur le prolongement de PM une longueur MS 
égale à QR. 

Lorsque M décrit (C ) , S décrit un arc de courbe 

( G ) ; cet arc passe au point A. Calculer, à un cen-

tième près, le coefficient angulaire de la tangente à 

cet arc (C ' ) au point A. 

IV. Soit (S ) l'aire balayée par le segment de 

droite MS lorsque M décrit [G). Montrer qu'il existe 

entre (S) et (S7) une relation numérique qui subsiste 

lorsqu'on remplace dans les constructions précé-

dentes l'arc ( C ) p a r un autre arc de courbe quel-

conque ayant les mêmes extrémités A et B, pourvu 

toutefois que ce nouvel arc soit situé au-dessus de AB 
et ne soit pas rencontré en plus d'un point par une 
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parallèle quelconque à Vun ou Vautre des axes de 

coordonnées. 

N O T A . — Le signe log représente des logarithmes 

népériens dont la lettre e représente la base. 

Les axes de coordonnées sont supposés rectangu-

laires. 

I. Pour que y soit réel et bien déterminé, il faut que 
la valeur de x soit positive. 

Si l'on pose 
log^ = 

on a 
5 — i dy __ f 2 — z 

y = U- dz z* 

La dérivée s'annule pour 

z = 2, x — e% 

On a, par suite, le Tableau de variation et la courbe 
ci-dessous { f i g . 2) : 

X 3 y 

0 30 0 

décroît 

1 O 
— oc 

00 

croît 

e I 0 

croît 

e2 2 e ( max.) 

décroît 

-h OC -f- OC 0 

La courbe coupe O.z au point A d'abscisse x = e. 
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La tangente à l'origine est verticale, car en ce point 

dy dy dz r 2 — z 
dx ~~~ dz dx ~~ 4 z*ez ' 

la valeur de est infinie, car le dénominateur z* ez 

tend vers zéro quand z croît indéfiniment par valeurs 
négatives. 

II. L'aire demandée a pour valeur 

2 

' y dx = / 4 e—-—ezdz , 
X * 

ceci s écrit 

= 4 e — e ) = 2e3 — 

111. Soient x, y les coordonnées de M et x', y celles 
de R. Le point N a pour coordonnées x, y' et, comme 
il est situé sur AB, on a 

D'ailleurs on a 

, x — e 
y 1 

log a?' — 1 
y (Ioga/)2 

Par suite, on a, entre x' et x, la relation 

Ioga; '— r _ x — e 
(Ioga"')2 e — 1 

Soit u le segment QR : 

u = x' — e, 
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d'où 
( I ) £Jog(u + e)-i 

[ l o g ( a -+-e) ]* e — i 

Y étant l'ordonnée de S, on a 

: Y = y + u 

et, par suite, le coefficient angulaire de la courbe (G ' ) 
est 

dY ___ dy du 
dx dx dx 

Nous avons déjà calculé ^ : 

- Z = 4 E — I O G G . 
dx x(\o%x)*y 

pour avoir différentions la relation ( i ) qui donne 

, 2 — log( u -4- e) i , dx 
4 e TT—r2 rrr d u = * l !<>g(w-H e)J3 u -+- e e— i 

d'où 
du u-h e f log (M -h e)]'0 

dx 4 e( e — 0 2 — l o g ( M - H c ) 

Au point A on a 

x = e, u = o; 
par suite, 

¿/r du î 
: 4i dx ' ¿¿r 4(e — 0 

et enfin 
dY , i 
£¿37 4(€ — I ) 

IV. Donnons à x un accroissement et soit d le 
rectangle élémentaire MM'S'S { f i g - 3) correspondant 
de à ce rectangle correspond un reclangle élémen-
taire <r, =QHR/Q/de l'aire S, comprise entre la courbe G, 
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la parallèle AA'à O y el la parallèle A 'B àOjc, or' et <y4, 

Fig. 3. 

/ 2 

A' B 

9' 
Q 

s, 

- - - - ' j C j ; £ 

i 1 

B 

A Ax B' X 

ayant même hauteur u, sont entre eux comme leurs 
bases, MM' = et Q Q ' = A / : 

m étant le coefficient angulaire de AB. 
On a donc 

a' = m 

et par suite, en sommant les rectangles, 

Or, dans les hypothèses faites, est égale à la dif-
férence entre l'aire du rectangle AB'BA' et S. Si l'on 
désigne AB' par a, on a BB':= ma et, par suite, 

£' = m( ma-— S ). 

Cette relation est indépendante de la forme de la 
courbe. 



m — a = e2— e ; e — 
on a donc 

e 

C E R T I F I C A T S DE C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Trouver une surface S, passant 

par la parabole définie, en coordonnées rectangulaires, 

par les équations 

x — R, y2 = iaz, 

et telle que le plan tangent en l'un quelconque de ses 

points, M, rencontre à la distance constante R de l'origine 

la droite menée de cette origine à la projection du point M 

sur le plan OXY. 

II. Etant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, 
déterminer les trajectoires orthogonales des cercles qui 

touchent OZ en O et qui ont leurs centres sur la droite 

montrer que ce sont des cercles situés dans des plans per-

pendiculaires à OXZ. 

Caen. 

z — o, x = a ; 

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer l'équation 

33 
x 

(Juillet 1907.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Déterminer Vintégrale de Vé-
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quai ion 

dz . dz 

qui se réduit à \Jy pour x — i. 

II. On considère la surface déterminée, en coordonnées 
rectangulaires, par les équations 

x = 3 u - h 3 uv2 — M3, 
y = 3v -+-3 a2v — 
2 = 3 u2 — 3p2. 

Chercher les lignes de courbure et montrer que ce sont 
des cubiques situées dans des plans parallèles à OX ou 
à OY, suivant la série dont elles font partie. 

(Novembre 1907.) 

Marseille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° Exposer la théorie du change-
ment de variables dans une intégrale double. 
10 Vérifier que les deux systèmes de sphères définies par 

les équations 

ax\- -4- ( x2 -h y2 -4- z2 — a2 )X -+- 1 ay = o, 
x2 H- y2 -4- z2 -I- a- = 2 a ( x -4- y )cos [J. -4- x a z sin JJI, 

où \ et [JL sont des paramètres arbitraires, ont même enve-
loppe. 
Déterminer les lignes de courbure de cette enveloppe, 

tes centres de courbure principaux en un point et le lieu 
de ces centres de courbure. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I ° Déterminer tous les zéros et tous 
les pôles de la fraction rationnelle 

R ( * ) = : 1 Z-P- ; ( Z t)iz'> 1Z —)— '1 Z2 — '2 Z -4— L ) 

où t est un pôle simple dans le plan des z, et indiquer 
leurs ordres respectifs. 
•2° On isole chaque pôle de R(z), y compris dans un 

contour fermé simple ne contenant que ce pôle. 
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Calculer les valeurs de l'intégrale 

J R (Ji)dz 

le long des contours ainsi formés, le point z se déplaçant 
dans le sens positif. 

3° Les intégrales ainsi obtenues sont des fonctions de t. 
Démontrer que leur somme est nulle et que, de ce fait, on 
peut déduire la décomposition en éléments simples de la 
fraction rationnelle en t 

t -f-1 
tk — 2t3 -h 2t2 — 2 ¿ -H I * 

4° Calculer la fonction primitive de cette fraction. 
(Novembre 1907.) 

Montpell ier. 

EPREUVE ÉCRITE. — Une courbe G, rapportée à trois axes 
rectangulaires, est représentée par les équations 

x = xabt, 
y = «21ogt, 
z = b2 t*, 

où t est un paramètre variable. 
T0 Calculer l'arc dune portion de la courbe C. 
•20 Déterminer le rayon de courbure, le rayon de torsion 

et les coordonnées du centre de courbure en un point 
quelconque de la courbe G. 

3° Un cylindre a ses génératrices parallèles à Vaxe 
des Z, et pour directrice la courbe G ; calculer la surface 
de ce cylindre comprise entre la courbe G, le plan xOy 
et deux génératrices. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Intégrer Véquation différentielle 

Y , ^ « d2y / dy \ , 

Examiner ce que devient la solution générale dans le cas 
particulier où a= 1. (Novembre 1907 
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Paris. 

EPREUVE THEORIQUE. — I . On considère Véquation aux 
différentielles totales 

(I) dz = ( A z2 —H ÎB-3 -H C)dx -r-i^zt-h -ihiZ-fC^dy, 

où A, B, G, AJ, BJ, GJ sont des fonctions des deux variables 
indépendantes x et y. 
i° On demande de former les conditions auxquelles 

doivent satisfaire les fonctions A, B, G, AT, BJ, CI pour 
que l'équation ( i ) soit complètement intégrable. 
2° Ces conditions étant supposées satisfaites, expliquer 

comment on achèvera Vintégration de cette équation, si 
Von connaît une ou plusieurs intégrales particulières. 

EXEMPLE. — Étant donnée une famille de courbes T , re-
présentées dans un système d'axes rectangulaires par les 
deux équations 

x2—2z2 = a, 5yz — 5x2z3 -+- mxzz -+- 4 zB = 

où a et b sont des paramètres arbitraires et m un coeffi-
cient constant, on demande de déterminer ce coefficient m 
de façon que ces courbes F soient les trajectoires orthogo-
nales d'une famille de surfaces, et de trouver cette fa-
mille de surfaces. 

II. Soit f{x, y) une fonction continue des deux varia-
bles x et y. Démontrer que Vintégrale double 

F O j ) = j di>1 

étendue à l'aire du triangle A MB, limité par la bissec-
trice OAB de l'angle xOy, et parles parallèles aux axes 
menées par un point variable M, est une fonction des 
coordonnées x et y de ce point M qui satisfait à la relation 

A2 F 

En déduire une intégrale de Véquation 
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qui soit égale à ¿r2, et dont la dérivée soit égale 
ox 

à ex lorsque le point M est situé sur la bissectrice de 
l'angle xOy. 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale définie 

I —e~xsmxdx. 
J0 (ar-+-i)3 

(Juin 1907.) 

1. EPREUVE THÉORIQUE. — I ° Déterminer les deux fonctions 
\*( t) et cp(i) de telle façon que la fonction y, représentée 
par la formule 

y = ( x — a) f f(t)P(t)dt+-(x — b)f f(t)v(t)dt, 
''b Ja 

soit une intégrale de /'équation différentielle 

pour toutes les formes possibles de la fonction f{x). 
Quelles sont les conditions qui déterminent cette intégrale 
particulière ? 

Soient R! et R? les rayons de courbure principaux 
d'une surface de révolution S en un point M de cette sur-
face, Ri désignant le rayon de courbure correspondant 
au centre de courbure situé sur l'axe. 
On demande : 1" de former l'équation différentielle à 

laquelle doit satisfaire la méridienne G de la surface S 

pour que le rapport soit égal à une fonction donnée de 

l'angle <p que fait avec l'axe le plan tangent au point M 
à la surface S ; d'intégrer cette équation différentielle 
en supposant qu'on a 

R, __ m __ 
R-2 cos cp 1 

m étant une constante donnée. Cas où m = o. 
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I I . ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer Vintégrale définie 

f cos 3 x dx 
^ o cos a? + 2 

(Octobre 1907.) 

Poit iers. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . En un point M {x, y, z) d'une sur-
face S on mène la normale MN qui rencontre en N le plan 
des xy et le plan tangent qui coupe ce même plan des xy 
suivant une droite D : 

I° Soit 8 la distance du point N à la droite D; on de-
mande de former l'équation aux dérivées partielles des 
surfaces S pour lesquelles on a 

f étant une fonction donnée . 

2° Montrer qu'en prenant comme nouvelle fonction in-
connue, Z, une certaine fonction de z on peut ramener 
cette équation ci la forme 

Intégrer en appliquant cette remarque. 
3° Former Véquation différentielle des projections or-

thogonales sur le plan des xy, des trajectoires orthogo-
nales des sections cle l'une des surfaces S par les plans 
£ = const. ; intégrer cette équation et interpréter géomé-
triquement le résultat. 

II. A quelles conditions doivent être assujetties les 
constantes réelles a et b pour que l'intégrale définie 

r " dx I j— ait un sens r 
J 0 (cosa:-h a ) ( c o s a ? — b ) 

Calculer sa valeur en introduisant la variable com-
plexe z = eix, et appliquant la théorie des résidus: 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'aire de la partie du 
cercle osculateur en un point d'une ellipse, qui est exté-
rieure à l'ellipse. (Juillet 1907.) 

3 =/ ( * ) , 
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Rennes. 

ÉPREUVE THÉORIQUË\ — I . Intégrer le système d'équations 
différentielles 

dx __ dy __ dz 
x — m y y -h m x z 

où m désigne une constante positive. 
Les axes étant supposés rectangulaires, montrer que la 

courbe intégrale (G) qui passe par le point (Mo) de coor-
données a, o, c peut être représentée, en coordonnées 
semi-polaires, par les équations 

6 

r = ae"\ 
c 
a 

Calculer l'arc M0M de la courbe (G) compté à partir 
de Mo» les coordonnées du centre de gravité de l'arc Mo M, 
puis la portion de la surface du cène 

c z — — r a 

qui est comprise entre les génératrices OM0, OM et l'arc 
M 0 M de ( G ) . 

II. I° On considère la courbe (C) intégrale du problème 
précédent ; montrer que la tangente et la normale princi-
pale font des angles constants avec O z. 
Quelle propriété présente la courbe (C) sur le cylindre 

projetant cette courbe sur le plan xOy? 
Est-il possible qu'une surface lieu d'une infinité de 

courbes (G) admette toutes ces courbes comme lignes géo-
dé sique s ? 

2° Lorsque le point M0 décrit dans le plan zOx la droite 

z = px -f- q, 

les courbes {Ci) correspondantes engendrent une surface S; 
exprimer les coordonnées d'un point quelconque de cette 
surface en fonction des deux paramètres a et 6. 
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Montrer que les lignes de la surface S correspondant 
ù 8 = c o n s t . sont des droites, et que ces droites coupent 
toute courbe {G) génératrice sous un angle constant. 
Démontrer que le long d'une courbe (G) la normale 

principale fait un angle constant avec la normale à la 
surface. 

x d'Y y dx dx 
EPREUVE PRATIQUE. — I . L'expression —, H 

x v y2 — x<i ^ 

est une différentielle exacte. 
Calculer l'intégrale curviligne 

r(x'y} ixdy — y dx dx\ 

J{a>b) \ xJy^^ + * / 

prise le long d'un chemin allant du point (a, b) au 
point (x, y). 

II. Si P et Q sont des fonctions homogènes de même 
degré des deux variables x et y, l'expression 

Q dx — P dy 
Q^-P y 

est une différentielle exacte. 
Appliquer ce résultat à l'intégration de l'équation 

différentielle 

(y — s/y2— x-)dx — x dy — o. 

Indiquer d'autres procédés pour intégrer la même 
équation. (Novembre 1907.) 

CERTIFICATS DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

Paris. 

EPREUVE THÉORIQUE. — On considère les hyperboloïdes 
de révolution à une nappe représentés par l'équation 

x 2 r 2 -h z2 
= 

a — p b — p 
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où a et b sont des constantes et p un paramètre variable. 
On demande : de former l'élément linéaire de la-sur-
face réglée engendrée par celles de leurs génératrices 
rectilignes qui rencontrent l'axe des z; i° de déterminer 
les lignes asymptotiques de cette surface. 

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer le mouvement station-
naire de Vélectricité sur une plaque circulaire homo-
gène pourvue de deux électrodes qui débitent des quantités 
d'électricité égales et contraires. 
Dessiner la forme générale des lignes de courant et des 

lignes équipotentielles. (Mars 1907.) 

Q U E S T I O N S . 

2097. Étant donnes dans un plan un cercle et un point H, 
on considère les triangles qui ont pour orthocentre le point H 
et dont un côté est un diamètre MM' du cercle. 

i° Trouver le lieu du troisième sommet P. 
2° Trouver l'enveloppe ( E ) des droites PM, PM'. Les points 

de contact de ces droites avec l'enveloppe étant N et N', faire 
voir que la droite NN' passe en 11 et est parallèle à MM'. 

3° Le cercle circonscrit au triangle PMM' passe par deux 
points fixes ; il en est de même du cercle des neuf points. Les 
pieds des hauteurs du triangle PMM' étant K sur MM', I sur 
PM, [ 'sur PM', la droite IL passe par un point fixe. 

4° Laconique de foyer H inscrite au triangle PMM' est tan-
gente à deux droites fixes ; son petit axe a une longueur 
constante. 

On désignera par a le rayon du cercle donné, par c la dis-
tance du point H au centre O de ce cercle. 

( G . FONTENÉ.) 

2098. Construire une hyperbole connaissant en position : 
un axe, un cercle bitangent dont le centre est sur l'axe, une 
direction asvmptotique, et les points de rencontre avec l'axe 
de la tangente et de la normale en un point de l'hyperbole. 

( R . GILBERT. ) 
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[ K 1 4 d ] 

S U R L ' E X P R E S S I O N DE C E R T A I N S V O L U M E S ; 

PAR M . G. F O N T E N É . 

I. 

De divers théorèmes connus on peut dégager 
l'énoncé suivant : 

THÉORÈME. — Si dans un solide, toute section 

parallèle à un plan donné P a son aire exprimée 

par une fonction du second degré de la cote du 

plan sécanty 

le volume d'un segment quelconque compris entre 

deux plans parallèles au plan P admet les diverses 

expressions suivantes : 

(1) V = + 

( 2 ) V = £ ( B - h 3 S ) , 

( 3 ) V = B - h ^ . i •->. 

B et B' sont les aires des deux bases, B" est Faire de 
la section faite par un plan parallèle aux bases et équi-
distant des bases, S est l'aire de la section faite par 
un plan parallèle aux bases aux deux tiers de la hau-
teur à partir de la base B. Les formules précédentes 
se déduisent de celle-ci : 

ah3 bh2 
V = H h ch, 

3 2 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Septembre 1908.) 25 
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les cotes étant comptées depuis le plan de la base B. 
i° a. La formule ( i ) a été donnée par Mascheroni 

pour le volume du prismatoide, et on l'établit alors 
directement sans faire intervenir l'expression de l'aire 
des sections parallèles aux bases; il est d'ailleurs facile 
de vérifier que cette aire est donnée par une fonction 
du second degré de la cote du plan sécant. La même 

formule s'applique en remplaçant les polygones B 
et B' par deux aires planes quelconques situées dans 

des plans parallèles, et en prenant pour surface 

latérale une surface réglée quelconque. 

Voici un exemple qui n'a peut-être pas été remar-
qué. Considérons dans l'espace n droites fixes a, ¡3, 
y, . . . et un plan P ; un plan sécant parallèle au plan P 
rencontre les droites fixes en des points A, B, C, . .., 
ce qui détermine un polygone A B C . . . ; si le plan se 
déplace, ce polygone engendre un volume qui est de 
la nature des volumes ci-dessus; la surface engendrée 
parle côté AB, par exemple, est en effet un paraboloïde 
hyperbolique, et il suffit de considérer les génératrices 
du second système pour que la portion de surface laté-
rale correspondante se trouve définie de la manière 
indiquée plus haut. On peut d'ailleurs vérifier, dans le 
cas de trois droites, que l'aire S a une expression de la 
forme indiquée; si le trinôme en z a des racines, il 
existe deux droites A', A" parallèles au plan P et qui 
rencontrent les trois droites a, ¡3, y; dans le cas parti-
culier où ces trois droites sont parallèles à un même 
plan, l'une des droites A', A" est rejetée à l'infini, et 
l'on a par suite <7 = 0; on a donc alors simplement 

V = B" h. 

b. La formule (1) a été donnée par Sarrus pour le 
cas général indiqué dans l'énoncé. 
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Il est facile de l'établir directement pour le cas du 

segment sphérique. La formule ordinaire relative à ce 
volume est 

T:(a*+b*)h , 7rh3 

Or, si l'on désigne par c le rayon de la section laite 
dans la sphère par un plan parallèle aux bases et équi-
dislant des bases, on a 

c2 = — -f-
•2 4 

on a donc 

= 4c* —2a*—-2 6«) 

= ^-(KCl2-}- Tib*-h 4 TTC2). 6 

(On peut encore établir directement la formule par 
Vanneau sphérique, et en concime qu'elle s'applique 
au segment sphérique.) 

On passe aisément de la sphère à l'ellipsoïde de ré-
volution, de là à l'ellipsoïde à axes inégaux, de là enfin 
au cas où les bases du segment ne sont pas perpendi-
culaires à un axe principal, deux solides compris entre 
deux plans parallèles ayant même volume si tout plan 
parallèle à ceux-là et compris entre eux détermine dans 
les deux solides des sections de même aire (axiome de 
Cavalieri). 

2° La formule (2) se trouve, pour le cas du prisma-
toïde, dans l'Ouvrage récent de M. Halsted : Rational 

Geometry. M. Ch. Michela remarqué, dans le Bulletin 

des Sciences mathématiques et physiques élémen-

taires, que cette formule est le cas le plus simple d'une 
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formule générale 

V = A - ( X + X Y ) , 1 -h- A V 

X et Y étant les aires de deux sections faites par des 
plans parallèles aux bases, de part et d'autre de la 
section moyenne, à des distances du plan de cette sec-
tion données par les formules 

x _ y _ ^ 

la formule (2) correspond à la valeur A = 3. 
3° La formule (3 ) a été donnée par Maclaurin 

(Traité des fluxions) pour le cas de l'ellipsoïde de 
b'2 

révolution. Le coefficient a est alors —TU - , b étant a1 

le rayon équalorial. 
Dans le cas du segment sphérique, on a la formule 

7: /¿3 
V = iz c~ h — — , 

12 

qu'on déduit de la formule ordinaire au moyen de la 
relation déjà écrite 

«2 4-62 ¿2 
c2 = h — • 

2 4 

La formule de Maclaurin a été retrouvée par 
Desboves (Questions dJ Algèbre, 18^3) pour le cas du 
segment sphérique, et, pour le cas de l'ellipsoïde de 
révolution, par le frère Gabriel-Marie (Géométrie, 

F. I. G., 18-5) et par Desboves (Nouvelles Annales, 

1877, p. 227 et 2 7 8 ) . 

II. 

Le volume du prismatoïde est encore donné parla 
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formule 

v = Bf/i. + P x ^ 

P étant l'aire d'un polygone équiangle aux bases et qui 
a pour côtés la demi-différence de leurs côtés homo-
logues (on considère les faces triangulaires comme des 
trapèzes ayant une base nulle). Cette formule a été 
donnée par M. Koppe (Journa l de Crelle, t. 1 8 , 
1838, p. 2 -5 ) ; on en trouve une démonstration dans 
les Nouvelles Annales (2e série, t. VI , p. 408). Cette 
formule est bien connue dans le cas du tronc de cône. 

NOTES. 

1. Une Note des Nouvelles Annales (1848, p. ^45) 
donne le renseignement suivant : On trouve, dans le 
Ldcivati (Chap. VIII , § 221), cette évaluation du 
volume d'une pyramide tronquée à bases rectangles 

V = ^ [ab h- a'6'n- {a h- a')(b -h 6')], 

a et b, a et b' étant les dimensions des deux bases. 
Une traduction du Lilavciti se trouve dans l'Ou-

vrage de Colebrookes : Algebra with Arithmetie and 

Mensuration from tlxe Sanscrit of Brahmegupta 

and Bhaskara, 1817. 

2. On peut considérer un tétraèdre comme un pris-
matoïde, les plans qui donnent B, B', B" étant paral-
lèles à deux arêtes opposées AB et CD; on retrouve la 
formule connue 

V = I AB x CD x a, D 

I*. étant le moment des deux droites AB et CD ( N o u -

velles Annales,.ibid., p. 241). 
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L E S C O N S T R U C T I O N S G E O M E T R I Q U E S E X É C U T É E S AU M O Y E N 

DE L I G N E S D R O I T E S E T D ' U N C E R C L E F I X E , D ' A P R È S 
J A C Q U E S S T E I N E R ( B E R L I N , 1 8 3 3 ) . 

PAR M . ALBERT L É V Y , 

Professeur au Lycée Voltaire. 

Ce travail a pour but de faire connaître en le résu-
mant un Mémoire souvent ignoré de Steiner. 

Toutes les constructions géométriques ordinaires 
peuvent se ramener à une seule : trouver les points 
d'intersection d'une droite et d'une circonférence. 

Mais de ce que les points d'intersection d'une droite 
et d'une circonférence donnée sont connus on peut 
tout d'abord déduire facilement la solution des pro-
blèmes suivants : 

Mener des parallèles. 
Etant donnée une longueur, la rendre un certain 

nombre de fois plus grande, ou la diviser en parties 
égales. 

Mener par un point une droite qui fasse avec une 
droite donnée un angle donné. 

Partager un angle en deux parties égales ou le rendre 
un certain nombre de fois plus grand. 

Mener par un point une droite égale en grandeur et 
en direction à une droite donnée. 

On en déduit ensuite le moyen d'obtenir les points 
d'intersection d'une droite et d'une circonférence 
donnée par un rayon mais non tracée. 

Ceci dit, l'auteur montre dans un premier Chapitre 
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comment les propriétés du quadrilatère complet per-
mettent, au moyen de la règle seule, d'obtenir le qua-
trième point d'une division harmonique connaissant 
les trois premiers, ou le quatrième rayon d'un faisceau 
harmonique. 

C H A P I T R E II. 

CONSTRUCTIONS EFFECTUÉES AU MOYEN DE LA RÈGLE, 

AVEC CERTAINES DONNÉES. 

A. On connaît deux parallèles, ou un segment par-
tagé dans un rapport rationnel donné. 

1. On connaît trois points en ligne droite G, D, F ; 
D est le milieu de GF, mener par un point donné H la 
parallèle à GDF. On mène HG, HF; sur GH on prend 

Fig. i. 

F D G 

un point quelconque A ; on mène AD, AF ; AD coupe HF 
en G, GC coupe AF en l, IH est la droite cherchée. 

II. Etant données deux parallèles GF, IH, trouver 
le milieu de GF. On joint un point quelconque à deux 
points G et F pris sur la première droite, les droites 
AF, AG rencontrent la seconde en IH, on joint FH, GI 
qui se coupent en C, la droite AC coupe GF au 
point D demandé. 
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III. Etant données deux parallèles, mener, par un 

point donné, une droite parallèle aux deux premières. 
Sur la première droite on prend deux points quel-

conques G et F, on en détermine le milieu, on est ra-
mené au premier problème. 

IV. On a deux droites parallèles et sur l'une d'elles 
une longueur BC. 

a. Prendre sur la même droite, à partir d'un point 
donné, n fois la longueur BC. 

b. Partager BC en un certain nombre de parties 
égales ou en deux parties proportionnelles à deux 
nombres donnés. 

c. Construire sur la même droite une longueur qui 
soit à BC dans un rapport rationnel donné. 

Par un point quelconque A on mène une parallèle 

Fig. 2. 

B A 

0 Z c t ï C D £ fi F 

aux deux droites données. On joint AB, AC qui coupent 
la deuxième droite en b, c. 

Ou joint C6 qui coupe \y en G. G c coupe Bx 

en D, 
CD = DG. 

AD coupe ba en d, on joint bd qui coupe Bx en E, 

DE = CD, 

et ainsi de suite. 
On a 

BF = 4 BC. 
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a. Soit à porter une longueur = 4BC; à partir de 0 
on joint 0 6 qui coupe A.y en P, on joint 9/ qui 
coupe Bx en R. OR est le segment cherché. 

b. Soit à partager BC en n parties égales; soit, par 
exemple, bf=nbc; on joint G6, B/qui se coupent 
en I ; on joint le, Id , le qui coupent OF en y, S, e. 
Pour partager dans un rapport p : q, on prend 
bk — (p -f- q)bc, be=p.bc; on joint B/r, G 6 qui se 
coupent en I, on joint le qui coupe Bx en e. £ est le 
point cherché. 

c. Soit à trouver une droite qui soit à BG dans le 

rapporl ~ et supposons le rapport = 

On joindra B C e et par le point où se coupent les 
deux droites on mènera la ligne qui passe par k et qui 
rencontrera BG en N, GN sera la droite cherchée, car 

BC p on aura -rrr — — • 
CN q 

Remarque. — Si I on doit seulement trouver une 
longueur qui est à BG comme i à n (n entier), on peut 
procéder ainsi : 

On joint un point A à BG; AB, A G coupent la paral-
lèle en c. Bc, G b se coupent en d\ A d coupe BG en D 

Fig.3. 

qui est le milieu de BG. cD coupe G b en e, Ae coupe 

BG eu E, GE = 4 BG, car dans le quadrilatère com-
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plet Aced (dont les diagonales sont A^, cd et CD) les 
quatre points B, E, D, C forment une division harmo-

CE BC 
n i 3 l , e E D ^ B D ^ 2 ' 

CE = ED. CE = ^ BC. 

De même aE coupe C b en A/coupe BC en F, 

CF = BC, et ainsi de suite. 
4 

Ce procédé ingénieux, dit Steiner, paraît avoir été 
indiqué pour la première fois par un capitaine d'artil-
lerie, un Fiançais, Brianchon (Appl i ca t ion de la 

théorie des transversales, Paris, 1818). 
On a sur une droite deux longueurs BD, DC dont le 

rapport rationnel est connu, on demande de mener au 
moyen de la règle seule une parallèle à la droite donnée 
par un point donné. 

Ce problème avant plus d'intérêt théorique que 
d'utilité pratique, Steiner indique une solution som-
maire, abandonnant à d'autres le soin d'en trouver une 
plus facile et plus commode. 

Le rapport rationnel des deux longueurs BD, CD peut 
toujours être exprimé par le rapport de deux nombres 
entiers a et b premiers entre eux; soit a^> b. On con-
struira le point E, conjugué harmonique de D par rap-

, /-, n BD BE • /'ip 
por t a B et C , et l 'on aura ^ = ; si C L x> 

a a -b b h- x b ( a -+- b ) > _ = , x — 7—j 
b x . a — b 

soit BC = a b = y, 

x __ b 
y ~ a — b' 

on peut donc déduire des deux longueurs BD, CD deux 
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longueurs BC, CE dont le rapport est celui de la diffé-
rence au plus petit des deux nombres C. C'est pour* 
quoi en répétant le procédé on arrivera à deux lon-
gueurs égales, car si a — b ^ b , par une nouvelle 
construction on aura deux longueurs dont le rapport 

est o n continuera jusqu'à ce qu'on obtienne 

—-—r où a — n <T b soit c. On trouvera ensuite deux a — nb 

longueurs dont le rapport est ^ ° ^ et ainsi de suite; 

comme a, b, c sont des nombres entiers qui vont en di-
minuant, on arrivera à deux longueurs dont le rapport 

i 
est • i 

Si par exemple a = 2, b = 1, on aura x = 3. C sera 
le milieu des deux points B et E. 

B. On donne deux couples de droites parallèles, ou 
deux longueurs partagées en des rapports rationnels, 
avec un couple de parallèles et une droite partagée en 
un rapport rationnel. 

1. On a deux couples de parallèles, c'est-à-dire un 
parallélogramme, on demande, au moyen de la règle 
seule : 

a. De tracer par un point donné une parallèle à une 
droite quelconque donnée; 

b. De partager une longueur quelconque dans un 
rapport donné. 

Soit ABCD le parallélogramme donné, dont les dia-
gonales se coupent en E; par le point E on mène la 
parallèle aux droites AD et BC. Soit GHK une droite 
donnée, qui coupe les trois parallèles en G, F, H. F sera 
le milieu de GH el l'on saura mener par un point quel-
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conque la parallèle à GH. On pourra aussi joindre IE, 
KE, la droite LM étant parallèle à IK, on saura mener 

Fig. 4. 

droites. 

c. La deuxième question se résout au moyen de la 
première. 

II. On connaît : 

a. Trois parallèles qui coupent une droite donnée 
dans un rapport rationnel donné; 

Ou 6. Sur deux parallèles deux longueurs qui sont 
dans un rapport donné; 

Ou c. Deux parallèles quelconques et une longueur 
partagée dans un rapport donné; 

Ou d. Deux longueurs quelconques situées sur deux 
droites qui se coupent et partagées dans des rapports 
do u nés. 

On demande : 

a. De mener par un point quelconque une parallèle 
à une direction donnée; 
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(3. De partager une longueur quelconque dans un 

rapport donné. 

Les trois parallèles coupent la droite en A, G, E, de 

telle sorte que ^ = ^ étant irréductible^). On prend 

AG = p fois une longueur quelconque mesurée sur AB 

Fie. 5. 

et CB = y fois cette longueur, les droites CG et BE 
sont parallèles; on est ramené au cas précédent. 

Soient AB, CD les parallèles données, AB et CH les 

longueurs dont on connaît le rapport^; AC et CH se 

coupent en E (figure précédente) et l'on a 

AE _ AB _ p AÇ _ p —g 
CE ~~ CH ~~ q' CE ~ q ' 

on est ramené au cas précédent. 

Fig. 6. 

A 

Soient A el B les deux parallèles données et soit 

CD _ p 
DE ~~ g ; 
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on peut mener par les trois points C, D, E des parallèles 
aux droites A et B, on est ramené au cas a. 

Soient 
AB _ p DE _ r 
BC ~~ q 9 EF ~~ s' 

par les points D, E et F de la seconde menons des paral-

Fig. 7. 

lèles à la première, nous sommes ramenés au cas ¿7. 

C. On donne un carré. 
Si le parallélogramme devient un carré on pourra, en 

plus des problèmes précédents, résoudre les problèmes 
suivants : 

a. Mener par un point donné une perpendiculaire à 
une droite donnée. 

b. Partager un angle droit en deux parties égales. 

c. Multiplier un angle donné par un angle donné n. 

Soit ABCD le carré donné; si par le centre de ce 
carré on mène une droite quelconque GF, il est facile 
d'avoir la droite 1K qui lui est perpendiculaire en son 
milieu E; par F on mène FH parallèle à BG et par H la 
parallèle Hl à la diagonale AC. IEK est perpendicu-
laire à GF, car 

FG = HB = BI et BF = CE, 

Ê B Î = = E C F ; 

les deux triangles EGF, EB1 sont égaux, donc 

BEI = EGF 
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et, par suite, 

IEF = î droit. 

De plus IE ~ EF, le triangle IEF est isoscèle, la bis-
sectrice EL de Tangle droit IEF est perpendiculaire 

Fig. 8. 

sur IF, on aura donc celte bissectrice en menant EN 
parallèle à IF et EL perpendiculaire à EN. 

Si Ton demande de mener par un point i une per-
pendiculaire à une droite g/*, on mènera par E la paral-
lèle GF à gf, on tracera la perpendiculaire 1K à GF 
et par i on mènera la parallèle ie à IK. 

Pour partager en deux parties égales un angle 
droit ief, on mèneGl, IK parallèles à ie, gf\ on trace EL 
comme il a été dit et par e on lui mène la paral-
lèle el. 

Le cas (c ) se déduit du cas ( « ) , car soit un angle 
dont les côtés sont a, b. Elevons à b la perpendiculaire 
par le sommet de l'angle donné, soit ¡3; prenons le 
rayon conjugué harmonique de a par rapport à C et ¡3, 
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soit c; angle (ab) = angle (bc ) , (ac) est le double 
de (ab). Elevons à c la perpendiculaire et doublons 

Fi g. 9. 

(fig- 9 ) ' 

C H A P I T R E II I . 

SOLUTION DE TOUS LES PROBLÈMES DE GÉOMÉTIUE 

AU MOYEN DE LA RÈGLE, ÉTANT DONNÉE UNE CIR-

CONFÉRENCE. 

Soit O le centre de la circonférence donnée supposée 
tracée, nous considérerons comme connus les points 
d'intersection d'une droite tracée et de ce cercle. 

PROBLÈME I . — Mener par un point donné une pa-

rallèle à une droite donnée. 

a. La droite donnée passe par le centre du cercle; 
on connaît sur cette droite trois points a, O, b ; O est le 
milieu de ab, on est ramené à un problème traité. 

b. La droite cd coupe le cercle, mais elle ne passe 
pas par le centre, soit cd ( f i g. 10). 

c O coupe le cercle en cif dO le coupe en dM la 
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droite c4 dK est parallèle à cd. On a deux parallèles cd, 

on sait leur mener une parallèle par un point 
donné. 

c. La droite donnée a une position quelconque, 
soit ef\ soit àbg un diamètre qui coupe la droite en g ; 

Fig. io. 

f i e t 

c 

\ 
b ! 

\\ 
K 

? 
f'' 

\\ 

d / 

// \\ 
\Ci 

/ / a \ 

h e 9 J f i 

par un point quelconque c du cercle on mène la paral-
lèle à ab ; on mène les diamètres cch, dd\, les droites cd 

et c{ dK coupent la droite donnée en e et f\ g est le 
milieu de e/, on est ramené à un problème antérieur. 

Autre solution. — On mène par deux points quel-
conques de la droite h et i les diamètres hcc{, iddK ; on 
joint cd, cKdK qui coupent la droite en e et f ) on 
mène e O qui coupe cK dK en eK, fO qui coupe cd en fK ; 

e\fh est parallèle à efon sait leur mener une parallèle 
par un point donné. 

Remarque. — Si Ton devait mener des parallèles 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIIL (Septembre 1 908.) 26 



( 402 ) 
à plusieurs droites données, il serait bon de tracer un 
diamètre ab et deux cordes qui lui sont parallèles crf, 
cK car ces trois droites coupent chacune des droites 
données en trois points dont l'un est au milieu des 
deux autres. 

PROBLÈME I I . — Etant donnée sur une droite une 

certaine longueur, la rendre n fois plus grande ou 

la diviser en parties égales, ou construire une lon-

gueur qui soit à la longueur donnée dans un rap-

port donné. 

On mène par un point une parallèle à la droite qui 
porte la longueur donnée, on est ramené à un problème 
précédent. 

PROBLÈME I I I . — Mener par un point donné une 

perpendiculaire sur une droite donnée. 

A. Au moyen de parallèles. — a . La droite donnée 
est un diamètre du cercle donné, soit ab ( f i g . 10); on 
mène la corde cd parallèle à ab, le diamètre ddK ; cd< 

est perpendiculaire à ab] ab coupe cd\ en son milieu K. 
On sait mener par un point une parallèle à cdK dont on 
connaît le milieu. Le problème est résolu. 

En particulier, pour trouver le diamètre perpendicu-
laire à qu'on suppose menées les droites ac, bd et 
qu'on joigne leur point d'intersection au centre O. 

b. La droite donnée est une corde de cercle, soit cd. 

On mène les diamètres ccK, ddK ; les droites cd{1 cKd 

sont perpendiculaires à cd et, par suite, parallèles 
entre elles; on sera ramené à mener par un point une 
parallèle à ces deux droites. 

c. La droite ne coupe pas le cercle, soit ef. 

On mène une corde parallèle à e/, cdpuis les dia-
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mètres cc{, d{ d el les cordes cd, ; elles sont per-
pendiculaires à ef et sont parallèles entre elles, on est 
ramené à un problème connu. 

B. Au moyen de propriétés harmoniques. — a. La 
droite donnée est un diamètre du cercle donné a 0 6 . 

Le point donné P n'est pas sur ab ; on joint pa, pb 

qui coupent la circonférence en c el d\ ad, be se cou-
pent en pi ; ppK est la droite demandée. 

En effet, dans le triangle app{1 pKc, pd sont deux 
hauteurs, ab est la troisième hauteur, ou pour s'ap-

Fig. i i . 

puyer sur des propriétés harmoniques, on mène la 
corde cd qui coupe ab en s. On voit que pp{ est la po-
laire de s. 

Si le point donné était en /•, on mènerait une droite 
quelconque ref) ae, bf se coupent en q\ af, be se 
coupent en qt ; qq, coupe ab en s; par s menons une 
corde quelconque cd; ac, bd se coupent en p ; pr est 
la droite cherchée. 

b. La droite a une position quelconque, soitpp { 011 
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qqs ; on cherche le pôle s ou r de la droite, on mène le 
diamètre O Î ou O r qui est perpendiculaire à la droite 
donnée. On cherche la polaire de r, so'ilxy; on trace le 
diamètre y Oz ; az, bx se coupent en v\ le diamètre ^O 
est parallèle àppû on n'a plus qu'à mener une perpendi-
culaire à ce diamètre par le point donné. Pour la 
droite qqK la solution est un peu plus simple. 

PROBLÈME I V . — Par un point donné mener une 

droite faisant avec une droite donnée un angle 

donné. 

Soient AOC l'angle donné, EF la droite donnée etp le 
point donné ( f i g . 12). 

On mène les diamètres a6, cd parallèles aux côtés de 

F i g . 12. 
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diamètre ef parallèle à la droite donnée EF, on mène 
la corde ce, puis ag parallèle à ce; Tare ge — arcac, 

donc eOg est égal à l'angle donné; il reste à mener 
par p la parallèle à gh, pq qui est la droite cherchée. 

En joignant ae à la place de ce et menant la parallèle 
par c, etc., on aurait la droite passant par p et faisant 
avec EF l'angle donné, mais dans l'autre sens. 

PROBLÈME V . — Partager un angle en deux 

parties égales. 

Soit ÂOC l'angle donné. Menons les diamètres ab, cd 

parallèles aux côtés de l'angle et joignons ad; l'angle 

dab est égal à la moitié de l'angle bOd, c'est-à-dire la 

moitié de l'angle donné. La parallèle 01 à ad est bis-

sectrice de l'angle AOc. 

PROBLÈME V I . — Mener par un point donné un 

segment égal en grandeur et en direction à un seg-

ment donné. 

Soient (fig. i3 ) Oi a{ le segment, Og le point donné. 

Fig. i3 

a. 

o, 

Tous les segments d'origine 0 2 et de longueur 0 4 a* 
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ont leurs extrémités sur un cercle de rayon 0 4 et de 
centre 0 2 . 

Nous considérons donc les trois cercles suivants : le 
cercleOet les cercles de eentresO,, 02etderayonO< aK ; 

nous déterminerons leurs centres de similitude qui 
nous permettront de résoudre le problème. 

Soient S et I les centres de similitude externe et interne 
de 0 1 0 2 . 

Soient S, et Î! les centres de similitude externe et interne 
de 0 0 2 . 

Soient S2 et I2 les centres de similitude externe et interne 
de 0 0 , . 

I est au milieu de 0< 0 2 , S est à l'infini, par suite 
S4 S2 et I2 sont parallèles à 0< 0 2 . D'où la solution : 

On mène 0 0 4 , 0 0 2 , 0 , 0 2 et le diamètre ab paral-
lèle à Oa4 . 

On joint aKa, ahb qui coupent OOj en S2 et I2 ; 
par S2 on mène la parallèle à O, 0 2 , elle coupe 0 0 2 

en SI. i2 coupe 0< 0 2 en I, IS2 coupe 0 0 2 en 1. 
Ceci posé, soit ab un diamètre quelconque de O. 

S» a et I, b se coupent en a2 qui appartient au cercle 0 2 , 
et en particulier si ab est parallèle à 0 4 aK il en sera de 
même de 0 2 a 2 . Le problème est résolu. 

PROBLÈME V I L — Trouver les points cVintersection 

d'une droite donnée et d'un cercle donné en gran-

deur et en positio?i (mais qui ri est pas tracé). 

Soient D< la droite donnée, 0 4 et le centre le 
rayon du cercle donné. Déterminons les centres de simi-
litude des deux cercles, en menant ab parallèle à 0< aiy 

joignant a{ b et aKa, soient S et I. Si l'on considère le 
point S comme centre d'homothétie, l'homologue de D { , 
D, coupera le cercle O en deux points qui seront les 
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homothétiques des points cherchés. Soit le point 
où OKaK coupe D1? la droite Sc< coupe ab en c homo-

F i g . i4-

logue de ct. Menons un diamètre quelconque de ; S d, l e 
se coupent en dK ; Se, Id se coupent eu e, ; dKeK est 
Thomothétique de de, elle coupe en fiy S fK coupe 
de en /, c/est Thomothétique de D u cette droite cf 

coupe le cercle O en g, h; S g, S h coupent D, en gK et 
hK qui sont les points cherchés. 

Si D ne coupe pas le cercle O, D4 ne coupe pas 
et si D est tangent à O, D f est tangent à Oj. 

Si Q\ ai était parallèle à D,, le point cK serait à Tin-
fini ; on construirait un second point tel que / ( e t cela 
aussi si le point ch est trop éloigné). 

PROBLÈME VI I I . — Trouver les points d'inter-

section de deux cercles donnés. 
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Premier cas. — L'un des cercles est tracé : c'est le 
cercle O lui-même; l'autre est donné par son centre 0< 
et son rayon Q{ b{. 

On mène dans le cercle donné le diamètre bc paral-
lèle à 0< bK ; on joint bK 6, bK c qui coupent 00< aux 

Fig. i5. 

centres de similitude S et I des deux cercles; soit a le 
deuxième point d'intersection de Sb et O ; on mène le 
diamètre af, f\ coupe en a{1 Se coupe le dia-
mètre O f 6, en Ci et le cercle O en d; baK et cK d sont 
deux couples de points antihomologues. a{ c{ et bd sont 
deux cordes antihomologues, elles se coupent en p sur 
l'axe radical; de même abi} csd sont deux couples de 
points antihomologues, ad et b{ cK se coupent en q qui 
appartient à l'axe radical, la droitepq coupe le cercle O 
aux deux points cherchés ; si pq ne coupe pas O, O et O* 
ne se coupent point; si pq est tangent à O, O et Oh 

sont tangents. 

Deuxième cas. — Les deux cercles sont donnés par 
les rayons 0 } a , , 0 2c 2 . 

On cherche l'axe radical de O et de 0 4 , celui de O 
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et de 0 2 ; ils se coupent en I. De I on mène la perpen-
diculaire à 0 ) 0 2 qui est l'axe radical de ces deux 
cercles, il n'y a plus qu'à déterminer les points d'inter-
section de cette droite avec O, par exemple. 

Steiner indique aussi une autre solution de ce pro-
blème qui consiste à construire directement l'axe ra-
dical de Oi et 0 2 : pour cela il détermine d'abord les 
centres de similitude 84X4, S2I2 et ensuite les couples 
de points antihomologues de O, et de 0 2 . 

A l'époque où Steiner écrivait son petit Livre, l'ho-
molhétie n'était guère enseignée, aussi lui consacre-t-il 
un Chapitre de son Ouvrage. Dans ce Chapitre il traite 
comme exercice du cercle des neuf points, et c'est lui, 
je crois, qui en parle pour la première fois. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S ( C O N C O U R S 
DE 1 9 0 8 ) . C O M P O S I T I O N DE M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N -
T A I R E S . 

SOLUTION PAR UN A N O N Y I M E . 

I. Un triangle ABC étant donné, on considère 

trois cercles u, v, w, tangents respectivement aux 

droites AB et AC, BC et BA, CA et CB, et dont les 

centres sont situés sur les bissectrices des angles inté-

rieurs du triangle; on demande de déterminer ces 

trois cercles de manière que les angles des cercles v 

et w, w et u, u et v soient respectivement égaux aux 

angles extérieurs en A, B, C du triangle ABC. (On 

entend ici par angle de deux cercles un angle égal 

à Vangle des rayons qui aboutissent en un point 

commun. ) 
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On prendra comme données les angles intérieurs 

du triangle ABC ( A > B > G) et le rayon R du cercle 

circonscrit, comme inconnues les rayons u, w des 

cercles cherchés, et Von posera selon les cas : 

x \fu , y — zh \/v, z =dz fw. 

Soient X X', Y et Y', Z e¿ Z' les points de con-

tact des droites BC, CA, AB avec les cercles v et w, 

w et u, m e respectivement ; on distinguera deux 

cas selon que le nombre des vecteurs XX' , YY' , lï/J 

dirigés en sens contraire des vecteurs BG, G A, AB 
est impair ou pair. 

Dans chacun des deux cas, les équations du pro-

blème étant 

f(y,z)~ o, g(z,x) = o, h(x,y) = o, 

/es relations homogènes en x, y, z, obtenues en com-

binant ces équations deux à deux, sont décompo-

sai) les. 

Dans le second cas, qui donne lieu à une solution 

isolée et à un ensemble continu de solutions, on intro-

duira, pour la solution isolée, le rayon r du cercle 

inscrit au triangle ABC. 

11. Pour la solution du premier cas, on calculera 

les longueurs AZ, BX. CY. On montrera que les 

axes radicaux des trois cercles u, v, (v, considérés 

deux à deux, sont les droites AD, BE, CF, en dési-

gnant par D, E, F les points de contact avec BC, CA, 
AB des cercles exinscrits au triangle ABC et situés 

dans les angles A. B, C. On évaluera les distances X , 
Y, Z du centre radical P aux droites BG, CA, AB en 

fonction des hauteurs h', hh"f du triangle ABC et 

du rayon r du cercle inscrit ; on évaluera aussi les 
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distances 8', 8", 8W de ce point aux trois hauteurs du 

triangle en fonction des côtés a, b, c. 

On constatera qu'on peut écrire : 

u = r'— r, p = /*"— r, w = r'"— r, 

/*', r", ijn étant les rayons des cercles exinscrits au 

triangle ABC, et Von en déduira la position des 

centres O', O", O'" des cercles w, w sur les bissec-

trices des angles du triangle; on évaluera la dis-

tance du point O' au côté BC en fonction des élé-

ments r, r', A', la distance du même point à la 

hauteur issue de A en fonction des éléments b et c. 

Onconclurade ce qui précède que les trois cercles u, 

v, w passent au point P, et que les tangentes en ce 

point sont parallèles aux trois côtés du triangle. 

On fera voir que ces cercles sont les transformés 

par inversion des droites BC, CA, AB, le pôle d'in-

version étant le point P, la puissance d'inversion 

étant 4/-2. 

I. 

1. Les deux cercles v et w, par exemple, sont d'un 
même côté de la droite BC puisqu'ils se coupent, et il 
en est de même de leurs centres; le cercle v ne peut 
être dans l'angle opposé à l'angle B du triangle, car 
alofs il en serait de même du cercle C, et ces cercles 
ne se couperaient pas ; par suite BX est dans le sens BC, 
CX' est dans le sens CB. Si l'on considère un axe x 

portant le côté BC et orienté dans le sens BC, la rela-
tion segmentaire 

BX h- XX7 -H F C = BC 

donne la relation entre longueurs 

BX -h CX' qz XX ' = BG, 
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avec le signe — on le signe -H selon que X X ' est dans 
le sens contraire à BG (Jig- 1)7 o u dans s e n s BC 
(flg. 2). 

A cause de 
r 2 A 

XX' = 'ivw cos A — (y — w) 1 ~ [\vw cos* — , 

on a donc 

B G r /- A o a v cot f- w cot — zp 1 Jv 1/w cos — = 1H sin A . 2 2 ^ y 2 

Considérons d'abord le cas où le nombre des 
vecteurs XX7, YY ' , ZZ' dirigés en sens contraire 

Fig. 1. 

de BC, CA, AB est impair. Si cela a lieu pour les 
trois vecteurs, comme sur la figure 1, nous poserons 

¿r = — y/w, y — s/v, z — \/ w, 

et nous aurons 

B A G 
f = o, cot — — lyz cos - — h z* cot — = 2 R sin A, 

C B A 
( 0 < ¿r = o, z* cot 2zx cos h a?2 cot— = 2R sinB, 2 'x 2 

^ G „ B ^ . ^ 
/i = o, x% cot — — ixy cos — -4-y2 cot — = 2R sin G; 
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si X X ' est seul de sens contraire à BC, nous poserons 

x — \/Ti, y = sfv, z — \fw, 

Fig. 2. 

et nous aurons les mêmes équations (en fait, ce cas ne 
se présentera pas). 

2. Formons la combinaison homogène des équa-
tions g = o, h = o, en multipliant la première 

par -s inC ou sin — cos —, la seconde par -s inB ou r
 i i i ' i 

sin — cos — t et en retranchant. La relation h = o, 
i l 

multipliée par ^ sinB, devient d'abord 

t 2B . B B C 
y2 co2 ixv sm — cos — cos — J
 i

 J
 i i i 

B B A 
-+- x2 sin — cos — cot — = R sin B sin G 

i i i 
ou 

/ B . B G \ 2 
( y c o s x s i n — cos — 1 V i i i ) 

2 * B 
x1 sin — 4 ^ . _ 

i l A B . A . B C 
?—(cos —cos sin — sm —cos 

. A \ 2 2 1 1 
sin — 

^ = R sin B sin G 
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G . C 

ou, en remplaçant cos2 — par i — sin2 — > 

[ B . B C\2 
( y cos x sin — cos — 
V 2 2 2 / 

. • B . C 
x* sin — sin — 

2 2 / . A . B . G \ n , , _ 
i -h sin — sin — sin — 1 == H sin B sin G. . A V 2 2 2 Sill — 

2 

La relation g — o prend une forme analogue : il 
suffit de remplacer^ par et d'échanger B et C, ce 
qui ne modifie pas le second terme du premier nombre. 
On a donc par soustraction 

o. 
/ B . B G\* / G . C B \ » 
( / cos x sin cos — — z cos x sin — cos — = 
\ 2 2 2 / \ 2 2 2 / 

Cette relation se décompose, et l'on a 

B G A p = o, y cos H z cos x cos — = o r J 1 2 2 
ou 

B G . B — C 
p = o, y cos z cos x sin = o. 
r J 2 2 2 

On a de même, en combinant les équations /i = o, 
/ = o, 

C A B 
q = o, z cos h x cos y cos — = o * ' 2 2 j 2 

ou 
G A . G — A 

q — o, £ cos x cos y sin = o. 
^ 2 2 2 

3. Avec = o, q =3 o, on a ^ = o, ce qui donne 

A B 
a = o, îf = 6tang-—Î y = a tan g — ; 

le cercle w est un cercle-point C, le cercle u est tan-
gent à AC en C et tangent à AB, le cercle v est tangent 
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à BC en C et tangent à BA. Les hypothèses /?=o , 
q'= o et pf = o, q — o donnent des solutions ana-
logues. Ces solutions sont sans intérêt. 

La solution véritable s'obtient en prenant pr = o, 
q' — o ; on a, par addition, 

/ . A H- G . A — G \ / . B -H C B — C \ 
y ( sin — h sin 1 = x I siu — h sin — - — J 

Oil 
. A . B 

y sin — = x sin — ; J 2 '1 9 

on a donc 
y 

. A ~ . B . C 
sin— sin— sin — 

2 2 2 

= X. 

X2 

Calculons \ par l'équation f = o ; on a successivement 

, / . B B . G G . B . G A \ 0 . . 
A2 sin — cos h sin — cos 2 sin — sin — cos — = 2 H sin A, 

\ 2 2 2 2 2 2 2 / 

X2 ^sin B -i- sin G — 4 sin — sin — cos — ̂  = 4 R A, 
\ 2 2 2 / 

/ . . , A B C B . C A\ p . . 
( — sin A -h 4 cos — cos — cos A sin — sin — cos —- I = 4 K sin A, \ 2 2 2 2 .2 2 / 

X2 ^— sin A -f- 4 cos = 4 R sinA., 

X2 sin A = 4 R sin A, X = 2 s/R, 

car x, y , z, étant de même signe, sont tous trois positifs. 
Ainsi XX ' , YY ' , ZZ' sont respectivement de sens 

contraires à BC, CA, AB, et l'on a 

/ r u p w /o 
<" — Â = — B = — = 4 R ; 

sin2 — sin2 — si 11- — 2 2 2 

c'est la solution représentée par la figure 1. 



( 4i6 ) 

1 (suite). 

4. Considérons maintenant le cas où le nombre des 
vecteurs XX7, YY7 , ZZ7 dirigés dans le même sens que 
BC, CA, AB est impair. Si cela a lieu pour les trois 
vecteurs, comme sur la figure 2, nous poserons 

x — y/77, y — sfv, z = \fw, 

et nous aurons 

. B À , C n • i 
^ / = o, y2 cot — -+- o.yz cos — -+- z* cot — = 2 R sin A , 

(2) • g — o, z2 cot — -h 2zx cos— 4- x2 cot — = 2R sinB, 

Î 2 2 2 

A C 0 B ,, • h — o, r̂2 cot — -h cos — H-y 2 cot — = 2 R sin G; 

si X X ' est seul du même sens que BC, comme cela a 
lieu dans la figure 3, nous poserons 

x = y — \f~v, z = 

et nous aurons les mêmes équations. 

5. La combinaison homogène des équations g = o, 
h = o, est ici 

/ B . B c y / C . C B y ( y cos h x sin — cos — I — ( z cos h x sin — cos — = o, 
\ 2 2 2 / \ 2 2 2 / 

Cette relation se décompose, et l'on a 

A B C p = o, x cos h y cos h- z cos — . = 0 ^ 2 2 2 

ou 
B G . B — G p = o, y cos — — z cos h x sin == o ; 
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la première de ces équations est symétrique en x, y, 

F i g . 3. 

kA 

A, B, C. On a de même, en combinant les équa-
tions h= o, / = o, 

p = o, 

C A . C — A 
< 7 = 0 , £ cos ¿r cos h r sin — o. * ' 2 •> J 'i 

6. On a donc une solution isolée en prenant p' = o, 
q' — o; cela donne par addition 

/ . C + A . G — A \ / 
jK ( sin h sin - — I = s 

. C - f - B . G - B 
sin sin 

ou 

on a donc 

y cos — = x cos — : J '2 1 

- y -

A B C 
cos — cos — cos — 2 2 2 

= X. 

Calculons A par l 'équation/= o du système ( a ) ; on 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Septembre 1908.) 27 
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a successivement, en remplaçant cos2 par i — sin2, 

X* ( i — sin B \ B — cot — 
2 / 2 

ï o / B G A2 COt ~ COt — 
\ 2 2 

* / C 1 — S1 II" — cot — 
2 . ^ \ 2 

A B C 
: COS — COS — COS — 2 2 l 

sin B -f- sinC 
2 

sii) A sin B — sin C = 2 B si n A, A f 

. A A \ ,,t . A A f- sin — cos — ) — J K sin — cos —> 
. B . C 2 ~ 2 sin — sin — 

2 2 

. / . A . B . G \ . A . B . G A2 r r- sin — sin — sin — = 4 B sin — sin — sin--
\ 2 2 2 / 2 2 2 

de 
. A . B . C 

r = 4 n sin — sin — sin — i 
2 2 2 

on pent ecnre 
1 B r , / K /'• /1 — —! , / — < > 4 / , 

4 K H- /• \ \ B - r 

car x, y , z, élant de même signe, sont tous trois po-
sitifs. 

Ainsi dans cette solution isolée XX\ Y Y', ZZ ; sont 
respectivement de même sens que BC, CA, AB, et l'on a 

u . v 4 K r 
( 2 ) 

, v , B , C 4 H -i- r ' cos- — cos2 — cos'2 — 

c'est la solution représentée par la figure 2. 

7. Avec p ~ O j les équations (2) se réduisent à deux 
seulement, p = o, / •= o, ce qui donne des solutions en 
nombre infini. On peut transformer la relation f ~ o 
au moyen de la relation p o; cette dernière donne, 
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par élévation au carré, 

o , B » , G B G ' A 
y1 cos2 h z2 cos2 h lyz cos — cos — == .r2 cos2 — ? / i - •>. 2 2 

et si Ton élimineyz entre la relation f = o et cellè-ci, 

jau moyen des multiplicateurs cos ^ cos ^ et — cosy> 

on obtient la relation symétrique 

2 , A A / p A B G 
X1 cos— cot h .. . = 4 H cos — cos — cos — — p. 2 2 2 2 2 ; 

en appelant p le demi-périmètre du triangle. On a 
donc, pour les solutions qui forment un ensemble 
continu, 

: A B G 
[ X cos h v cos h z cos — — o, 
\ 2 2 2 

( ' , A A 
x'L cos — cot .. . = p, 

2 2 1 

p • A , B 
et I on pourrait poser x cos — = ç, y cos — = Tj, . . . . 
La première de ces relations montre que x, y, z ne 
peuvent être de même signe; on aura par exemple X.X' 
dans le sens BG, Y Y ' dans le sens contraire à CA, L U 
dans le sens contraire à A B (fig- 3). 

On peut, sauf la question de réalité, se donner u 

à volonté. Si I on élimine y cos — entre la relation (a"), 

on trouve la condition nécessaire et suffisante : 
. 4 H r' 

u ^ 
4 B -4- /• 

II. 

8. On a, pour la solution du premier cas (fig. 4)? 

A R 
a = 4 R sin2 —, v = 4 R sin2 —, 

2 2 
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Oil 

it — a tanu v = b tang — , 

on a donc 

AZ = AY '= a, BX = BZ' = b, CY = CX'=c. 

Considérons les cercles v et w. Le point A a même 
puissance par rapport à ces deux cercles, car on a 

AZ = BZ — BA = b — c, AY = GA — CY = — c ; 

le milieu D du segment X X ' a aussi même puissance 

\ \ 

par rapport à ces deux cercles, et comme on a pour ce 
point 

BD — CD = BX — CX'== b — c, 

D est le point de contact du cercle exinscrit au 
triangle ABC et situé dans l'angle A ; l'axe radical des 
cercles V et W est donc bien la droite indiquée par 
l'énoncé. 
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Les droites AD, BE, CF concourent en un point P, 

centre radical des cercles v, w. A cause de 
DB = p — c, DG = p — le point P est le bary centre 
des points A, B, C, affectés des coefficients p — a, 
p — p— c; il est donc le barycentre des points A 
et D affectés des coefficients p — a, et a, c'est-à-dire 
qu'on a 

AP _ PD _ AD 
a p — a p 

Sans nous astreindre, dans ce qui suit, à respecter 
strictement l'énoncé (ce qui serait d'ailleurs facile), 
nous remarquons que la distance du point P à la 
parallèle menée par A a pour valeur h'x ^ ou ir\ de 
sorte que le point P est le centre du cercle inscrit 

au triangle A ' B ' C circonscrit et parallèle au 

triangle ABC. 
Il résulte d'ailleurs de l'homothétie des cercles I et T* i 

que le point D" de la figure appartient au cercle inscrit, 
de sorte qu'on a aussi Df Df/~ 2/*; on a donc 
PD = AD". 

9. La projection AZdu segment AO ' sur la droite AB 
étant égale à a, qui est aussi la projection de II/, on a 

A<y = ! r ou Ô T = Â T ; 

on a d'ailleurs en même temps u = r'— r. 

Des égalités PD == AD" e t . O ' I ^ Â T , qui déter-
minent la position des points P et O7, il résulte que la 
droite (VPest perpendiculaire à BC; les distances des 
points P et O' à la droite BC étant d'ailleurs 

h'—ir et r'—(h'—/•) ou r 4- r' — h', 
on a 

O'P = r'—r = w; 
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lé cercle ¿¿ passe donc au point P, et la tangente en ce 
point est parallèle à BC. Ce résultat montre comment 

les angles des cercles s? et w, w et uy M et v sont 
respectivement égaux aux angles extérieurs en A, B, C 
du triangle ABC,. 

Le cercle u est le transformé par inversion de la 
droite BC, le pôle d'inversion étant P. La puissance 
d'inversion est 

P = X x 211 = i(h'— ir) (r'— r) 
= 21 h ' ( /•' — r ) — 2 rr' 2 r'1 ] ; 

or, la projection des points I et F sur la hauteur issue 
de A devient harmonicjuement le segment AH', ce qui 
donne 

2 i i /*'—r 
h' r r' rr' 

Ou 
2 rr' = h'( /•' — ; 

on a donc 
P - 4 

Le système des cercles M, r, w est transformé par 
inversion du système des droites BC, CA, AB; le cercle 
d'inversion est le cercle de centre P et de rayon i r 
dont il a été question au n° 8. 

III. 

CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTR IQUES. 

10. Soient D, E, F les points de contact avec BC, 
CA, AB des cercles av ¡3, y exinscrits au triangle ABC 
et situés dans les angles A, B, C; soit P le point de 
concours des droites AD, BE, CF. Considérons le 
cercle homothétique du cercle a, le centre d'homothétie 

A P 

étant A, le rapport d'homothétie étant : ce cercle 

passe au point P et la tangente en P est parallèle à BC; 
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en associant à ce cercle les deux cercles analogues 
fournis par les cercles ¡3 et y, on obtient la solution 
du premier cas. 

On voit aisément que le système des cercles w, p, w 
est transformé par inversion du système des droites BC, 
CA, AB, le pôle d'inversion étant P, la puissance d'in-
version étant 4r2. Il en résulte que les deux 
triangles ABC et 0 ' 0 " 0 " sont polaires réciproques 
par rapport à un cercle de centre P et de rayon r\Ji : 
les droites PA, PB, PC sont donc perpendiculaires aux 
droites 0 "0 W , OwO' , 0 ' 0 W , et sont par suite les axes 
radicaux des cercles v, w considérés deux à deux. 

11. Soient D', E', F' les points de contact avec BC, 
CA, AB du cercle a) inscrit au triangle ABC; soit P' 
le point de concours des droites AD', BE', CF7. Consi-
dérons le cercle homothétique du cercle <o, le centre 
d'homothétie étant A , le rapport d'homothétie 

A P ' 

étant -^j, : ce cercle passe au point P' et la tangente 
en P' est parallèle à BC; en associant à ce cercle les 
deux cercles analogues, on obtient la solution isolée 
du second cas. 

Ici encore le système des cercles M, r, w est trans-
formé par inversion du système des droites BC, CA, 
AB, le pôle d'inversion étant P'; les axes radicaux de 
ces cercles considérés deux à deux sont les droites P 'A, 
P B , P C . 

12. Les cercles de la figure 3, comme ceux des fi-
gures i et 2, ont un point commun. En effet, dans toute 

solution du problème, si S est un point commun aux 
trois sphères qui ont pour grands cercles les cercles t¿, 
r, w, on a 

(ySCr_4_ 0"SO'-+- (VSÔ''= ( id— A) h-. . .-h.. . = 4'1, 
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de sorte que le point S est un point du plan OfO!fOf,/. 

Les cercles u, P, w (Je la figure 3 se déduisent d'ail-
leurs, par une rotation au lour de S, de cercles obtenus 
en inversant les droites BC, CA, AB, le pôle d'inversion 
étant S, la puissance d'inversion ayant une valeur con-
venable. 

Si X, Y, Z sont les distances du point S aux côtés 
du triangle ABC, on a 

u X = v Y = w Z ; 

à cause de 

r A -4- r H /- G \J U COS — zt \/ç COS i - v / w c o s — j 
2 •>. 2 

on a donc 
A B G 

c o s — c o e — c o s — 
2 -h • >. >. _ 

1JT ~ 

(Le lieu du point S est la quartique tricuspidale qui 
admet comme points de rebroussement les points A, 
B, C, et pour laquelle les tangentes de rebroussement 
concourent au point dont les coordonnées normales sont 

proportionnelles à cos2 cos2^-> c'est-à-dire aux 

rayons des cercles u, v, w de la figure 2; ce point de 
concours est donc le point inverse du point P' de la 
figure 2. Dans le cas d'un triangle équilatéral, la 
courbe lieu du point S est une hypocycloïde à trois 
rebroussement s. ) 

IV. 

13. Si r, y, z sont des axes portant les côtés du 
triangle et orientés de B vers C, de C vers A, de A 
vers B, et si l'on remplace les cercles u, p, sv par des 
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cycles tangents à ces axes (* ) , l'examen des figures t, 
2, 3 montre comment les divers cas qu'on a rencontrés 
se différencient. Avec les figures t et 2, on a 

O, W) = ( j, z\ (cv, u) =S (-3, x), (u, p) = <>,jr); 

les tangentes au point commun sont de sens contraire 
à BC, CA, AB dans la figure i, de même sens que BC? 

CA, AB dans la figure 2. 

Avec, la figure 3, on a 

(V, w) = - (y, z), 
(IV, M) = — (S, a-), = — 7) ; 

l'indétermination se produit donc dans un cas nette-
ment caractérisé. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S 
( C O N C O U R S DE 1 9 0 8 ) . 

S u j e t s d e s c o m p o s i t i o n s . 

Mathématiques spéciales. 

Un c o n t o u r c o n v e x e est f o r m é des côtés paral lèles A B , A ' B ' , 

de l o n g u e u r 2/, d 'un rec tangle A B B ' À ' e t des demi-cerc les de 

rayon r décrits sur les d e u x autres côtés A A ' et B B ' c o m m e 

diamètres . Il se déplace dans son plan d 'une façon cont inue en 

restant t a n g e n t e x t é r i e u r e m e n t à un d e m i - c e r c l e fixe de 

r a y o n R et à la droite indéfinie D qui l imite ce d e m i - c e r c l e . On 

suppose que A B était sur D au d é b u t du m o u v e m e n t et que A ' B ' 

( l ) La notion de cycle n'est pas au programme de l 'Agrégation : 

c'est une lacune regrettable. 
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vient sur cette même droite à la fin du mouvement, après avoir 
touché le demi-cercle fixe. 

i" Construire la trajectoire Y du centre M du rectangle et 
reconnaître si elle est convexe; 

•2° Calculer l'aire limitée par T, dans l'hypothèse R = 

l = rW 3 - 0 ; 
3° On suppose que l'angle dont tourne le contour est pro-

portionnel au temps; on demande de placer le contour à un 
instant donné et de construire le vecteur vitesse du point M à 
cet instant ( 1 ). 

4° Le coté A 'B ' étant tangent au demi-cercle fixe, trouver à 
un instant donné l'enveloppe des tangentes aux trajectoires 
des différents points du contour. Examiner les différents cas 
qui peuvent se présenter en supposant R = r = l. 

Composition sur le Calcul différentiel 

et intégral. 

I. On considère une famille F de courbes planes G repré-
sentées par l'équation générale 

(C) f ( x } y, a ) = o, 

où a est un paramètre variable. 
On suppose la fonction f choisie de telle façon que les trois 

équations 
( « ) /=<> , 

S f ~ 
aient, pour chaque valeur déterminée de a, une solution com-
mune (£, r4). 

Démontrer que, dans ces conditions : 
Ou bien le point (ç, rl) est fixe, quel que soit a; 

( l ) Les constructions 3° devront être effectuées avec la règle et le 
compas. 
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Ou bien la courbe C a, en ce point, un contact du second 
ordre avec son enveloppe. 

Trouver la condition moyennant laquelle c'est la seconde de 
ces deux circonstances qui a lieu. 

If. On considère, en particulier, le cas où les courbes C sonC 
toutes homothétiques à une même courbe fixe Co, représentée 
par l'équation y = cp('¿c). Le centre d'homothétie est désigné 
par S, le rapport d'homothétie par le, l'homologue de l'ori-
gine O des coordonnées ( c'est-à-dire le point placé par rap-
port à G comme O l'est par rapport à G 0 ) par O'; le point 
dont O est l'homologue (point placé par rapport à G0 comme O 
l'est par rapport à G) par Oj. 

On suppose que les coordonnées de S et le rapport k sont 
fonctions d'un même paramètre 2. A quelles conditions 
doivent satisfaire ces fonctions pour que les courbes G aient 
chacune un contact du second ordre avec leur enveloppe? 

Déterminer k en fonction de a de manière qu'il en soit 
ainsi : 

i° Lorsqu'on donne G0 et les expressions (en fonction de a ) 
des coordonnées de S ; 

20 Lorsqu'on donne G0 et les expressions des coordonnées 
de O'. 

¡V. B. — Dans toutes les solutions précédentes, on s'atta-
chera à interpréter géométriquement tout ce qui, parmi les 
résultats obtenus, sera susceptible d'une telle interprétation. 

Sur quels résultats connus retombe-t-on en supposant que G0 

est un cercle? 

I I I . Les courbes G étant toujours homothétiques d'une 
courbe fixe C0, on suppose que les coordonnées du centre 
d'homothétie S et le rapport d'homothétie k sont développables 
en séries de Taylor autour de toute valeur réelle de a (k ne 
devenant, en outre, jamais nul) et que, de plus, k reprend 
la même valeur pour deux valeurs différentes aj et a2 de a. 

Montrer que si, dans ces conditions, les G ont chacune un 
contact du deuxième ordre avec leur enveloppe : 

Ou bien pour une certaine valeur de a comprise entre v.t 

et a2, cette enveloppe a des branches infinies; 
Ou bien le lieu des points O! définis plus haut a un point de 

rebroussement; 
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Ou bien cette dernière circonstance a lieu lorsqu'on rem-

place O par n'importe quel point fixe 10 du plan autre que O 
(Oi désignant alors le point qui est placé par rapport à C0 

comme o> l'est par rapport à G). 

• IV. Soit une famille de surfaces £ représentées par l'équa-
tion générale 

f(x, y, CL) = O. 

c- . - • , àf 02f Si les équations f = o, = o, = o représentent, pour 

chaque valeur de a, trois surfaces ayant une ligne commune : 
Ou bien cette ligne est fixe; 
Ou bien il y a, le long de cette ligne, contact du deuxième 

ordre entre l'enveloppée et l'enveloppe. 
Gondition pour que cette dernière circontance ait lieu. Cas où 

les surfaces 1 sont homothétiques à une surface fixe E0. Mon-
trer que celle-ci (ainsi que l'enveloppe) devra être dévelop-
pable. Que deviennent ici les solutions des deux problèmes 
posés dans la deuxième Partie? 

V. On considère le cas où les courbes planes G sont non 
plus homothétiques, mais égales à une courbe fixe donnée C0 

y = x ). 

Montrer qu'alors l'une des deux courbes dont le roulement 
l'une sur l'autre produit le mouvement de C doit être choisie 
d une façon déterminée pour que G ait un contact du second 
ordre avec son enveloppe (l'autre courbe pouvant être quel-
conque). 

Composition sur la Mécanique. 

On considère dans un plan vertical deux droites indéfinies se 
coupant en un point O, l'une x'Ox horizontale, l'autre z'O z 

verticale. Une tige A.B homogène pesante d'épaisseur négli-
geable, de longueur il et de masse M est telle que ses extré-
mités restent constamment l'une A sur x'Ox, l'autre B 
sur O Î et puissent passer sur ces droites d'un côté à l'autre 
du point O. Un point particulier D de la tige, dont les distances 
aux extrémités A et B restent invariable, est attiré par le point O 
proportionnellement à la distance ; la valeur absolue de la force 
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M ¿r 
qui le so l l ic i te est r e p r é s e n t é e p a r — O D . ^ d é s i g n a n t l ' a c c é -

4 A 
l é r a t i o n de la p e s a n t e u r et X un n o m b r e p o s i t i f i n f é r i e u r /. 

O n a p p e l l e G le milieu de la t i g e e t a le s e g m e n t G D c o m p t é 

p o s i t i v e m e n t dans le sens CA.; enf in, o n d é s i g n e p a r 0 l ' a n g l e 

que f o r m e la d r o i t e O C a v e c la v e r t i c a l e d e s c e n d a n t e . 

i ° O n s u p p o s e q u e les l ia isons a u x q u e l l e s est s o u m i s e la 

t ige A B soient sans f r o t t e m e n t ; on d e m a n d e de d é t e r m i n e r les 

p o s i t i o n s d ' é q u i l i b r e de c e t t e t i g e et de r e c h e r c h e r p a r m i ces 

pos i t ions ce l les p o u r lesque l les l ' é q u i l i b r e est s t a b l e . 

•2° O n s u p p o s e p lus g é n é r a l e m e n t q u e les d r o i t e s x ' O x , 

z'Oz s o i e n t d é p o l i e s , et que les c o e f f i c i e n t s d e f r o t t e m e n t de 

la t i g e sur ces d r o i t e s s o i e n t t rès pet i t s . O n d e m a n d e de d é t e r -

m i n e r en f o n c t i o n des d o n n é e s et de ces c o e f f i c i e n t s de f r o t -

t e m e n t une v a l e u r a p p r o c h é e des a n g l e s 6 c o r r e s p o n d a n t a u x 

l imites des r é g i o n s d a n s l e s q u e l l e s p e u t ê t r e p l a c é e la t i g e sans 

que l ' é q u i l i b r e cesse de s u b s i s t e r . 

3° On s u p p o s e dans ce qui suit que les d r o i t e s x' Ox, z'Oz 

s o i e n t p a r f a i t e m e n t p o l i e s ; on d e m a n d e d ' é t u d i e r le m o u v e -

m e n t de la t i g e e t de d i s c u t e r la n a t u r e de ce m o u v e m e n t 

s u i v a n t la pos i t ion du p o i n t D e t s u i v a n t les d o n n é e s i n i t i a l e s . 

4° O n s u p p o s e c o m m e cas p a r t i c u l i e r q u e l soi t éga l à la 

l o n g u e u r d u p e n d u l e s i m p l e b a t t a n t la s e c o n d e , que \ soit 

éga l à et a é g a l à Z; à l ' o r i g i n e d u t e m p s , la t ige est v e r t i -

c a l e , le p o i n t B é t a n t a u - d e s s o u s de O . O n d e m a n d e q u e l l e 

v i tesse in i t ia le il faut d o n n e r à la t ige p o u r q u ' e l l e s ' a p p r o c h e 

c o n s t a m m e n t , sans j a m a i s l ' a t t e i n d r e , d ' u n e de ses p o s i t i o n s 

d ' é q u i l i b r e ; dans ces c o n d i t i o n s , quel t e m p s m e t t r a le p o i n t B 

p o u r p a r v e n i r au p o i n t O ? 

5° O n s u p p o s e dans le cas g é n é r a l q u e la t i g e est p l a c é e d a n s 

le v o i s i n a g e d ' u n e de ses p o s i t i o n s d ' é q u i l i b r e stable et qu 'on 

l ' a b a n d o n n e e n s u i t e sans v i t e s s e i n i t i a l e ; on d e m a n d e de d é t e r -

m i n e r la d u r é e de ses o s c i l l a t i o n s , s u p p o s é e s i n f i n i m e n t p e t i t e s , 

et d ' e x a m i n e r les d i v e r s cas qui p e u v e n t se p r é s e n t e r . 
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VARIÉTÉS. 

PRIX WOLFSKEHL. 

Er» vertu «les p o u v o i r s que nous a donnés M. le D' P a u l 

W o l f s k e h l , d é c é d é à D a r m s t a d t , nous fondons par les p r é -

sentes un prix de 100000 m a r k s sous le nom Einhunderttau-

send Mafk, qui sera dé l ivré à celui qui donnera le p r e m i e r 

une d é m o n s t r a t i o n du g r a n d t h é o r è m e de F e r m â t . 

Dans son tes tament , M. le D l W o l f s k e h l o b s e r v e que F e r -

mat {Œuvres, Par is , 1891, t . I, p. 291, o b s e r v . i l ) af f irme 

rnutatis mutantis que l 'équation x> -+- y^zK n'a pas de 

solut ions ent ières pour tous les e x p o s a n t s X qui sont des 

n o m b r e s premiers impairs . Il y a lieu de d é m o n t r e r ce t h é o -

r è m e soit en généra i , su ivant les idées de F e r m â t , soit en p a r -

t icul ier , c o n f o r m é m e n t aux r e c h e r c h e s de K u m m e r ( Journal 

de Grelle, t. 40, p. i3o et suiv. ; Abh. der Akad. d. Wiss., 

B e r l i n , 18 >7), pour tous les e x p o s a n t s X pour lesquels il a, en 

s o m m e , une va leur . P o u r plus a m p l e s r e n s e i g n e m e n t s , c o u -

su H er : 111 LBIÎIVT, Théorie der Algebraischen Zahlkörper 

( Jahresbericht der deutschen Mathematiker- Vereinigung, 

t. IV, 1894-1895, § 172-173, et Encyklopädie der mathemati-

schen Wissenschaften, Bd. I, T e i l . Arithmetik und Alge-

bra, 1900-1904, IG. 4 b, p. 7 ï 3 ) . 

La fondat ion du prix a lieu sous les c o n d i t i o n s suivantes : 

La Königliche Gesellschaft der Wissenschaften in Got-

tingen déc idera en toute l iberté à qui le p r i x d o i t ê tre a t t r i -

bué. Elle refuse d ' a c c e p t e r t o u t manuscrit a y a n t p o u r o b j e t 

de c o n c o u r i r à l ' o b t e n t i o n du pr ix du t h é o r è m e de F e r m â t ; 

el le ne prendra en c o n s i d é r a t i o n que les Mémoires m a t h é m a -

tiques qui a u r o n t paru , sous f o r m e de m o n o g r a p h i e dans des 

j o u r n a u x p é r i o d i q u e s ou qui sont en v e n t e sous f o r m e de 

V o l u m e s , en l ibra ir ie . La Soc ié té prie les a u t e u r s de parei ls 

Mémoires de lui en adresser au moins cinq e x e m p l a i r e s i m -

primés. 

S e r o n t e x c l u s du C o n c o u r s les t r a v a u x qui sera ient publ iés 

dans une l a n g u e qui ne serai t pas c o m p r i s e des savants 
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s p é c i a l i s t e s d é s i g n é s p o u r le j u g e m e n t . L e s a u t e u r s d e p a r e i l s 

t r a v a u x p o u r r o n t y s u b s t i t u e r d e s t r a d u c t i o n s d o n t la f i d é l i t é 

s e r a c e r t a i n e . 

L a S o c i é t é d é c l i n e t o u t e r e s p o n s a b i l i t é au s u j e t d u n o n - e x a -

m e n d e t r a v a u x d o n t e l l e n ' a u r a i t p a s eu c o n n a i s s a n c e , a i n s i 

q u e d e s e r r e u r s q u i p o u r r a i e n t r é s u l t e r du f a i t q u e le v é r i t a b l e 

a u t e u r d u t r a v a i l ou d ' u n e p a r t i e d u t r a v a i l é t a i t i n c o n n u d e 

la S o c i é t é . 

E l l e se r é s e r v e t o u t e l i b e r t é d e d é c i s i o n p o u r le c a s o ù p l u -

s i e u r s p e r s o n n e s s ' o c c u p e r a i e n t d e la s o l u t i o n d e la q u e s t i o n 

o u p o u r le c a s o ù c e t t e s o l u t i o n r é s u l t e r a i t de t r a v a u x c o m -

b i n é s de p l u s i e u r s s a v a n t s , en p a r t i c u l i e r en c e q u i c o n c e r n e 

le p a r t a g e du p r i x , à son g r é . 

L ' a t t r i b u t i o n du p r i x p a r la S o c i é t é a u r a l ieu au p l u s t ô t 

d e u x a n s a p r è s la p u b l i c a t i o n du M é m o i r e à c o u r o n n e r . C e t 

i n t e r v a l l e d e t e m p s a p o u r b u t d e p e r m e t t r e a u x m a t h é m a -

t i c i e n s a l l e m a n d s e t é t r a n g e r s d ' é m e t t r e l e u r o p i n i o n au s u j e t 

d e l ' e x a c t i t u d e de la s o l u t i o n p u b l i é e . 

D è s q u e le p r i x a u r a é t é a t t r i b u é p a r la S o c i é t é , l e l a u r é a t 

en s e r a i n f o r m é p a r le S e c r é t a i r e au n o m de la S o c i é t é e t le 

r é s u l t a t s e r a p u b l i é p a r t o u t o ù le p r i x a u r a é t é a n n o n c é p e n -

d a n t la d e r n i è r e a n n é e é c o u l é e . L ' a t t r i b u t i o n d u p r i x p a r la 

S o c i é t é est i n a t t a q u a b l e . 

L e p a y e m e n t du p r i x s e r a f a i t au l a u r é a t d a n s l ' i n t e r v a l l e d e s 

t r o i s m o i s q u i s u i v r o n t s o n a t t r i b u t i o n p a r la c a i s s e r o y a l e d e 

l ' U n i v e r s i t é de G o t t i n g u e o u a u x r i s q u e s e t p é r i l s du d e s t i n a -

t a i r e en un a u t r e e n d r o i t q u ' i l a u r a d é s i g n é . 

L e c a p i t a l p o u r r a ê t r e v e r s é c o n t r e q u i t t a n c e , au g r é de la 

S o c i é t é , s o i t en a r g e n t c o m p t a n t , s o i t p a r s i m p l e t r a n s m i s s i o n 

d e s v a l e u r s f i n a n c i è r e s qui le c o n s t i t u e n t . L e p a y e m e n t du 

p r i x s e r a d o n c c o n s i d é r é c o m m e e f f e c t u é p a r la t r a n s m i s s i o n 

d e c e s v a l e u r s , lors m ê m e q u e le t o t a l d e l e u r v a l e u r au c o u r s 

d u j o u r n ' a t t e i n d r a i t p l u s 100000 m a r k s . 

A u c a s où l e p r i x n ' a u r a i t p a s é t é d é l i v r é au i3 s e p t e m b r e 2007 

a u c u n e r é c l a m a t i o n u l t é r i e u r e ne s e r a i t p l u s a d m i s e . 

L e C o n c o u r s p o u r le p r i x W o l f s k e h l e s t o u v e r t à la d a t e 

d e c e j o u r a u x c o n d i t i o n s é n o n c é e s c i - d e s s u s . 

GÜTTINGEN. 27 j u i n 1908, 

Die Königliche Gesellschaft 

der Wissenschaften. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES-

2067. 

('9°*, P- 96-) 

Construire un quadrilatère inscrit dans un cercle 

donné, sachant que ce quadrilatère est circonscriptible à 

un cercle (d ailleurs inconnu), et connaissant l'aire du 

quadrilatère ainsi que la longueur d'une de ses diagonales. 

( W . MANTEL.) 

SOLUTION 

P a r M. TÊTU. 

C o n s i d é r o n s le c e r c l e c i r c o n s c r i t au q u a d r i l a t è r e . P l a ç o n s 

la d i a g o n a l e c o n n u e A B . S o i e n t M et M ' les d e u x a u t r e s 

s o m m e t s . L e q u a d r i l a t è r e M A M ' B s e r a c i r c o n s c r i p t i b l e si 

M A -+- M B = MB + M ' A 
ou 

M A — M B — M ' A — M B . 

L e s p o i n t s M et M ' s o n t d o n c s u r u n e m ê m e b r a n c h e d ' u n e 

h y p e r b o l e d e f o y e r s A et B . O r , il est f a c i l e d e v o i r q u e si l 'on 

c o n s i d è r e t o u t e s les h y p e r b o l e s d e f o y e r s A et B et q u ' o n 

p r e n n e l e u r i n t e r s e c t i o n a v e c le c e r c l e f i x e o , o n a 

M H C P 
- _ = c o n s t . = _ . 

S i , d ' a u t r e p a r t , l ' a i r e d u q u a d r i l a t è r e es t K 2 , on 

2K2 
M H -4- M' H ' = , AB 

ï m o K 2 C P K 2 D P 
= "R Â B ' M H = R Â B -

a 

d ' o ù 

La c o n d i t i o n de p o s s i b i l i t é d u p r o b l è m e e s t : 

K 2 < R . A B , 

et il n 'y a q u ' u n e s o l u t i o n . 

A u t r e s solutions par MM. BOUVAIST, VÀLÈRK MAËS et PARROD. 



( 433 ) 

[0 '5 j ] 
SUR LES SURFACES DONT LES LIGNES ASYMPTOTIQUES 

SE DÉTERMINENT PAR QUADRATURES; 
PAR M. A . BUHL . 

1. Le présent travail est Je résumé de conférences 
faites, en Î908, à la Faculté des Sciences de Mont-
pellier, pour les candidats à l'agrégation des Sciences 
mathématiques. J'y étudie des surfaces suffisamment 
générales pour pouvoir rassembler certains résultats 
épars concernant les lignes asymptotiques desconoïdes, 
des surfaces de révolution, d'hélicoïdes étudiés notam-
ment par M. Painlevé, et même de surfaces spirales, à 
rattacher aux précédentes, dont les asymptotiques 
ne dépendent, comme on sait, que d'une quadrature. 

Quoi qu'il en soit j'imagine que ce résumé pourra 
avoir quelque utilité pour tous les candidats à l'agré-
gation. Le programme relatif au concours de 1908, qui 
ne sera probablement pas modifié pour 1909, com-
prend, en ce qui concerne l'Analyse et ses applications 
géométriques, les équations linéaires aux dérivées par-
tielles du premier ordre et l'étude des surfaces définies 
par les intégrales de telles équations. En respectant 
cet ordre d'idées je considérerai le problème suivant : 

Déterminer les surfaces telles que le triangle Omn 

formé par Vorigine O et les intersections avec O xy 

de Vordonnée et de la normale en M(x} y, z) ait 

une aire ne dépendant que de Vordonnée z = M. m 

de M. 

Ann. de VTathémat., 4* série, t. VIII. (Octobre 1908.) 28 



( 434 ) 

Je me propose de former d'abord l'équation aux dé-
rivées partielles de ces surfaces et de l'intégrer, ce qui 
est extrêmement simple, puis d'étudier les lignes asymp-
toliques des surfaces obtenues, ce qui l'est moins et 
donnera matière à d'intéressantes remarques. Le 
point m, projection de M surOxy, a évidemment pour 
coordonnées x et y. Le point/i, intersection de la nor-
male en M avec O x y , a pour coordonnées x-\-pz 
e l y "H qz> si bien que l'aire du triangle Omn est 

A = -
i 

X-r-pz y-hqt 

X y 

o o 

Cette aire devant être fonction de la seule variable z, 
je poserai d'autre part 

<0 A — î '2 

cette forme de A devant faciliter l'intégration. La con-
stante a est introduite pour qu'on puisse facilement 
passer du cas général au cas de l'aire A nulle en faisant 
a= o. Dans ce cas, l'équation aux dérivées partielles 
est simplement py — qx — o; c'est celle des surfaces 
de révolution. D'ailleurs ce résultat est évident géomé-
triquement, car l'aire du triangle Omn ne peut être 
nulle que si M/? rencontre O m et, par suite, Oz] or les 
surfaces dont la normale rencontre toujours un axe fixe 
sont de révolution autour de cet axe. Nous voyons 
déjà que les surfaces de révolution sont des cas très 
particuliers des surfaces précédemment définies. 

Revenant au cas général, on a l'équation aux déri-
vées partielles 
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dont les équations des caractéristiques 

dx __ dy __ 
y x a 

admettent les intégrales 
Y 

xi--ic-y2 = c o n s t . , a arc t a n g — = <t>(«) -h c o n s t . 

On a donc pour intégrale générale 

F désignant une fonction arbitraire. En coordonnées 
semi-polaires on peut écrire plus simplement 

i x = r c o s 0, 

On voit tout de suite les surfaces particulières con-
tenues dans celles définies par ces dernières équations. 
Pour a = o, on retombe sur les surfaces de révolution. 
Si F(/') disparaît on a les conoïdes ayant O^ pour 
directrice et O x y pour plan directeur. Si & ( z ) se ré-
duit à z on a des hélicoïdes étudiés par M. Painlevé 
dans le Recueil d1 exercices de Tisserand (troisième 
Partie, 2e édition, problème n° 78). 

Je vais me proposer, sans rien particularise]', de 
former l'équation différentielle des lignes asympto-
tiques des surfaces (a ) . 

2. En coordonnées curvilignes r et 6, l'équation dif-
férentielle des asymptotiques de la surface (2) sera 

= a arc t a n g — -h F ( / ¿ r 2 - b ^ 2 ) , 

O) y — r sin 6, 

«J>(*) = a6H-F(r). 
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La première colonne de ce déterminant contient des 

carrés symboliques qu'on développe d'une manière 
bien connue. 

Les dérivations de z sont les seules qui offrent de 
légères complications. On a 

= F'(r), 4 > ' ( * ) - = a, 

• ' < • > £ - * " ( * ) ( £ ) ' = n o , 

V-z _ F" ( r) |~4>' ( z )]» — <i>" ( z ) [ F ' ( ;»)]» 
Or* ~~ 

F'( \J-1±L 

drd0 ~ a 

t l 

On trouve ensuite très facilement que les termes de 
la première colonne du déterminant précédent sont 

— 2 sin 6 dr d§ — r cos6 dtë, 

acos6 r f r r f e — /-sin6 dû2, 
F"<t>'2 A'7 F ' 2 4»" <ï>" 

— dr* - laY'^y-dr dO - db*. 

La seconde et la troisième colonne sont respecti-
vement 

cos6, —/• sin 0, 

sin 0, /'cosQ, 

r a_ 

Développant, on a 

(3) ' . . 
I - ( ; . + F ' d r df l + ( ' - F ' - a î = « 
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Cette équation ne devant contenir finalement que 

les variables r et 8, il faut tirer z de la dernière équa-

tion (2) et en porter la valeur dans En général, ce 

sera impossible tant qu'on n'attribuera pas à une 
forme particulière. Commençons par voir à quoi se ré-
duit (3 ) dans des cas simples où l'on devra être d'ac-
cord avec des résultats connus. 

3. Conoïdes. — Comme on l'a déjà remarqué, les 
équations (2 ) définissent un conoïde si la fonction F ( r ) 
disparaît. Dans ce cas, (3 ) devient 

o a d/ 
— drdb -f-
r <ï>2 

Si l'on supprime le facteur d§ qui correspond aux gé-
nératrices rectilignes et si l'on observe que ad§ == <ï>'dzy 

il vient 
dr <$>" , 2 h rrr dz = O, 
r <|> 

d'où 
r 2 = const. 

Cette équation détermine les asymptotiques du co-
noïde = <&(z) en le coupant par des surfaces de ré-
volution d'axe 0,3. Elle est beaucoup plus symétrique 
que la forme habituellement donnée (voir encore le 
Recueil de Tisserand, 2e édition, troisième Partie, pro-
blème n° 59) et conduit naturellement à un curieux 
théorème. On peut l'écrire 

dd 
j%- -7- = const. 

dz 

et elle exprime alors que, le point M décrivant une 

asvmptotique sur le conoïde, le rayon vecteur O m 

balaye des aires dont la variation est proportion-
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nelle à celle de Vordonnée m M. C'est quelque chose 
comme le théorème des aires où le temps serait rem-
placé par une variable purement géométrique. 

Ceci devient particulièrement évident dans le cas de 
Thélicoïde z = a9 dont les asymptotiques sont sur des 
cylindres de révolu lion d'axe Os ; le rayon O m balaye 
des secteurs de cercle dont les aires croissent propor-
tionnellement à 6 cependant qu'il en est de même de 
l'ordonnée = 

4. Surfaces de révolution. — Si l'on fait a= o 
dans la dernière équalion (2), on ne diminue pas la 
généralité en posant d'autre part $(.3) = z. Alors, 
d'après (3), les projections des asymptotiques de la 
surface z = F(/*) sont définies, dans le plan Oxy , par 
l'équation 

F" dr2-\~ rF' = o. 

Dans beaucoup de cas on peut facilement effectuer 
la quadrature. Je cite au hasard les surfaces engendrées 
par une cycloïde tournant autour de sa tangente au 
sommet, par une chaînette tournant autour de sa base, 
par un cercle tournant autour d'une tangente, etc. Le 
tore général conduit à une quadrature elliptique. Le 
problème inverse, c'est-à-dire celui qui consiste à se 
donner une famille de courbes d§ v(r) dr et à dé-
terminer les surfaces de révolution dont les asympto-
tiques se projettent suivant celte famille, se ramène à 
deux quadratures. Il faut alors déterminer s = F(/') 
par l'équation linéaire 

F " - f - /• [©(/ * ) ] * F ' = o, 
d'où 

r r —Çr&dr 
l o g F ' = — / r tp*dr , * = F ( r ) = feJ dr. 
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5. Surfaces de M. Painlevé. — Correspondant au 

cas où &(z) = z dans (2) , on voit, d'après (1), que 
ce sont des hélicoïdes ou l'aire du triangle Omn est 

proportionnelle à l'ordonnée m M. Pour définir les 
asymptotiques on déduit de (3 ) 

F " dr* - — dr dO -+- rF' o 
/* 

OU 
/¿ey 2a /¿e\ F" 

On achève évidemment par une quadrature. Inver-
sement, on peut se donner une famille de courbes 
<f9 = cp(r) dr et chercher les surfaces du type précédent 
dont les asymptotiques d'un système se projettent sur 
la famille donnée. Le problème se résout par trois qua-
dratures. En effet, F(/*) est alors déterminé par l'équa-
tion 

F " + r [ ç ( / - ) l « F ' = '££<p(r). 

Prenant F ; pour fonction inconnue on a une équation 
linéaire qui s'intègre en général par deux quadratures; 
une troisième permettra de passer de F/ à F. 

Mais observons bien qu'on a déterminé ainsi une sur-
face 

(5) ¿ = flô + F(/-j 

dont un seul système d'asymptotiques se projette sui-
vant les courbes d§ = o(r)dr\ l'autre système aura 
pour équation différentielle 

dQ 1 F" d§ <ia 

parce que l'équation (4 ) doit avoir deux racines dont 
l'une est <p(/*) et l'autre un des deux seconds membres 
qu'on vient d'écrire. 
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6» M. Painlevé a montré directement que la sur-

face (5 ) avait des asymptotiques déterminables par 
quadratures. Cela résulte du fait qu'elle est changée en 
elle-même par la transformation homographique 

0 = 0 , - j - oj , z=zi-+-ati) 

qui doit conserver les asymptotiques M = 6) dr. 

Donc cp ne dépend pas de 8. 
Plus généralement la surface 

z = a0 h- F(re-M) 

se change en elle-même par la transformation homo-
graphique 

/• — ek(ù r,, 6 = 0,-1-03, z — Zi~\~ a 

qui doit conserver les asymptotiques d§ == i (p , 9)<ip 
si p = re"k^. 

Donc ^ ne dépend pas de 9. 
J'ai cru devoir rappeler ces remarques que je vais 

étendre à de nouvelles surfaces. 

7. Surfaces spirales. — Il reste évidemment 
encore une manière simple de rendre immédiatement 
indépendant de z le premier membre de (3). C'est de 

choisir la fonction <î> de telle manière que soit con-
stant. On voit facilement qu'on peut prendre, sans dimi-
nuer la généralité, 

<ï>" 
4>{*) = l o g ( * 4 - C ) , d'où — = - i . 

Donc, les surfaces (du type spirale) 

( 6 ) l o g ( * - + - C ) = a9 + F ( r ) 

sonty d'après ( i ) , telles que l'aire A du triangle O mn 

varie proportionnellement à z(z-\- C). En parti-
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culier A varie proportionnellement au carré de Vor-

donnée z = //iM. si C = o. 
Pour définir les asymptotiques, ( 3 ) donne 

(FFF-F- F ' 2 )dr*-ia(^ — F ' ) dr -H ( R F ' - B a*) dW = O, 

OU 

\dr) r a* h- rF' \dr) a»-h rF' ~~ 

on est encore ramené aux quadratures. 
Le problème inverse consistant à chercher les sur-

faces (6 ) dont les asymptotiques d'un système se pro-
jettent sur la famille donnée, rfO = dr, conduit à 
déterminer F(/*) par l'équation 

dF' , x / 2\ _ _ [•( 2 ( •) a _J_ r tp ) çp p a Q f a <p — „ 1 — o. 

C'est, par rapport à F', une équation de Riccati. Si 
l'on peut l'intégrer, une quadrature supplémentaire 
donnera F. Alors, en raisonnant comme au n° 5, on 
voit que le second système d'asymptotiques correspond 
à l'équation différentielle 

S) _ 'î F"-f- F'2 i — rF' __ 
dr cp(/-) «24- rF' °U dr ~ r a^+rF ' 

8. Gomme au n°6, on remarquera que la surface (6) 
se change en elle-même par une transformation homo-
graphique qui est ici 

6 = 6,-4-w, ¿ + G = G). 

On conclura de même que les asymptotiques sont 
déterminables par quadratures. Plus généralement, la 
surface 

( 7 ) l o g ( s -h C ) = « 6 -h F ( r e - *® ) 

est changée en elle-même par la transformation homo-
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graphique 

ce qui entraîne encore un résultat analogue. 
On voit qu'aux hélicoïdes on rattache facilement 

les surfaces (6 ) et ( y ) pour lesquelles les résultats pré-
cédents me semblent intéressants; j'en donnerai 
d'autres dans un second Mémoire que je pense 
publier dans ce même Recueil et où, au lieu de me 
servir surtout des variables /* et 0, je me servirai de 
r et z ou de 6 et s. 

[ K l 8 b ] 

S U R U N P O I N T P A R T I C U L I E R D U Q U A D R I L A T È R E 
I N S C R I P T I B L E ; 

PAR M . AUGUSTE D E T E U F , 

I n g é n i e u r des Ponts et Chaussées. 

Nous nous proposons de démontrer la propriété 
qui suit : 

Il existe, dans tout quadrilatère inscriptible, un 

point ou concourent 27 droites très particulières du 

quadrilatère. 

Rappelons que, da*is tout quadrilatère, inscriptible 
ou non, les droites joignant les milieux des diagonales, 
les milieux des côtés opposés, les quatre droites joi-
gnant chaque sommet au centre de gravité du triangle 
opposé, la droite joignant le point de rencontre des 
diagonales au centre de gravité du quadrilatère con-
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courent en un point I. Nous appellerons to le point 
nouveau que nous indiquons. 

Soit O le centre du cercle circonscrit. Les 27 droites 
désignées sont : 

i° La droite 01; 
2° Les six perpendiculaires abaissées du milieu d'un 

côté (ou d'une diagonale) sur le côté (ou la diagonale) 
opposé; 

3° Les quatre droites joignant un sommet à l'ortho-
centre du triangle opposé; 

4° Les six droites joignant les orthocentres des deux 
triangles formés par deux des sommets du quadrilatère 
et le point de rencontre de deux côtés (les diagonales 
étant considérées comme des côtés); 

5° Les quatre droites de Simpson relatives à un des 
quatre triangles formés par trois sommets et au qua-
trième sommet; 

6° Les trois droites joignant les symétriques du 
centre par rapport aux milieux de deux côtés opposés; 

70 Les trois perpendiculaires abaissées du point de 
rencontre de deux côtés opposés, sur la droite qui 

joint les milieux de ces côtés. 
En ce point passent également les quatre cercles 

des neuf points relatifs à chaque triangle formé par 
trois des sommets. 

Démonstration. — i ° - 2 ° Soient AB, CD (Jig. 1) 
deux côtés opposés. Abaissons les perpendiculaires O m, 
On sur ces côtés, et des milieux m, n abaissons les 
perpendiculaires ww, nw sur les côtés respectivement 
opposés. Oniion est un parallélogramme. Ow coupe 
m n en son milieu. Mais le milieu de mn est le point I, 
défini plus haut. Donc u> est sur 01 et symétrique 
de O par rapport à I. Cette propriété, indépendante 
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des côtés ou diagonales choisis, amène les six droites 
analogues à mo> à se couper (en w). 

Fig. i . 

3° Considérons les orthocentres H et K des 
triangles BCD, CDA (fig- 2). Le parallélisme de HK 

Fig. 2. 

et ÀB se démontre facilement : les symétriques de H 
et K, par rapporta J^CjDsont, on lésait, sur la circonfé-
rence; H 'K ; est donc symétrique de HK par rapport 
à CD; de même H'K ' est symétrique de AB par rapport 
à la perpendiculaire au milieu de BH', qui est parallèle 
à BC. AB et HK sont donc parallèles. 

AKHB est ainsi un parallélogramme dont les dia-
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gonales AH, BK se coupent en leur milieu. Mais H 
et K sont quelconques. Les quatre droites analogues 
concourent donc; le point de concours se trouve sur 
la parallèle à A K menée par le milieu de AB, puisque 
c'est le centre de ABHK. Cette parallèle est l'une des 
droites du 2°. Il se trouve de même sur toutes les 
autres. C'est le point to. 

4° Ces triangles sont par exemple ABa (Jig. 3). Si 
nous prenons les quatre triangles intérieurs, leurs ortho-
centres m, e, (V, z sont les sommets d'un parallélo-
gramme : la figure le montre, uw, vz se coupent au 

Fig. 3. 

centre. Celui-ci s'obtient également en menant par le 
milieu de itv, ou ce qui revient au même de DB, la 
parallèle à Be, puis par le milieu de vw (ou de AC ) la 
parallèle à Ce. Ces droites sont les droites du 2°. Le 
centre est donc w. Le même raisonnement s'applique 
aux triangles tels que ABp, DC¡3. 

5° Soient un des sommets A et l'orthocentre H du 
triangle opposé; on sait que la droite de Simpson rela-
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live à ce triangle et à A passe parle milieu de AH, qui 
est précisément le point co (3°). 

6° Les droites joignant les milieux des côtés opposés 

Fig. 4-

passent en I, les droites homothétiques dans le 
rapport 2 passent en to ( i ° ) . 

-u Soient m, n les milieux de deux côtés opposés, 
a leur point de rencontre (fig. 5). Les hauteurs du 

Fig. 

triangle am n concourent; or deux de ces hauteurs sont 
des droites du 2° et la troisième une des droites du 70. 
Celles-ci passent donc en to. 

Pour les cercles des neuf points, considérons l'un 
des triangles ABC, dont l'orthocentre est H; son 
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cercle des neuf points est homothétique du cercle 
circonscrit dans le rapport Le cercle circonscrit 
passe par le quatrième sommet D; le cercle des neuf 
points passe donc par le milieu de H D, qui est to. 

On peut rattacher à cette propriété les quelques 
théorèmes suivants : 

to étant ainsi défini, 
0 étant le centre du cercle circonscrit, 
a le point de rencontre des diagonales, 
1 le milieu de Oto, on montre facilement que : 

THÉORÈME I . — Les droites qui joignent les 

sommets du quadrilatère aux centres des cercles 

des neuf points des triangles opposés concourent en 

un point qui est § de Oto. 

CENTRES DE GRAV ITÉ . THÉORÈME I L — Le centre de 

gravité d'un quadrilatère est sur al au delà de I, à 

une distance égale à | I. 

THÉORÈME I I I . — Les centres de gravité de deux 

triangles opposés formés par un côté et le point de 

rencontre des deux diagonales sont en ligne droite 

avec un point qui est aux f de al. Il y a deux droites 

de cette sorte. Les droites joignant les centres de 

gravité de deux triangles formés par un même 

point de rencontre de deux côtés et deux autres 

côtés opposés passent au centre de gravité du 

triangle. 

On en déduit : 

THÉORÈME I V . — Les milieux des diagonales d'un 

quadrilatère complet sont en ligne droite. 

ORTHOCENTRES. THÉORÈME V . — Les orthocentres 
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des quatre triangles définis par trois sommets d'un 

quadrilatère forment un quadrilatère identique au 

précédent et symétrique par rapport à w. 

THÉORÈME V I . — Les sommets du premier qua-

drilatère sont les orthocentres du second. 

D R O I T E S DE S I M P S O N . THÉORÈME V I I . — Les quatre 

droites de Simpson sont coupées par les trois côtés 

du triangle qui correspond à chacune d'elles en 

deux segments égaux 4 à 4 î les extrémités corres-

pondantes de ces segments sont sur des cercles ayant 

pour centre to-, chaque quadrilatère est semblable 

à A B C D . 

T H É O R È M E V I I I . — On a la relation 

: 2 2 2 

mn + Ow = Oa , 

m et n étant les milieux de deux côtés opposés, 

et a leur point de rencontre. 

THÉORÈME I X . — Tous les quadrilatères inscrip-

tibles concentriques ayant mêmes diagonales ont 

même centre de gravité. 

Problème. — Construire un quadrilatère connaissant 
O, to, a et R. 

T H É O R È M E X . — Les droites O a, wa sont égale-

ment inclinées sur les bissectrices des diagonales ; 
Oa 

le rapport — = s i « 2 V, V étant l'angle des diago-

nales; on peut remvlacer a par le point de rencontre 

de deux côtés opposés. 
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[A3d ] 
S U R L A R È G L E D E S S I G N E S DE D E S C A R T E S ; 

PAR M. J. J U H E L - R É N O Y . 

Considérons le polynome 

f ( x ) = xny(x) -+- h, 

<f(x) étant un poljnome de degré m — AI de la forme 

K -f- Ajar- f - A i X * - h . . 

et construisons la courbe ayant pour équation 

y=zx"y(x), 

en remarquant que, pour x assez petit et positif, y a le 
même signe que R . 

Notons encore que f ( x ) et f (x) ont le même nombre 
de variations et que le nombre de ces variations est 
égal à celui de f ( x ) ou à ce nombre diminué d'une 
unité suivant que K et h ont le même signe ou des 
signes contraires. 

Pour démontrer le théorème de Descartes, il suffit 
de faire voir que, si on l'admet pour les équations de 
degré m — i, il est vrai pour une équation de degré m\ 
car, étant vérifié pour une équation du premier degré, 
il est vrai d'une manière générale. 

Supposons donc, R étant, par exemple, positif, que 
f ' ( x ) ait p variations et, par conséquent, (p — il) 

racines positives ; y aura, au plus, pour x > o(p — 2 l) 

maxima ou minima; tous ces maxima peuvent être po-
sitifs, mais, R étant positif, il ne peut pas.y en avoir 
plus de (p — 2I—1) négatifs. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII . (Octobre 1908.) 29 
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Or, pour résoudre l'équation 

/ ( * ) = <>, 

il suffit de couper la courbe 

y == xn^(x) 

par la parallèle à Taxe des x, dont l'équation est 

y = — h-

Si donc h est positif, l'équation f ( x ) = o a, au plus, 
p— il racines positives, et, si elle en a moins, la dif-
férence est un nombre pair. 

Si h est négatif, l'équation f ( x ) = o a, au plus, 
(p — 2 / + 1 ) racines positives et, si elle en a moins, 
la différence est un nombre pair. 

Le théorème de Descartes est ainsi démontré, car, 
dans le cas de h positif, l'équation f ( x ) = o a p varia-
tions, et elle en a (p -h 1) dans le cas de h négatif. 

L'hypothèse de K < o donne lieu à un raisonnement 
identique. 

[ K 4 0 e ] 

sut L ' A P P L I C A T I O N D E S D É T E R M I N A N T S A L A G É O M É T R I E ; 

PAR M. JUHEL-RÉNOY. 

( SU ITE . ) 

I. Considérons, sur un axe orienté, deux groupes de 
n points 0|, 0 2 , 0 3 , . . . , d'une part, et A, , A2, 
A3, An de l'autre. On a, entre les distances mu-
tuelles de chaque point d'un groupe aux n points de 



( 45i ) 

l'autre, la relation 

(O 

OiAt 0,A2 

0„A, 0„A2 

i f 

O x X n I 

0 2 A / I 

0 „ A „ I 

i o 

En effet, la relation est, au plus, du degré ( p — i ) 
par rapport à l'abscisse du point O*, et elle est satis-
faite pour (n— i ) positions du point O*, puisque, quand 
le point 0*se confond avec le point O/, le déterminant 
a deux lignes identiques. Si donc on a 

n — i ^ p 

la relation est toujours vraie. 
En particulier, si le point 04 coïncide avec A4 , 0 2 

avec A2 , et ainsi de suite, on a une relation entre les 
distances mutuelles de n points d'un axe orienté : 

M 

A, A, A, As 

A 2 Ai A2 A3 

A«A t A„A2 A„A3 

i i i 

AiAw i 
-p 

A2 A» 

Pour p = i et n = 3, cette relation devient 

( 3 ) 

0 A tA2 A tA3 i 
A2AI O A2A3 Î 
A3At A3AJ O I 

1 i i o 

C'est l'expression même du théorème de Chasles re-
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latif aux distances mutuelles de trois points en ligne 
droite. 

Il n'est pas inutile d'observer, comme je l'ai déjà fait 
remarquer pour la condition pour que quatre points 
soient sur un même cercle, que cette condition ne ren-
ferme que les distances mutuelles des trois points, tan-
dis que la relation que Ton donne habituellement et 
dont la démonstration s'obtient par la multiplication des 
déterminants, quoique d'apparence absolument sem-
blable, ne renferme que les carrés des distances res-
pectives des trois points deux à deux. 

II. Soient n points A|, A2, . . . , An d'un axe orienté 
et n points O n 0 2 , . . O n de l'espace. Désignons par 
Xi l'abscisse du point A/ et par a*, ¡3*, y* les coordonnées 
du point O* par rapport à un système d'axes rectangu-
laires ayant Taxe orienté pour axe des x\ on a 

0*A t = + P i +YÎ» 

c'est-à-dire que le carré de la distance d'un point de 
l'axe orienté à un point quelconque de l'espace est une 
fonction rationnelle, entière et du second degré de 
l'abscisse du point de l'axe orienté. 

Il en résulte qu'on a, entre les distances mutuelles 
de chaque point de l'axe orienté aux n points de l'es-
pace, la relation 

(4) 

O I A I O I A. 2 

0 2 A , O 2 A 2 

0,A„ 

Ofkn 

2 p 

0„ Aj 
i 

0 „ A 2 

i 
0 „ A „ 

i 

En effet, la relation est, au plus, du degré (2p — 1) 
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par rapporta l'abscisse du point A/ et elle est satisfaite 
pour n — i positions du point A S i donc on a 

nlip 

la relation est identique. 
En particulier, si Ton suppose que les points de l'es-

pace 0 2 , 0 3 , . . O w se confondent respectivement avec 
les points A2, A3 , . A n de l'axe orienté, on a une 
relation entre les dislances d'un point O k n points 
d'un axe orienté : 

'5) 

O A , 

A îA l 

A S A , 

A „ A I 

•2 p 
OA 

0 
2 

A 3 A 2 

ÂTÂT 
1 

2 p 

O A , 

A2 A3 

A „ A 3 

I 

O A „ 

2 
A 2 A „ 

2 
A 3 A „ 

égalité qui, dans le cas particulier de p = 1 et n = 3, 
donne le théorème de Stewart. 

III. Nous avons démontré précédemment que, si 
l'on considère, sur un cercle orienté, deux groupes 
de n points 0<, 0 2 , 0 8 , . .., On d'une part et A , , A2 , 
A s , . . . , An de l'autre, on a, entre les distances mu-
tuelles de chaque point d'un groupe aux n points de 
l'autre, la relation 
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avec la condition 
71 ^p -+- 2. 

Cette relation est applicable à deux groupes de points 
d'un axe orienté. En effet, elle est, au plus, du degrép 
par rapport aux distances du point O* aux n points A , 
et elle est satisfaite pour (n — i ) positions du point O*. 
Si donc on a 

n — i ̂  p -h i, 

la relation est toujours vraie. 
En particulier, si le point O^ coïncide avec A , , 0 2 

avec A2 et ainsi de suite, on a une relation entre les 
distances mutuelles de n points d'un axe orienté : 

P p p 
o AT A 2 A L A 3 . . . A IX T L 

p p p 

A 2 A t o A 2 A 3 . . . A 2 A ,i 

A n A j A „ A 2 A „ A 3 . . . o 

Dans le cas où p est pair, la relation (6 ) s'applique 
à deux groupes de n points, l'un pris sur un axe orienté, 
l'autre disposé d'une manière quelconque dans l'espace. 

Remarque. — Les relations (4 ) et ( 6 ) s'appliquent 
indistinctement à des points situés sur un axe ou sur 
un cercle orienté. Elles sont applicables également [la 
relation (6 ) seulement dans le cas où p est pair] à deux 
groupes de n points, l'un des groupes étant pris sur 
un axe ou un cercle orienté, l'autre disposé d'une ma-
nière quelconque dans l'espace. 

Considérons, en particulier, dans le cas du cercle, 
les deux relations qu'on déduit des égalités ( 4 ) et (6 ) 

0 AL A 2 A [ A; 

A 2 A / O A2 A; 

A 3 A / A 3 A 2 O 

P p p 
A * A I A „ A 2 A „ A 3 
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en faisant coïncider les points A; avec les points 0/ 

respectivement ( ¿== i , 2, 3, 4 ) : 

(8) 

A2A, 

A , A 2 

o 

A,A3 AtA4 

A3Ai A3A2 
2 2 

A4 A2 

i 
A 4 A , 

i 

A 2 A 3 

0 
5 

A 4 A 3 

1 

A 2 A 4 

J 
a3A4 

o 

= o, 

o Aj A2 A, A3 Ai A4 
A2Ai o A2A3 A2 A4 
A3A, A3A2 O A 3 A 4 

AvAi A4 A2 AvA3 o 

La dernière exprime la condition nécessaire et suf-
fisante pour que quatre points, non situés en ligne 
droite, soient sur un même cercle. La première exprime 
uniquement une relation entre les distances mutuelles 
de quatre points d'un cercle. Elle n'est autre que la 
relation bien connue qui existe entre les distances deux 
à deux de quatre points d'un plan. 

De même la relation que l'on déduit de la relation (4 ) 
en supposant p = 1 et n = 5, et qui est applicable à 
cinq points d'un axe ou d'un cercle orienté, est satis-
faite par cinq points situés d'une manière quelconque 
dans l'espace, et, en particulier, sur une sphère. 

Remarquons encore que la relation 

A, A2 A,A3 A, A; A! As 
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relative à cinq points d'un axe ou d'un cercle, est ap-
plicable également à cinq points d'une sphère. 

Remarque. — Si l'on transforme par inversion les 
relations ( i ) et ( 6 ) par rapport à un pôle distinct des 
points O et A, la relation ( i ) donne une relation de la 
forme (6 ) et la relation (6 ) une relation de même 
forme. 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E 
E T A U X B O U R S E S DE L I C E N C E E N 1 9 0 8 . 

Composi t ion de Mathémat iques 

(Sciences I et I I ) . 

PREMIÈRE QUESTION. 

i° Calculer la valeur de Vintégrale 

i - r  d x  

où n désigne un entier positif. 
{J.° Calculer la valeur de l1 intégrale 

-£ 
a x3 -+ b x'2 -h c x - + - d . dx. 

DEUXIEME QUESTION. 

i° Intégrer Véquation différentielle 

(i) y"-r- a*y = 

ou a désigne une constante positive, différente de 
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2° Déterminer une intégrale particulière de 

Véquation précédente par la condition que cette in-

tégrale et sa dérivée première s'annulent pour 

x = o. 
3° Rechercher ce que devient cette intégrale par-

ticulière lorsque a tend vers un et en déduire l'in-

tégration de Véquation (i) dans le cas particulier 

où a = i. 

TROISIÈME QUESTION. 

On donne trois axes rectangulaires Oxyz et le 

parallélépipède rectangle (P) dont les six faces ont 

pour équations 

x —zh 6, y — =h 11, ¿=±16. 

Une sphère solide (S) , de rayon i , se meut à Vin-

térieur de ( P ) . Le mouvement du centre de (S) est 

rectiligne et uniforme tant que la surface de ( S ) 
ne vient pas en contact avec une face de ( P ) ; lors-

qu'un tel con tact se produit, la vitesse de ce centre 

conserve la même valeur absolue, mais sa direction 

se modifie suivant la loi physique de la réflexion, 

c'est-à-dire que la normale commune aux surfaces 

en contact est P une des bissectrices de V angle formé 

par les deux vitesses du centre, avant et après le 

contact. 

A l'époque t — o, le centre de (S) est l'origine 

des coordonnées. Les projections de sa vitesse sur 

les axes sont alors respectivement égales à i, y/2, \/3. 

On demande : 

i° Les coordonnées x,y, z de ce centre à l'époque 

t = 10; 
20 La coordonnée z à l'époque t= 1000. 
On calculera les résultats à un centième près. 
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SOLUTION 

Par JEAN SERVAIS. 

PREMIÈRE QUESTION. 

i° Le calcul de est une question classique. 
On a 

x'1 dx _ r» x + r» x*< 

n"X ITTl^y^ ~ J0 —x*)» 

En intégrant par parties : 

r x x1 dx _ _ r* x d r i 1 

r - i j ( i -T- x*JQ 

+ r  
Jn 'i(n-i) 

Par suite, 

dx 

70 — ' i l ' -i-^2)"-1 2(n — 

_ - > I ì„ — * /¿—it 2 n — 2 

r xn — j _ 
2 n — 4 

I 2 = -

dx 
ii 

- f [ -h x - 2 

On en conclut, par multiplication, 

j _ 1.3.5... ( 2 n — 3 ) T: 
n 2.4 .6. .. ( 1 n — 2 ) 1 

2° L'intégrale 

-J + dx 



( 459 ) 
s'écrit 

ax1^- c . r°° bx%-\- d , J = / — x dx -+- I — dx. 
J0 (H-^)8 J0 (i-h^r2)3 o 

x dx , r* Xdx 
(l 

cfa? , . . r* dx 

1 = « [ - i i r b î j ] " ( c - B > [ - j t t ^ t I O 

ôlj-f- (rf — 6)IS. 
D'où, enfin, 

c -4- a b + 3ûf I = 1 7T. 
4 

DEUXIÈME QUESTION. 

i° L'intégrale générale de l'équation 

(i) ynct%y = sinar 

est, comme on sait, lorsque a ^ i , 

Y — A costt# -f- B sina# h—S*n 37 ; ** rit r 7 

sa dérivée est 

y' = — A a sin -H B a cos cix -h cos,r -J a1 — i 

2° Pour que y et y' s'annulent pour x = o, il faut avoir 

o = A, o = B a H —!— a2—i 
ou 

B = _ . a(a2 — i) 

L'intégrale particulière qui s'annule ainsi que sa déri-
vée pour x = o est donc 

_ a sin.r — sinax 
yx ^ • a(a* — i) 
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3° Lorsque a tend vers un, la limile de^4 est donnée 

par la règie de l'Hospital : 

Sina? — x cosa? : 

L'intégrale générale de l'équation ( i ) est alors, dans 
ce cas, 

y — A cosa: H- B' sin# -h ^ (sina? — x cosa?) 

ou, plus simplement, 

y = A cosx -+- B sin¿r — ~ x cosa?, 

A et B désignant des constantes arbitraires. 

TROISIÈME QUESTION. 

Tout se passe comme s'il s'agissait d'un point maté-
riel se mouvant à l'intérieur du parallélépipède Q limité 
par les plans 

a ? = r f c 5 , y = i h IO, i5. 

Les équations du mouvement initial sont 

x = t, y = z = 

Chaque fois que le point rencontre une des faces du 
parallélépipède (par exemple a? = 5), une seule des 
projections de la vitesse change de signe et les autres 
ne changent pas (par exemple la projection sur O x 
devient — 1). 

On peut donc étudier chacune des coordonnées sé-
parément. 

Le temps qui sépare deux chocs contre les plans 
x = z ± 5 est égal à leur distance io, divisée par la 
vitesse suivant 0¿r; c'est donc to. 
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Le temps qui sépare deux chocs contre les plans 

y — ±: i o est égal à 

±Ky / -

— = ioy/2 ; 
v/-2 

celui qui sépare deux chocs contre les plans z = ± i5 

est égal à 

— = loy/3. 

i° Au temps t = \ o il y a eu une réflexion sur chaque 

face : 

Sur x = 5 au temps t = 3, 

Sur y — io » t = 5'v/'2, 
Sur £ = i r> » t — 5 y/3. 

Les coordonnées, au temps £ = 10, sont donc 

x — j — 5 = o, 

y = 10 — >Ji ( i o — 5 V î) = '20 — IO v/̂ , 

2 = i 5 — y/3(io — 5y/3) = 3o — ioy/3; 

comme 

/¿ = i,4i4, y/3 = 1,73205, 
¿F = o, y — 5, 86, z = 12, 68. 

2° Le premier choc sur le plan 5 = î 5 a lieu à l'instant 

5 y/3; il y aura en outre, au temps i ooo, autant de 

réflexions sur les pla ns z — .,.!,. i 5 que ioy/3 est contenu 

de fois dans iooo — 5 y/3. 

La partie entière de 

iooo — 5\/3 ioov/3 

- 7 ^ 3 - = ~ — 7 , 2 

est 57. 

Au temps t = 1000 le point a subi, par suile, 58 ré-

flexions, la dernière ayant lieu sur le plan z =—15 et 

au temps 5 y/3 y/3 = 5^5 y/3. 
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La valeur de z au temps t = 1000 est donc 

2 — — i5 -+- y/3(iooo — 5 7 5 / 3 ) , 

Z =z 1740 H- 1000/3 = — I74O -h 173*2,05, 

* = —7>95. 

Composi t ion de Mathémat ique» 

(Sciences I ) . 

PREMIERE QUESTION. 

i° On considère trois axes rectangulaires O xyz et, 

dans le plan Ox y , deux hyperboles ( H ) et (H7) et 

une droite ( D ) définies respectivement par les équa-

tions 

i z — o, ( .3 = o, ( z — o, 
( I I ) ( H ' ) ( D ) 

( x * — ( 2xy = n2, ( 2x = p. 

Soient M et M' deux points du plan Oxy satisfai-

sant aux trois conditions suivantes : ils sont conju-

gués par rapport à ( H ) et à (H ' ) ; le milieu de la 

droite qui les joint est situé sur (D ) . 
Montrer que M décrit une courbe (C ) et M' une 

courbe (C) qui coïncide avec (C). 

2° On désigne par O, xKyK z{ un trièdre coïncidant 

avec le trièdre O xyz; on suppose que ce trièdre peut 

se déplacer en entraînant avec lui la courbe (C ' ) ; on 

désigne par( C4 ) et par M4 les positions que prennent 

dans ce déplacement la courbe (C) et le point M'; 

le trièdre O xyz reste fixe ainsi que la courbe (C ) . 
On supposera dorénavant que le trièdre mo-

bile OiX^iZi est toujours dans une position telle 

que l'angle des deux directions Os, O» zK soit égal à 
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deux droits; dès lors, la position de ce trièdre est 

définie par les coordonnées a, 6, c du sommet 0M 

par rapoort aux axes Oxyz, et Vangle f des direc-

tions Ox, Osxs. 

3° On demande d'écrire les relations qui doivent 

exister entre a, ¿>, c, <p pour que le trièdre 0| xKyt zK 

soit symétrique du trièdre Oxyz par rapporté une 

droite du plan Oxy, étant entendu queO%x{, OKyK, 

OKzK doivent être respectivement les symétriques de 

Ox, Oy, Oz .Une pareilleposition du trièdre O fX^fZ, 

est définie si l'on se donne les valeurs a0, b0 des coor-

données a, b : on demande alors d'exprimer les 

coordonnées X , Y , Z du point M1? par rapport aux 

axes Oxyz, en fonction des coordonnées du point M 

et de ¿70> b0. 

4° On suppose que le trièdre O\XKyKzK se déplace 

en partant de la position qu'on vient de définir; 

montrer qu'on peut faire varier a, 6, c, <p de telle 

manière que, dans ce déplacement, la distance MM4 

d'un point quelconque M de la courbe (C ) au point 

correspondant de la courbe (C<) reste invariable. 

SECONDE QUESTION. 

On considère trois axes rectangulaires et la sur-

face ayant pour équation 

„ _ yz •+• xy2 "+• ^ 

\ étant une constante. 

Etudier la variation de la courbure à l'origine des 

sections de cette surface par les plans y = mx lorsque 

le paramètre m varie. 

On examinera particulièrement les cas suivants : 

3 9 
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SOLUTION 

Par JEAN SERVAIS. 

PREMIÈRE QUESTION. 

i ° Les relations qui lient les coordonnées x', y' du 
point M' aux coordonnées x, y du point M sont 

(i) XX — y y — m2 = o, 

(•2) xy'-j-yx'— n2 = o, 

( 3 ) x H- x'— p = o. 

En éliminant x' et y' entre ces trois équations, on a 
l'équation de la courbe ( C ) : 

+ (p — x) — m2x — n2y = o. 

C'est une cubique circulaire passant par l'origine des 

coordonnées, admettant la droite x = p comme asymp-
tote. Sa forme est indiquée dans la figure i. 

La symétrie des équations ( i ) , (a ) , (3), qui ne clian-
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gent pas quand on permute x avec x1 et y avec y', 
montre que la courbe ( O ) est identique à (C ) . 

2° Soit (fig- 2) 0\X2y2&2 le trièdre Oxyz trans-
Fig. 2. 

porté parallèlementà lui-même de façon que son somme t 
soit en 0<. 

Les angles des directions des axes du trièdre O, xKyKzK 

avec les axes du trièdre O t x2y2^2 s o n t mêmes que 
ceux que font les axes de OKxKyKzK avec les axes 
de O xyz. Ils sont donnés par le Tableau : 

Oxxr oxyr 

Ox. 
71 7T 

Ox. <P O — <P ' 2 2 

0 y. 
71 71 0 y. Ç> 71 — 0 y. 
2 2 

0 z. 
TT TT TT 2 0 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. Vil i . (Octobre 1908.) 
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Les formules de changement de coordonnées sont 
donc 

ix = a -h xx cos cp H- y\ sin cp, 

y = b -hXi sin c p — y i cos cp, 

Z = c — Zi. 

3° Soient 

ux -+- vy -H w = o, 2 = 0 

les équations d'une droite A du plan xOy. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point quelconque 
de l'espace. Si ce point est supposé entraîné avec le 
Irièdre O i x i y \ Z h ) ses coordonnées par rapport à ce 
trièdre restent xy y, z et deviennent par rapport au 
trièdre Oxyz 

X = a H- x cos cp -+- y sin cp, 

Y = b - h x sin cp — y coscp, 

Z = c — z, 

en vertu des formules (4). 
Pour qu'il y ait symétrie par rapport à À il faut : 

. ... x -+- X y-h Y z-h Z, , . t que le milieu—-—> -—-—?—-—des deux points 

soit sur A ; 20 que la droite qui joint les deux points soit 
perpendiculaire à A. 

Ce qui donne 

a - h ^ c o s c o - f - r s i n c - h ^ b h- X s ine;— y cos 9 H- y 
u ! — s 1 h c 1 — - 1 — - h w = 0 , 

2 2 

C — Z 2 

(a -f- a? coscp-H ̂  sin cp —x)v — (¿>H-;rsincp— y coscp — y)u = o, 

relations qui doivent être vérifiées identiquement quels 
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que soient x, y et Ceci entraîne 

c — o, 
au -r- bv 2 w — o, 

u(I -f- coscp) 4- sincp = o, 
w sin cp -+- — coscp) = o, 

as? — = o. 

Ces cinq relations se réduisent à quatre 

c — o, 
au -f- bv -+- 2 w = o, 

av — bu = o, 
cp . cp 

W COS — -h P Sill — = O, 
2 2 

qui déterminent a, ¿>, c, o, connaissant l'équation de A. 
On aurait pu trouver plus rapidement ces relations 

en écrivant que O et O, sont symétriques par rapport 
à A, et que A est la bissectrice de l'angle de O^ et O, x { . 

Si l'on se donne les valeurs a0 et b0 de a et 6, on a, 
pour déterminer <p, 

cp u a0 
»-""h ~ ~~ ~ * 

On en déduit 

tang - = - — — 
n 2 v b o 

bl — al . -xa0bo cos <0 = r? sinc? = — — • 1 bl + al y bl-hal 

Les coordonnées de M, par rapport au trièdreO^jK! 
sont 

= yi = y', = 

On a donc, en vertu des formules (4), 

, b\ — a'I , ia0bQ 
X = a0 - h x 7 — y tt? ^ » 

->.a0b0 ,bl — al 
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Il suffirait de tirer xf, y\ z' en fonction de x, y, z de 

deux des équations ( i ) , (2), (3 ) et de porter ces va-
leurs dans ces formules pour avoir X, Y , Z en fonction 
de a0, 60, x, y et z. 

4° Lorsque le trièdre se déplace d'une façon arbi-
traire, l'angle de Oz et O ^ restant toujours égal à 71, 
les coordonnées de M< par rapport à Oxyz sont 

X = a -h x cos 9 -l- y' sin cp, 

Y = b -r- x si n cp — y' cos cp, 

Z = c. 

Ecrivons que le carré de la distance MM, a la même 
valeur pour la position initiale de O s x { y s z h et pour 
une position quelconque ; il vient 

( a-\-x' cos cp y' sin 9 — x)1 ( b x' sin cp—^'coscp — ^ ) 2 - f - c 2 

= (a0-h x' coscp0-f-jk' sincpo—¿r)2-4- (60-+- a?' sincp0 — y' cosc&o — f)2-> 

avec 
?o «0 

t a n g 7 = - ^ -

Ceci donne, en développant et simplifiant, 

b%2-r- c 2 — iax — >by -4- i{ax'— by' — xx' ~hyy') cos 9 
-4 - i ( ay'-\~bx'—xy' — yx') sin 9 

= -j- b'I — ' i f ly x — y -+- 2(,aox'— ¿'o — xx'-\-yy')cos cp0 

-h i(a0y' -+- b0x' — xy' — yoc) sin cp0. 

La relation (1) permet de remplacer xx'—yy' 

par m2, la relation (2 ) de remplacer xy' — yx' par n2 ; 
enfin, à cause de (3), remplaçons x par p— x\ et il 
vient 

a2 b2 ci — .2 a ( p — — iby 

-H i(ax' — by'— m 2 ) cos® -f- 2 (ay' -h bx' — n2) sin 9 
= ao b'l — (p — — 2 b0y 

H- i(a0xr—- b0y' — n'2) coscp0 -+- '2(aQy' -h b^x' — /¿2)sincp0. 

Cette relation doit êlre une identité en x', y', y. 
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Si en effet le coefficient de y était différent de zéro, 

on pourrait exprimer y linéairement en x' et y' : ce 
qui n'est pas, en vertu des relations ( i ) , (2) et (3 ) . Le 
coefficient de y étant nul, la relation ne contient plus 
que x' et y au premier degré. Ce doit donc être une 
identité, puisque le lieu du point x'y' est, non pas une 
droite, mais une cubique ( C ) ; on a ainsi les quatre 
relations 

b == 60, 
2fl(i + coscp) -4- 2 b sin cp = 0, 

— ib coscp ia sincp = — i b 0 , 

a1 -h 62 — 2 ap — 2 m2 cos cp — 2 n2 si n cp 

« , ¿>0 — al , , = al — <ial3p — 2m2 , 4/12 -

La deuxième et la troisième se réduisent à une seule : 

a cos - -!- b() sin ? = o. 
2 2 

Il n'y a donc que trois relations entre les quatre para-
mètres a, 6, c, cp. Ce sont 

/ / o a 
b = ¿>0, tang 1 = — — , 2 Oq 

a 2 c 2 — 2 a p — 2 m 2 + 4 ri1 

bl -h a'2 

La dernière résolue par rapport à c- donne 

c2 — («o— + a—.2/? 

( a 0 - r a;-H n'ib0(bl — 
4 

Le sommet 0< du trièdre O KxKyKzK décrit donc une 
courbe plane du quatrième ordre située dans le plan 
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et qui a pour équation dans ce plan 

z2 = (a0— x) & — ip 

m2 bl ( a 0 h- x) -4- n2 b0 ( bl — a0x ) 1 

A chaque position deO< sur cette courbe correspond 
une valeur de <p donnée par l'équation 

G a 

qui prouve que la projection de X\0 sur O xy est 
symétrique de xOy par rapporta une certaine droite A 
de ce plan. 

SECONDE QUESTION. 

La section de la surface par le plan 

y — m x 

se compose de l'axe Oz et d'une parabole dont la pro-
jection sur sO^r a pour équation 

m*-h m2-{-X „ 2 = x2. 
m -h F 

Le plan xOy étant tangent à l'origine, le rayon de 
courbure est la limite du rapport 

¿r2-+-r2 (i -h m2)x2 
OU — OU y 

2 Z 1Z 

quand x et z tendent vers zéro. On a ainsi de suite 

H = (1 + W ' ) ( I + m) 
2( m3-+- m 2 -h X) 

On en déduit 

dR __ — 2 m 3 h- ( 3X — 4 ) m2-h 2(X — \)m -+- X 

dm 2(m3/n2H- X)2 
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i° Pour \ 

R = 

3 

m*)( i 

on a 

2 ^w3 -4- m2 "+" | ̂  

«m _ + i 
dm 

( i — m) 

[ m3 -+- m- -+-
ïï (' 

R s'annule pour m = — i (le plan x y = o coupe 
suivant la droite triple oz) et devient infini pour une 
valeur — a comprise entre — ce et — i. 

Sa dérivée ne s'annule que pour m = i ; on a donc 
le Tableau de variation suivant : 

dn 
dm R. 

i 
2 

croît 

croit 

o 

croît 

^ ( mcix.) 

décroît 

2° Pour X = — on a 
9 

R = 
(i -4- m 2 ) (i -h m) 

d R 
dm 

8 . 13 2 - m2 m — -
^ 9 9 

m3-+- m2 — 



d\\ 
dm 
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— ( w H- 2) ( m - h 

^ M 3 4 - 7?12— 

R s'annule pour m = — 1 et devient infini pour une va-
leur ¡3 positive. 

On a donc le Tableau de variation suivant : 

m. d R 
dm R. 

— oc 

- f -

1 

2 

croît 

— 2 0 ( max.) 
16 

décroît 

0 

décroît 
\ 

0 — 1 

— décroît 

? 
OC 

4 - oc 

— décroît 

4 - 30 
1 

2 

Cas général. — 11 serait facile d'aborder mainte-
nant le cas général. Le discriminant du numérateur 

A = 54X*— 84X3-+- 60X24- 48X, 

, dK de -7— est dm 

dont nous connaissons d'avance une racine X = ; 
9 

on a donc 

A = 6 X ( 9 X -4- 4) ( X 2 — 2 X 4 - 2 ) . 

Lorsque A est compris entre — ^ et zéro, et dans ce 
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¿/R. 

cas seulement, s'annule pour trois valeurs de X. 

D'autre part, le dénominateur de R n'a trois racines 

réelles que lorsque À est compris entre — ~ et zéro. 

Il y aura donc quatre cas à examiner : 
i° — Dans ce cas R devient infini pour une 

9 R 

seule valeur de m qui est positive, et il passe par un 
maximum pour une valeur négative de m. 

La variation est analogue à celle du second cas par-
ticulier. 

2° — ^ < A S — R n'a toujours qu'un infini posi-

tif, mais ^ s'annule pour trois valeurs négatives de m; 

il y a deux maxima et un minimum. 

Pour A = — R a, en plus, un infini double. 

3° — ~ <C A = o. R devient infini pour trois valeurs 
réelles de m, deux négatives, une positive; -j-^ s'annule 

pour trois valeurs négatives de m. 
Pour X = o, on a 

2 m2 

La surface se réduit au plan x y = o et au cylindre 
parabolique z =y2' 

4° A >> o. R est infini pour une valeur négative de m 

et ^ ^ s'annule pour une valeur positive de m. 

La variation est du type de celle du premier cas par-
ticulier. 
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CORRESPONDANCE. 

M . P . S o n d â t . — Soit P un point du cercle ABC 
de centre O. Le lieu des centres des coniques u cir-
conscrites au quadrangle PABC est la conique v qui 
passe par les milieux I, H, K des côtés BC, CA, ABdu 
triangle ABC, par les milieux I,, H,, K, des droites 
PA,PB, PC et aussi par le point O, puisque le cercle O 
est l'une des coniques u. Cette conique ç a pour centre 
le point de rencontre e des cordes II,, HH,, KK1?  

qui se coupent en parties égales. Or O est l'ortho-
centrc du triangle IHK. Donc le point e doit appar-
tenir au cercle d'Euler E du triangle IHK, qui est 
Je lieu des centres des coniques circonscrites au qua-
drangle OIHK. il en résulte que, quand P décrit le 
cercle O, le point e doit décrire le cercle fixe E. 

SOLUTIONS DE Q U E S T I O N S PHOPOSÉES. 

1955. 
I 1903, p. 4 7- ) 

Etant donnés deav droites fixes rectangulaires Ox, Oy 
et un cercle G qui passe en O, l 'enveloppe des droites dont 
les segments limités à Ox, Oy ont leur milieu sur le 
cercle esl une hypocycloide triangulaire H3. 
Montrer géométriquement que l'enveloppe de cette 

courbe H3, quand le cercle G de rayon constant tourne 
autour du point O, est une hypocycloide quadrangulaireH^. 

( R . GILBERT). 
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SOLUTION 

P a r M . R . G I L B E R T . 

Soit AB une droite dont le milieu M est sur G; si P est le 
point de OM tel que OP = ¿OM, le lieu du point P est un 
cercle de centre D diamétralement opposé au point O sur le 
cercle G. D'ailleurs, si Ei F sont les points où Ox, Oy coupent G', 
AB est la droite de Simpson du point P par rapport au 
triangle OEF. Donc AB enveloppe une hypocycloïde à trois 
rebroussements, H3 ; le cercle inscrit à cette courbe est le 
cercle des neuf points du triangle OEF, c'est-à-dire le 
cercle G. 

Désignons par G le point où la droite OD coupe à nouveau 
le cercle G' et GK la perpendiculaire abaissée sur EF. 

La droite EF est une des positions de AB; le point K est 
le point où elle touche H3. En effet, considérons une droite AB 
infiniment voisine de EF; comme AB est la droite de Simpson 
du point P, si PQ est la perpendiculaire abaissée de P sur EF, 
Q est le point de rencontre de A B e t EF. Donc, quand AB tend 
vers EF, Q tend vers le point de contact de EF avec son en-
veloppe, et, d'autre part, il coïncide avec le pied K de la per-
pendiculaire GK à EF. 

On verrait de la même façon que la courbe H3 est tangente 
à Ox, Oy en E,, F. Si maintenant le cercle G de rayon constant 
se meut en passant constamment en O, la courbe H3 de 
grandeur invariable étant tangente à Ox, Oy en E, F, le centre 
instantané de rotation est le point G. Mais le segment EF de 
longueur constante est aussi une figure invariable, et, dans le 
mouvement de cette figure, le centre instantané de rotation 
est aussi le point G; la droite EF enveloppe une hypocycloïde 
à quatre rebroussements, H;, à laquelle elle est tangente en K. 
Ainsi H3 et H4 sont tangentes en ce point; comme d'ailleurs 
les autres normales menées de G à H3 sont GE,GF, la 
courbe Hv est, avec 0 # , Oy, l'enveloppe de H3. 

Remarque. — On peut résoudre de même le problème 
plus général suivant : Trouver l'enveloppe d}une hypocy-
cloïde à trois rebroussements de grandeur constante tan-
gente à deux droites fixes quelconques OÎF, Oy. 

Soient en effet S, T les points de contact sur Ox, Oy ; S' 
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le point fie rencontre des perpendiculaires SS'à Ox et OS' 
à Oy: T ' le point de rencontre (tes perpendiculaires T T ' à Oy 
et OT ' à 0.r. Le cercle G'', circonscrit au triangle OS 'T ' , 
coupe Ox. Oy en E, F. 

L'hypocycloïde à trois rebroussements est l'enveloppe des 
droites de Simpson du triangle OEF ; son cercle inscrit est le 
cercle des neuf points de ce triangle ; il s'ensuit que le cercle G' 
est de grandeur constante, et par suite aussi le segment EF. 

D'autre part, dans le mouvement de l'hypocycloïde, le centre 
instantané de rotation est le point de rencontre G de SS', T T ' ; 
dans le mouvement de la figure invariable EF, le centre 
instantané est le point G' diamétralement opposé à O sur le 
cercle C'; ces deux points sont sur une même perpendicu-
laire GKG' à EF, car GG' est une hauteur du triangle G'S'T' . 
Donc l'enveloppe de rhypocyeloïde est la courbe enveloppe 
des droites EF. 

2049. 
(1906, p. ,'|8o. i 

On joint un point O aux points I, H, K où une sécante X 
coupe les côtés BC, GA, AB d'un triangle ABC, et dans le 
faisceau O on inscrit un triangle quelconque AjB^i 
dont les côtés BjGj, CiAj, Aj B! rencontrent la sécante 
en 1,. K,. 

I. Les droites AI1; BHj, GKj sont concourantes en un 
point Oj. 

II. Si les droites AO, BO, GO coupent les côtés corres-
pondants de AjBjGj en P1? Q1? Rj et si les droites Ai Oj, 
BiO i . Ci Oi coupent les côtés de ABC en P, Q, R. les six 
points P, Q, R, Pt, Q1} R! sont situés sur une droite Xj, 
et les droites X, Xj, OOi so?it concourantes. 

( P . SONDÂT.) 

SOLUTION 

Par L'AUTEUR. 

I. La sécante X coupe les côtés de A B C et les droites 
joignant le point O à ses sommets en six points I2, H^ K j et 
I, H, K en involution. 

En considérant la droite X comme sécante dans le 
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triangle ABC, il résulte de cette involution que les droites 
A I ] , BHj , GKj doivent être concourantes en un point Oi . 

II. Les droites qui joignent le point O aux sommets de ABC 
et aux points I, H, K où les côtés sont coupés par X forment 
un faisceau en involution. Or trois des rayons de ce faisceau 
passent par les sommets de A, Bj G, et, par suite, les rayons 
associés doivent couper les côtés en trais points P j , Qj , R t en 
ligne droite. 

Les droites qui joignent O t aux sommets de Ai Bj Gj et aux 
points I j , H t , K t où les côtés sont coupés par X forment aussi 
un faisceau en involution. Or trois des rayons passent par les 
sommets de ABC et, par suite, les trois autres doivent cou-
per les côtés de ABC en trois points P, Q, R en ligne droite. 

Appelant w le point. ( X , O O j ) , il résulte des pascales 

A i 1 H B 1 Q P 1 , 

AI , KG, R P , 

que les droites P i Q et P j R passent par w. Les quatre points 
Pi , Q, R, w sont donc alignés et, comme P appartient à QR, 
on a la droite . 

( I ) P P J Q R Î V . 

Il résulte des pascales 

A 1 I H 1 B Q 1 P , 

A 1 1 Ki G Ri P 

que les droites PQi , PR i passent par w. Les quatre points 
P, Qi, R1 ; w sont donc alignés, et, comme P i appartient à 
QÎ Rj , on a la droite 

( a ) P P . Q J R J W . 

D'ailleurs les droites ( i ) et (2), qui ont trois points com-
muns, se superposent. 
Remarque. — S i les côtés de A j B i C i sont perpendiculaires 

à ceux de ABG, en prenant pour O l 'orthocentre de A j B j G j , 
X passant à l'infini, Oi sera l 'orthocentre de ABG, et les 
droites et OOj seront parallèles. 
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Q U E S T I O N S . 

201)9. Si l'on considère les trois équations 

a b x 
b — x x — a a — b 

b x 
(b — x )2 (x —a)2 (a — b)2 * 

< 3 ) "{/x — a -h 1/b — x — \ b — a, 

l'équation ( ¿ ) du cinquième degré contient les trois racines de 
l'équation ( i 

Les deux autres racines de ( a ) sont racines doubles de 
l'équation (H) qui a six racines. (E.-N. BARISIEN.) 

4100. Si a et b sont les racines de l'équation 

. r 2 - 7 J + 7 3 = o, 

les deux quantités 

- - 2 ( v a ~f- V b ) H- (\ a1 V b1 ), 

— (\ a-f-v b) — V^2) 

sont égales à celles-ci, 

3 (s ('a -f- s2 v b ), 3 (s2 { a -h s V 6), 

s et e2 étant les racines cubiques imaginaires de l'unité. Pré-
ciser s. G. F. 

(D'après UERMITE, Cours d'Analyse 
de VÉcole Polytechnique.) 

¿101. La quintique gauche qui est l'intersection partielle 
d'une quadrique et d'une surface de troisième ordre ayant une 
droite commune dépend de 20 paramètres. G. F. 
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2102. On considère un limaçon de Pascal et les cercles 

bitangents n'ayant pas leurs centres sur l'axe de symétrie : 
i ° La corde des contacts passe par un point fixe; 
2° Enveloppe de la polaire de ce point par rapport à un 

cercle bitangent; 
3° Lieu du pôle de la corde des contacts par rapport à un 

cercle bitangent ; 
4° Lieu du milieu de cette corde: 
5° Lieu du conjugué harmonique de P par rapport aux 

points de contact du cercle avec le limaçon. (M. TÊTU.) 

2103. Étant données 4 sphères Ci, C2, C3, C4 de centres 
O i , 0 2 , 0 3 , Oi , une sphère quelconque £ coupe les axes radi-
caux IA i , IA2, iA 3 , IA4 de ces sphères prises 3 à 3 en Ai et A ' n 

A2 et Ag, A3 et A 3 , A4 et A'4. Les 4 points A t , A2 , A 3 , A4 sont 
les centres radicaux de Ci, C2, C3, C4 prises 3 à 3 avec une 
sphère S. De même A ' n A'2, A 3 , A ; sont les centres radicaux 
de G1, C-2, C3, C4 prises 3 à 3 avec une sphère S'. 

i° Montrer que S et S' peuvent se déduire l'une de l'autre 
de la façon suivante : leurs centres o>, u>' sont deux points 
inverses par rapport au tétraèdre 0 ! 0 2 0 3 0 4 et la somme des 
puissances du point I par rapport à ces deux sphères reste 
constante quand S varie. 

20 Montrer qu'il y a une surface lieu des points to, to' tels 
que S et S' soient orthogonales quel que soit le rayon arbi-
traire attribué à l'une d'elles, et étudier cette surface. 

( R . GILBERT.) 

2104. Étant donnée une ellipse de demi-axes R et '¿R, le 
cercle ayant pour diamètre une demi-corde parallèle au 
grand axe enveloppe une épicycloïde à deux rebroussements. 

( E . - N . BARISIEN.) 

2105. Les tangentes en trois points A, B, C d'une parabole de 
foyer F forment un triangle A 'B 'C ' . Démontrer les relations 

F A . F I ? = F B . F B , 2 = F C . F C * 

F A . F B . F C = F A ' . F B ' . F C ' . 

( E . - N . BARISIEN.) 
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2106. Si l'on considère les parabolesqui sont tangentes en O 

à une droite O T et qui ont la corde normale O A fixe : i ° le 
lieu du foyer de ces paraboles est une cissoïde dro i te ; 2° la 
directrice enveloppe une parabole. ( E . - N . BARISIEN.) 

2107. On donne une parabole P et une tangente fixe T à P . 
Le lieu du foyer des paraboles Q qui ont T pour tangente au 
sommet et qui sont tangentes à F est une parabole R, tan-
gente aussi à T , ayant même foyer que P et dont l'axe est 
perpendiculaire à celui de P . (E . -N . BARISIEN.) 

¿108. On donne le triangle ABG et le centre O de son 
cercle circonscrit. On prend les symétriques A ' , B' de O par 
rapport aux côtés issus de G : le cercle A 'CB ' et les cercles 
analogues pour les sommets A, B se coupent en un même 
point du cercle ABG. (CANON.) 

2101). Du point où le cercle inscrit à un triangle donné 
touche un des côtés on abaisse une perpendiculaire sur la 
droite qui jo int le milieu de ce côté au centre du cercle. Elle 
rencontre la hauteur issue du sommet opposé à ce côté en un 
point dont la distance au milieu du segment compris entre ce 
sommet et l 'orthocentre du triangle est égale au rayon du 
cercle circonscrit au triangle donné. (CANON.) 

2110. Soit sur une ellipse un point M d'où l'on peut mener 
à la courbe les normales M A , MB, MC. Soit y I e point de 
rencontre de AB et de la parallèle menée de M à la tangente 
au point G. On a de même sur AG, BC les points 8, a. Les 
points a, ¡3, v sont sur une droite parallèle à la tangente au 
point M à l 'ellipse. (CANON.) 

2111. On donne quatre plans. On mène une droite D que 
les quatre plans partagent en segments proportionnels à des 
segments donnés. Par les points où D rencontre les plans on 
leur élève des perpendiculaires et l'on construit la seconde 
droite A qui rencontre ces perpendiculaires. Le plan mené 
par D parallèlement à A est parallèle à une même droite quelle 
que soit la position de D. [ A . XMANNHEIM ( * ) • ] 

( 1 ) Question retrouvée dans les papiers laissés par le célèbre géo-

mètre. 
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[ 1 2 3 a ] 

C O N T I N U A N T S : A P P L I C A T I O N S A LA T H É O R I E D E S N O M B R E S ; 

PAR M. A. DELTOUR. 

( SU ITE . ) 

REPRÉSENTATION AU MOYEN DE CONTINUANTS 
DE LA RELATION EN NOMBRES ENTIERS 

( i) aa'bb'cc' = o. 

63. Le problème à résoudre consiste à trouver quatre 
suites oc, ¡3, y. S, telles que les six continuants qui 
figurent dans la relation ( I V ) (n° 17), 

( I V ) S (a ï ) og ) (Y7 io8 ) = o, 

représentent respectivement les six nombres entiers 
ci, b, ¿/, c, c'. 

Cherchons d'abord à quelles conditions doivent sa-
tisfaire ces nombres pour qu'il y ait une solution. 

Désignons les quatre quantités du n° 17 

( a ) ( f t ) J = = ( Y ) T = — L ' 

( « 0 , 1 ) ' Y ( ( 3 O , T ) ' Z ( ï o , I ) ' ( 8 O , I ) 

respectivement par les fractions 

x y z t 

x'"* y'* z' t' ' 

qui doivent être irréductibles. 

Les équations du problème sont 

| a = xy'—a?'y, a'— z t' — z11, 

(•i) ( b = xz' — x'z, b' — ty'—¿'y, 

( c — xt'—x'tj c'—yz'—y'z. 

Ann. de llathémat., 4e série, t. VIII. (Novembre 1908.) 3i 
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On en déduit les égalités suivantes qu'on peut d'ail-

leurs vérifier en remplaçant a, 6, c, ci, b', c' par leurs 
valeurs (2) : 

a' x -h bt — cz = o, 

— at -±-b'x^rcy = o, 

az —by -hc'x = o, 

a'y -f- b' z c' t = o, 

a'x'~i- bt' — cz = o, 

— a/' H- b' x' -1- = o, 

<7 — by' -h c' x' = o, 

fl'/' -r- b' z' C' t' = O. 

Dans chacun des s\stèmes (3) , (3'), deux des éga-
lités sont une conséquence des deux autres en tenant 
complc de la relation (1). 

En multipliant l une des égalités (3 ) par un nombre 
quelconque u\ l'égalité correspondante de (37) pur un 
autre nombre u et retranchant, on obtiendra une rela-
tion semblable avec des inconnues telles que 

(xur — x'u). 

On peut déterminer u et u de telle sorte que l'une 
quelconque de ces inconnues, par exemple (xu'— x'u), 

soit égale à 1, puisque x et xf sont premiers entre 
eux. 

On en conclut que, dans chacune des égalités (3), 
les nombres obtenus en divisant les trois coefficients 

par leur plus grand commun diviseur doivent être 

premiers entre eux deux à deux. 

Ces conditions jointes à celle de l'irréductibilité des 

fractions telles que ^ sont nécessaires pour qu'il y ait 

une solution. 
Il reste à démontrer qu'elles sont suffisantes. 
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64. Soient: 

d le plus grand commun diviseur de a, a', b\ c, 

donnant pour quotients a{, b\, , ; 

m le plus grand commun diviseur de b\, c\; 

n » a\,b{,cr, 

P » 
q » at,b<,c\. 

Les quatre nombres m, /i, /?, <7 sont premiers entre 
eux deux à deux; car, si m et /i, par exemple, avaient 
un facteur commun, ce facteur divisant b\ et c{ divise-
rait p et ct\ et par suite les six nombres aiy bn cj, 

a'n b\, c\, contrairement à Phypolhèse. 
Chacun de ceux-ci est, par conséquent, divisible par 

le produit de deux des nombres m, />, q. 
On posera donc 

a = dpqai, a' = dmna\ly 
b = dqnb2, = dmpb'.2, 
c = diipc.2, c' — dmqc'%, 

les facteurs non communs à deux de ces quantités étant 
premiers entre eux lorsque ces quantités ne sont pas 
désignées par la même lettre (a, 6 ou c). 

Les équations ( i ) et (3) deviennent 

( i ' ) a2a2 +C2C'2 = o, 

ma'^x -h qb-it —pc^z = o, 
— <7<z2£ -+- w ^ i & -h nc^y — o, 

pa^z —nbiy -h mc!t x = o, 
7ia'%y H-pb2 2 -+- qc'21 = o. 

Il est inutile d'écrire les équations semblables pro-
venant de (3'). 

65. Proposons-nous de résoudre le système (4). 
Considérons, à cet effet, la première égalité. 
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Supposons que x ait une valeur donnée. Il existe au 

moins une solution z, puisque qb2 et pc2 sont pre-
miers entre eux. 

En multipliant l'égalité par a2 et en tenant compte 
de (i7), elle peut s'écrire 

b2(q a^t — mb'^x) == c^(pa2z mc\ ir), 

et, en la comparant aux deux égalités suivantes, on a 
(r étant un nombre entier) 

qa*t— mb\x pa2z-\-mc\x 

Le nombre r doit donc être divisible par n. 
Or, les solutions t de la première égalité diffèrent 

entre elles d'un multiple de />c2, les nombres r corres-
pondants d'un multiple depqa>. 

Puisque n etpqa2 sont premiers entre eux, il existe 
au moins une valeur de r divisible par /i, et par suite 
une solution pour y. 

Une solution étant donnéeJK, t, on aura la solu-
tion générale r -f-A, z-{- k, t -f- / pour des valeurs de 
A, l satisfaisant aux conditions 

qb2l = pc2k1 
ne-i h — q a^ 
p a2 k = n b2 h, 

OU 
h = k _ J__ = 

pqa-2 qnb2 npc2 

où / est un entier. 

6(). Pour trouver maintenant les suites a, ¡3, y, 
nous mettrons la relation ( I V ) sous la forme 
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Elle se compose alors au moyen de quatre suites a', 

P'j ï ' i s o n t 

( a ' ) = ( T ) O ) , 

(P') = (Po5» ) , 
(Y') = (ï°5ï)> 

(8') = ( 8 0 3 a ) . 

La relation étant symétrique par rapport à a, ¡3, y, 
3, il existe trois autres formes analogues en opérant 
sur ¡3, y, 3 de la même façon que sur a. 

Le caractère de cette nouvelle forme consiste en ce 
qu'on a 

(a') =0 , 
(a'o,i)= i-

Réciproquement, lorsqu'on a une telle relation ( I V ) 
en a ¡3 ' , y\ 3', on passe à la première en a, ¡3, y, S en 
détachant la partie commune des suites ¡3'y'3' pour 
en composer a. 

Il suffit, par conséquent, de trouver quatre suites 
telles que a , ¡3', yr, S7. 

Faisant donc # = o, x ' = \ dans (2), ce système se 
réduit aux conditions 

( a =—jk, a' -4- bt' —c z' — o, 
(5) | b =—-s, —at'^rb' -h cy = o, 

( c = — « s'—by'+ c' =0. 

Les trois dernières se confondent avec le système (3'), 
où l'on fait x'~ 1. 

Or, nous avons vu que ce système admet au moins 
une solution. 

Si, en outre, cette solution est telle que les fractions 

~> p soient irréductibles, celles-ci permettent de 

trouver ¡3', y', S'. 
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En particulier, lorqne d = i, cette dernière condi-

tion est satisfaite; car siyely', c'est-à-dire a et y', par 
exemple, avaient un facteur commun, ce facteur divi-
serait b' et c' d'après (5). Mais les diviseurs de d 

peuvent seuls diviser à la fois <2, b' et c' (n° 63). 

67. Changements de signes dans la relation ( i ) . 
-—La formule ( I V ) se prête à la représentation de ( i ) 
pour toutes les valeurs relatives que prennent les quan-
tités a, a!, b, ¿/, c, d. 

Car, en substituant la suite (o, Ï|) à (R|, O) dans l'un 
quelconque des continuants de ( IV ) , on change le signe 
de ce dernier ( T c ) (n° 12). 

Par exemple, la relation ( i ) étant représentée par 
( IV ) , la relation 

(— a ) (— a') -i- bb' -f- cc' = o 

sera représentée par 

(a' r" r" Ì) 

-H (a, r„ o, y) (S, o, P) -V- (a, rn o, S) (£>, o, j ) = o. 

68. Cas particulier : ab — cd = ± i . — Dans 
le cas particulier où Ja relation ( I V ) prend la forme 
( V I ) et où ( i ) devient 

(6) ab — cd~±L i, 

l'identification se fait en posant 

a = N, c = R 

N ' 
et en cherchant Je continuant (a ) qui correspond à g » 

Celui-ci est pris long ou court de manière à donner 
à la parité qui convient. 

Relativement aux signes de a, b, c, on peut se 
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proposer de représenter ces quatre quantités affectées 
de tous les signes possibles compatibles avec l'égalité 
donnée. 

Celte question s'est présentée notamment au n° o7 
dans la recherche des suites 

Elle y a été résolue d'une manière particulière en 
donnant par convention le même sigue à cr et à br+\• 

Mais, pour la résoudre dans tous les cas, supposons 
a, 6, c, d positifs, a étant le plus grand de ces nombres, 
et prenons comme point de dépari le continuant po-
sitif 

(al} a2, . . ak) = {au fi. a/,), 

qui sert à représenter l'égalité (6) cib — cd — ±\ . 

On a les solutions suivantes pour les différents signes 
dont les nombres a, 6, c, d sont affectés : 

d. (a). 

(«t, S, ak) 
— ( — «1 , Tn P, «A-j 

-T- ( « l , V ~ «A) 
— ( — « i , r4, ¡3, Y], — a/,) 

Dans les autres cas, il suffit d'introduire entre deux 
éléments de /'un des continuants précédents la suite 

o,Th o) au moyen de laquelle on change les signes 
des quatre quantités. 

De ces solutions (a ) on déduit toutes les autres, qui 
sont évidemment en nombre illimité, par des transfor-
mations qui n'altèrent aucune des quatre quantités (a) ; 

ADJOINTS ENTIERS. 

69. Définitions. — Les adjoints seront dits nor-

maux, alternés, entiers, positifs, négatif s y si leurs 
continuants le sont. 

Ils admettront les mêmes résidus qu'eux. 
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70. Réduction dJun adjoint à un adjoint positif. 

— Nous aurons à appliquer ici les transformations in-
diquées au n° 21, et il convient d'observer à ce propos 
que, en vertu de la propriété démontrée au n° 20, la 
suite des éléments d'un adjoint doit être considérée 
comme disposée en cercle et comme formant une 
période. 

L'adjoint correspond à différents continuants suivant 
celui de ses éléments qui est pris comme point de dé-
part, mais sa valeur ne dépend que de la période. On 
peut donc choisir à volonté le premier élément lors-
qu'on applique les transformations du n°21. 

71. L'opération de la réduction repose sur la propo-
sition suivante : 

Si deux suites a, ¡3 sont telles qiCon ait l'égalité 

((a, a) = ((P, ft), 

et si les adjoints ((a), ((¡ï) sont différents de zéroy 

on a aussi 

En effet, de la relation 

((a, a) = ( ( a ) » — - 2 ( - i ) ' S 

qu'il est facile de vérifier et qui est d'ailleurs un cas 
particulier de la seconde relation (B3 ) (n° 35), on 
déduit 

( ( a ) 1 - (<£)*= al( - i)"«—(—1)«?]. 

Si (mod 2), la proposition est démontrée. 
Si /?a et n$ sont de parité différente, on peut sup-

poser na pair; on a 

((«)»-((?)*= 4, 
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ce qui ne peut avoir lieu que pour les valeurs 

: ( ( « ) = ± Î , : 

«P) = o, 

contrairement à Ihypothèse. 

72. Lorsqu'on transforme un adjoint double 

'((a, a) par les procédés des n"s 52, 53, 54, la valeur 

absolue reste invariable et le résultat est un adjoint 

double positif ((¡3, [3). 

Si l'on a soin d'appliquer chacune des transforma-
tions aux deux suites dont les éléments se correspon-
dent deux à deux, la correspondance des éléments ne 
cesse pas d'exister et leur nombre reste toujours pair. 

Examinons en détail chacune des opérations. 

i° Elimination des éléments nuls (n" 52). — I l est 
évident que la valeur de l'adjoint ne change pas et que 
le résultat est de la forme ((y, y ) . 

2° Elimination des éléments égaux à zt i (n°53). 
— En passant de l'adjoint normal à l'adjoint alterné, 

( ( 'Y, ( - 0 " 7 ' Y ) , 

puis en supprimant zh I (les I supprimés se corres-
pondent deux à deux et sont en nombre pair), on ob-
tient un adjoint de la forme 

( ( ¿ 8 ' , ( - • I ) « T I ' 8 ' ) . 

En revenant à un adjoint normal, ce dernier sera de 
la l'orme 

((o, 

Dans la première et la dernière de ces opérations, la 
valeur de l'adjoint ne change pas, puisque le nombre 
des éléments est pair. 
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Entre ces deux opérations, on supprime un nombre 

pair de fois dt 1, et, par conséquent^ la valeur est mul-
tipliée par un produit de facteurs égaux à dt i*. 

La valeur absolue de l'adjoint n'est donc pas modi-
fiée. 

3° Changement de signe des éléments (n° 54). — 
Le dernier adjoint obtenu (o, dz 2) ne renferme plus 
que des éléments ^ 2 en valeur absolue. 

Les suites r\ introduites pour changer les signes des 
éléments sont placées à chaque variation de signe et se 
correspondent deux à deux. 

Le résultat final est donc de la forme ((¡3, ¡3), tous 
les éléments étant positifs. 

On sait d'ailleurs que cette opération ne modifie pas 
la valeur absolue. 

Comme conclusion, la réduction d'un adjoint 

donné ( (a ) à un adjoint positif (((3) s'obtient en 

transformant l'adjoint double ((a, a) en adjoint 

double positif (([3, ¡3 ). 

Exemple. — Pour 

((a) =((3, - 7 , 11, —1, — 2 , 5, 8) = - 2 4 476, 

on trouve 

( 0 ) = ((a, i, 5, 1, 9, 2, 1, 4, 8) = 24 476. 

73. Adjoints positifs de valeur donnée. — La re-
lation 

(VI) («)(ai fi)-(«o,i)(«i>o) = (-0'1« 

permet de trouver tous les adjoints positifs ( (a ) ayant 
pour valeur un nombre positif donné N. 

Remarquons que les deux résidus sont plus petits 
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que (a) et posons 

N = a -h b {a et b positifs, a > b). 

Décomposons alors ab ± i en deux facteurs c, d 

(c << <2, d < a), et cherchons le continuant positif (a) 

qui correspond à la relation 

(6) ab — ed = ± ï. 

L'adjoint ((a) a pour valeur N. 

Réciproquement, tout adjoint posilif ((a) de valeur N 

correspond à une certaine relation (6). 

On aura donc tous les adjoints positifs de N en fai-

sant de toutes les manières possibles les décompo-

sitions 

N = a -+- b, 

ab ± i = cd, 

qui sont en nombre tini. 

Remarques. — i° Le même adjoint est obtenu, 

en général, autant de fois qu'il contient d'éléments, 

puisque, par permutation circulaire de ces derniers, la 

valeur ne change pas et qu'à chaque permutation cor-

respond une relation (6) distincte. 

Toutefois, il est obtenu moins souvent si cette der-

nière condilion n'est pas remplie, par exemple dans te 

cas d'un adjoint tel que ((am) ou ((a, a) . 

2° Si l'adjoint ((a) au lieu d'être positif est quel-

conque, il correspond encore à une relation (6), mais 

dans laquelle les entiers a , 6, c, d ne sont plus soumis 

à des relations de grandeur. 

Réciproquement, étant donnée une telle relation, on 

trouve un adjoint ((a) correspondant qui se réduit à 

un adjoint positif par le procédé indiqué au numéro 

précédent. 



( 492 ) 
Exemples. — i ° S o i t N = \\\ on trouve les adjoints 

positifs suivants : 

((40, ((i,39 ), ((3, i3), ( ( 3 , i , i , 5 ) , ((1,1,7,1,1). 

2° Soit N = 5g; on trouve 

((59), ((1^7), ( (3 , i9 ) , ((2, '2, n), 
((3, 4, 4), ((i, i, 4, i, 4), ((i, h i, 4). 

74. Transformation (les adjoints positifs entre 

eux. — Si les deux relations 

ab — cd =±i, 

ab — c'i/' = ± f , 

où cd = dd\ correspondent aux deux adjoints po-

sitifs ((a), ((a'), l'un de ces derniers se transforme dans 

l'autre. 

Soient, en efl'et, 

(»0,1 ) = c (*'o,i) = c ' = /• 
(a,f0) = d= g.nï, (a'1>0) = d' = 

{m, m' premiers entre eux). 

Puisque ( a 0 j l ) est divisible par m, (a) se transforme 

par le procédé du n° o7 en un continuant (¡3) tel que 

(Po,i ) = / 
(Pi.o) = g-mm'] 

de même (¡3) en (a') en divisant le résidu de (¡3) 

par m'. 

Conséquence. — T o u t adjoint positif de valeur N se 

ranène de cette manière à un adjoint pour lequel l'un 

des facteurs c, d est réduit à l'unité, savoir : 

i° Pour n a pair, à 

((o, a — i , i , 6 — i), 
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où l'on a 

c = i, 
d = ab — i, et qui se réduit à 

( ( I , A + B - 2 ) = ( ( I , N — 2 ) ; 

2° Pour Aia impair, à 

((o, a, 6), 
où Ton a 

c = 1, 

et qui se réduit à 
((a -f- 6) -+- ((N). 

CONTINUANTS ET ADJOINTS UNITAIRES. 

75. Définition. — On nommera unitaires les c o n -

tinuants entiers des types 6, 0', T4, r/, ainsi que les con-

tinuants alternés et les adjoints correspondants. 

76. Groupement des continuants par adjoints. — 

Les continuants unitaires dont on a donné quelques 

exemples au n° 9 sont en nombre illimité. Leur classe-

ment et leur constitution présentent quelques particu-

larités intéressantes. Il convient pour en faire l'étude 

de considérer leurs adjoints et, comme il sera indiqué 

au n° 79, de faire usage du système alterné. Car on 

sait que, dans ce système, tous les continuants d un-

adjoint unitaire appartiennent au même type (n° 31,, 

Remarque). 

Nous supposerons que les adjoints n'onl aucun élé-

ment nul. Ceux qui en contiennent se déduisent en 

effet immédiatement des autres en y remplaçant cer-

tains éléments a par des suites b, a, o, — a, c (n° 21).. 

77. Un adjoint unitaire ((à) se réduit à un ad-

joint positif ((¡à) pour lequel n$ = o. 



( 494 ) 

On a, en effet, 

( ( X I > 0 = ( X ) « H - Î ( X O I I ) ( X m ) - + - ( X , 

Suivant la règle générale ( u * 7 2 ) , ((X, se réduit à 

un adjoint double positif ((¡3, ¡3) de même valeur. 
Or, le développement de ((¡3, ¡3), dans lequel tons 

les termes sont positifs, montre qu'on ne peut avoir 

((?> = 2 q n e 

78. Un adjoint unitaire, sans zéro, ((à) a au 

moins un élément égal à ± i. 

En effet, si tous les éléments étaient ^2 en valeur 

absolue, ((X, X) se trouverait dans les conditions du 

II° 72 ( 3°) pour être réduit à un adjoint double positif 

((¡3, ¡3) de valeur i et tel que 

ce qui est impossible puisqu'on doit avoir 

np — o. 

79. Dans les numéros suivants marqués (Syst. a/i.), 

nous ferons usage du système alterné en supprimant le 

facteur i pour simplifier l'écriture. Il suffit de multi-

plier chaque élément par ce facteur pour revenir à la 

notation primitive. Ainsi, on écrira (a) au lieu de (i'a). 

80. Tout adjoint unitaire rentre dans Vune des 

trois catégories 

( u ) = ((X, a'), ((£) = ((X0|1, n , ( i ï ) = ((Xi.1, i ), 

où (A) représente un unitaire quelconque (Syst. 

ait.). 

En effet, il résulte de la proposition précédente que, 

à défaut d'autre, une des suites zh soit ( i , i , i) ou 
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(— i, — i, — i) élant prise pour Çk), tout adjoint pren-
dra l'une de ces trois formes, savoir : ( (a) ou ((¡3) s'il 
y a trois ou deux éléments successifs égaux à + i 
ou à — i, ( (y ) dans le cas contraire. 

81. Forme des adjoints ((a), ((¡3), ( (y ) {Syst. 

ait.'). — Cherchons maintenant les conditions que 
doivent remplir a', ¡3', y' pour que ((a), ((¡3), ( ( y ) soient 
unitaires. 

Pour ((a), il faut et il suffit que ((a') le soit aussi : 
le calcul ne présente aucune difficulté. 

Quant à ((¡3) et ( (y), posons 

X 

On a 

> // > / J (P') = ( ' i ,o ,6„?" f M , 
^ = (¿2, /m,1, . ,, , J „ J 

( (Y ) = ( lu °> c2- Y » 2 

(( = ((X, o, bx), 

((Y) = ((^î °> c2, Y"' CI» 

Comme ((a') dans ((a), les suites qui viennent après 
\ dans ces expressions doivent donner des adjoints 
unitaires, savoir : 

((o, 6,, ou + 
et 

((o, c2,f, clfo) ou ((c2,y", Cl). 

Par conséquent, ((a), ((¡3), ( (y ) sont formés au moyen 
de deux unitaires juxtaposés; l'un d'eux, dans ((¡3), 
commence par zéro et, dans ( (y ) , a ses deux éléments 
extrêmes nuis. 

EH représentant par ¡x un second unitaire, avec 

(¡i) = (m2, ¡xul, mx), 
et en posant 

1> 
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ces adjoints s'écrivent 

( (a )= ( (X > f i ) , 

( ( ï ) = h+rni , mv h)-

Dans ((¡3), a et b sont deux éléments liés par la con-
dition 

a h- b = l\ -f- m^, 

comme on le vérifie aisément. Il reste donc un para-
mètre variable lorsque X et JJL sont donnés. 

( (a ) se présente comme un cas particulier de ((¡3) 
lorsqu'on fait 

a = li% b = mt. 

A leur tour, X et p, rentrent dans l'une des trois 
catégories et sont eux-mêmes formés au moyen d'autres 
unitaires, et ainsi de suite. 

82. Adjoints ( ( y ) dont tous les éléments sont po-

sitifs (Syst. ail.). — D'après ce qui précède, tout ad-
joint unitaire peut être considéré comme composé au 
moyen d'adjoints ( (y ) . Il suffit en effet, pour cela, de 
terminer la série des décompositions lorsque tous les 
unitaires au moyen desquels est formé l'adjoint appar-
tiennent à cette catégorie. 

Les adjoints ( (y ) se déduisent aussi les uns des 
autres, car on peut poursuivre la série des décomposi-
tions jusqu'à ce que le dernier élément ait disparu. 
Parmi eux, nous distinguerons spécialement, par ana-
logie avec la réduction des continuants, ceux dont tous 
les éléments sont positifs et qui ne peuvent pas se 
mettre sous l'une des deux autres formes. Nous les dé-
signerons par ((8). 

83. Mode de formation des adjoints ((ô) (Syst. 
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ait.). — Faisons 

( X ) = ( i , i , O 
et soit 

un adjoint de ni éléments positifs. 
Mettons (S') sous la forme ( i , o, ù\ o, \).((ò") appar-

tient à la même catégorie que ((S). 
En effet, ((3") a /?§— i éléments positifs et différents 

de zéro, puisque, par hypothèse, les deux éléments 
extrêmes de S' sont d'autre part, il n'est ni un ((a) 
ni un ((¡3) ; autrement, un des unitaires X, [JL OU un des 
résidus X0il, pt0î, qu'il contiendrait se trouverait dans 
((0), contrairement à l'hypothèse. 

Réciproquement, soit 

un unitaire ayant n i—1 éléments positifs et défini 
comme ci-dessus. L'adjoint 

((g) = ((rf1H-iî 1, ¿2-+-1, 

obtenu en introduisant 

(o, X, o) = (o, 1, r, 1, o) 

entre deux de ses éléments dd2, a ni éléments posi-
tifs. On voit d'ailleurs facilement, par un raisonne-
ment analogue au précédent, qu'il ne peut pas prendre 
la forme ( (a ) et qu'il ne peut prendre la forme (¡3) que 
si l'élément 1 se confond avec l'un des éléments a, b 

qui figurent dans l'expression de ((¡3) (n° 81). 
On obtiendra donc tous les adjoints ((8) de ni élé-

ments en introduisant X = (o, 1, 1, 1, o) de toutes les 
manières possibles dans ceux de ni—1 éléments, en 
laissant de côté ceux qui rentreraient dans la caté-
gorie (((3). 
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On trouve pour Jes premières valeurs de /?§ [((S) et 

(( o j étant considérés comme ne faisant qu'un seul ad-
joint] : 

((S). 

3 ( ( i , i , 0 
4 ( (1 ,2, 1, '2) 

5 ((2,1,3,1,2) 
/ ((3, I, 2, 3, 1,2) 

6 j ((2, 2, 1 , 4, 1 , 2) 
( ((1,3, 1,3, 1,3) 

!

1(4, 1, 2, 2, 3, I, 2) 
( ( 3 , 2, i ; 3 , 3 , 1 , 2 ) 

((3, I, >, I, 4 , f, 2 ) 

((3, 2, 1, 4, 1,3, I ) 
((2, 2, 1 , •>, 1 , 2, 2 ) 

81. Adjoints unitaires composés de suites pèrio-

dûpies (Syst. ait.). — Parmi les ( (S) du numéro pré-
cédenl, il en est qui se composent de suites pério-
diques, par exemple 

( G " ù 2 ) , ( ( 3 7 1 , ^ , r i T O , ( 0 7 3 , 7 3 , ¡ 7 0 -

Proposons-nous de trouver d'une manière générale 
les adjoints unitaires qui jouissent de cette propriété. 

80. Un adjoint unitaire (à éléments positifs ou 

négatifs) composé de plus de trois périodes est un 

( (a ) (notation du n° 80) (Syst. ait.). — En effet, 
dans chaque période se trouve au moins un élément 
égal à dz 1 . 

En éliminant de chacune d'elles dt l , ainsi que les 
éléments nuls s'il y a lieu, 011 réduit l'adjoint à un 
autre qui contient un nombre moindre d'éléments et 
qui est composé du même nombre de périodes. 

Après une série d'éliminations semblables, on oh-
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tient un adjoint dans lequel chaque période est réduite 
à un seul élément égal à zéro ou à ± i. 

Le nombre des périodes est nécessairement pair si 
cet élément est zéro et il est divisible par 3 lorsque 
l'élément est ±1 i. 

Dans tous les cas, le dernier adjoint ayant plus de 
trois périodes se met sous la forme ((X, p.) et par con-
séquent est un ((a). 

Il en est évidemment de même de l'adjoint donné. 

Conséquence. — Les adjoints ((¡3), ((y)? ((S) se 

composent au maximum de trois périodes. 

En désignant par v une des suites dont se compose 
un de ces adjoints, celui-ci pourra prendre l'une des 
formes ( (v2 ) ou ( (v3 ) . 

86. Conditions que doit remplir une suite v pour 

que ( (v2 ) ou ( (v3 ) soit unitaire (Syst. ait.). — Ces 
conditions résultent des relations suivantes, que le 
lecteur vérifiera sans difficulté : 

( v «> = ( v ) ( (V ) — ( - I ) « V , 

( v » , , ) ® ^ , , ) ((V), 
(VÏ,0) = (V|,0) ((v), 
(v?,i) = Oi>i) ((v) — (— i)'S 
( V 3 ) = ( V ) [(( V )2 - ( - ï )«v ] - ( - I )«v (( v ), 
( v8 f , ) = ( v 0 > i H ( ( v ) a — ( — I ) " v ] , 
(vî.o) = (^I,o)[«v)*— (—I)»v], 
(vj[,I) = ( v M ) [ ( ( v ) « - ( - l ) » v ] — (- l ) «v ( (v ) . 

i° Soit ( (v2 ) un adjoint unitaire. 
Pour que (vjj^) et (v*>0) soient nuls, il faut qu'on 

ait soit 
((v) = o, 

soit 

(( Vi,o) = o-
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Dans le dernier cas. ( (v ) serait un unitaire et ( (v2 ) 
un ( (a ) . ^ 

On doit donc avoir 

i ( v ) = o . 

Cette condition suffit d'ailleurs à rendre ( (v2 ) uni-
taire. Mise sous la forme 

00-b (v1 (1 ) = o, 

elle montre que les continuants ( v ) et — ( v i , < ) repré-
sentent un même nombre. 

2° Soit ( (v 3 ) un adjoint unitaire. 
Pour la même raison que ci-dessus, on déduit des 

relations précédentes 

( ( v ) ï — ( — l ) « v = 0 . 

Cette condition est suffisante. Elle montre que les 
continuants normaux de ( v ) et de (v i ? 1 ) représentent 
deux nombres qui diffèrent d'une unité. 

[ 0 < 3 k J 
X O T E S U R L E S C O U K B E S G A U C H E S ; 

PAR M. EGAN. 

Condition pour qu'une courbe donnée soit une 

hélice. — Pour une hélice sur un cylindre de forme 
quelconque dont les génératrices sont parallèles à l'axe 
des z, on a 

s = kz, 

s étant la longueur de la courbe, mesurée à partir du 
point où elle rencontre le plan z = o. 
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Pareillement, pour toute hélice, on a 

s = ax -4-by h- cz -h ci, 

d'où l'on tire, en différentiant, 

( i ) A == 

x, y2 z2 

y* 

fk ¿k 

drx en désignant - par xr. 

(a) A = 

désignant 

Si x} y , s sont données en fonction d'un para-
mètre ty on a 

' y\ ¿i 
2̂ X2 -2 ¿2 

y* ¿3 H 

ock y± zk 

On vérifie facilement d'ailleurs que 

Réciproquement, si l'équation A — o ou A' — o est 
vérifiée, la courbe est une hélice. Considérons, en effet, 
x, y, w comme des fonctions données de t. La forme de 
l'équation A' = o nous montre que toute fonction s de t 

qui lui satisfait doit être comprise sous la forme 

5 = a x -f- by -i- cz -h d. 

a1 b, c, d étant des constantes. Donc la courbe est une 
hélice. 

Expression géométrique de A. — Soient R, T les 
rayons de courbure et de torsion d'une courbe C à un 
point donné; p, T les mêmes quantités pour le point 
correspondant de la courbeydont les coordonnées sont 
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dx dv dz c ., T9 T' Alors on a? assez facilement, as as as 

( 3 ) = 
P * T 

On trouve aussi 

p-i = — T - i yR2-h T2 , 

—î - ~ R3 d 1 
~ R2-I-T2 ds R* 

T 2 ds R 

- R d R 

0 . d R 
A = R-® — — » 

ce qui montre, comme on devait s'y attendre, que les 
conditions 

R 
A = o et Y ~ const. 

s'équivalent. 
On peut donner une autre expression pour A comme 

il suit : 
On rectifie la courbe C, on le sait, en développant la 

développable 1) dont l'élément plan contient la tangente 
et la binormale au point correspondant de C. Soient 
P, P' deux points consécutifs sur C, et soit Q le point 
correspondant à P sur l'arête de rebroussement de D. 
Soit A l'angle entre PP ; et PQ. Alors 

tangd ;= ï . 

L'angle A et l'angle PQP' ne sont pas changés par 
le développement de D.Or, après ce développement, la 
courbe C devient une droite et I on a, par conséquent, 

P Q P ' = — = dty. 
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On a donc 

PP 's in^ = FQ sin PQP ' = PQ dty, 

dty 
eût (4) PQ§=sin<|, . 

Soit maintenant p la perpendiculaire abaissée de Q 
sur PP7; on a 

i = p cosec2^ 

... d R • 
( ) ) —Pair 

On a donc 

(6) A == - y i . 
p 'P 

Si la développable D se réduit à un cône, on a 
p = const. L'équation (5 ) nous montre donc que 
les courbes pour lesquelles on trouve 

R / - = a s o 

sont des géodésiques sur un cône. 

[L1 5e] 

D É M O N S T R A T I O N DE Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S DE l / E L L I P S E ; 

PAR M. T E T U . 

Je vais démontrer que : 

Une développée dyellipse peut toujours se projeter 

orthogonalement suivant une hypocycloïde à quatre 

rebroussements. 
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Considérons une droite dont deux points A et B 

décrivent deux droites rectangulaires Ox7 Oy, et soit M 
un point de cette droite. Le lieu de M est une ellipse. 

Fig. i. 

Construisons la normale et la tangente en M à l'aide 
du centre instantané de rotation I; soient INM et MT. 
Abaissons M H perpendiculaire sur Ox, et soit M' le 
point de MH tel que l'angle A M ' T soit droit; on a 

M H = y/iNH.HT, M ' 11 = / A H . H T , 

d'où 

Si donc je projette la figure formée par ABM sur un 
plan parallèle à Ox et faisant avec le plan xOy un angle 

dont le cosinus s o , t droite AB se projettera 
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suivant la normale à l'ellipse, projection du lieu de M. 

La propriété est donc démontrée. 

En considérant les normales à l'ellipse comme pro-

jections d'une droite de longueur constante dont deux 

points décrivent deux droites rectangulaires, on 

démontre simplement un grand nombre de propriétés. 

Par exemple, il est immédiat que le rapport des 

segments interceptés sur une normale ci une ellipse 

par les deux axes est constant. 

Considérons maintenant dans la figure précédente 

la parabole tangente à ()x, Oy, AB, MT; on reconnaît 

immédiatement que 1 en est le foyer et AB la tangente 

au sommet; cette parabole louche donc A B au pied P 

de la perpendiculaire abaissée de I sur cette droite. Or 

ce point est précisément le point de contact de A B 

avec son enveloppe. 

Donc, par projection, on obtient la propriété connue : 

La parabole tangente aux axes d'une ellipse, à la 

normale et à la tangente en un point M touche la 

normale au cenlre de courbure de l'ellipse au point M. 

Mais reniarquonsque IP est l'axe de la parabole. Donc 

la projection de 1P sera un diamètre de la parabole 

projetée. Ce diamètre sera perpendiculaire à la direc-

trice, laquelle n'est autre que la projection de O M . 

On obtient donc la construction suivante du centre de 

courbure en un point M d'une ellipse : 

Soit Q le point d'intersection des parallèles aux 

axes menées par les points où la normale en M 

coupe ces axes; le centre de courbure en M se trouve 

à l'intersection de la normale avec la perpendicu-

laire abaissée de Q sur OM. 
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A G R É G A T I O N » E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S 
( C O N C O U R S UE 1 9 0 8 ) . 

S O L U T I O N DE LA Q U E S T I O N DE M A T H É M A T I Q U E S 
S P É C I A L E S ; 

PAR M. P. FAVKK. 

Un contour convexe est formé des côtés parallèles 

AB, A'B' de longueur 'il d'un rectangle ABB'A7 et 

des demi-cercles de rayon r décrits sur les deux 

autres côtés A A' et BB' comme diamètres. Il se dé-

place dans son plan d'une façon continue en restant 

tangent extérieurement à un demi-cercle fixe de 

rayon R et à la droite indéfinie D qui limite ce 

demi-cercle. On suppose que AB était sui' D au 

début du mouvement et que A'B' vient sur cette 

même droite à la fin du mouvementy après avoir 

touché le demi-cercle fixe. 

i° Construire la trajectoire Y du centre M du 

rectangle et reconnaître si elle est convexe. 

2° Calculer l'aire limitée par F, dans l'hypothèse 

H = / = /'(y/3 — l ) . 

3° On suppose que l'angle dont tourne le contour 

est proportionnel au temps; on demande de placer 

le contour à un instant donné et de construire le 

vecteur vitesse du point M à cet instant. 

4° Le côté A'B' étant tangent au demi-cercle fixe, 

trouver à un instant donné l'enveloppe des tangentes 
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aux trajectoires des différents points du contour. 

Examiner les différents cas qui peuvent se pré-

senter en supposant R = /• — /. 

i° Le mouvement du contour se divise en trois 
phases : 

Première phase : Le demi-cercle A A' est langent 
au demi-cercle fixe et à la droite D ; 

Deuxième phase : Le demi-cercle A .A' est tangent 
à la droite D et le côté A'B ; est tangent au demi-cercle 
fixe; 

Troisième phase : Le demi-cercle A A ' est langent 
à la droite D et le demi-cercle BB' est tangent au demi-
cercle fixe. 

Dans la première phase, le point M décrit un arc de 
cercle ayant pour centre C le milieu de A A' et l pour 
rayon. 

Si l'on désigne par <p l'angle de rotation du contour, 

l<ig. I. 

la valeur cp0 qui sépare la première phase de la deuxième 
est donnée (voir fig. i ) par la relation 

/Ri—7R7 / ^ IT\ 
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En posant 
P M = X 

et projetant le contour OPCE sur la droite D et sur 

Fig. 2. 

une perpendiculaire, on a [Jig- 2) 

( R -h /•) sin cp — X c o s es = x, 

— ( R -4- /•) eosç; — X sin o = / sin o -+• r . 

En éliminant A on obtient la valeur de .r, celle de y 
est immédiate, et les coordonnées de M dans la 
deuxième phase son! 

( R — /* ) — / sin c c o s o -4- v c o s c 
x = : ' i -, 

SI 11 9 

y = -+-

Dans la première phase, la trajectoire T du point M, 
étant un *arc de cerôle, était convexe. Si elle devient 
concave, il faut que la transition se fasse par un point 

d'inflexion, c'est-à-dire que ^ passe par un maximum 

ou un minimum. Et s'il n'y a pas de point d'inflexion 
la courbe T restera convexe. Pour résoudre cette ques-
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tion, il faut avoir^-^ : ' dx2 

1 r -h l s i n 3 p -h ( R -+- /•) c o s 9 . dx — : do, 
sin2cp 

dy = " l coscp ¿/cp, 

dy — / c o s c p sin2cp 

dx l sin3cp -+- ( R 4 - r) coscp -h r 

Si l'on forme on obtient une fraction dont le déno-

minateur est un carré parfait qui ne devient pas infini 

et dont le numérateur est, après réductions, 

/2 s in4 <x> — :2 /(R - h / ) sincp cos3cp — l r sin cp(2 cos2cp — sin2cp), 

ou 

l'2 sin4cp — 2 / R sincp cos3cp -f- //• sincp ( i — 3 cos2cp — cos3cp), 

ou e n f i n 

l- sin4cp — i / R sincp cos3cp - h lr sincp(i — i coscp) ( i -+- coscp)2. 

Or, dans cette deuxième phase, o est compris entre ^ 

et TT; donc 
sincp > o, coscp < o, 

et l'expression ci-dessus est toujours positive. 
Il n'y a donc pas de point d'inflexion dans la 

deuxième phase, et la trajectoire T est encore convexe. 
Pour avoir la valeur de <p, qui marque la fin de la 

deuxième phase, projetons encore le contour OPCE 
(en remarquant qu'à ce moment A = l ) : 

( R -+- r) cos cp! -t- 11 sin çpt - h r — o. 

Dans la troisième phase ( fig. 3), le milieu C de BB' 
décrit un arc de cercle de centre O et de rayon R -h /*. 
Ses coordonnées sont, en désignant par 6 l'angle'COD, 

x c = ( R -H r ) cos6, y c = ( R -t- /') sinO, 
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et le point C sera à l'intersection de la droite y = /' et 

Fig. 3. 

du cercle de centre C et de rayon i l , dont l'équation 
est 

[x — ( R -f- /•) cosO]2-h [y — ( R 4- /•) sin6p = 4/* 

(l'abscisse du point G devant être la plus grande). On 
en déduit, pour les coordonnées du point G, 

( R -4- /•) nos6 -f- — [>' — ( R /') s ine J2, 

yc = r. 

Le point M étant le milieu du segment CC', ses coor-
données sont 

x = ( R - h r ) cosO -4- sj\ l l — [ r — ( R r ) sin 6 J2, 

(R + r) . ft r 
y — sillb -I J 1 1 

(le radical est pris positivement). 
Pour voir si la courbe est encore convexe, c'est-à-dire 

ne présente pas de point d'inflexion dans cette troisième 
phase, nous utiliserons la remarque suivante : 

I étant le centre instantané de rotation, les trois 
droites IC', IM, IG et la parallèle à C'C menée par l 
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forment une proportion harmonique 

— . f*2~ K3 = _ l . 
[Il — ' ' 

or 

fit = tang6, f j t 4 = tangcp 

et ¡¿2 est infini; donc 

jjt3 = i ¡jl1 — = '2 tangO — tangcp. 

Si u est le coefficient angulaire de la tangente à f , 
[ 

tangcp — 2 tangO 

Cette formule montre que dans la troisième phase le 
coefficient angulaire de la tangente est toujours néga-
tif, et va en croissant en valeur absolue. 

Au contraire, dans la deuxième phase, ^ ^ étant po-

sitive, la valeur algébrique du coefficient angulaire va 

Fig. 4. 

en croissant. 11 y a donc un point d'inflexion en M, et 
la courbe F n'est pas convexe. 

L'expression ci-dessus de a permet de trouver les 
tangentes en et en M2 

(JL'= — 0,247, ¡¿n= — o,866. 

De tout ce qui précède résulte pour T la forme ci-
contre (jig. 4)-
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2° Si Ton suppose 

R = /., /=r(v/3 —i) , 

et si l'on se reporte aux formules qui donnent les va-
leurs cp0 et cpi séparant entre elles les trois phases, on 
trouve 

cp0=i'2o° et c p ^ i S o " . 

Les formules trouvées dans la deuxième phase 
donnent, pour les coordonnées de M0, 

] , 366 r, i ,634/% 

et, pour les coordonnées de M,, 

= i,634r, ^i = i,366/\ 

to étant le centre ( f ixe) de rotation dans la première 
phase, ses coordonnées sont 

Pour évaluer l'aire limitée par F, nous poserons 

= aire M2NM0Eu>M,, 

S 2 = a i r e du rectangle EDFw, 

S3 = aire M0QMi DM0, 

Si = aire \I1FM2VM1, 

et nous aurons 

S = b i So -+- S3 — S4 . 

Aire S,. — Elle est égale à l'aire du secteur circu-
laire coM 2 N M 0 diminuée de celle du triangle M0E<o : 

ç, _ 3, Î416 x 0,732 o,366 xo ,634 2  

1 3 2 ' 
Sj = (o, 56 r — o, 116 = o, 445 /'2. 
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Aire S 2 . — Les dimensions du rectangle sont 

x ^ — x i = 0,098 r, y0—yM = o,634 r; 
donc 

S 2 = 0,062 r 2 . 

yi/re S3. — Cette aire est représentée par l'intégrale 
définie 

/
?0 

(xl — x)dy 

on 

Sa = r» f ( 1,634 - ^ o ^ s i n : c o s ^ c o S y ) ^ ^ ? ^ 

= o , 7 3 2 r 2 ,634 coscp — 2 
J9t\ 8,n? 

cos2cs\ f 0,732 COS2'y : Ì- i/o 

r 1200 / cos es 
= o,732r2 / i,634 coscp — 2 ——— 

c/150o V T s i n ? 2 

0,732 1 . \ 
— — COS29 : h sin es do. 
1 ' sincp / 

Les quadratures indiquées s'effectuent de suite : 

S 3 = 0 , 7 3 2 r 2 ,634 sincp — 2 L o g sincp — o,366cp 

9 \ t20° 
— o , 1 <S3 sin 2 cp — L o g tan g -- — cos es ) 

2 / 150° 

En substituant les limites et réduisant : 

S ,= o l 732r»(o,366| + o,634 ^ + L o g ^ l ) 

(les Tables usuelles donnant le logarithme vulgaire, il 
faut le multiplier par 2,3o2Ô pour avoir le logarithme 
naturel), 

S 3 = O , O Ô 8 / ' 2 . 

Aire S — flette aire est représentée par l'intégrale 
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définie 

S 4 = / (x — x^dy. 

62 
D'ailleurs 

O ^ ô o 0 et 02 = 3o°. 

En remplaçant x et dy par leurs valeurs en fonction 
de 6, on obtient 

S 4 = Ç i ( R -4- r) cos0 
•'30° L 

' y 4 / i — [ r — ( R - ^ r ) s i n e p — 1 , 6 3 4 r j ^ ^ c o s Q rfO, 

^ f 0° ~ 60° 

S 4 = r * / ( 1 cos 2 0 ) ¿0 — i ,634r 2 / cosôrfO 
J 3QO J 3QO 

/ V̂^ , 1 43 — ¿2 ûfe, 
4 «/0 

en posant 
1 — 1 sinô == t, 

r 2 , 1 4 J arc sin — 1 2 , 

4 V v/17743 * J0 
S4 = /•* ( o, 5?4 — o, 598 -+- o, 14« + o, 115 ), 

S4 = o , 181 r 2 , 
d'où 

S = o,3g4 r2. 

3° Soient I le centre instantané à un moment donné 
et 10 Ja vitesse angulaire de rotation. Le vecteur vitesse 
du point M a pour valeur 

V = m ÎM. 

Si l'on connaît la ligne IM et si l'on construit l'angle a 
tel que 

tanga = w, 

le vecteur vitesse sera le second côté de l'angle droit 
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dans un triangle rectangle admettant IM pour autre 
côlé de l'angle droit et a pour angle aigu. 

La construction de M dans la première phase est 
immédiate, puisqu'il se meut sur un cercle connu. 

Pour la deuxième phase, on construira le cercle de 
centre O et de rayon R + r, on lui mènera une tan-
gente faisant l'angle cp == wi avec la direction positive 
de la droite D (voir Jig. 2), et l'on prendra sur cette 
langente un point C à la distance r de D. 

Pour la troisième phase, on construira encore le 
même cercle fixe, et l'on cherchera à placer un seg-
ment C G de longueur il incliné de l'angle cp sur D, et 
s^appuyant à la fois sur le cercle fixe et sur la droite 
y = r. On arrivera facilement à ce résultat en impri-
mant à la droite y = /* une translation convenable qui 
donnera le point G'. 

4° L'enveloppe se compose de quatre fragments de 
coniques qui se raccordent de façon à former une 
courbe continue, mais qui peut avoir des asymptotes. 
Il y a deux coniques à centre et deux paraboles. Elles 
ad niellent loutes les quatre pour foyer le centre instan-
tané I au moment considéré. Les tangentes au sommet 
des deux paraboles sont les droites AB et A'B\ Les 
cercles principaux des coniques à centre sont ceux 
décrits sur AA' etBB' comme diamètres. Dans le cas 
proposé (R = /' = /), ils sont tangents extérieurement, 
et par suite les deux coniques à centre ne peuvent être 
simultanément des ellipses. 

Pour savoir si ce sont deux hyperboles ou bien une 
ellipse et une hyperbole, nous allons former les équa-
tions des deux cercles principaux 

et voir si les coordonnées du point I rendent l'expres-
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sion 

positive ou négative. 
Si cette expression était nulle, l'une des deux coni-

ques à centre serait un cercle. Les coordonnées du 
point C sont 

2 — sin 0 
* = y = r> 

donc 

/ 2 — s i n 0 \ 2 

cos6 rj + (y — r)*—r*=* o. 

Les coordonnées du point C sont 

2 — s in 6 
x = — r ___ 2 /- sin 0, cost) 
/ = ( H - 2 cost))/-; 

donc 

- , / 2 — sin 0 . A 
_ _ r + a,.s,„9 

[ y — (i -f- 2 c o s 6 ) r ] 2 — r 2 = o. 

En remarquant que le point I a même abscisse que 
le point C et que la droite 01 a pour coefficient angu-
laire langO, on obtient pour les coordonnées du 
point I 

2 — sin 9 X = — /\ 
cosO 

, r (2 — sinO)sinO 

cos-0 

En substituant on trouve 

/ i ( X , Y ) _ (•>. sinQ — i )2 _ 
,.2 — COŜ  0 

/ S ( X , Y ) . / 2 si n 0 — cos3 0 — i \ 2 

== 4 s i n2 0 + ( — — l — i . 
cos2 0 
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Posons 

v rk 

Si <£(6) <C o, on aura une ellipse et une hyperbole ; 
Si $ (9 ) > o, on aura deux hyperboles. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

B o r d e a u x . 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . Questions de cours : 
i° Ellipsoïde d'inei tie ; 
'2° Stabilité de l'équilibre. — Théorème de Lagrange ; 

démonstration de Lejeune-Dirichlet. 

IL. PROBLÈME. — Un point rnatériel M de masse m est 
assujetti à se mouvoir sans frottement sur une ellipse de 

centre O et dont les demi-axes ont pour longueurs a et 
b {a > b); il est d'autre part attiré par le point O propor-
tionnellement ci sa masse et ci sa distance r au point O. 
{On représentera par F = — MA2/' cette force attractive.) 
i° Étudier le mouvement du point M et déterminer la 

réaction N exercée à chaque instant par la courbe sur le 
point matériel M. 
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2° Montrer que, si la réaction N est nulle à un instant, 

elle est nulle pendant tout le cours du mouvement. 
3° Etudier en particulier le cas où les conditions initiales 

sont les suivantes : 

^o=o, y0 = b. x'0 = x s/a*— b*, /0 = o 

(x et y désignant dans ces formules les coordonnées du 
point M). 

É p i u a vE PRATIQUE. — Quelle doit être la vitesse, au point 
le plus bas de sa trajectoire, d'un pendule simple pour que 
la tension du fil devienne nulle quand ce fil fait avec la 
verticale ascendante un angle de |5°? 
A partir de Vinstant où la tension est ainsi nulle, le 

mouvement du point devient parabolique; déterminer le 
point où il rencontre Vhorizontale du point d'attache du 
fit 
Données en unités C. G. S : 
Longueu r du pendule, l = 87 ; 
Accélération de la pesanteur, g = 980. 

( J u i l l e t 1 9 0 8 . ) 

Grenob l e . 

COMPOSITION. — Dans un plan vertical fixe, P, se trouvent 
deux tiges, rectilignés, homogènes, égales, de même 
masse, AB et CD, qui sont articulées en leur milieu G. 
Leurs extrémités A et C sont assujetties à rester sur une 
droite fixe O/. Les liaisons sont sans frottement. 
On demande : i° de trouver le mouvement du système ; 

2° de calculer les réactions exercées par Ox en K et C ; 
3" de déterminer la réaction qui sJexerce en G sur la 
barre AB. 
On admettra qu'à Vinstant initial G est sur la perpen-

diculaire 0y à O^r menée par O en dessous de Ox et que 
le système part du repos. 
On appelle il la longueur commune des barres, m leur 

masse, a l'angle de la verticale descendante avec 0;r, 
x l'abscisse de G, 0 Vangle de AB avec 

X. B. — On admettra que, si les barres se rencontrent, 



( 5.9 ) 
elles peuvent se traverser mutuellement, de façon que le 
mouvement se continue sans choc. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un solide homogène S, de masse M , 

est limité extérieurement par un cylindre de révolution 
de hauteur h et de rayon R. 
Soient O un point de l'une des bases situé à une distance 

d {d < R) de l'axe de révolution et Ox, O y, O z trois axes 
rectangulaires, Os étant parallèle aux génératrices du 
cylindre, Ox rencontrant l'axe de révolution : 

I° Former l'équation de l'ellipsoïde d'inertie de S rela-
tif à O. 
•2° Soit G' le point où O z rencontre la seconde base. On 

suppose que O et O' soient fixes et situés sur une même 
verticale et que S tourne uniformément autour de 00' avec 
une vitesse angulaire w. Déterminer les réactions exercées 
par O et O'. 

3° Le solide étant animé du mouvement précédent, on lui 
applique, à un moment donné, et sans changer les liaisons, 
deux couples résistants T, f dont les moments sont, en di-
rection, parallèles à O z et, en intensité, l'un N constant, 
l'autre proportionnel à la vitesse angulaire de rotation; 
le coefficient de proportionnalité étant a. Calculer N et a de 
jaçon que la vitesse angulaire soit COE au bout d'un 
temps ¿i (s < i), et que le solide s'arrête au bout du 
temps 2tx. 

( J u i l l e t 1908. ) 

L i l l e . 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . Extension du théorème des 
moments cinétiques et du théorème des forces vives au 
mouvement relatif d'un système matériel autour de son 
centre de gravité. 

II. Une tige BC est articulée à ses extrémités avec deux 
autres tiges identiques BA et CD. Ces trois tiges homogènes 
et pesantes sont placées sur un plan horizontal, sur lequel 
elles peuvent glisser sans frottement. 
Initialement, AB etCD sont perpendiculaires à BG, dans 

des sens opposés, et le système est au repos. On applique 
alors aux extrémités libres A et D deux percussions don-
nées formant un couple: 
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i° Calculer les percussions de réaction qui se produisent 

2 1 

A 

aux articulations B et C, et déterminer la distribution des 
vitesses que ces percussions impriment aux barres. 

2° Etudier le mouvement parallèle des barres. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un parallélépipède rectangle ho-
mogène pesant a pour arêtes OA = 3"\ OB = 2m, OC = i"'. 
Il peut pivoter autour de l'arête horizontale fixe OB. Ini-
tialement, Varête OC est dirigée suivant la verticale ascen-
dante, puis le corps est abandonné sans vitesse. Calculer : 

i° La longueur du pendule simple synchrone ; 
2° La durée de Voscillation ; 
3" Le temps nécessaire pour que le plan AOB devienne 

vertical ; 
4° La vitesse angulaire dans cette dernière position. 

( J u i n 1 9 0 8 . ; 

S O L U T I O N S IHÎ Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1954. 
( L!H):>, P. 1 I 7. ) 

Trois quadriqiies Q.2. Qs déterminent un réseau ponc-
tuel de quadriques Q. Les polaires D d'une droite A par 
rapport aux surfaces Q appartiennent à une congruence : 
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i° Les droites de la congruence sont en général les 

cordes d'une cubique gauche G. 
i° Lorsque A varie, les cubiques G rencontrent en huit 

points une courbe fixe. 
3° Trouver la surface S lieu des droites A telles que les 

droites D passent par un point fixe, et la courbe lieu de 
ce point, quand A, variant, engendre la surface S. 

les équations des quadriques Q1? Q2, Q3. L'équation de Q est 

X, jj1, v étant trois paramètres arbitraires. 
Les plans polaires d'un point M par rapport aux quadriques Q 

passent par un point fixe M', quand A, a, v varient, puisque 
l'équation du plan polaire dépend linéairement de deux para-
mètres; les points M, \J' sont réciproques. 

Soient D1? D2 , D3 les polaires de A par rapport à Qi, Qj , Q 3 ; 
supposons que i\l décrive A; les trois plans (M' , D j ) , (M ' , D 2 ) , 
(M ' , D 3 ) se correspondent homographiquement deux à deux 
comme étant les plans polaires de M par rapport à Qi, Q2 , Qs-
Donc le lieu du point M' est une cubique gauche G dont 
D ] ,D 2 ,D 3 sont trois cordes ; et comme on peut prendre arbi-
trairement Q t , Q 2 , Q 3 , dans le réseau, toutes les polaires D 
de A sont des cordes de la cubique G. 

Geci peut aussi se voir analytiquement. Soient x0, jKo> ̂ 0? 
e t y u z1, t t deux points, >I0 et AIj, de A. Leurs plans po-
laires par rapport à Q sont 

( R . G I L B E R T . ) 

SOLUTION 

Par L'AUTEUR. 

I° Soient 
f(a7, y, z) = o, 

r , Z) = o, 
z) = o 

\f - h fJLCp -r- V^ = O, 

(I) 

Ì ( Xof'x H- yofy H~ Zofz + to ft ) 
H- M- ( JKo fy -H Z0fz — t0o't) 
v (x0'yx-^y0<yy+ z0<yz-+-to'Yt) = o, 
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ce que nous écrirons, pour abréger, 

i X R 0 4 - { ¿ S 0 4 - v T 0 = o, 

| X R , 4 - pS i + v T ^ O, 

et nous représenterons également par R#?1, par exemple, l 'ex-
pression 

"+- yofy-i + 'o//, • 

Les polaires D de A sont définies par le système ( i ) . Si 
l'on assujettit la droite D à passer par un point x, y, S, t 
donné, le système ( i ) donne les rapports des quantités X, ¡JL,V. 
Toutefois il y a indétermination si le Tableau suivant est nul : 

Ro So T 0 

Ri S, T , 

Ces équations sont celles d'une cubique C; d'ailleurs, si A 
est prise arbitrairement, ses polaires sont toutes distinctes; 
donc on voit déjà que C est le lieu des points par lesquels 
passent une infinité de droites de la congruence des polaires. 
Soient ensuite «r2, y^ z2, t2 et x3, y3, s3, deux poinis, M2 

et M3, pris sur une des droites D. On a 

i ^ Ro,2-+- H-S0,2 4- vT0)2 rrr ()? 

] X R 0 ) J + ^ S O , 3 + V T O , 3 = O I 
(2) / 

j X R J ) 2 - H v T 1 ) S = o , 

F X R , ) 3 - H P- S 1,3 4 - v T 1 ) 3 = o ; 

les coordonnées d'un point de D sont 

m x2 -f- n x A, 

m y -h n y 3, 
niZi -h nz z , 

m 12 4 - nt't, 

et les équations de C sont 

a R 0 - * - P R , = o, 

aS0 4- pSi = o, 

a T 0 4 - p T 1 = o . 

Remplaçons x,y, s, t de ( 3 ) dans les équations de C afin de 
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voir s'il y a des points de D sur G. Nous obtenons ainsi trois 
m 

équations en — qui sont 

a w i R f l i 2 + a / i R f l , 3 + ^ m R i ) 2 4 - (3'¿Ri,3 = 

a m S0,2 -H a n S0)3 -+- ¡3 m Si?2 -+- P S f 13 = 0, 

a m T 0 ) 2 + a n T o , 3 + P/?iT1)2-f- = o. 

Multiplions par X, JJL, V et ajoutons en tenant compte des 
relations ( 2 ) ; on trouve une identité; donc les trois équations 
précédentes se réduisent à deux; elles déterminent les rap-
ports — = N et £ = B. 

m a 

Les deux premières donnent 

R„,SH- NR 0 , 3 h - B R l ( J + N . B . R , , 3 = o, 

SO ,2H-NSO ,3H- B S 1 ) 2 H - N . B . S M = 0 . 

En éliminant B on a une équation du second degré en N, 
et, par suite, il y a deux points de D sur la cubique G. 

2° et 3° Nous avons dit plus haut que les trois plans (M' , ), 
(M' , D 2 ) , (M ' , D3 ) se correspondent homographiquement; ceci 
suppose qu'ils sont déterminés, c'est-à dire que M' n'est pas 
à la fois sur Di, D2 et D3 . Gela peut arriver lorsque M décrit 
certaines droites, A, que nous désignerons uniquement désor-
mais par A. 

Le point M'décrit alors la courbe J, lieu des points tels que 
leurs plans polaires par rapport aux quadriques Q passent 
par une même droite A. On obtient, par un calcul immédiat, 
les équations de J en annulant le Tableau 

(4 ) 

f'x fy fz ft 

iy ?'z. ?t 

On obtiendrait la même courbe en cherchant le lieu des 
sommets des cônes du réseau. C'est la courbe jacobienne du 
réseau (SALMOX, Géométrie analytique à trois dimensions, 
§ 238, a). On voit sur ces équations que J est l'intersection de 
deux surfaces cubiques ayant en outre en commun une cubique 
gauche. On en conclut d'abord que J est du sixième ordre. De 
plus, on en conclut (SALMON, Id., § 34-5, 346) que, si h est le 
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nombre des points doubles apparents de J, et /• le degré de la 
développable lieu des tangentes, on a 

h = 7, r = i6. 

Des formules de Gayley pour les courbes gauches on déduit 
de là cjue la courbe J est de genre 3. 

Ceci posé, nous allons montrer que toutes les cubiques G 
rencontrent J en huit points. En effet, les équations de J sont 
données par le Tableau ( 4 ) ; par des combinaisons faciles à 
vérifier on déduit des équations ( 4 ) les deux équations sui-
vantes, où l'on a conservé les notations antérieures: 

Ro S» T» Ro s, To 
R, S, T, = 0, R, s, T, 

fk Vz f i <W 

ce qui montre que G est, ainsi que J, située sur les deux surfaces 
cubiques représentées par ces équations et constitue, avec J, 
leur intersection. Si t est alors le nombre des points de ren-
contre de ces deux courbes, on a (SALMON, Id., § 34-6) t = 8. 
Ainsi, les cubiques G, qui correspondent point par point à des 
droites, sont assujetties à huit conditions, puisqu'une cubique 
dépend de douze paramètres et une droite de quatre seule-
mont. Ces conditions sont de rencontrer J huit fois. 

Soit maintenant M un point de J; les plans polaires de M 
par rapport aux quadriques Q passent par une droite A. Il y 
a autant de droites A qui rencontrent une droite D prise arbi-
trairement que de points communs à J et à la cubique C qui 
correspond point par point à la droite D. Donc la surface S 
lieu des droites A est du huitième ordre. 

Mais nous allons définir la surface S d'une façon plus précise 
en montrant que ce sont bien des droites A qui coupent J en trois 
points. Soient M un point de J et A la droite qui lui correspond. 
Le plan (M, A) coupe J en six points M, M', M", M'", MIV, Mv . 
Désignons par K le cône dont le sommet est un des six 
points et faisant partie du réseau. Le plan II polaire de M par 
rapport au cône K passe par A. Il peut se présenter trois cas: 
i" ou bien les plans II et ( M , A) sont distincts; soit K! un 
cône correspondant; ou bien les deux plans sont confondus; 
soit K2 un cône correspondant, le cône K2 est alors tangent 
au plan (M, A) suivant la droite qui joint son sommet au 
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point M; 3° ou bien un des plans est indéterminé, c'est le cas 
unique du cône de sommet M. 

Or le plan (M, A) coupe les quadriques Q du réseau suivant 
des coniques formant un réseau ponctuel, et, comme le point 
M a même polaire, A, par rapport à toutes ces coniques, la 
courbe cayleyenne de ce réseau de coniques se décompose en 
le point M et une conique X; le réseau a deux droites doubles, 
les tangentes menées de M à S ; donc il y a deux cônes K2 

tangents au plan (M, A) suivant ces deux droites.il reste alors 
trois cônes K j ; les plans polaires de M par rapport à ces trois 
cônes coupent te plan (M, A) suivant A, c'est-à-dire que ces 
trois cônes ont leurs sommets sur A, et la droite A coupe bien 
J en trois points. 

On peut d'après cela vérifier d'une autre façon que la sur-
face S est bien du huitième ordre. On démontre en eifet 
(SALMON, Id., § 471) que, si une courbe d'ordre m a h points 
doubles apparents, l'ordre de la surface engendrée par une 
droite qui rencontre trois fois la courbe est 

( m — 2 ) h — m ( m — i ) ( m — 2 ) ; 

et ici m = G et h = 7. 
On peut vérifier que toute section plane de S est bien de 

genre 3. En effet, la projection de J sur un plan, le point de 
4.3 

vue étant un point de J est une quintique qui a — 3 = 3 

points doubles, puisqu'elle est de genre 3. Donc par un point 
de J il passe trois droites A, c'est-à-dire que J est une courbe 
triple sur S; toute section plane de S admet donc six points 
triples, équivalents à dix-huit points doubles, et le genre de 

x 6 
la section plane est - — 18 = 3. 

1 2 

Cas particuliers intéressants. — I. Parmi les quadriques 
du réseau il y a un couple de plans. Alors l'intersection T des 
deux plans fait évidemment partie de J. Il reste une quin-
tique gauche J. Prenons pour plans de coordonnées x — o 
el y = o les deux plans du couple; le Tableau ( 4 ) devient 

fx fy f'z f't 

iy iz 
y x 0 0 
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Donc J est l'intersection de la quadrique 

n /; 

avec la surface cubique 

fx fy fz 

9* ?y 
y x o 

= o, 

en écartant la solution étrangère f ' z — o'z = o. 
On voit aussi que la droite T , x — y — o, est sur la surface 

cubique. Donc elle coupe J aux deux points où elle coupe la 
quadrique. 

Si l'on fait x = y = o dans les équations d'une cubique G 
trouvées antérieurement, ces équations se réduisent à une 
seule, 

*/;,-+- ¿/;t 
= O, 

qui montre que la droite T est une corde de toutes ces cubiques, 
qui rencontrent en outre J en six points. 

La courbe J est d'ordre m = 5 ; en conservant les notations 
antérieures on trouve (SALMON, Id., § 345, 346) h = 4 et r — 12, 
et l'on en conclut que J est de genre 2. 

Le plan polaire d'un point M de J par rapport au couple de 
plans du réseau passe par T ; donc toutes les droites A coupent T, 
et la surface S est le lieu des droites A qui coupent T en un 
point et J en deux points. Pour obtenir la surface totale du 
huitième ordre, il faudrait joindre, à la surface S précédente, 
la quadrique lieu des intersections des plans polaires des points 
de T par rapport aux quadriques du réseau; la surface S est 
donc du sixième ordre; nous la retrouverons d'ailleurs plus 
loin. 

Si d'un point de T on projette la courbe J sur un plan, on 
obtient une quintique à h = 4 points doubles; mais l'un d'eux 
est sur T ; il en reste trois autres: donc Tes t une droite triple 
de S. D'autre part, si par un point A de J et par T on fait 
passer un plan, il coupe J en cinq points, savoir: A, les deux 
points de T et deux autres points; donc J est une courbe 
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de S. Le genre d'une section plane de S est donc 

^ - 3 - 5 = 2, 
1 

ce qui est bien le genre de J. 
L'ordre de la surface engendrée par une droite rencontrant 

deux fois une courbe d'ordre w , ayant h points doubles ap-
parents, et une fois une droite est (SALMON, Id., § 470) 

h i m (m — i ) = 4 -+- io = 14. 

Mais ici il faut retrancher les deux cônes du quatrième ordre 
ayant J pour base commune et dont les sommets sont les 
points de rencontre de T avec J ; l'ordre de s est 14 — 8 = 6. 

II. Parmi les quadriques du réseau se trouvent deux couples 
de plans. Soient T, T ' les droites d'intersection; prenons les 
quatre plans pour plans de coordonnées 

x = o, 
y = o 

et 
z = o, 
t = o. 

Les droites T, T ' font partie de la jacobienne, et il reste une 
quartique gauche dont les équations sont 

n f i 
t z = O, 

fx fy 

y x 

Les droites T, T ' coupent chacune J en deux points. Ce 
sont aussi des cordes communes à toutes les cubiques G qui 
rencontrent en outre J en quatre points. 

Les droites A rencontrent J, T, T ' chacune en un point; la 
surface S qu elles engendrent est du quatrième ordre et 
admet T , T ' comme droites doubles. Pour obtenir la surface 
totale du huitième ordre qui correspond à la jacobienne, il 
faut ajouter à la surface S les deux quadriques lieux des 
intersections des plans polaires des points de T et T ' par 
rapport aux quadriques du réseau. 

I I I . Parmi les quadriques du réseau se trouvent trois couples 
de plans. Désignons par T b T2 , T3 les trois droites d'inter-
section. 



( 028 ) 

Ces trois droites font partie de la jacobienne et il reste une 
cubique gauche J; les droites T1? T2 , T3 coupent chacune J 
en deux points ; ce sont aussi des cordes communes à toutes 
les cubiques C qui rencontrent en outre J en deux points. 
A la cubique J correspond la quadrique S lieu des droites A 
qui rencontrent T t , T2 , T3 . Pour obtenir la surface totale du 
huitième ordre il faut ajouter à cette quadrique t rois autres 
quadriques lieux des intersections des plans polaires des points 
de T-2, T3 par rapport aux quadriques du réseau. 

IV. Parmi les quadriques du réseau se trouvent quatre 
couples de plans P,, P^, . . . , P 2 , P's, . . . , P 3 , P'3, . P'4. 
Désignons par T j , T2 , T3 , T v les quatre droites d'intersection. 

Les cubiques C ont pour cordes communes T1? T2 , T3 , TV 
Ces quatre droites font partie de la jacobienne et il reste 

une courbe du second ordre composée, comme nous allons 
voir, de deux droites conjuguées par rapport à toutes les qua-
driques du réseau. Soit, en effet, A! une droite qui rencontre 
les quatre droites T en Ai , A2 , A3, A4. Le point A4 étant sur T\, 
ses plans polaires par rapport aux trois couples P^P^ , . . . , 
P 2 P 2 , p3p'3, ••• passent par une même droite, A2 ; 
mais ces plans polaires restent les mêmes lorque A>t varie 
sur A| ; donc Aj, A2 sont conjuguées par rapport à toutes les 
quadriques du réseau. 

Lorsqu'un point M variable décrit une des droites T1? T2 , 
T 3 ,T 4 , ses plans polaires passent par une droite A qui rencontre 
les trois autres engendrant une quadrique. Les quatre qua-
driques ainsi obtenues passent par AI et A2. 

Q U E S T I O N S . 

2112. Les centres de courbure de l'ellipse les plus rappro-
chés du centre dç la courbe sont ceux qui répondent aux 
points où la tangente fait le plus grand angle avec la tangente 
correspondante au cercle principal. (M. D'OCAGNE.) 

2113. Soit M le milieu du côté AB du carré ABCD. Si, par 
le sommet D on mène une droite quelconque qui coupe le 
côté BC en P et la droite CM en Q, les angles BAP et DBQ 
sont égaux. (M. D'OCAGNE.) 
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[ K I O c ] 
U N E Q U E S T I O N D E M A X I M U M 

(Méthode synthét ique); 

PAR M. ALESSANDRO PADOA 
( Genova, Italie). 

Après plusieurs dizaines d'années, on peut encore 
regretter avec Steiner ( 4 ) que, dans l'étude des ques-
tions de maximum et de minimum qu'on rencontre 
en Géométrie, la synthèse ait été presque entièrement 
négligée pour la voie plus uniforme de Vanalyse. 

En effet, tandis qu'il y a bien des cas où les règles 
générales de l'analyse ne conduisent ni directement ni 
facilement au but, la synthèse nous aide à découvrir la 
liaison intime entre les propriétés des figures étudiées 
et nous offre des démonstrations d'une simplicité et 
d'une élégance très remarquables. 

Mais, parmi ces démonstrations, il y en a qui 
peuvent être perfectionnées, tant au point de vue de la 
simplicité qu'à celui de la rigueur. 

Ici, je m'occuperai seulement de la proposition 17 
(p. io5) : Entre toutes les figures planes isopéri-

mètres, le cercle est le maximum. 

Steiner débute dans sa démonstration par les consi-
dérations suivantes : 

Il est clair qu'il y a une infinité de figures d'un 

(1 ) Sur te maximum et le minimum des figures dans le plan, 
sur la sphère et dans l'espace en général [Creile's Journal, 
t. 24, Berlin, 1842. Premier Mémoire traduit de l'allemand en français 
par M. Wertheim, p. 93-i52; second Mémoire ( id. ) , par M. Fœlsing, 
p. 189-250]. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VI I I . (Décembre 1908.) 34 
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périmètre donné qui ont diverses formes et diverses 

aires. On comprend de même que Uaire pourra de-

venir aussi petite qu'on voudra, mais non pas aussi 

grande qu on voudra, puisqu'elle reste évidemment 

toujours comprise dans l'intérieur du cercle décrit 

d'un des points de son contour comme centre avec 

un rayon égal à la moitié du périmètre donné. Mais, 

puisque des figures de périmètre donné peuvent 

avoir différentes aires, sans pouvoir toutefois gran-

dir indéfiniment, il faut qu'il ait entre elles une 

figure maximum ou plusieurs maxima de diffé-

rentes formes, c'est-à-dire plusieurs figures de dif-

férentes formes et cl'une même aire, plus grande 

que celle des autres figures. 

Je remarque que la conclusion n'est pas conséquence 

nécessaire des considérations faites; celles-ci permel-

laient seulement d'affirmer Vexistence d'un (ou de 

plusieurs) maximum ou d une limite supérieure ('). 

Or, comme pour la démonstration, que je vais trans-

crire, il faut admettre l'existence du maximum en 

question, en excluant par suite celle de la limite supé-

rieure, je propose explicitement le postulat : 

i° Dans un ensemble de figures planes isopéri-

mètres, il y en a une (au moins) dont l'aire est 

maximum (2). 

( l ) En clïet, les prémisses restent vraies (sauf la considération 
su perdue que l'aire pourra devenir aussi petite qu'on voudra) 
si au lieu de figures on lit polygones, tandis qu'en ce cas la con-
clusion devient fausse (parce que les aires d'un ensemble de poly-
gones isopérimètres, au lieu d'un maximum, ont une limite supé-
rieure : l'aire du cercle isopérimèlre aux pol}rgones donnés). Ce 
qui prouve que la conclusion n'est pas conséquence nécessaire des 
prémisses. 

( 3 ) Sans ce postulat, ce qui suit ne démontre pas la proposi-



( 53, ) 
Voici la démonstration de Steiner ( ' ) : 

Soit a une des figures maxima. 

A chaque point A du périmètre correspond, un 

second point B, placé de manière que ces deux 

points divisent le périmètre en deux parties égales 
¡34 et 

Alors la droite AB divise la figure a en deux par-

ties équivalentes et a2 ; car, si Vune d'elles était 

plus grande que l'autre, on pourrait remplacer la 

seconde par une figure égale à la première, puis-

qu'elles sont isopérimètres et qii*elles ont la base AB 
en commun; Vaire de la figure entière a se serait 

ainsi accrue sans changer de périmètre, ce qui est 

contraire à V hypothèse ; donc les deux parties ol{ 

et a2 doivent être équivalentes. 

Maintenant, soit C un point quelconque de ¡3, 
(A e iB exclus). 

Si l'angle ACB n'était pas droit, on pourrait 

agrandir Vaire du triangle ACB sans changer la 

longueur de ses côtés AC et GB ( 2 ) , ce qui permet-

trait de conserver les parties de a4 qui étaient ap-

puyées sur ces côtés ); on obtiendrait ainsi une 

tion 17, mais seulement que, si une figure plane est le maximum 
entre ses isopérimètres, elle est un cercle. 

Je ne crois pas qu'on puisse éviter ce postulat sans en admettre 
d'autres (car le concept général de figure plane n'appartient pas 
proprement à la Géométrie élémentaire traditionnelle) et sans com-
pliquer la question, au lieu de la simplifier. 

( * ) Que j'abrège en y supprimant des considérations encom-
brantes qui nuisent à sa clarté. 

( 2 ) Ici l'auteur cite sa proposition 6 (p. 99) : 
Entre tous les triangles construits avec deux cotés donnés, 

celui dans lequel ces deux côtés seront perpendiculaires l'un à 
l'autre sera un maximum. 

( 3 ) Ces parties étaient (et doivent être) placées hors du triangle; 
car, autrement, il aurait suffi de remplacer les parties en dedans 
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figure ol\ plus grande que a4, dont le périmètre se 

composerait d'une ligne de la même longueur que ¡34 

et de la nouvelle base A'B'. Par suite, en rempla-

çant a2 par la figure symétrique de ol\ (par rapport 

à A 'B' ) , l'aire de la figure totale deviendrait plus 

grande, sans que le périmètre changeât de lon-

gueury ce qui est contraire à Vhypothèse. 

Puisque Vangle ACB est droit quel que soit le 

point C de ¡3f (ou de j32)> H s'ensuit que la figure en 

question est un cercle. 

Cetle démonstration est très jolie; est-elle rigou-
reuse? 

Certainement il faut être un peu raffiné pour ne pas 
être satisfait, dès le commencement, de la détermina-
tion du point B ( 4 ) , d'autant plus que le raisonnement 
n'exige pas qu'on sache le construire, mais seulement 
qu'on admette qu'il existe ; et tout le monde sera bien 
disposé à l'admettre. Cependant, puisque d'aucune pro-
position de la Géométrie élémentaire on ne saurait 
déduire l'existence du point B, lorsqu'il s'agit d'une 
ligne quelconque, il faudrait admettre cette existence 

moyennant un second postulat. 

Mais nous allons voir qu'on peut s'en passer. 
Lisons d'abord l'autre démonstration de la même 

proposition qu'on trouve dans le second Mémoire de 
Steiner (p. 197) et qui, elle aussi, suppose la propo-
sition i° : 

par leurs symétriques (par rapport aux côtés AC ou CB) pour obte-
nir une figure isopérimètre à a et d'aire plus grande; ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

( * ) Dans la démonstration, le mot égales, que j'ai souligné, 
remplace la phrase de même longueur ; mais qu'est-ce que signifie 
cette phrase, en Géométrie élémentaire, au sujet d'une ligne quel-
conque? 
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Si Von imagine une figure curviligne quel-

conque, de périmètre donné, dont Vaire soit un 

maximum, on n'a qu'à y inscrire un quadrilatère 

quelconque ABCD; si Von regarde les côtés de ce 

quadrilatère et les parties de la figure qui se 

trouvent hors du quadrilatère comme constants, il 

faut que Vaire du quadrilatère soit un maximum ; 

car, si son aire pouvait s'augmenter, Vaire de la 

figure entière s'augmenterait aussi, sans qu'il y eût 

changement de périmètre, ce qui serait contraire à 

V hypothèse ; mais l'aire du quadrilatère n'est un maxi-
mum qu'autant que celui-ci est inscrit à un cercle; il 

faut donc que les quatre points quelconques A, B, 
C, D du périmètre de la figure maxima se trouvent 

dans une circonférence, c' est-à-dire il faut que cette 

figure maxima soit un cercle. 

C'est plus court et le concept de longueur y est 
évité; malheureusement, cette démonstration est illu-

soire. 

En effet, la proposition soulignée qu'on y emploie 
est un cas particulier de la proposition 25 I du pre-
mier Mémoire (p. ï i i ) : 

Un polygone de côtés a, by c, ... donnés est un 

maximum lorsqu'il est inscriptible dans un cercle, 

que l'auteur donne comme conséquence immédiate 
d'un théorème déduit de la proposition 17! 

• 
* * 

Voici ce que je propose : 
D'abord, je dis que deux lignes sont isomères lors-

qu'elles peuvent être décomposées en (un nombre 
fini de) parties respectivement égales (superpo-
sables); c'est une définition analogue à celle d'équiva-
lence entre surfaces ou entre solides. 
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Soit ¡3 une ligne simplement fermée, isomère à une 

circonférence y ; soit A'B' un diamètre dey ; soient A 
et B les points de [3 qui correspondent à A' et B' dans 
la correspondance isomérique entre ¡3 et y. 

Alors A et B divisent ¡3 en deux parties isomères [34 

et ¡32, ce qui permet de compléter la première démons-
tration de Steiner (* ) , en se passant du second pos-

tulat. 

Ainsi l'on ne démontre pas encore la proposition 17, 
mais seulement que : 

2° Entre les figures planes isomères à un cercle 

(c'est-à-dire dont le contour est isomère à une circon-
férence), celui-ci est le maximum (c'est-à-dire est la 
seule figure dont l'aire est maximum). 

Maintenant, soient P et P' deux polygones convexes 
dont les côtés sont respectivement égaux et dont P 
seulement est inscrit dans une circonférence que nous 
appellerons y. 

Si nous appuyons sur les côtés de P', en dehors, les 
petits segments de cercle compris entre P et y, nous 
obtiendrons une figure plane dont le contour est iso-
mère à y, sans être égal à y. 

Pour la proposition 2°, l'aire de cette figure est 
moindre que celle du cercle y, en retranchant les seg-
ments de cercle considérés, il s'ensuit que P' << P. 
Ainsi nous avons démontré que : 

3° Entre tous les polygones de côtés donnés; le 

polygone convexe inscrit dans une circonférence est 

le maximum (2), 

c'est-à-dire la proposition 25 I de Steiner. 

( * ) On y remplacera la phrase soulignée de la même longueur 
que par isomère à. 

( 2 ) Nous nous sommes occupés seulement de polygones convexes; 
inais il est clair que l'aire d'un polygone concave ne pourrait pas 
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Après quoi, celle que Steiner a donnée comme 
seconde démonstration de la proposition 17 cesse 

d'être illusoire. 

En résumé, pour donner plus de rigueur aux rai-
sonnements de Steiner en conservant leur belle sim-
plicité, il suffit d'admettre mon postulat i°, de modi-
fier un peu le commencement de sa première démons-
tration pour en tirer d'abord la proposition 2°, dans 
laquelle j'ai introduit le concept de lignes isomères, 

et de déduire de celle-ci la proposition 3° qui permet 
enfin de démontrer la proposition 17 moyennant la 
seconde démonstration de Steiner. 

[ I 2 3 a ] 

C O N T I N U A N T S : A P P L I C A T I O N S A L A T H É O R I E D E S N O M B R E S ; 

PAR M. A . D E L T O U R . 

( SUITE.) 

CONGRUENCES. 

87. Objet et définitions. — Lorsque les valeurs des 
continuants, des adjoints et de leurs éléments sont 
déterminées par des congruences et exprimées par des 
nombres congrus suivant un certain module, les pro-
cédés de transformation employés jusqu'ici subsistent 
encore. 

èlre un maximum entre celles de tous les polygones isopcrimèlres. 

En effet, chaque polygone concave a une diagonale HK (au 
moins) hors du polygone; or, il suffit de tourner l une des parties 
du contour, dont les extrêmes sont H et K, autour de la droite HK, 
pour augmenter l'aire du polygone donné sans changer son péri-
mètre. 
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Il faut y ajouter ceux qui reposent sur l'existence de 
continuants définis comme les unitaires (n° 75), à cela 
près que les égalités sont remplacées par des con-
gruences. 

Ces continuants ainsi que leurs adjoints et les suites 
d'éléments qui les constituent seront dits unitaires par 
congruences ou, par abréviation, unitaires congr. 

Il est évident que les unitaires (n° 75) sont des 
unitaires congr. par rapport à tous les modules. 

Nous nous occuperons d'abord du mode de forma-
tion de ces unitaires congr., puis de leur application à 
la transformation des continuants ou des adjoints dont 
les valeurs sont définies par des congruences. 

L'indication du module (mod £), à la suite des 
congruences, sera supprimée lorsqu'il n'y aura pas 
ambiguïté. 

88. Unitaires congr. — Malgré la similitude des 
définitions des deux sortes d'unitaires et l'analogie de 
propriétés qui en résulte, certaines différences sont à 
noter. 

Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'un continuant (À ) soit unitaire sont, comme on 
sait, 

(X0il) = (Xlto) = o, 

puisque la relation ( V I ) donne 
( X ) ( X I f l ) = ± i . 

Mais pour que (1 ) soit unitaire congr., les conditions 
semblables 

(X0, , ) e = = ( X m ) = = O 

doivent être complétées par l'une des congruences 
( X ) £ 5 5 ± I , ( X M ) ^ ± I . 



( 537 ) 
89. — Les propositions suivantes, dont il suffit de 

donner l'énoncé, s'établissent par des moyens analogues 
à ceux employés au n° 31 : 

I. Le nombre congru à la valeur absolue d'un 

continuant ou d'un adjoint n'est pas modifié par 

l'introduction d'une s 

éléments (Syst. ait.) 

l'introduction d'une suite unitaire congr. entre deux 

Le facteur par lequel la valeur relative est multipliée 
est ± : i , d= suivant le type auquel appartient la 
suite. 

II. Toute permutation circulaire d'un unitaire 

congr. forme un unitaire congr. de même type 

(Syst. ait.). 

En outre, on remarquera que, si (\ ) est un unitaire 
congr., ( — A ) l'est aussi. 

90. — Si 

(X) = (a, a, b, P) 

est un unitaire congr. et si l'on pose 

(X) == uin\== (pour m = ± i ) , 

on a la relation (Syst. ait.) 

En effet, ( p ) peut s'écrire 

(¡3) = (o, —b, — a, — a, o, a, a, p 

et devient, par suppression de la suite A, 

( P) == ux(o, — b, — a, — a, o) 

= M l [ _ j]««(a). 
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Cette relation prend une forme symétrique par 

rapport à a et ¡3. 

Elle peut, en effet, s'écrire, en remplaçant n\ par 
na -f- -h 2 dans l'expression de uK, 

( C i ) i ] " « " ? i 3 " i ( a ) s ¿3 f l l ( P) . 

(a) , (¡3) étant écrits dans le système alterné, les 
quantités ¿3/l«(a), sont réelles (n° 30, re-

marque). 

Remarque. — Comme conséquence de la deuxième 
proposition du n°89, on a une relation semblable pour 
toutes les combinaisons a, b distinctes qu'on peut 
former avec les éléments de \ pris deux à deux. 

91. Lorsqu'une suite d'éléments a est telle que 

le plus grand commun diviseur S. pris en valeur 

absolue, de (a ) et du module t divise (ai,o) — 

( li\ = Ui^o.-^ \ Il = ± l ) , 

on peut former un unitaire congr. de S manières 

différentes en ajoutant à a trois nouveaux éléments 

(Syst. ait.). 

Cherchons à déterminer b{, ¿>2, de telle sorte que 

soit un unitaire congr. 
Ces quantités doivent remplir les trois conditions 

( A , b'i, bs, a 0 , t ) o, (¿>j, ¿>3, a ) == o, 

(X)==(b3, a ) = a,. 

Il résulte de l'hypothèse que la dernière congruence 
qui s'écrit 

(¿3)W + ( M - t t i S 0 
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est satisfaite pour S valeurs de b3 distinctes. Soit b3 

Tune d'elles. 
La deuxième devient alors 

(b2)ui-h (a) ~ o 

et donne la valeur de b2. 

Pour déterminer b u on déduit de la relation ( V I ) 
appliquée à ( b 2 j b3y a) 

a0li) = [—i]»«-1. 

Par suite, la première congruence devient 

et donne la valeur de bK. 

92. Avec une suite quelconque d!éléments (3 on 

peut toujours former un unitaire congr. en ajoutant 

quatre éléments (Syst. ait.). 

En effet, pour que 

(X) = (au a*f a3, au, (3) 

soit un unitaire congr., il suffit (n° 91) que le plus 
grand commun diviseur S, en valeur absolue, de(a4, ¡3) 
et du module t divise 

( P) — iii [ xii = uin\, u — ± i J ; 

en d'autres termes, que a4 admette au moins une 
valeur telle que cette condition soit satisfaite. 

Donnons à ah la composition suivante : 

a 4 = APQ, 
dans laquelle : 

A représente un nombre premier avec t\ 

P, un produit formé avec tous les facteurs premiers 
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de t qui n'appartiennent pas à (3<5O)Î affectés d'ex-
posants quelconques, ^ o si ces facteurs appar-
tiennent aussi à (¡3), > o dans le cas contraire; 

Q, un produit formé avec tous les facteurs communs 
à t, (pi o)? ( P ) — u\, affectés d'un exposant plus 
petit que ceux qu'ils ont dans chacun des deux 
derniers nombres. 

Dans l'égalité 

tout facteur de t premier avec Q divise une seule des 
deux parties du second nombre et, par suite, est pre-
mier avec («/,, ¡3). 

Tout facteur de Q entre dans (a/4, ¡3) avec l'exposant 
qu'il a dans Q et qui est plus petit que dans (¡3 ) — u{. 

Pour une telle valeur de a4, la question se trouve 
par conséquent résolue, puisque le plus grand commun 
diviseur S de , ¡3) et de t n'est autre que Q et 
divise ( ¡3) — uK. 

93. Cas particuliers. Unitaires congr. Çk) pour 

lesquels (Syst. ait.). — On trouve facilement 
que : 

i° Les seuls unitaires congr. composés de deux ou 
de trois éléments sont les unitaires ( o , o ) , ( I , I , Ï ) , 

2° Ceux de quatre éléments sont de l'une des 
deux formes suivantes : 

(a, b, — a, — b) avec ab == o, 

(a, b, a, b) avec ab == 2. 

Ces unitaires congr. se ramènent d'ailleurs par trans-
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formation ( T 4 0 ) (n° 16) aux unitaires 

(o, m, o, — m), 
( i , 2, i, i). 

3° Ceux de éléments sont de l'une des trois 
formes suivantes : 

(a, a, a, a, a), 
(a, <x, c, ¿>), 
(a, c, e), 

les éléments a, c, e n'étant pas congrus entre 
eux. 

Si l'on représente l'un de ces unitaires congr. par 
(a { J «s? relation (C<) (n° 90) montre 
que les éléments sont liés par cinq congruences sem-
blables à celle-ci : 

a2 == u (— «4 a5 -+- î ). 

Lorsque tous les éléments sont égaux, c'est le cas de 
la première forme; on a 

a == u(— a- -+-1), 
d'où 

(•±a u )
2
 == :>. 

5 est résidu quadratique du module. 
Soit, par exemple, t = 4i-

(6, 6, 6, 6, 6 ), 

(5, 5, 7, 17, 7 ), 

(4, 7 , 32, 14, 23) 

sont des unitaires congr. (mod 40* 

Remarque. — Les unitaires congr. dont certains 
éléments sont égaux à o, ± 1 se réduisent à de plus 
simples par les procédés précédemment indiqués. 

94. Réduction des continuants et des adjoints 
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(Syst. ait.). — U reste à montrer comment s'opère la 
réduction d'un continuant quelconque, c'est-à-dire sa 
transformation en un autre de valeur absolue congrue 
à celle du premier et composé avec un nombre 
moindre d'éléments. 

La même opération s'applique aussi aux adjoints. 
Soit (a, ¡3, y ) le continuant donné, dans lequel [3 

est composé de trois éléments au moins. 
Formons, comme au n° 92, au moyen de cette suite, 

un unitaire congr. Çk) = ( a a 2 , a4, [3). 
On peut écrire 

(a, p, y ) = (a, o, — — a3, — a 2 , —au o, au a 2 , «3, «4, P, y)» 

et, en supprimant X, on a 

(a, p, y ) = u t ( a , o, — a 4 , — a 3 , — a 2 , — a,, o, y) . 

Ce dernier continuant est congru au premier en 
valeur absolue et contiendra moins d'éléments que lui 
après élimination des deux zéros. 

Remarques. — i° La réduction s'obtient encore 
par un procédé semblable lorsque [3 est composé seu-
lement de deux éléments et appartient à une suite 
unitaire congr. de cinq éléments. 

2° Lorsque le continuant donné est (¡3) (a, y s'éva-
nouissant), sa valeur absolue se réduit à un nombre 
congru à (a2, a3), ainsi qu'il résulte de la dernière 
congruence. 

Cette relation est aussi une conséquence de la 
formule ( C , ) (n° 90), puisque <s2, a3, a,n ¡3) est 
un unitaire congr. 

Elle pourrait être prise comme point de départ pour 
la recherche des éléments a2, a3, aA qui, joints à 
une suite donnée ¡3, forment un unitaire congru. 

(A suivre.) 
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N O T E A U S U J E T DE L A C O M P O S I T I O N D E M É C A N I Q U E 
D U C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N D E 1 9 0 8 ; 

PAR M. LE COMTE DE S P A R R E . 

La question de Mécanique pour cette année au con-
cours d'agrégation soulève, au sujet de la théorie du 
frottement, certaines questions qu'il me paraît intéres-
sant de signaler. Ainsi qu'on le verra en effet, dans 
un cas particulier ce problème conduit à une indéter-
mination apparente, non dans une question de mouve-
ment, comme dans les problèmes signalés par M. Pain-
levé, mais dans une question d'équilibre. 

Je rappelle l'énoncé des deux premières parties du 
problème, qui sont les seules dont j'aurai à m'oe-
cuper: 

On considère dans an plan vertical deux droites 

indéfinies se coupant en un point O, Vune x'Ox ho-

rizontale , Vautre z'Oz verticale. Une tige AB 
homogène pesante d1 épaisseur négligeable, de lon-

gueur il et de masse M, est telle que ses extrémités 

restent constamment l'une A sur x'Ox, l'autre B sur 

Z 'OZ et puissent passer sur ces droites d'un côté à 

l'autre du point O. Un point particulier D de la tige, 

dont les distances aux extrémités A et B restent in-

variables, est attiré par le point O proportionnelle-

ment à la distance ; la valeur absolue de la force qui 

le sollicite est représentée par ^ y OD, g désignant 

Vaccélération de la pesanteur et \ un nombre posi-

tif inférieur à l. On appelle C le milieu de la tige 



sens GA; enfin on désigne par 6 L'angle que forme 

la droite OC avec la verticale descendante. 

i° On suppose que les liaisons auxquelles est sou-

mise la tige AB soient sans frottement; on demande 

de déterminer les positions d'équilibre de cette tige 

et de rechercher parmi ces positions celles pour les-

quelles l'équilibre est stable. 

2° On suppose plus généralement que les droites 

x'Ox, z'Oz soient dépolies, et que les coefficients de 

frottement de la tige sur ces droites soient très petits. 

On demande de déterminer, en fonction des don-

nées et de ces coefficients de frottement, une valeur 

approchée des angles 8 correspondant aux limites 

des régions dans lesquelles peut être placée la tige 

sans que l'équilibre cesse de subsister. 

Lorsque les liaisons sont sans frottement on a, pour 
la fonction des forces, 

Mais dans le triangle OCD, où l'angle G est égal 
à 28 ( 4 ) , on a 

ÔD* == J « - * - « 1 — a a / c o s a ô , 

de sorte qu'en négligeant la constante 

Les positions d'équilibre sont donc données par 
l'équation 

U = M g l c o s G — - ^ O D 

dU _ 
de ~ 

i1 ) Si la tige est au-dessous de O x et à T̂C — 26 si elle est au-
dessus. 



( 545 ) 
les positions d'équilibre stable correspondant aux 
points pour lesquels U est maximum. 

On voit alors de suite que la discussion se résume 
dans le Tableau suivant, où pour \a \ A 011 pose 

A X cos 0j = 
a 

et où de plus on ne considère que les valeurs de 0 com-
prises entre O et TC, puisqu'à toute position d'équilibre 
située à droite de Z 'OZen correspond évidemment une 
symétrique située à gauche. 

i° a<— 1 : 

6 — 0, équilibre instable; 
9 = 9,, équilibre stable; 
0 = 71, équilibre instable. 

20 - l < a < l : 

9 = o, équilibre stable ; 
0 = TC, équilibre instable; 

3° a>l : 

9 = o, équilibre stable; 
9 = 9,, équilibre instable ; 
9 = TI, équilibre stable. 

Passons maintenant à la seconde question. 
Soit Z la composante normale à Ox de la réaction 

en A ; la composante tangentielle de cette réaction 
sera ef Z où / est le coefficient de frottement et 
où e = dz i , le signe devant être choisi de telle façon 
que 

eZ > o 

si le mouvement de A se fait dans le sens négatif, et 
qu'au lieu de cela 

eZ < 0 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Décembre 1908.) 35 
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si le déplacement de A se fait dans le sens positif ( * ) ; 
de même soient X la composante normale de la réaction 
de Z 'OZ en B et —e'/'X la composante tangentielle de 
cette réaction où fi est le coefficient de frottement 
de Z 'OZ et £ ' = ± i, le signe devant être choisi de 
façon que 

e'X > o 

si le mouvement de B se fait dans le sens positif, et 
qu'au lieu de cela 

e'X < o 

si le déplacement de B sur x'Ox se fait dans le sens 
négatif. 

Remarquons de plus que, par suite des conditions 
géométriques pour . 

o < 0 < - > 
o. 

donc si la droite AB est au-dessous de xrOx, le dépla-
cement de B a lieu dans le sens positif si celui de A a 
lieu dans le sens négatif; on doit donc avoir 

ee'ZX > o. 

Si au lieu de cela 

donc si la tige AB est au-dessus de x'Ox, le déplace-
ment de B a lieu dans le sens négatif sur 7JOZ lorsque 
le déplacement dé Aa lieu dans le sens négatif sur x' Ox ; 

on a donc 
ee'ZX < o. 

( l ) Gomme nous l'avotts dit précédemment, nous supposons AB à 
droite de Z 'OZ et par suite 8 compris entre o et TC ; de plus, nous 
supposons OZ dirigé suivant la verticale descendante. 
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Ceci posé, nous obtiendrons les équations d'équilibre 
de la barre en écrivant que la résultante de translation 
des forces et la somme de leurs moments par rapport 
à O sont nuls, ce qui nous donnera 

(1) X— M^(/ + a)sinO-h/eZ = o, 
4 a 

M ¿r 
( 2 ) Z + M ^ ' — y y - (/ — tt)cosO— / ' e ' X — o, 

(3) 11Ta sine — 2IX cose -+- M^/sinO = o. 

On tire alors de ( 1 ) et ( 2 ) 

(4) X ( i + / / e e ' ) = M ^ [ ^ s i n e + / 6 ( i - ^ c o s 0 ) , 

( 5 ) Z ( 1 + / / e O = M g f s' sin 0 - « + ~ eus 0 j , 

et, eu portant ces valeurs dans (3), divisant par M g l et 
changeant le signe, on aura 

(6) sinG -+- ~ cose] -h 'ifz — ^ f ^ cose] cos6 

_ i i l f /'£'sin2e—//'££'sine = O. 

Puisqu'on suppose les coefficients de frottement 
très petits, il existera, sauf des cas exceptionnels, dans 
le voisinage de chaque position d'équilibre correspon-
dant au cas où il n'y a pas de frottement, une région 
plus ou moins étendue départ et d'autre de celte posi-
tion oùle système sera encore en équilibre par suite du 
frottement. 

Comme nous supposons f et f très petits, nous 
négligerons (sauf le cas où les termes du premier degré 
par rapport à ces quantités disparaîtraient) les termes 
qui les contiendront au second degré. 

i° Positions cVéquilibre dans le voisinage de h — o. 
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— Si dans (6 ) nous négligeons les termes du troisième 
degré en / e t /', nous aurons 

Donc, en supposant 

e = / e 

a -h X ^ o, 

l — a — 4X 
i(a -t- X) ' 

d'ailleurs, comme nous supposons que nous ne consi-
dérons que les valeurs positives de 6, nous pourrons 
prendre, pour la limite de la région d'équilibre, 

l — a — 4 X | 

2 ( a -+- X ) 

La région d'équilibre s'étendra alors de 9 = a 
à 6 = — a. 

Remarquons de plus que £ doit, d'après ce qui pré-
cède, avoir le signe de 

l — a — 4X 
a - h X 

On a d'ailleurs pour Z dans ce cas, en se bornant à 
la partie principale, 

r» , , l — <2 — 4X 
Z = u ' 

et par suite tZ aura le signe de a-J-X. 
Donc le point A tend à se déplacer dans le sens néga-

tif si 
— X, 

c'est-à-dire si Ô = o correspond à une position d'équi-
libre stable (pour le cas où il n'y a pas de frottement). 
Il tend au lieu de cela à se déplacer dans le sens positif 
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si 
a < —X; 

donc si 8 = o correspond, pour le cas où il n'y a pas 
de frottement, à une position d'équilibre instable. 

Ce fait pouvait être regardé comme évident a priori* 

Nous avons dû toutefois dans ce qui précède supposer 

a + ^ o . 

Supposons maintenant 

a = — X. 

L'équation (6 ) deviendra 

/ X • A / f\ \ /. 4 ^ — ( l H - A ) COSÒ (7) sin0(i — cos6) + — ^ — cos6 

— -—^ fs f sin28 — ff'zz' sin6 = o. 2X J J J 

On est conduit à distinguer deux cas : 

4X — (/-}-X)<o ou l> 3X. 

On aura alors, en réduisant l'équation (7 ) à sa partie 
principale, 

ou, comme nous nous bornons aux valeurs positives 
de 9, 

X J 

Nous avons d'ailleurs dans le cas actuel, pour la valeur 
principale de Z, 

-/ M 1 3 X 

et par suite eZ sera toujours positif, résultat qu'on 
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pouvait prévoir puisque, lorsqu'il n'y a pas de frotte-
ment, l'équilibre pour 6 = 0 est stable. 

20 Supposons maintenant 

¿ = 3X 

ou, plus généralement, supposons 

a = l— 4X, 

l étant quelconque; l'équation (6 ) se réduira alors à 

sin6 -f- - — c o s ò ] -h 4/e sin2 ̂  cos6 

_ ' £'sin20 —//'££' sin6 = 0 

ou 

•
 0
 17 A 0 S • ° A 2 sili - i I H J — cose ) COS - -h 'XJ £ s in - coso 

0 e , en 
— 'X r f £ sin - COS2 f f £ £ COS - = o. X J 2 1 JJ 2 J 

On a donc d'abord la racine 0 = o et de plus ce sera, 
si 

3X, 

la seule racine de l'équation précédente voisine de 
zéro. 

On voit donc que dans ce cas, bien qu'il y ait frotte-
ment, il n'y a qu'une position unique d'équilibre et 
non pas une région d'équilibre, ainsi que cela a géné-
ralement lieu lorsqu'il y a frottement; il est d'ailleurs 
bien facile d'expliquer ce fait en remarquant que Z est 
nul pour 

a — l — 4X et 6 = 0, 

de sorte que la force de frottement Z f s est aussi nulle 
dans ce cas. 

Nous allons voir toutefois que si, en général, i ly a une 
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position unique d'équilibre pour 9 = o, a = l— 4X, il 
n'en sera pas toujours ainsi. Supposons en effet qu'on 
ait 

a — — X et l = 3X ; 

l'équation (7 ) se réduira à 

cos -1 = 0. 
1 2/ 

Si nous réduisons cette équation à sa partie principale, 
elle deviendra 

(8) 6 [6 2 - 2 ( / V - / e ) 6 - a//**'] = o. 

Nous avons d'abord la racine 9 = o qui correspond à 
la position d'équilibre unique lorsqu'il n'y a pas de 
frottement; niais, bien que le frottement soit nul pour 
9 = o, il y a dans ce cas particulier une région d'équi-
libre, de part et d'autre de ce point, due au frottement. 

L'équation (8 ) en effet, en dehors de la racine 9 = o, 
a deux autres racines très petites, devenant nulles l'une 
et l'autre pour 

/=/ ' = « . 

et qui donnent par suite une région où le système est 
en équilibre. 

Toutefois les deux racines sont toutes deux très 
petites, et elles s'annulent également l'une et l'autre 
pour f = f l = o \ il semble donc y avoir indétermina-
tion, mais il est facile de la lever. 

Ces deux racines sont d'ailleurs, en remarquant que 
e* = e / 2 = 1, 

«i + 

/ • 6 / • 2 6 6 r • 6 A 4 sin - 1 sin2 - cos — h / s sin - cos6 
1 \ 2 2 J 2 

— / V sin - cos2 -
J 2 2 
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On peut d'ailleurs supposer toujours, ainsi que nous 
l'avons fait remarquer, les signes de s et e' choisis de 
telle façon que a4 et a2 soient positifs. Nous avons de 
plus dans le cas actuel, en nous bornant à la partie 
principale, 

Puisque nous supposons toujours 0 positif, on a 

X > o . 

Comme d'ailleurs les conditions géométriques im-
posent dans le cas actuel, ainsi que nous l'avons vu, 

ee'ZX > o, 

nous devrons donc avoir 

(9 ) ee'Z > o. 

Considérons maintenant d'abord la racine a4 ; nous 
aurons pour cette racine 

Z = toi ( / v - « 0 = - toi < o. 

On doit donc avoir, en vertu de la relation (9), 

( 1 0 ) £ £ ' < 0 . 

De plus, ainsi que nous l'avons fait remarquer, les 
signes de e et e' doivent pouvoir être choisis de telle 
façon que a, soit positif. 

Ceci exigera, à cause de ( io ) , qu'on prenne 

z' — 1, £ = — i ; 
on aura alors 
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Considérons ensuite la racine aa ; nous aurons alors 

et (9) donne alors 

(11) ee'>o. 

Mais, si e et e' satisfont à la relation (11), a2 ne peut être 
positif et par suite cette racine doit être rejetée. 

Nous voyons donc que dans ce cas de 

a = — X, / = 3X, 

bien que toutes les réactions soient nulles pour Ô = o 
(qui correspond à une position d'équilibre stable lors-
qu'il n'y a pas de frottement), on a par suite du frotte-
ment une région d'équilibre s'étendant de 

6 = a j à 6 = — <*!, 

de sorte que l'indétermination qui semble résulter des 
trois racines o, et a2 de l'équation (8 ) n'est qu'ap-
parente et qu'on n'a en réalité qu'une solution. De 
plus, dans le cas actuel eZ > o et e'X > o, et le frotte-
ment est dirigé dans un sens tel que 6 tend à décroître, 
ce qui devait être puisque, lorsqu'il n'y a pas de frotte-
ment, la position 0 = o est une position d'équilibre 
stable. 

3° Cherchons maintenant la région d'équilibre dans 
le voisinage de 6 == n. 

Posons pour cela 

0 = tz — a, 

où nous pouvons, pour la raison de symétrie déjà don-
née, supposer a positif. 
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Les équations (4) , (5 ) , ( 6 ) deviennent alors 

(5') Z(I-H fftt') = M ^ ^ ^ / V s i n a — I — L^tcosaJ, 

(6') sina — ~ cosa] — 2/e -+- ^ cosa] cosa 

— —r—e / sin2a—//ee sina = o. 
2 À 

Si 

on aura alors, en se bornant à la partie principale, 

4 l — a r 

d'ailleurs 
« < 

de sorte que 

4 X h- / — a > o, 

et, en choisissant s de façon que a soit positif, on a 

4X+ l — a 2 | a — X | 
D'après cela, 

ZE 

sera négatif si a << X et positif si a > X. 
Donc le mouvement du point A tend à se produire 

dans Je sens positif si a < X et dans le sens négatif 
si X, ce qui devait être, car, lorsqu'il n'y a pas de 
frottement, l'équilibre est instable dans le premier cas 
et stable dans le second. 

Si au lieu de cela 
a = X, 
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l'équalion (6'), bornée à sa partie principale, donnera 

3 3Xj-Z , 
= X 

ou, en choisissant e de façon que a soit positif, 

d'ailleurs 
rj I-h3X 
Z = , de sorte que 

sZ < o, 

et, par suite, le mouvement du point A tend à se pro-
duire dans le sens positif, ce qui devait être puisque 
dans ce cas, lorsqu'il n'y a pas de frottement, la va-
leur 0 = 7i correspond à une position d'équilibre 
instable. 

4° Cherchons enfin la région d'équilibre dans le voi-
sinage de 9 = 9i? ce qui suppose 

I « ! > x. 
Posons alors 

0 = 6,—a 
avec 

A ^ cos Bt = 
a 

et où nous supposons de plus 9, TZ. 
Si alors nous négligeons les termes en a*, l'équa-

tion (6) devient 

aa . X( J -4- 3a) . I + a , . 
-T- sin26i f i r— f e sin !0i = o. X 1 2 d̂  2 X 

On en déduit, en remplaçant sin91 par sa valeur, 

__ X2( l -h 3a) fz l -4- a 
a=== 2a ( a î -X 2 ) £* 
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On a d'ailleurs en se bornant à la partie principale, en 
vertu de (4 ) et (5) , 

l-+-a / _ X2 

4X y 1 a*' 
_ M^(3g + /)t  

L - 4a ' 
de plus, comme 

cosGi = > 
a 

on a, si a >» X, 

i 

On doit alors avoir, en vertu des conditions géomé-
triques, 

ee'ZX < o, 
mais dans ce cas 

X > o, Z < o; 

on devra donc prendre 

ee'> o, 

et si l'on veut que a soit positif on aura 

ce qui conduit à 
3a)f _ l -+- a 

ia(a*— X») -2a 

Si, au lieu de cela, 
a < — X, 

on aura 

o < e t < -
2 

et les conditions géométriques donneront 

ee 'ZX>o, 

et dans ce cas X est positif et Z a le signe de 3 a 4-
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de sorte que 
ee ' (3a + / ) > o. 

Donc, si l'on veut que a soit positif, on devra prendre 

e' = — i, e ( 3 a - 4 - l) = — | 3a -+- 11, 

et l'on aura en définitive dans tous les cas 

X2/ /-+- g 
2( a2 — X2 ) + *2 | a | J ' 

la région d'équilibre s'étendra alors de 9, — a à 9, -f- a. 
La valeur de a ne sera jamais nulle et toujours accep-
table. 

On remarquera de plus que si a > o on a, pour a > o , 

e'X > o et sZ < o, 

ce qui fait voir que le point A tend à se déplacer dans 
le sens positif et le point B également, ce qui devait 

être puisque 9, > ^ et que la position d'équilibre, lors-

qu'on néglige le frottement, est instable. Si au lieu de 

cela a <C o, 
£ ' X < o et s Z < o , 

puisque £ est de signe contraire à 3 a - b t a n d i s que 
Z a le même signe que cette quantité. 

On en conclut que pour a positif le point A tend à 

se déplacer ^puisque 9, << ^ dans le sens positif et le 

point B dans le sens négatif, ce qui doit être, car, 
d'après ce que nous avons vu, lorsqu'il n'y a pas de frot-
tement, la valeur 9 = 9, correspond alors à une position 
d'équilibre stable. 

l-h3a 
a 
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CORRESPONDANCE. 

N . — D a n s le V o l u m e d e s Nouvelles Annales p o u r 1890, 

M . R . S o n d â t a d o n n é p o u r l ' a i r e S d u t r i a n g l e O I H , r e l a t i f 

à un t r i a n g l e d o n n é A B C , la f o r m u l e 

16 S 2 ( 2 R « + i o R r - r » ) / ) « - r ( 4 R + r ) » 

e t i n d i q u é l ' i n é g a l i t é 

— ¿(2R2-f- ioRr — r*)p*-h W4H -+-

c o m m e c o n d i t i o n u n i q u e d ' e x i s t e n c e d u t r i a n g l e l o r s q u ' o n 

d o n n e R , r e t p. 

M . E . L e m o i n e ( 1 8 9 1 , p . 4 4 * ) a é t a b l i t r è s é l é g a m m e n t la 

f o r m u l e d e M . S o n d â t . 

Il y a l i e u d e r e m a r q u e r q u e l ' i n é g a l i t é c i - d e s s u s s u p p o s e 

r e m p l i e la c o n d i t i o n b i e n c o n n u e 

R - 2/-, 

e t q u ' o n d o i t a v o i r 

2 R 2 -f- 1 o R /* — /•*— 2 ( R — i r ) y / R 2 — 2 R r S p 2 

^ ' ¿ R î + i o R r — r 2 -t- 2 ( R — 2 r ) v/R2 — a R r ; 

o n a a i n s i l e s l i m i t e s d u p é r i m è t r e d ' u n t r i a n g l e i n s c r i t à un 

c e r c l e d o n n é e t c i r c o n s c r i t à u n c e r c l e d o n n é . 
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Ouvrage couronné par l'Académie royale de Belgique 
(prix François Deruyls). Gand, Van Gœthem, 1908 

(a3o p. in-8°). Prix : 6fr. 

L ' O u v r a g e q u e le sairant g é o m è t r e b e l g e v i e n t de p u b l i e r es t 

l e d é v e l o p p e m e n t de la t h è s e s u i v a n t e , a n n e x é e à sa d i s s e r t a -

t ion i n a u g u r a l e ( 1 ) : 

La Géométrie, en appliquant la théorie de Vélimina-
tion entre deux équations algébriques, n'utilise guère que 
la condition d'existence d'une seule racine commune. Les 
conditions pour que les équations aient plus d'une racine 
commune peuvent aussi donner des résultats géométriques 
intéressants. 

G o m m e son t i t re l ' i n d i q u e , le M é m o i r e est d iv i sé en c i n q 

P a r t i e s : 

I . A p p l i c a t i o n s g é o m é t r i q u e s de la t h é o r i e des m a t r i c e s . 

II. G o n g r u e n c e s de v a r i é t é s a l g é b r i q u e s a n n u l a n t des ma-

t r i c e s . 

I I I . La t h é o r i e des m a t r i c e s d a n s l ' e s p a c e r é g l é . 

I V . S u r u n e f o r m e d o u b l e m e n t q u a d r a t i q u e b i n a i r e et s y -

m é t r i q u e . 

V . Q u a d r i l a t è r e s de S t e i n e r d a n s c e r t a i n e s c o u r b e s et s u r -

f a c e s a l g é b r i q u e s . 

L ' é v a n o u i s s e m e n t d ' u n e m a t r i c e à / r a n g é e s et / + i c o l o n n e s 

d o n t les é l é m e n t s sont des f o r m e s à t r o i s ou q u a t r e v a r i a b l e s 

h o m o g è n e s r e p r é s e n t e un n o m b r e fini de p o i n t s du plan ou 

u n e c o u r b e de l ' e s p a c e . L ' o b j e t de la p r e m i è r e é t u d e est la 

d é t e r m i n a t i o n de l ' o r d r e e t du g e n r e d ' u n e t e l l e c o u r b e dans 

le cas le p lus g é n é r a l . E n s u i t e , l ' a u t e u r s ' o c c u p e de q u e l q u e s 

c o u r b e s p a r t i c u l i è r e s . C e s e x e m p l e s m o n t r e n t l a . f é c o n d i t é de 

la m é t h o d e et la f a c i l i t é a v e c l a q u e l l e on a r r i v e à des r é s u l -

tats o b t e n u s q u e l q u e f o i s p é n i b l e m e n t p a r d ' a u t r e s voies . D e 

p lus , on r e n c o n t r e des r a p p r o c h e m e n t s e n t r e des c o u r b e s 

é l o i g n é e s en a p p a r e n c e . 

O n est c o n d u i t à l ' é t u d e de t e l l e s c o u r b e s l o r s q u e , d a n s la 

r e c h e r c h e d 'un l ieu g é o m é t r i q u e , on d o i t e x p r i m e r que d e u x 

é q u a t i o n s o n t u n e o u p l u s i e u r s r a c i n e s c o m m u n e s . Le cas se 

(1) Étude de quelques surfaces algébriques. Gand, Hoste, 1902. 
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présente pour la jacobienne de trois ou de cinq surfaces et 
pour d'autres problèmes qui sont traités d'une manière très 
élégante par l'auteur. 

M. Stuyvaert caractérise sa méthode par les lignes sui-
vantes, extraites de l'avant-propos, et que nous croyons utile 
de reproduire ici : 

Qu'il s1 agisse d'élimination simple ou de sur élimination) 
le résultat conduit à Vévanouissement d'une matrice rec-
tangulaire ou d'un déterminant. Ce mode d'écriture 
matérialise en quelque sorte la génération d'êtres géomé-
triques par des formesprojectives; .les détails de structure 
d'une matrice correspondent à des propriétés de la 
variété qu'elle représente. 
Cette notation souligne à la fois l'analogie et les dif-

férences entre le symbolisme algébrique et le langage 
synthétique ; si ce dernier oblige de serrer de près les 
problèmes particuliers, le premier, par contre, ouvre aux 
recherches un champ plus étendu. 

L'évanouissement de la matrice 

bn Cn 

a' b' cl ' 14, n n L, n 

dont les éléments sont des formes linéaires à d variables ho-
mogènes, représente une variété d'ordre trois à d— 3 dimen-
sions dans un espace linéaire à d — i dimensions. Si les élé-
ments sont fonctions de trois variables homogènes a1,a2,a3, 
cette variété appartient à une congruence. Le cas où ces 
paramètres entrent au premier degré est étudié complètement, 
de même que le cas des cubiques gauches ayant cinq bisécantes 
communes. Ceci fait l'objet de la deuxième étude. 

La troisième étude s'occupe du cas où les éléments de la 
matrice sont fonctions des coordonnées de la droite. Les cas 
où la matrice a l rangées et l 3 , ou l -f- 2, ou / -+-1, ou l 

colonnes sont successivement étudiés. 
Dans la quatrième étude, l'auteur s'occupe d'une certaine 

forme de l'équation de l'involution du troisième ordre et du 
premier rang. Cela le conduit à l'étude du système de deux 
coniques et ensuite de la surface du quatrième ordre à cubique 
double. 
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L a p r e m i è r e p a r t i e d e la c i n q u i è m e é t u d e a p e r u ici m ê m e 

e n 1905. E l l e se r a p p o r t e a u x c o u r b e s e t a u x s u r f a c e s q u a d r i l l é e s . 

C e t t e d e r n i è r e é t u d e e s t c o m p l é t é e p a r l ' é t u d e de la r e p r é s e n -

t a t i o n g r a p h i q u e d e s f o n c t i o n s . C e t t e p a r t i e se r a p p o r t e à d e s 

r e c h e r c h e s d e M . M a s s a u . 

C e t t e a n a l y s e b e a u c o u p t r o p c o u r t e d u M é m o i r e d e 

M . S t u y v a e r t m o n t r e la f é c o n d i t é e t la s o u p l e s s e d e l a m é -

t h o d e e m p l o y é e p a r c e m a t h é m a t i c i e n . E n t e r m i n a n t s o n 

R a p p o r t p o u r le prix Deruyts à l ' A c a d é m i e r o y a l e d e B e l -

g i q u e , M . N e u b e r g a j o u t e : Il est à souhaiter que VAcadémie 
reçoive, pour les périodes suivantes du prix François 
Deruyts, des Mémoires de la même importance, montrant 
que les Belges cultivent la Géométrie avec un succès re-
marquable. C e t t e o p i n i o n du s a v a n t p r o f e s s e u r de l ' U n i v e r -

s i té d e L i è g e e s t t r è s flatteuse p o u r M . S t u y v a e r t . 

LUCIEN GODEAUX. 

C E R T I F I C A T S DE M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

Marse i l l e . 

EPREUVE ÉCRITE. — Un corps solide, qui a un point 
fixe O, est formé dune tige OA perpendiculairement 
à laquelle est fixé un disque circulaire pesant et homo-
gène dont le centre est en A. On néglige la masse de la 
barre OA. La distance OA est égale à la moitié des rayons R 
du disque. Trouver le mouvement de ce système, sachant 
que primitivement le disque tourne autour de OA avec une 

/ cx g 

vitesse angulaire égale à 4 / pendant que la barre, qui 

est d'abord horizontale, est lancée horizontalement avec 

une vitesse angulaire égale aussi à y/-
On fera pour la commodité du calcul 

A/in. de Mathémat., 4" série, t. V I I I . (Décembre 1908.) 36 
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on remarquera que V ellipsoïde d'inertie relatif au point O 
se réduit à une sphère> de sorte qu'on a 

B = C = - MR*. 

SOLUTION. 

On prend trois axes fixes dont l'axe OZ est dirigé vers le 
haut et trois axes mobiles dont l'axe Oz coïncide avec OZ. 

Soit 01 l'intersection des plans X Y et xy. On définit la posi-
tion du solide par les trois angles d'Euler. 

Le théorème des forces vives donne, en faisant 

A - M R 2 
2 ' 

Le théorème des moments des quantités de mouvement par 
rapport à OZ donne 

Les données initiales fournissent pour les constantes a et ¡3 
la valeur i . 
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P a r é l i m i n a t i o n on e s t c o n d u i t à 

- sin 8 m at — 
(l — COs6) y/cos0 

qui s'intègre en posant 

COSÔ =r M2 , 

e t l ' o n e n t i r e 
— i 

eMt h- r = / c o s 6 , 

p a r o ù l ' o n v o i t q u e , t c r o i s s a n t i n d é f i n i m e n t , 0 t e n d v e r s 

z é r o , e t O A d ' a b o r d h o r i z o n t a l se r e l è v e e n t e n d a n t v e r s l a 

v e r t i c a l e . 

O n a e n s u i t e 

i ̂  = u> t -4- i a r c t a n g e w i , 

o u s e n s i b l e m e n t 
^ = 71 

p o u r t i n f i n i . 

O n a e n f i n 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une voûte en arc de cercle est for-
mée par un système articulé ainsi constitué : 
On trace deux arcs de cercle concentriques ; Varc inté-

rieur a iom de rayon, Varc extérieur a j'2m de rayon. 
L'arc intérieur a une ouverture de 90°. On partage l'arc 
intérieur en huit parties égales dont les cordes donnent 
les tiges de Varc intérieur .Les sommets de Varc extérieur 
sont sur les perpendiculaires élevées au milieu des tiges de 
Varc intérieur. On joint ces sommets entre eux et aux 
sommets de l'arc intérieur par des tiges. On a ainsi un 
système de triangles. 
Les extrémités de Varc intérieur reposent sur deux 

appuis de niveau. 
Sur les sommets de Varc extérieur on applique des poids 

égaux P. 
Trouver les tensions des tiges par un graphique. 

( J u i l l e t 1908.) 
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Montpellier. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Un hémisphère creux, infiniment 
mince, rigide, homogène et pesant, glisse sans frottement 
sur un plan horizontal fixe. Etudier son mouvement en 
supposant qu'à l'instant initial l'angle formé par l'axe 
de symétrie du solide avec la verticale ascendante soit 
égal à 3o° et quau même instant le corps soit animé d'un 
mouvement de rotation autour de la verticale passant par 
son centre de gravité. 
On prendra le rayon de Vhémisphère et sa densité égaux 

à l'unité. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un fil rigide, circulaire, infiniment 
mince, est fixe dans un plan vertical. En un point A du 
fil on abandonne sans vitesse un point pesant M. Ce point 
tombe suivant la verticale du point A, vient choquer le 
fil en B, puis en G, et ainsi de suite. Le fil et le point sont 
parfaitement élastiques. 
Peut-on choisir le point A de manière que le point G lui 

soit diamétralement opposé sur le fil ? Cette condition 
étant réalisée, quel sera le mouvement du point M ? 

(Ju i l l e t 1908. ) 

Paris. 

ÉPREUVE THÉORIQUE.— Deux roues identiques, homogènes 
et pesantes, de masse M et de rayon R, tournent librement 
autou r de leurs centres G et Ci reliés par deux tiges iden-
tiques CA et Ci A, homogènes et pesantes, de masse m et 
de longueur :il, qui sont articulées en A. Le système est 
abandonné dans le plan vertical xOy avec des vitesses 
contenues dans ce plan, les deux roues reposant sur la 
droite fixe inclinée Ox, par fa i t ement lisse. 

i° Calculer le mouvement du système, en admettant que 
les deux roues restent en contact avec Ox. 

Chaque roue pouvant se soulever au-dessus de Ox, 
quelle restriction est imposée aux conditions initiales pour 
que les deiix roues restent en contact avec Oxt 
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3° Calculer le mouvement du même système en suppo-

sant, non plus que Ox est parfaitement lisse, mais que 
les deux roues sont assujetties à rouler s a n s g l i s s e r sur Ox. 
On admettra, pour traiter cette troisième question, que 
les roues restent en contact avec Ox. 

NOTA. — On pourra prendre comme paramètres l'ab-

GACT 
scisse du milieu de CC^ Vangle 6 = et les angles 
dont tournent les deux roues. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un disque circulaire plein, homo-
gène, pesant S , de rayon égal à i o c m et de masse m, porte 

au milieu d'un de ses rayons GQ une masse P, égale à m, 
qui lui est invariablement liée. Le solide S est abandonné 
sans vitesse dans le plan vertical xOy et repose sur une 
droite horizontale fixe Ox parfaitement lisse. L'angle 
de la position initiale de C*P avec la verticale descendante 
étant de 7 ° 3 o ' , calculer les petits mouvements de S en 
regardant cet angle comme un infiniment petit. Déter-
miner, en particulier, la période des oscillations de GP 
autour de G . ( J u i l l e t 1 9 0 7 . ) 

I . ÉPREUVE THÉORIQUE. — Un triangle abc isoscèle et rec-
tangle formé de trois tiges pesantes, homogènes et de même 
densité, a les deux sommets a et b de son hypoténuse fixés 
sur la même verticale Oz. Le triangle abc tournant libre-
ment autour de cet axe fixe Oz, un solide de révolution S, 
homogène et pesant, a deux de ses points D et E fixés sur 
la tige ac, qui est parallèle à son axe de figure ed et 
tourne librement autour de cette tige ac. Le centre de 
gravité G de S se projette sur ac au milieu H de ac. 
i° Calculer le mouvement du système abandonné dans 
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des conditions initiales quelconques à l'action de la pe-
santeur. 
i° Dans le cas particulier où G coïncide avec H et où D 

et E coïncident respectivement avec le milieu de A H et de 

cil, quel est le mouvement du système? Quelles sont les 
réactions qui s'exercent sur S en D et E et sur le triangle 
abc en a et b? 

NOTATION. — On pourra définir la position du système 
par l'angle a du plan abc avec un plan fixe zOx et par 
l'angle P du plan abc et du plan acG. On représente par M 
la masse totale du triangle abc, par l la longueur ac, 
par ¡x la masse de S, par X la distance GH, par G le mo-
ment d'inertie de S autour de son axe de figure, et par A 
son moment d'inertie autour de GH. 

I I . EPREUVE PRATIQUE. — On considère un corps de révo-
lution S dont la méridienne se compose d'un segment de 

A' 0 B' a: 

droite AB parallèle à l'axe de révolution Ox et de deux 
arcs de cercle AA', BB' ayant comme centre la projection 
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de 0 sur Ox du milieu M de AB. La distance OM ou l est 
égale à la moitié de AB. 
Le corps S étant supposé plein et homogène, de den-

sité i, calculer : i° le potentiel des attractions newto-
niennes exercées par S sur une masse P égale à Vunité et 
située sur Ox, à la distance x de O ; 

2° La résultante de ces attractions. 
On traitera d'abord le cas où P est extérieur à S, puis 

le cas où P est intérieur à S . ( O c t o b r e 1907. ) 

Rennes. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I . Théorème de Coriolis. Appli-
cation à Vétude des mouvements horizontaux à la surface 
terrestre. 

II. Un store a la forme dune surface' rectangulaire 
pesante, homogène, parfaitement flexible, d'épaisseur né-
gligeable. Le bord supérieur du store est horizontal et fixé 
à la paroi d'un mur vertical ; le bord inférieur s 'attache 
à la surface d'un cylindre de révolution homogène et 
pesant, d'axe horizontal, autour duquel s'enroule le store. 
Sous l'action du poids le cylindre tombe et le store se 
déroule en s'appliquant sur le mur. Etudier le mouvement 
qui se produit pendant la phase de déroulement. On sup-
pose qu'il y a une résistance verticale dintensité constante 
appliquée au centre de gravité du cylindre. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un corps solide pesant est muni de 
deux axes de suspension parallèles ; le centre de gravité 
est situé entre les deux axes. En oscillant autour du pre-
mier, sous l'action de la pesanteur, il fait, en 10 minutes, 
488 oscillations ; autour du second il en fait 524 dans la 
même période. La distance des deux axes est égale à i m , 6 o . 

— Calculer la distance du centre de gravité à chacun des 
axes et le rayon de gyration par rapport à un axe paral-
lèle aux précédents, mené par le centre de gravité. 

( J u i n 1 9 0 8 . ) 
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C E R T I F I C A T S DE M É C A N I Q U E A P P L I Q U É E . 

Lille. 

EPREUVE ÉCRITE. — I. Théorie des caractéristiques méca-
niques. 
Relations dynamiques entre un moteur et les outils 

qu'il actionne. 

il. Etude des freins placés sur un arbre de la transmis-
sion. 
On traitera seulement les questions suivantes : 
Equilibre dynamique d'une roue freinée; 
Effort total de freinage; 
Transmission de l'effort de freinage au châssis. 

EPREUVE PRATIQUE. — On considère une voiture à chaînes 
ayant les caractéristiques suivantes : 

Poids total : P = I 2 0 0 k f i , dont 72okg sur l 'arrière. 
Nombre de dents des roues de chaîne 35 

» des pignons de chaîne 20 

» de la couronne du différentiel 3() 
» du p i g n o n d ' a t t a q u e *i6 

» des engrenages de l 'arbre secondaire 
de la boîte des vitesses 60, 48, \o, 35 

Nombre de dents des engrenages correspondants de 
l ' a r b r e p r i m a i r e 16, 28, 36, 41 

R e n d e m e n t de la t ransmiss ion p = 0 . 7 

Coefficient normal de traction fx~ 0,025 
Surface de front de la voiture S = 2m ' 

Variations du couple*moteur moyen avec le nombre de 
tours : son maximum a lieu à 4oo tours; si l'on représente 
ce maximum par 100, les valeurs de ce couple moyen sont 
respectivement représentées : 

A 800 tours par 83 
A 1000 tours par 70 

A 1600 tours par 45 
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i° Déterminer le diamètre des roues motrices de ma-

nière que la voiture fasse 6ok r a à l'heure en quatrième vi-
tesse, lorsque le moteur tourne à sa vitesse normale qui 
est de 800 tours à la minute. 

i° Déterminer la puissance normale du moteur {c'est-
à-dire celle qu'il fournit à 800 tours) de façon que la voi-
ture puisse faire 75km à l'heure en palier. 

3° Calculer l'accélération de démarrage qu'on obtient 
en première vitesse en supposant que la vitesse du moteur 
s'abaisse à 400 tours pendant l'embrayage. 

4° Trouver sur quelle pente la voiture pourra atteindre, 
à la descente, la vitesse de i 2 o k m à l'heure. 

( J u i l l e t 1908.) 

C E R T I F I C A T D E M É C A N I Q U E P H Y S I Q U E E T E X P É R I M E N T A L E . 

Par i s . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — T° Rôle et propriétés générales 
des couples d'éléments cinématiques. Donner quelques 
exemples. 

20 (Question facultative.) Sur la résistance des maté-
riaux. Flexion simple. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une charge roulante, composée de 
trois essieux de même poids, parcourt une poutre droite. 
i° Déterminer les moments fléchissants maximums 

(méthode de Léman). 
2° Déterminer les efforts tranchants maximums (on 

suppose ici que l'effort tranchant maximum dans chaque 
section a lieu quand le premier essieu passe sur cette 
section). (Jui l le t 1907.) 

I . ÉPREUVE'THÉORIQUE. — Profils conjugués. Engrenages. 
Exemples. 
Partie facultative : Résistance des matériaux. Torsion. 

I I . ÉPREUVE PRATIQUE. — Les points A et 0 étant fixes sur 



( 57O ) 

une même horizontale et la tige OB étant verticale, on 
considère le système formé par la tige AB et les triangles 

OBP, PBQ, QBC, QCR, RCD, RDE, dont les côtés sont des 
tiges rigides. Aux nœuds B,G, D,E, P, Q, R s'exercent des 
charges verticales égales. On demande de construire les 
tensions de toutes les tiges et de distinguer celles qui tra-
vaillent à l'extension et celles qui travaillent à la com-
pression. ( O c t o b r e 1 9 0 7 . ) 

C E R T I F I C A T DE P H Y S I Q U E M A T H É M A T I Q U E . 

Par i s . 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Intégration approchée ou exacte, 
par des polynomes et pour une infinité de formes de la 
section, des équations aux dérivées partielles de l' écoule-
ment uniforme des fluides dans les tubes fins mouillés 
par ces fluides : application de la méthode générale à un 
tube de section carrée. 
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EPREUVE PRATIQUE. — A travers une section triangulaire 

équilatérale de hauteur h, et par rapport à deux axes 
rectangulaires des y et des z dont l'un (celui des y) est 
pris suivant la hase du triangle, et l'autre (celui des z) 
suivant la hauteur, les vitesses de régime uniforme d'un 
fluide à l'état dyécoulement bien continu sont 

où I est la p e n t e m o t r i c e , indépendante (comme p, g et e) 
de y et de z. 
On demande de calculer le rapport de la vitesse 

maxima um à la vitesse moyenne u. 
( J u i l l e t 1907. ) 

I . EPREUVE THÉORIQUE. — Équation aux dérivées partielles 
du mouvement d'une nappe d'eau presque horizontale 
infiltrée dans le sol perméable homogène, et conditions 
relatives au contour de cette nappe. 
Application au régime d'été d'une source. 

I I . EPREUVE PRATIQUE. — I ° Le débit d'été Q de la source 
d'Armentières (l'une des sources de la Vanne qui ali-
mentent Paris) est exprimé en millions de mètres cubes 
fournis par mois, après un nombre entier ou fraction-
naire t de mois comptés à partir de la cessation des pluies 
d'hiver, par la formule 

Q = Xe-+- Be~9**, 

où le coefficient a de tarissement a la valeur 0,037 e* °il 

les deux coefficients A, B sont, après quelques hivers 
moyennement pluvieux, A = 1, 14, B — I,23. On demande 
combien de millions de mètres cubes donnera la source, 
dans cette hypothèse, durant les six mois de la saison sèche, 
c'est-à-dire entre les limites t = o, t = 6. 
On prendra l o g l o g e = T, 6 3 7 7 8 . 

( O c t o b r e 1 9 0 7 . ) 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2085. 

( 1907, p. 528.) 

Soient U et V deux quadriques ayant en commun une 
droite y ; soit P une génératrice de U du même système 
que y, soit a. une génératrice de \ du même système que y; 
un plan passant par y contient encore une génératrice x 
de U, une génératrice y de V; les deux plans (x, ¡3) 
et (y, ¡3) se coupent suivant une droite z: quel est le lieu 
de cette droite lorsqu'on fait varier le plan mené par 'y? 

(G. F. ) 

SOLUTION 

P a r M. M . TÊTU. 

Les deux faisceaux de plans d'arêtes a, ¡4 sont respecti-
vement homographiques au faisceau d'arêtes Y- Donc, l'inter-
section de deux plans correspondants a pour lieu une 
quadrique passant par a et ¡3. De plus, cette quadrique passe 
par l'intersection des deux génératrices x et y, dont Je lieu 
est la cubique gauche commune aux deux quadriques U et V, 
laquelle rencontre d'ailleurs en deux points chacune des 
droites a et ¡3. La quadrique lieu est ainsi bien définie. 

M. TÊTU. 

Autres solutions de MM. BROS et TABACOFF. 

2087. 

( 1 9 0 8 , p . 48.) 

Intégrer l'équation différentielle 

A (x)/2-A '(x)yy'+ C(x )y* = H (x), 

avec la condition 
„ „ i A'* 
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A et C sont des fonctions arbitraires de x. h! est la 

dérivée de A. 

(PIERRE FAVRE.) 

SOLUTION 

P a r M . PARROD. 
O n a 

P o s o n s 

d ' o ù 

et 

A 'y dz 2 y / — H ( y* — KT) 
y ~~ > A 

t2 i -+-*1 nr 

/ ^ i t â ^ I Z ^ V Â 

(! — <*)<' rr 1 + /2 A' 

P o r t o n s c e s v a l e u r s d a n s l ' e x p r e s s i o n d e / e t s i m p l i f i o n s ; 

i l v i e n t 

A ; 

v/="ÏÏ 
d o n c 

A u t r e s o l u t i o n p a r M . J. ROSE. 

2088. 
( 190?, J). 48.) 

La tangente et la normale en un point M d'une ellipse 
de centre O rencontrent le grand axe en T et N : i° la 
perpendiculaire abaissée de T sur OM enveloppe une 
ellipse; la parallèle menée par N à OM est normale à 
une ellipse fixe. 

BARISIEN. ) 

SOLUTION 

P a r M . TÊTU. 

I ° S o i t P l ' i n t e r s e c t i o n d e la p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e d e M 

pur le g r a n d a x e a v e c le c e r c l e d i r e c t e u r ; s o i t M' s o n i n t e r -
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s e c t i o n a v e c l a p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e d e T s u r O M . L e s 

M' 

a n g l e s P O H , M O H é t a n t r e s p e c t i v e m e n t c o m p l é m e n t a i r e s d e 

P T H , i V f T H , on a 

M ' H _ P H _ a 

P H ~ M H ~ b * 

D o n c l ' e n v e l o p p e d e T M ' e s t l e l i e u d u p o i n t M ' , q u i e s t u n e 

e l l i p s e . 

C o n s i d é r o n s l ' e l l i p s e c o m m e p r o j e c t i o n d e s o n c e r c l e 

p r i n c i p a l ; l a n o r m a l e e n M e s t la p r o j e c t i o n d e la d r o i t e P N N ' , 

e t l ' o n a 
IV P 

N ' N 
= c o n s t . 

M e n o n s p a r N la p a r a l l è l e à O P : N Q ; on a 

1NQ 
P Q = c o n s t . , 

d ' o ù 
N Q = c o n s t . 

D o n c c e t t e d r o i t e e n v e l o p p e u n e h y p o c y c l o ï d e à q u a t r e 

r e b r o u s s e m e n t s , d o n c sa p r o j e c t i o n e n v e l o p p e u n e d é v e l o p p é e 

d ' e l l i p s e . 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . BETTO, BOUVAIST, BRATU, BROS, 

GAEDECKE, LEZ, RETALI, J. ROSE. 
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2091. 

(1908, p. 96. ) 

Le nombre n étant supposé impair, démontrer que, si 
i> ' 7 1 ' ? sin/ia? . . , ,, 

t on évalué la quantité —~ en jonction de cosa?, l ex-
pression obtenue est un produit de deux facteurs rationnels. 
Que représente chacun de ces facteurs ? 

( G . F . ) 

SOLUTION 

P a r M . R . BOUVÀIST. 

sinno7 , . . . . . 
/ ( c o s a ? ) = est, quel que soit w, une fonct ion ra t i on -

K7T 
n e l l e d e c o s # ; e l l e s ' a n n u l e p o u r x == — - > K p r e n a n t les 

n — 1 valeurs 1, 2, . . . , n — 1. 
Si n e s t i m p a i r , l e s n — 1 r a c i n e s d e 

/ ( c o s x) = o 

s o n t d e u x à d e u x o p p o s é e s , p u i s q u e 

D7I (n-p)TZ cos —— = — cos- 
n n 

f (cosx) e s t p a r s u i t e u n p r o d u i t d e d e u x f a c t e u r s r a t i o n n e l s 

fi (cosx) e t / 2 ( c o s a r ) , le p r e m i e r a y a n t p o u r r a c i n e s 

Ti 2 71 n — 1 cos — •» cos—? cos 7T, n n 2 n 
le s e c o n d 

N - H I ( N — I)TI 
COS 7T, - - - I COS  
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Q U E S T I O N . 

2114. Dans un tétraèdre orthocentrique SABC, on désigne 
par a, e, a\ b', c' les cosinus des dièdres suivant BC, GA, 
AB, SA, SB, SG; on connaît la relation 

ad = bb' = cc = M : 

démontrer la formule 

i i i i 
M 2 + a ' / y c ' a\d -h b' c' ) b'(b'-hc'a') ' c'( c' -h d b' ) 

Si l'on donne a, ¿>, c, on a une équation du troisième degré 
en M, ayant ses racines réelles; le problème est possible sous la 
condition abc > o, et il a alors trois solutions (on peut avoir 
b — o, c = o; il y a alors indétermination). 

(G . FONTENÉ.) 

E R R A T A . 

Dans le Volume pour 1890, p. 556 et 6^3, lire question 1594 
au lieu de question 1593. 

Dans le Tableau de correspondance entre les questions 

et leurs solutions, la question 1593 est de même indiquée à 
tort comme ayant reçu une solution en 1890, p. 556. 

Page 4/9 <Ju présent Tome, question 2102 : P désigne le 
point fixe dont il est question au i°. 
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T A B L E B E S M A T I È R E S P A R O R B R E M É T H O B I Q U E 
( T O M E VIII, 4* S É R I E ) . 

La classification adoptée est celle de l'Index 

du Répertoire bibliographique des Sciences mathématiques. 

A . — Algèbre élémentaire; théorie des équations algébriques 

et transcendantes; groupes de Galois; fractions ration-

nelles; interpolation. 

Page». 
A 3 d Sur la règle des signes de Descartes; par M. J. 

Juhel-Rénoy 4^o 

E . — Intégrales définies et en particulier intégrales 

eulériennes. 

E 5 Procédé élémentaire d'application des intégrales 

définies réelles aux équations algébriques et 

transcendantes; par M. Michel Petrovitch... 

I . — Arithmétique et théorie des nombres; analyse indéter-

miné« ; théorie arithmétique des formes et des fonc-

tions continues; division du cercle; nombres complexes, 

idéaux, transcendants. 

I 7 a Sur les modules de la forme pm1 p premier ( im-

pair ou pair) ; par M. G. Fontené 19.3 

I l l a Généralisation d'une question de Wolstenholme; 

par M. Samuel Cerçera « 216 
I 2 3 a Continuants : applications à la théorie des nom-

bres; par M. A. Deltour.. 49? !72> 2Î>4> 535 

Ann. de Mathémat4e série, t. VIII. (Décembre 1903.) 3? 
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K . — Géométrie et Trigonométrie ; géométrie analytique; 

géométrie projective et descriptive; perspective. 

l>agos. 

K l 3 e t K ' 1 2 Les constructions géométriques exécutées au 

moyen de lignes droites et d'un cercle fixe 

d'après Jacques Steiner (Berl in, i883); par 

M. Albert Lévy 390 

K ' 8 b Sur un point particulier du quadrilatère ins-

criptible; par M. Auguste Deteuf 4-\2 

K ' 8 f Sur les quadranglcs de Desboves; par M. G. 

Fontené 16, 73 
K ' I O c Une question de maximum (méthode synthé-

t i q u e ) ; par M. Alessandro Padoa 629 

K 1 1 0 e Sur l'application des déterminants à la Géomé-

trie; par M. J. Juhel-Rénoy 258 

K 1 l 2 b a Sur le problème d'Apollonius; par M. Maurice 

Fouché 116, 162 

K . l 1 4 c Sur la symétrie des polyèdres réguliers; par 

M. G. Fontené 73 

K 1 1 4 d Sur l'expression de certains volumes; par M. G. 

Fontené 385 

L. — Coniques, quadriques et variétés du second degré. 

L ' 5 e Démonstration de quelques propriétés de l'el-

lipse; par M. Têtu 5o3 

L 2 10a Sur une propriété des quadriques homofocales; 

par M. R. Bricard 21 

L 2 1 0 f Sur les polygones inscrits et circonscrits à des 

quadriques homofocales; par M. R. Bricard. 317 

M . — Courbes, surfaces et variétés algébriques; 

courbes, surfaces et variétés transcendantes spéciales. 

M 1 5 g Étude sur les coniques polaires des cubiques 

planes; par M. Barré 241 

M 2 l b Note sur un article précédent; par M. G. Fon-

tené. 20 

M : 4 d Sur les surfaces de Steiner; par M. Gaston 

Cotty.. 337 

N. — Complexes et congruences; connexes; systèmes de courbes, 

de surfaces et de variétés; géométrie énumérative. 

N 2 3 Un théorème sur les congruenccs de courbes; 

par M. Lucien Godeaux 134 
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0 . — Géométrie infinitésimale et géométrie cinématique; appli-

cations géométriques du Calcul différentiel et du Calcul 

intégral à la théorie des courbes, des surfaces et des 

variétés ; quadrature et rectification ; courbure ; lignes 

asymptotiques, géodésiques, l ignes de courbure ; aires ; 

volumes; surfaces minima ; systèmes orthogonaux. 

Pages. 
O ^ e Sur le centre de courbure d'une roulette; par 

M. A. Pellet 33i 
O l 3 k Note sur les courbes gauches; par M. Egan... 5oo 

O l 5 i a Note sur les surfaces de Monge; par M. / . Haag. 78 
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plane sur son plan; par M. Farid Boulad... 128 

P . — Transformations géométriques; homographie; homologie 

et affinité; corrélation et polaires réciproques; inver-

sion; transformations birationnelles et autres. 

P 4 g Sur une transformation géométrique du sixième 
ordre; par M. Lucien Godeaux 69 

Q. — Géométries diverses; généralités sur la géométrie à 

•n dimensions; géométrie non euclidienne; Anafysis 

situs; géométrie de situation. 

Q 1 a Essai de géométrie analytique à une infinité de 
coordonnées; par M. Maurice Fréchet.. 97, 289 

R . — Mécanique générale; cinématique; statique comprenant 

les centres de gravité et les moments d'inertie; dyna-

mique; mécanique des solides; frottement; attraction 

des ellipsoïdes. 

E4a Sur l'équilibre du corps solide; par M. Georges 

Lery 348 
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par M. P. Charbonnier ifi, nso 
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Analyse supérieure i36 
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Questions de concours. 
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(Algèbre et Trigonométrie); solution par M. Jean Servais. 370 
Concours d'agrégation des Sciences mathématiques en 1908 : 

( Mathématiques élémentaires); solution par un Anonyme. f\09 
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L E S R E C E N T S P R O G R E S 
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SYSTÈME MÉTRIQUE 
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DES POIDS ET MESURES 
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Directeur-adjoint du Bureau international des Poids et Mesures. 
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La réunion de la quatrième Conférence générale des Poids et Mesures 
offrait, à la suite des grands progrès réalisés par Je Système métrique 
dans ces dernières années, une occasion toute naturelle d'en faire un 
exposé succinct. Le Système métrique n'est point, en effet, comme on 
pourrait le penser, un organisme rendu rigide et incapable d'une évolution, 
par la perfection même avec laquelle il fut réalisé dès le début. Les exi-
gences de plus en plus élevées delà Science nécessitent des garanties sans 
cesse accrues, à la fois pour la précision de la définition matérielle des 
unités du Système, et pour la sécurité de leur conservation. De plus, sa 
diffusion mondiale et sa pénétration dans toutes les industries exigent uqe 
élaboration de plus en plus minutieuse des détails de son organisation, en 
même temps que le contrôle international de son identité dans le monde 
entier. 

Ce sont ces divers aspects du Système métrique — métrologique, tech-
nique, législatif, administratif — que M. Guillaume expose dans ce Rapport, 
présenté à la dernière Conférence générale des Poids et Mesures et dont 
le Comité international a voulu accroître l'utilité, en ordonnant son im-
pression. 

Puisant à la source même de documents de première main, l'auteur 
expose les travaux du Rureau international des Poids et Mesures relatifs à 
la comparaison répétée des étalons de premier ordre; puis il reproduit les 
résultats obtenus récemment dans leur comparaison avec les phénomènes 
naturels : longueur des ondes lumineuses, masse du décimètre cube d'eau : 



les législations récemment promulguées sont ensuite passées en revue; 
enfin les applications du Système métrique aux diverses industries pour 
lesquelles u ie élaboration et une entente étaient nécessaires sont briève-
ment résumées. C'est dans cette quatrième Partie de ce Rapport qu'on 
trouve l'exposé de la question du carat et de son unification interna-
tionale à 2oomg, du numérotage des filés, du système international des 
filetages, etc. 

Table des Matières. 

AVERTISSEMENT. — IRE PART IE : Stabilité des étalons. Mètres prototypes. 
Kilogrammes prototypes. Thermomètres étalons.— 11E P A R T I E : Déterminations 
fondamentales relatives aux unités du Système métrique. Détermination 
des longueurs d'ondes fondamentales. Volume du kilogramme d'eau. Les 
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Portugal. Résumé. Notes. — IV* P A R T I E . Les progrès dans les applications 
du Système métrique. Progrès dans les pays anglo-saxons. Reforme du carat. 
Unification des filetages. Numérotage des textiles. Le Système métrique en 
Optique. Numérotage des plombs de chasse. Les unités secondaires de la force, 
de la pression, du travail, de la puissance. Aéronautique. Horlogerie. Le sys-
tème de mesure des températures. — Résumé et Conclusions. 
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