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[E5]
PROCEDE ELEMENTAIRE D'APPLICATION DES INTEGRALES
DEFINIES REELLES AUX EQUATIONS ALGEBRIQUES E
TRANSCENDANTES ;

Par M. Micaer. PETROVITCH,
4 Belgrade (Serbie).

I. — SUR UNE INTEGRALE REELLE DISCONTINUE.

1. Soit ¢(¢) une fonction réelle pour ¢ réel, continue
dans un intervalle réel donné (a, b) et telle que I'in-
tégrale

v
(0 é’u=/ w(¢)cosntdt

ait un sens pour toute valeur entiére positive ou nulle
de n.
Jenvisage l'intégrale définie
b
(2) I(ar):f o(t)log(1t— 2z cost+ x?) dt,

a

qui, en vertu du développement

@
. . R Z" cosni
(3) log(1 —oxcost +z2)=—2 : _—
n
1
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()
sera une fonction A (z) de z, donnée pour| z| suffi-
samment petit par le développement

(4) o) =—2 ) £,
ou bien par l'intégrale ‘
(5) R(z):—z'/[)ig—)dx
avec :
(6) p(z) = D gnat.

1

Soit R le rayon de convergence de la série (6) [dont
la détermination se réduit a celle de l'intégrale (1)
pour n trés grand]. Alors, la série (3) étant unifor-
mément convergente pour |z |1 :

1° Si Rz, I'intégrale 1(z) pour |z | <1 coincidera
avec la fonction X (2 ); d’autre part, 'identité

2 1
log(1— 22 cost +a?) = 2 logz—+log <1— ;‘cost -+ ;;)

montre que, pour | z|>1,1(2) coincidera avec la fonc-
tion

N

(7) Q(z):?,go]ogx—;—)‘(;—:).

2° St R <1, I(x) coincide avec A(z) pour |z {<<R
et avec Q(z) pour |z| > %

L'intégrale 1 (x) est donc une fonction disconti-
nue de z, coincidant tantiét avec h(z), tantdt avec
Q(x), suivant que le point z se trouve a ’intérieur
ou a Uextérieur d’une certaine circonférence ou
d’une certaine couronne ayant [’origine comme
centre.



(3)

2. Un cas particulidrement intéressant pour ce qui
suit se présente lorsque la fonction ¢(¢) et les limites
a et b de 'intégrale I(z) sont telles que I'intégrale (1)
soit constamment nulle dés que 'entier n dépasse une
certaine valeur p, tandis que pour n<p elle soit dé-
terminée, finie et différente de zéro. Nous dirons, dans
ce cas, pour abréger, qu’une telle fonction satisfait a
la condition [9,a, b, p].

Ainsi, o = const. satisfait & la condition

[, 0, 2km, 0]
La fonction

int\#&
¢ = <Sl: t) (4 = entier positif)

satisfait a la condition [ ¢, 0, 0, &k —1].
La fonction

inht\?2 . .
® = <Smt > (h = entier positif)
satisfait 4 la condition[®, 0, w0, 24 —1].

Toute fonction continue ¢(¢) admettant 27 comme
période, ne s’annulant pas pour ¢ = o et dont le déve-
loppement en série trigonométrique ne contient pas
de cosinus satisfait a la condition [0, 0, 27, o], ete.

Dans tous ces cas, la fonction A(z) se réduit au po-
lynome de degré p en z
(8) Nm)=——-2<g|x+%x2+...+€ppxﬂ),
et Yon a R =w0. Si, en particulier, la fonction © satis-
fait & la condition [¢, @, b, 0], on a A(z) = o, el, par
suite,

(o pour x| Z1.
I = |
9) (@) | 2g0logz pour |z|>r.
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3. Dans le cas ou, les limites de l'intégrale étant o
et 2m, la fonction continue ¢(¢) admet la période 2,
de sorte que ‘

(10) cp(t):Ao+2Ansinnt+ZBncosnt,
1 1

on aura

(11) go=27TA,, gn=7nB,,

et la fonction correspondante A (z) peut s’écrire

(12) );(x)—_——')r/ qJ('.T)d;r
A &
avec
(13) 1)(.1):2 B, an.
1

Ainsi, lorsque ©(¢) est le coefficient de ¢ dans une
expression ¢(e®), ¥ (3) étant une fonction de z holo-
morphe pour | 5| <1, onaura Ay = o, B, = o, et, par

suite,
go =0, Mzx) =o.

Lorsque o(¢) est la partie réelle de ¢ (e), on trouve
aisément
~ X
x)— 0
(15) go=27mY(0), )\(.’L‘)=——2ﬁj ﬂ——)—z—&)dx,
0
et le rayon R sera au moins égal 4 1. En faisant donc

(13) $(z)=— = 3f (),

J(3) étant une fonction holomorphe pour | 3| <1, on

aura
go=0, Mz)=f(x),

ce qui donne, d’une maniére bien élémentaire, une so-
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lution du probléme suivant :

Lintégrale 1(z) étant prise entre les limites o
et 2w, déterminer la fonction ¢(t) correspondant a
une fonction h(x)donnée, holomorphe pour |x|<<1.

Cette solution consisterait a prendre pour ¢(¢) la
partie réelle de I'expression — 2%_ 32 (z) pour 5 = eti.
La fonction $(¢), correspondant & une fouction p.(¢)
donnée, serait égale a la partie réelle de?lt w(eth).

Remarquons aussi que l'intégrale I(z) est égale au

double de lintégrale de la méme forme, mais prise
entre les limites o et w.

II. — DIFFERENCE ENTRE LE NOMBRE DE ZEROS ET DE POLES
D'UNE FONCTION MEROMORPHE DANS UNE CIRCONFERENCE
DONNEE.

Soit f(z) une fonction méromorphe & l'intérieur et
sur la circonférence d’un cercle C de rayon r, ayant
Vorigine comme centre, réelle pour z réel et ne s’an-
nulant pas pour z = o. Soient a,, &, ..., &, des zéros
et By, Ba, ..., Bm ses poles & U'intérieur de C, en sup-
posant qu'aucun d’eux ne se trouve sur C el en comp-
tant chaque zéro et chaque pole autant de fois qu’in-
dique son degré de multiplicité.

Envisageons I'intégrale définie

b
(16) H(r) =f o (t)F(r, 1) dt,

ou F(r, ¢t) désigne la partie réelle de zf—j("i—jz pour

3 = reti,



(6)
Comme l'on peut écrire

S(z) _ < T i ' '
('7) f(z) _Z Z — A 21 z_ﬁk TX(z)a

+.(z) étant holomorphe dans C et sur C, les identités

(18) partie réelle de f(ret) —-[f(re“)—l—f(re ],

1 ret re—ti = ; cost
(19) ; -+ ; =

2 \retli— a re—t — a 29 a\?
l——r—COSt"l- ;

conduisent a

ay.
n |——TCOSl
\F(r,t): Z
2%k

2 ag\?
1 |— —— CcOSt + <—l5>
r r
(20) 4

i

ot y(r, t) désigne la partie réelle de z(3) pour
5 = ret!. Par suaite, on aura

(21) 11(;-):23(%-*) —ZB<pr‘>+U(,'),
1 1
ou B () représente I'intégrale définie

(22) B(:r)—f o(t) — %L g,

1— 2 cost + z?
et on

b
(23) U(;-):[ o(£) Y (r t)dt.
Or, I'identité

1 — xcost . z d log( . .
—_—  =1— X — log(1—2xcO0St T
1 — 22 cost + x? 2 dx 8 &)
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fait voir qu’en mettant & part les valeurs || =1, on
aura pour toute valeur de 2
z dl
B = —_— — —
(x) =g > dz

Il s’ensuit, d’aprés les propriétés de U'intégrale I(2),
que pour toute valeur de z a I'intérieur d’une certaine
circonférence C, on aura [formules (5) et (7)]

B(z) = go+ p(2),

et, pour toute valeur de x a I'extérieur d’une certaine
circonférence C,, on aura

B(x)=—u<:;>,

w(z) étant donnée par (6); les rayons Ry et R, de C,

et G, ont pour valeurs

R; = plus petite des valeurs 1 et R,

1
R, = plus grande des valeurs 1 et R’

R étant le rayon de convergence de la série (6).
Choisissons maintenant pour ©(¢) une fonction quel-
conque satisfaisant a la condition [¢, @, b, 0]; on aura

p(x)=o, R = o,

et, comme les deux circonférences C, et C, coincident
alors avec C, on aura

B(x)=go pour |z|<T,
B(z)=0 pour |z|>r;

‘ iB (#) = ngo,
Py
2B<‘€7§\)=mgo.
1

par suite,
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D’autre part, la fonction y(z) étant pour |z < rdé-
veloppable en série

(8) =bo+b153 4+ byz* +. ..,
on aura

-
r,ty=2Y byrettcos(n+1)¢,
y t)

1

et, par suile,

®

(25) [“I):ZZ bpgnaritt =o,

1
de sorte que lintégrale H(r) se réduit a la valeur
(n—m)g,.

D’on le résultat suivant :

La difference entre le nombre des zéros et celui

des pdles de f(z) est égale a la valeur de Uinté-
grale

[ o(t)F(r, t)de

‘)ql_.

ot ¥(r,t) désigne la partie réelle de ff(/ pour

- —— ppl o
s=re et ol ©(t) est une fonction quelconquc satis-
Jaisant a la condition [¢, a, b, o].

Ainsi, par exemple, cetle différence serareprésentée

par l'intégrale
1 ® sint
— / — F(r, t)dt,
&o Sy

dans quel cas on aura

T
o= —
50— 2
P

ou bien par une intégrale quclconque de la forme

o
~2

— cp(()l‘u t)dt,

Soy
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o(t) élant une fonction coutlinue, admettant 27 comme
période, ne s’annulant pas pour ¢ = o et dont le déve-
loppement en série de Fourier ne contient pas de co-
sinus; dans ce cas on aura

&o=m9(0).

En prenant dans la derniére intégrale ¢(¢) =1 on
retrouve la formule

I 27 N ™
n_mz_.f F(r, t)dtz_f F(r, t)dt.
2T 0 e 0

III. — RAPPORT DES PRODUITS DES MODULES DES ZEROS
ET DES POLES.

Considérons la fonction précédente f(z) et partons
de

0 105 = Boe (= 2)~Sos 1= ) 00
1

ol §(z) sera holomorphe & 'intérieur et sur la circon-
férence C et s’annule pour z = o.
Formons ’intégrale

b
(27) K(r) :f @ ()M (r, t)dt,
ou
(28) M(r, t)=log|f(z)| pour =z = ret.
Les identités
(29)  M(r, £) =4 [log f(ret) + log f(re=ti)],
t s
( log<1— Zt) + log <I _re u)
o p -
(30) ?

= log [1— 2l cost + <£>2]
\ o a




conduisent a

M(r,t)= izlog[l—%cost—}—(%‘j)'—]
\

(31)
— zlog[l————cost é—) ]
~+logf(o) +¢(r, t),
ou
(32) d(r, t):Ec,,r"cosnl,

1

¢, désignant les coefficients du développement

©
E(Z) :2(}"3”,
1

convergent pour 357,

Par suite, I'intégrale K (r) aura la valeur
1 r 1 “ r

k=3 3(5) -1 2(5)
. 1 1

b
(33) +1ogf(0) [ g(e)ae

b
+ [ a0 ur nya.
a
Choisissons maintenant pour ¢ (¢) une fonction quel-

conque satisfaisant & la condition [¢, a, b, o]; les for-
mules () montrent que

n
» n
l(— =28¢log —m——
2 \ %A o Su ... %y
1
m
r ’lll
l(—):;golo T
Z ;ek °§?e rhn
\

(34)
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et comme, en vertu de (32), on a

b »
(35) f ‘P(t)q)(l’,t)dt :Zc"gnrn:o’
“ 1
la valeur de K (7) se réduit a

. N o BiBe B .Bm
(36) K =golog | foyrm-m BB ],
En égalant 3 K(r) la partie réelle du second membre
de (36), on est conduit au résultat suivant :

Quelle que soit la fonction ¢(t) satisfaisant a la
condition [9, a, b, o], et M(r, t) désignant le loga-
rithme du module de f(z) le long du cercle de
rayon r, l'intégrale définie

b
K(r) :f e(t)M(r, t)dt
aura pour valeur

f(O)r'l—lu ﬁ’ @2 ﬁm

Ay oy, . Oy

(37) &olog

Tel est, par exemple, le cas de I'intégrale

f ﬂM(;.z)da
0

ou d’une intégrale quelconque de la forme

27
f o(t)M(r, t)dt,
0

o

©(t) étant une fonction continue a période 27
laquelle correspondrait le développement

o(t) = Ao+ Aysint + Apsinat +...
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En prenant dans ce dernier cas
A():l, Al—_—Az:Ag:...:O,

on retrouve le théoréme de M. Jensen pour le cas
ou f(z) est réel pour z réel.
IV. — FONCTIONS SYMETRIQUES ET ASYMETRIQUES DES ZEROS.

1. Soit f(z) un polynome en 5 de degré n et envi-
sageons l'intégrale précédente

b
K(r) =f 9(2) M(r, t)dt.

Les identités (29), (30) et

(38) log";(((z); =E log (I — ;Z>

conduisent directement a

(30) K(r) = i-znr (£)+goss(o.
1

Or, d’apres les propriétés de l'intégrale I(z), si
@z, ...y %y sont les zéros de f(z) compris a P'intérieur
de la circonférence ¢ de rayon r, et dmyy, Gmyay - -+ %

ses zéros a l'extérieur de ¢, on aura pourk=1,2,...,m
, r rn aj
(jo) E =) =28log ——— + E INE—
. R T 7S r
etpourA=m-+1,...,n

B2
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de sorte que

K(r) = Ex(i'ri‘)

(1)

r rn
+2 A <a—/‘-> -+ 2g010gm +gof(0),
(2)

(42)

la sommez étant rapportée aux zéros intérieurs etz

) 2)
aux zéros extérieurs. On a ainsi une fonction asymé-

trigue des a; exprimée a Uaide de 'intégrale K (r).
En prenant pour r une limite inférieure v des mo-

dules des a;, la sommez et le terme logarithmique

(2)
disparaissent dans le second membre de (42) et cette

formule se réduit a
(43) K(n =22 (L) + sologs(o,

exprimant, ainsi, une fonction symétrique des a; a
Uaide de K(r).

2. Les fonctions symétriques et asymétriques des a;
peuvent aussi s’exprimer par I'intégrale précédente

b
H(r):f o(t)F(r, t)dt.

En partant de la formule (21) qui se réduit ici a

(44) H(r =3B (%)
1

et en remarquant que si 'on suppose le rayon de con-
vergence R de la série correspondante

w(z) =2 EnZ”
1
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au moins égal 4 1 on a
B(z)=go+p(z) pour |z|<i,
B(z):—-—p(';) pour |z|>r1,

on arrive a la formule
5 V) = Ll 7y,
(45) H(I)_ngo+2[1<r> 2“(%)
(1) (2)

exprimant une fonction asymétrique desa; par U'in-
tégrale H(r).
En prenant r =y on aurait la fonction symétrique

23
46 —'):
(46) Zl*(Y

étendue a tous les 2;, exprimée a l’aide de H (r).
En choisissant pour ©(¢) une fonction quelconque

satisfaisant a la condition [¢, @, b, p], ol p est un en-

tiev positif, la fonction p(x) sera un polynome en z,

|V rN\ o, N .
la somme Zz;(;) étendue a lous les a; se calculerait
k.

a 'aide des coelficients de f(3), et I'on aura la fonc-
tion symétrique

AN . 2\ | N ( r
!, — —
e | r B \ X4 ’
étendue aur o; intérreurs a ¢, exprimée a l'aide de

H (r) et des coelficients de f(3).

3. On peut encore exprimer les fonctions symé-
triques et asymétriques des a; par Uintégrale
[’
(47) L(r)= f o(t) P (r, t)dt,

a

ou @ (r, t) désigne la partie réelle de la dérivée loga-
rithmique de f(s) le long de la circonférence C; on
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=13 (%)

dl
A@)=—1 T

trouve aisément

avec

ce qui conduit a la formule

. =S (% _YV[& o,

(i8) r,<z>—zaku<,) E[H.ﬁuaky(%)],
1) (2)

exprimant une fonction asymétrique des o; par L(r).
On en tire aussi la formule

(59 m)=—2 [%}4_;'7“(;,;)]’

exprimant une fonction symétrigue des a; par 1.(r).
En prenant pour o (¢) une fonction quelconque satis-
faisant a la condition [9, @, b, o], ’intégrale

I
5 — Ly
(50) 7 (r)

aura pour valeur la somme des inverses des o; exté-
rieurs a la circonférence G; en appliquant la propo-

sition au polynome
z"/ (é) 5

Uexpression correspondante (50) aura pour valeur
la somme des a; intérieurs a c. :

Remarquons aussi, pour terminer, que la plupart de
ces résullats s'appliquent manifestement encore aux cas
ot f(z) estune fonction transcendante entiére du genre
zéro et condulsent, entre autres conséquences, a diverses
formules sommatoires connues ou nouvelles.
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[K8f]
SUR LES QUADRANGLES BE DESBOVES :

Par M. G. FONTENE.

1. Considérons un quadrangle ABCD, et posons

AB = a, BC = b, CD =g,
DA =d, AC=ce, BD = f.

D’ane part, les quatre triangles que I'on obtient en
supprimant 'un ou Pautre des quatre points A, B,
G, D ont respectivement pour cdtés

fbc, ecd, fda, eab.

D’autre part, les trois couples de cotés opposés du
quadrangle sont

a et c, b et d, e et f.

2. La relation qui a lieu entre les longueurs des six
cOtés d’un quadrangle a été établie par Carnotau moyen
de celle qui a lieu entre les cosinus de trois angles
liés par une des relations X = p = v = 2 A=. On peut
lui donuer la forme Lrés symétrique

arci(er+ fr4 b2+ d? — a*—- c?)
+ brd?(e* + f2+ at+ c?— b?—d?)
+ et fi(at+ ct+ b+ d?— er— f2)
— (f’-’b‘lc’—t— e202d2+f1d*a2+ era?b?) = o.

3. On peut écrire

(a? +c?) (brdr+ et fr—ate?) +...+...
—(ftbrcr+ ercrd?+ fid?at+ era?b?) = o,
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d’ott, en complétant le carré dans la seconde ligne,

(at+c?) [(bd +ef )t —ac?] +...+...

— (fbc + ecd + fda + eab)? = o,
ou enfin

(ac+ bd +ef)[(at+ c?) (bd +ef —ac)+...+...]
— (fbc + ecd + fda + eab)r = o.

La relation de Carnot ayant lieu entre les carrés des
longueurs des six c6tés du quadrangle, nous pouvons
changer par exemple ¢ en — ¢, ce qui donne (en mul-
tiphant par —1) :

(ac + bd —ef) lﬁ—(bh—-dﬂ(bd——ac + ef)
—{er+ f2)(ef + ac + bd)
+ (fbc — ecd + fda — eab)? = o.

(a%+ c?)(ac— bd + ef)]

4. Dés lors, siles c6tés d'un quadrangle satisfont a
la relation

(1) Sfbe —ecd + fda — eab = o,

ils satisfont a une ou a l'autre des deux relations

(2) ac +bd —ef = o,
(a?+ c?)(ac — bd+ef)
(3) + (b2 +d?) (bd —ac +ef)

— (et + f?)(ef + ac + bd) = o,

et réciproquement.

Sauf la forme trés symétrique que nous donnons ici
a la relation (3), le résaltat précédent appartient a
Desboves, qui I'a énoncé sans démonstration (Nou-

velles Annales, 1877, p. 227); Desboves écrit I'hypo-
thése sous la forme '

da + be
dc +ab’

(")

p
S
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et la conclusion sous la forme
(2") ef = ac + bd,
ou bien

(a?+ c?+ b2+ d?— e*— f2) (ac + bd + ¢f)

l"
) —2(da + be)(de + ab) = o.

M. Moret-Blanc (V. 4., 1878, p. 263) a justifié U'é-

noncé de Desboves en vérifiant que la relation de
Carnot, prise sous forme non symétrique, peut s’écrire

(ac +bd —ef) < 9(a, b, ...)
+[e(de + ab) — f(da + bc)]2 = o,

¢ étant le premier nombre de la relation (3'); j’ai con-
servé le principe de cette démonstration.

5. L’hypothése étant prise sous la forme (1'), le

calcul suivant n’est pas sans intérét. Désignons par & la
, da + be

quantité -————- La relation de Carnot, transformée
de -+ ab
par 'hypothése e = k f, devient
— R (k2= fo - R fe(at+ et D2 - d2) +, ..

—(atct— 02 d?) (a?+c2— bt — d?) = o,

et cette relation est cerlainement satisfaite si I'on a
(cas du quadrangle inscriptible)

kf.f=ac+ bd;
le premier membre de cette relation est donc divisible

par & f*— (ac + bd), et le quotient, calculé avec les
seuls termes que 1'on a écrits, est

— R(R241) o+ kfr (a2 +c+ b2+ dt) — (A1) f? (ac—+bd)
+ (ac — bd)(ar+ c*— b2 — d?);
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en remplaganl & f par e, et en égalant a z¢éro, on trouve
Ja relation (3) sous la forme

ef (a?+ ct+ b+ d? —e?— f2) — (ac+ bd)(e*+ f?)
+ (ac — bd) (a®+ c2— b2 — d?) = o;

il suffit de grouper les termes cu a*+ c2, b* + d?,
e?—+ f2, pour obtenir laforme (3).

6. Un quadrangle étant supposé inscriptible & un
cercle, et 'ordre des sommets surlacirconférence étant
A, B, C, D, de sorte que les cOtés croisés sont AG

Fig. 1.
A B

c E D

et BD, si I'on applique & chacun des quatre triangles
de la figure la relation classique abe = 4 RS, on obh-
tient la relation (1) sous cette forme méme.

Fig. ».

A B

¢ D
La réciproque n’est exacte qu’a la condition de con-
sidérer seulement des quadrangles pour lesquels le
contour ABCD est convexe; I’hypothése (1) entraine
alors la conséquence (2).
En dehors de ce cas, 'hypothése (1) entraine la con-

séquence (3), et 'on a ce que je propose d’appeler un
quadrangle de Desboves.
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Voici des exemples de tels quadrangles. Si 'on sup-
pose e = fdanslarelation(1'),ona(d — b)(c —a)=o,
et nous prendrons par exemple b =d. Avec la rela-
tion (2'), on a un trapeéze isosctle avec ses diagonales,
les diagonales élant e et f. Avec la relation (3), on
peut avoir un trapéze isoscéle avec ses diagonales, les
diagonales étant b et d, ou un parallélogramme avec
ses diagonales a, c.

[M21b]
NOTE SUR UN ARTICLE PRECEDENT
Par M. G. FONTENE.

Voici quelques modifications a larticle que j’ai
donné récemment sur les formules de Salmon analogues
aux formules de Pliicker.

A la page 442, on doit écrire simplement

2(0'—3¢8)=(n"—a)(n'+a—qg)

sans lransformer le second membre.
. Y
A la page 447, on doit calculer &' au moyen de la
formule précédente; comme on connait n' par la for-
mule (8), on a immédiatement

20 =928+ [a(n—2)—p—3s][an-—-9—0—3c]=....

A la page 446, j’ai déduit 8 de la premiére relation (B),
ct c’est bien ainsi qu’il convient de faire, en vue du
second membre de la formule ci-dessus qui doit prendre
la forme

=ax(n—a2)(WB—n2+n—i2)—...;
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mais alors, au bas de la page 445, j'aurais dd dire que
jemploierais la premicre relation (B) et non la pre-
miére relation (B,).

[L*10a]
SUR UNE PROPRIETE DES QUADRIQUES HOMOFOCALES (*);
Par M. R. BRICARD.

I. Je démontrerai tout d’abord le théoréme suivant :

Soient (P), (Q) deux quadrigques, D et E deuzx
droites fixes, tangentes communes & ces deux qua-
driques. Les quadriques du faisceau tangentiel
déterminé par (P) et (Q) déterminent sur D et E
des divisions homographiques.

Soit en effet
P+yQ=o0

I'équation de I'une des quadriques (R) du faisceau
considéré. (R) coupe D en deux points.m et n, dont
les distances & une origine fixe, choisie sur D, sont les
racines d’une équation du second degré

(1) Apt4+2Bpu+ C=o,

ou A, B, C sont fonctions de A. Ces fonctions sont
linéaires. En effet, si 'on se donne p, c’est-a-dire le
point m par exemple, il existe dans le fuisceau une
quadrique unique contenant ce point.

De méme la quadrique (R) coupe la droite E en

(1) L'original dc cet article a paru en langue Esperanto, dans la
revue Internacia Scienca Revuo (janvier 1907).
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deux points m' ct n’ dont les distances a4 une origine
fixe choisie sur E sont les racines d’une équation du
second degré

(2) A'pt4 2B '+ G =o,

ou A/, B/, (! sont des fonctions linéaires de A.
I’équation (1) a une racine double si A vérifie la
condition

(3) B:— AC =o.

Les racines de cette équalion sont les valeurs de A
telles que la quadrique (R) touche la droite D. Mais
par hypothése (P) et (Q) touchent cette droite. Les
racines de (3) sont donc o et . On a, par suite, I'identité

B2— AC = K),

ot K est une constante. On peut évidemment supposer
celle constante égale a 'unité (sinon 'on multiplierait
les coefficients A, B, C par un facteur convenable).
Ecrivons donc

B2— AC=A.

Par le méme raisonnement on trouve
B2 —-A'C'=).
On a ensuite, en résolvant les équations (1) et (2),

— B+ ., — B /X
B=x L

en choisissant par exemple le signe + devant chacun

des radicaux qui figurent dans les expressions de w et

de /. [’élimination de ﬁ entre les deux relations pré-

cédentes donne

Ap+B=A"n+ B,
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ou ,
. _Ap+B—B
i
1’ est donc fonction rationnelle de et de A, Mais A
lui-méme est fonction rationnelle de p; B’ est donc
fonction rationnelle de w. De méme p est fonction
rationnelle de p'. Il existe donc entre p et u' une rela-

tion homographique. C. Q. F. D.

II. Le théoréme corrélatif du théoréme précédent
est le suivant :

Soient (P) et (Q) deux quadriques, D et E deux
drottes fixes, tangentes communes & ces deux qua-
driques. Les plans tangents menés par D et E aux
quadrigques du faisceau tangentiel déterminé par (P)
et (Q) engendrent deux faisceaux homographiques.

Supposons en particulier que le faisceau tangentiel
considéré contienne 'ombilicale. Le faisceau devient
alors un systéme de quadriques homofocales. Dans les
deux faisceaux de plans tangents menés par D et E
aux quadriques du systéme, les plans isotropes se
correspondent. Les deux faisceaux sont donc égaux
et 'on peut énoncer le théoréme suivant :

Soient (P) et (Q) deux quadriques homofocales,
D et E deux droites fixes tangentes communes a ces
deux quadriques. Les plans tangents menés par D
et E auz diverses quadriques homofocales a P et Q
engendrent deux faisceauxr égauzx.

On peut dire aussi que, si une droite D varie en
touchant toujours (P) et (Q), les plans tangents
menés par D aux diverses quadriques homofocales
a (P) et (Q) forment un faisceau de grandeur
constante.
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En particulier les plans tangents menés par D a (P)
et 3 (Q) forment un diédre de grandeur constante.
Ce diédre est en effet droit, comme il est bien connu.
Notre proposition fournit ainsi une généralisation de
ce théoréme classique.

III. Supposons en particulier que D varie en touchant
constamment la courbe commune & (P) et & (Q),
c’est-a-dire une ligne de courbure de (P). Nous obte-
nons ce résultat :

Si U'on méne par une tangente variable a une
ligne de courbure d’une quadrique (P) des plans
tangents aux diverses quadriques homofocales a (P),

ces plans tangents forment un faisceau de grandeur
constante.

Plus particuliérement encore, les deux plans tangents
menés & une méme quadrique homofocale a (P) forment
un di¢dre de grandeur constante. Ce dernier théoréme
avait été obtenu par Mannheim, au cours de ses impor-
tantes recherches sur la surface de 'onde, et par des
considérations entiérement différentes de celles qui
précédent ().

IV. On obtient encore une conséquence intéressante
en supposant que D varie en engendrant une surface
développable dont I'aréte de rebroussement appartient
a (P). Cette aréte de rebroussement est une ligne
géodésique de (P), comme I'on sait. Une telle ligne
géodésique jouit donc de la méme propriéié que les
lignes de courbure, c’est-a-dire que :

8¢ lon méne par une tangente variable & une

(1) Proceedings of the Royal Society, 1881; Principes et de-
veloppements de Géométrie cinematique, p. 435.
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ligne géodésique d’une quadrique (P) des plans
tangents aux diverses quadriques homofocales i (P),
ces plans forment un faisceau de grandeur con-
stante.

Ce théoréme fournit une nouvelle interprétation de
I'intégrale premiére de 1’équation différentielle que
vérifient les lignes géodésiques. Il est équivalent au
célébre théoréme de Joachimsthal, relatifa ceslignes (*).

Il peut sembler étrange que les résultats établis dans
cette Nole ne soient pas connus. Mais je ne les ai ren-
contrés nulle part.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1907).

SOLUTION DE LA QUESTION DE CALCUL DIFFERENTIEL
ET INTEGRAL (*);

Par M. C. CLAPIER.

1° Soit M(z, y, z) un point quelconque de la
surface S; désignons par (p, ¢, —1) les coefficients
directeurs du &i@%\t tangent en ce point. Les aires du
triangle OMP eL OMQ ont pour valeurs respectives

Pw+9.y—z¢m et pr+qy —2%

2p 29

22+ x2?,

(') Voir, par exemple : SALMON, Geéomeétrie a trois dimensions,
Chap. XII.
(?) Voir I'énoncé page 328.
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si donc, on laisse de cOté les cones de sommet O/, qui
satisfont & I’équation

pr+qy—z=o,

il reste, pour déterminerles surfaces cherchées,ladouble
équation aux dérivées partielles du premier ordre

——— = E
(0 o=pyrri iy eqyyrra? ) +: EE';’
£ = — 9 ).

Les caractéristiques de 'une de ces surfaces sont
données par le systéme

dx dy dz

\/.7;2-&—; B e/ yr+ 32 0’

()

et comme ¢2=1, les équalions finies de ces courbes
)
pourront s’écrire, avec les constantes a et b,
T+ 2+ 52

(3) —_——, = Q, 3
¥y eyyt4 52

it
&

Les familles de cette congruence nous donnent les
équations finies des surfaces S, que 'on peut écrire
z + Yzt + a2 e=-+1  (8y),

———— = fonct. (2
y+eyyraze (R (Ss)-

Dans le cas ot ces surfaces sont algébriques, & coef-
ficients réels, 'équation précédente rendue entiére ne
contiendra plus ¢ et nous n’aurons qu’une seule forme
enx, y, 5 avec des coefficients rationnels ; il sera donc
possible de passer d'une surface S; a une surface S,
par une variation continue des coefficients qui entrent
dans la premieére.

Rendons entiére 'équation (3), homogéne en x, y, z;
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nous avons, a 'aide de calculs faciles,

6 YTV e X)—aatp(y e ) = (i)
{ 22(x+X)—2a +eY)=(a*—1)3
! Y_-_-\/_yz—i—z’) Y ‘ '
z+N_y+eY  (a2—1)3?
a 1 2a(x —ay)

et formant
X2— Y2 = 22— p2,
il vient

(5) z-z_*_},z_a_%'_'_]ly:(az—[)tza.

Cette équation du deuxiéme degré représente soit
une surface Sy, soit une surface S,, lorsqu’on prend
pour a une fonction arbitraive de z; la trace sur le
plan xOy de I'une de ces surfaces ne peut donc étre
que le systéme des deux droites

. 1
(6) 24 y2— ol zy = o, X:;(a_;_(il).

2° Prenons pour fixer les idées une caractéristique v
de I'équation (E,), déterminée par les paramétres a
el b; de sorte que

2+ + b2

Vb

est un nombre donné positif. Par suite A, d’aprés sa
valeur (6), est un nombre plus grand que l'unité;
Péquation (3) s’écrit a l'aide de cette nouvelle con-
stante

(7) x4 yr—odzy — (AN — 1)zt =o.

Elle représente le cone ayant pour sommet I'origine
et pour base la caractéristique. Les directions de plans
des sections circulaires de ce cone I' s’obtiendront &



(28)

I'aide des racines dc I'équation en S, qui sont :
(8) Sg=1— A%, Sp=1- A, S3=1-+ A
La racine moyenne s, nous donne les plans réels

o) (o v a0 ()
‘ fw——y—z‘/)\——x (=").

Soit M (e, ¥, 2¢) un point de V'espace; le cone T
qui passe par ce point correspond a la valeur

Zy+\Vx2+ 32 .
q = o 0 ou A=

Yo+ Vyi+ 3} 2a

a -1

s

les droites D et D’ qui passent par ce point sont les
normales aux plans = et @’ du systéme (9).

La valeur minimum que puisse prendre le paramétre
réel X est 1; elle a lieu pour @ =1, auquel cas 2y =y,.
Ainsi, lorsque le point M se trouve dans le plan bissec-
teur du premier triédre des coordonnées d'aréte Oz,
A =1 et les droites D et D’ coincident avec la normale
a ce plan bissecteur.

On aurait pu obtenir plus simplement ce résultat en
cherchant la condition pour que le cone (7) soit de révo-
lution; il ne peut le devenir qu’en se réduisant & un
plan double (B).

Prenons un contour plan fermé C ne se coupant pas
et ne rencontrant aucun des axes Ox et Oy ; lorsque M
décrira ce contour, @, et par suile A, ne pourra deve-
nir ni nul ni infini. Si le contour C ne rencontre pas
le plan bissecteur (B), A —1 variera d’une manicre
continue sans jamais s'annuler, et les droites D et D’
dont la direction est déterminée par le systéme (9) se
déplaceront d’une maniére continue, sans pouvoir
s'échanger I'une dans lautre; la position finale de
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I'une d’elles coincidera avec sa position initiale; leurs
traces P et P/ sur un plan paralléle & celui du contour C
décriront, en général, deux courbes fermées distinctes.
L’une de ces lraces pourra cependant aller & I'infini.

Si l'on suppose que le contour C rencontre le
plan (B), il le rencontrera un nombre pair de fois;
de sorte que, bien que chaque fois il y ait échange des
droites D et D’ 'une dans Pautre, nous reviendrons au
point de départ avec la méme situation; mais les traces P
et P’ auront été confondues 2 n fois et les deux courbes
fermées qu’elles décriront ne seront plus distinctes;
elles se traverseront 2 n fois et formeront 2 7 41 boucles.

Remarque. — Nous avons supposé que nous pre-
nions un céne I' correspondant & une caractéristique
de 'équation (E,). Si nous avions pris le cone (7) qui
correspond a équation (E,), il aurait fallu supposer A
négalif et << — 1; la racine moyenne de I’équation en §
serait alors s; et les deux droites D et D' coincide-
raient lorsque M traverse le deuxiéme plan bissecteur
du diédre O z.

3° Sur une surface S, les caractérisliques y sont
dans des plans paralléles au plan des zy et vérifient
I'équation

pdx +qdy = o;

les lignes conjuguées L de ces caractéristiques sont
données par I'équation

Spdx +08qdy =o;

on a donc sur chacune d’elles
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et utilisant I’équation (1), il vient, sous forme finie,

(10) Z2 4+ 3= a’(y\—f- z2) (=« const. ).

Celte équation représente les cones du second degré
qui joignent lorigine aux lignes L; le lieu de ces
courbes assujetties & passer par un point M est le
cbne (10) qui passe par ce point.

Prenons une surface S, et une surface S, d’équation
respective

x+ X z+ X X

(11) Y =/ y — Y

¥+ —fh

S et f, fonctions de z, la premiére étant positive et la
seconde négative. Pour que ces deux surfaces se cou-
pent suivant une ligne L, il faut et il suffit que leur
courbe d’intersection soit située sur le cone (10); nous
avons donc & éliminer x, y, 3, X, Y entre les équations
homogenes (4), (10)et (11). L’élimination peut se faire
de la maniére suivante : calculer X et Y a I'aide de (11)
_ sffiy —(f+fz
X = T )
y— Sr=S)y f).}’
fHf

et remarquons que ’équation (10) s’écrit

X=aY;
nous déduisons

z(f =+ f1)=[2ffi+a(f—f)ly.

D’autre part,
Y2=‘y‘2+ 32

nous permet de calculer 32

2(f+f1)2=—4ff1y%
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et si 'on porte dans I’équation (10), nous trouverons la
condition

(12) Jh+alf—fi)y=1.

Si P'on se donne une famille de surfaces S,, déter-
minée par une forme positive f, ce qui revient a sup-
poser que I'on puisse résoudre I'équation générale

=9(a. z)
par rapport au terme

xr+yx2+ 32

a4 = ————————
Y +vVyr+ z?
nous pouvons trouver une famille de surfaces S,, telle
que toute snrface de la premiére coupe toule surface
de la seconde suivant une ligne L; il suffira de prendre

ek
‘fl_f——z

Le probléme est possible d’une infinité de maniéres,
puisque o est une constante arbitraire.

Fixant arbitrairement une surface de la famille F, ce
qui revient & se donner f, nous obtenons une infinité
de surfaces de la famille F, qui coupent la premiére
suivant les lignes conjuguées de ces caractéristiques.

4° Nous avons

A:“m, B=\/z2-|—x2,

dy dz = ds cosa, dz dr = ds cosp,

et 'intégrale I peat s’écrire

[— dy dz 4+ dz dx .
\/)/?+z2 ‘/?—i—.’lﬂ

Prenons pour trajectoire venant percer X, la carac-
téristique y appartenant a l'équation (E,); nous au-
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1= fdz< de  dy )
N V@i Jyirs

avec le choix du signe.
Découpons X a l'aide de plans paralléles au plan
des zy; nous avons, en supposant z constant,

I = ~/log (x______+ m)dz.
y+yri+a
Or, en deux points correspondants pris sur une
méme caractéristique, 1'élément différentiel de cette
intégrale reste le méme; donc 1 ne dépend pas de la
fonction X qui sert de support aux caractéristiques; il

faudra cependant que A et B ne soient ni nuls ni
infinis, ce qui exige que la tangente 4 la caractéristique,

rons

A . . .. ..
tangg = B’ soil comprise entre deux limites positives €

!
z+ X
IA_‘/Z‘D log(y+Y>dz

x
! u = arcsh —,
r

(13) I = (u—v)dsz

et L; cela élant

ou bien

et, intégrant par parties,
I=[su+zu1— (30 + yor)l;, .

Soit une surface X, dont I'élément placé au point
M(z,y,z,p,q)a pour valeur

do =1+ p*+ g*dw dy.

Faisons la perspective de ces éléments en prenant le
point O comme pdle et pour plan du tableau le plan
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paraliéle au plan 20y mené par le point M; la section
droite du petit cone de sommet O et de base do a pour
valeur o
PTGy —% .

OM./1+ p?+ q*
il en résulte que P'aire de la perspective a pour expres-
sion N »

) p dr dx.

-Soit maintenant- une surface fixe 3%, telle qu’en
chacun de-ses points passe une caractéristique, de
sorte qu’én‘ peut la supposer définie a I'aide des pa'ré-
métres qui définissent la caractéristique y.

Soit M, le point correspondant au. poiot M si nous
écrivons- que les aires des deux perspectives de-do
et do, sont sur un plan paralléle au plan Oxy, mené

par MM,, nous obtenons ]equatlon
PZ gy = Po®o—+ qoyo= fonct.(a, b)

De sorte que les surfaces ¥ satisfont & l’équamon aux
dérivées parnel]es

4) Pz +qy = q(a, 2),

a fonction homogéne en z, y, s de degré zéro. .

Les caractéristiques de cette nouvelle équation sont
données-par un systéme différentiel mtegrable par qua~
dratures

Ann de Mathemat ,4 sérle t. VIII (Janvxer 1908.) 3
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RECREATIONS MATHEMATIQUES ET PROBLEMES DES TEMPS
ANCIENS ET MODERNES, par W. Rouse Ball. 2° édi-
tion francaise, traduite d’aprés la quatriéme édition
anglaise et enrichie de nombreuses additions, par J.
Fitz-Patrick. Premiére Partie : AriTumiTiQue, AL-
cisrE kT THEORIE DEs Nomsres. 1 vol. in-8 (23-16).
356 pages. Paris, A. Hermann, 1go7. Prix : 5.

Les Récréations mathématiques de M. Rouse Ball sont
connues depuis d’assez longues années déja et ont obtenu le
plus légitime succés. Mais c’est presque un Quvrage nouveau
dont nous avons a parler aujourd’hui. Lors de la premiére
publication, elles parurent en un seul velume, qui fut bientot
traduit en francais. Les développements qui sont venus
s’ajouter depuis lors ont conduit a scinder I'ceuvre en deux
Parties; et, comme on vient de le voir, c’est la premiére Partie
seule dont la traduction francaise nouvelle est livrée au public.

Elle se compose de quatre Chapitres. Le premier, intitulé
Histoire des nombres, nous fait connaitre sur fes quatorze
premiers nombres des particularités historiques ou légendaires,
des remarques superstitieuses et souvent des propriétés cu-
ricuses démontrées en passant. Il s¢ termine par quelques
mots sur le nombre géométrique de Platon et par d’utiles
remarques sur certaines simplifications possibles dans les opé-
rations arithmétiques.

Les Chapitres I et III traitent de Quelques questions
d’Arithmétique et d’Algébre. Beaucoup d’emprunts (I'auteur
P’annonce) ont été faits aux Problémes plaisants et délec-
tables de Bachet et aux Récréations mathématiques et
physiques d’Ozanam. On y trouve de nombreux exemples
relatifs a la divination d’un nombre pensé, d'un résultat
d’opérations faites sur un nombre inconnu, a des questions
comprenant deux nombres, ou plusieurs, a des problémes
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effectués avec des séries d’objets numérotés (jeux de cartes
notamment), & des problémes datant du moyen age, tirés de
I’Anthologie grecque, ou empruntés a d’anciens auteurs, voire
arabes ou chinois. Il faut y ajouter des questions diverses
nombreuses et des indications intéressantes sur certaines pro-
positions d’Arithmétique supérieure, en particulier sur quelques
théorémes empiriques célébres.

Tout cela ne se préte guére a une énumération détaillée. I1
y a parmi les questions traitées des problémes bien connus, il
y en a d’aulres que nous croyons inédits. Une bonne place a
été faite aux paradoxes, avec raison a notre avis. L’autcur n’a
pas craint non plus de toucher a certaines questions qui pour-
raient paraitre ne tenir que par un fil 4 la Science mathéma-
tique, si celle-ci ne comprenait tout ce qui concerne les
nombres et les combinaisons de la facon la plus générale. Par
exemple : il y a deux hommes au moins sur la terre (et méme
dans Londres ou dans Paris) qui ont le méme nombre de
cheveux ; deux hommes peuvent étre a la fois oncle et neveu
I'un de P'autre; deux hommes, qui ne sont pas parents, peu—
vent avoir une méme seeur (Eugéne Sue et Ernest Legouvé
étaient dans ce cas). Beaucoup, parmi les problémes traités,
peuvent fournir aux professcurs d'intéressants exercices
d’Arithmétique et d’Algébre.

Le Chapitre IV a pour objet Les nombres de Mersenne
(nowmbres premiers de la forme 27 —1). On y trouvera quan-
tité de renseignements historiques et scieatifiques sur ce point
spécial de I’Arithmétique supérieure, ot bien des énigmes
restent encore a déchiffrer.

Le volume se termine par une Note de M. A. Hermann :
Comptabilité d'une personne qui dépense plus que son
revenu; méthode pour se constituer a soi-méme une rente
viageére. Trés étudié, complété par des Tableaux patiem-
ment calculés, ce travail a pour but de prémunir contre la
faute que 'on commet en plagant prématurément sa fortune
en viager.

Ajoutons que I'Ouvrage de M. Rouse Ball fourmille d’in-
dications bibliographiques; dans les citations faites, les Nou-
vellés Annales tiennent une place importante, qui s'explique
par-le fait que, depuis sa fondation, c’est-a-dire depuis 66 ans,
ce journal n’a cessé de suivre le mouvement mathématique.
C’est un motif de plus pour que nous souhaitions a la nou-
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velle édition des Récréations mathématiques le méme suceés

qu’a ses devanciéres et pour que nous attendions avec impa-
tience la publication de la deuxiéme Partie.

C:.-A. LaisanT.

GERTIFICATS DE MECANIQUE APPLIQUEE.

Besangon.

EpREUVE EcmiTE. — L. Détermination de la température
absolue par les propriétés des fluides gazeux. Cas ou le
gaz suit la loi de Joule ou la loi de Mariotte.

1. Poutre doublement encastrée; cas d’une charge fixe
uniformément répartie; dimensions de sécurité de la
poutre. (Juin 1906.) -

Erreuve kcrite. — 1. Indiguer d’une maniére sommaire
la formation des équations de 1’é quzltbre des corps élas-
tiques homogénes et isotropes.

II.-Equilibre élastique d’un paralle’lépipéde d):oii hoé
mogéne et tsotrope dont deux bases oppotees sont soumtses
a une traction normale umformement répartie. )

fqztzltbre élastique d’une sphére pleine dont la su/face
est soumise & une traction uniformément lepa/ tie.

En supposant la sphére et le parallélépidede formés
d’une méme maiiére, on a déterminé le coefficient d’élas-
ticité longitudinale ¥ duw prisme et le coefficient d’élas-
ticité radiale ¢ de la sphére. En déduire les coeﬂicwnts A
et de Lamc relattfs ala matzere conszdel ée.

(Novembre 1907 )

(1 cpwmc pranquc a éré la méme que poux le ceruﬁc'lt de
Mécanique vationnelle. )

Errevve Tm’-_:omouga. — I. On considére un mouvelent
pendulaire troublé par un frottement constant et res-
tauré par un choc au point mort.. . .
) Qn envisage tour a tour les deu.z' Izypotheses suwantes B
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1° Le choc communiquée une quantité de mouvement
constante; ‘ ' '
2° Le choc communique une quantité constante de force
vive.
Dans chacune de ces hypothéses on discutera l’établis-
sement d’un régime limité périodique stable.

II. Loi de Potseuille relative au frottement intérieur
des liguides. Application au mouvement de ’eau dans un
tuyau horizontal cylindrique.

EpReuvE PRATIQUE. — Une roue de 6o dents conduisant
un pignon a 6 ailes doit commencer la conduite avant la
ligne des centres; l’angle a que fait alors le flanc utile
du pignon avec la ligne des centres est 17°44'13".

Le moment moteur sur la roue étant de

t gramme-millimétre,

calculer le moment résistant sur le pignon : coefficient de
frottement o, 15. (Juin 1907.)

Lille.

EPREUVE THEORIQUE. — I. T'ransmission par bielle et ma-
nivelle. On admettra tout ce qui est relatif aux accélé
rations, et 'on étudiera seulement les questions suivantes :

1" Réduction des forces d’inertie de la bielle ;

2° Réactions d’'une machine horizontale a un cylindre
sur son bdti.

Il. Réle du volant, dans le cas des moteurs d’automo-
biles, pour la régularisation des tensions et des réactions
dans les mécanismes de transmission, depuis l’arbre mo-
teur jusqu’'aux roues. (On considérera seulement le cas
de la marche en régime normal & vitesse moyenne con-
stante, et on laissera de cété la question de la régulari-
sation cyclique de la vitesse.

EpREUVE PRATIQUE. — Avant-projet d’une boite de vitesse.
Cet avant-projet se réduira au choix des diverses mul-
tiplications eu égard aux manceuvres sur route. On
mettra aussi en évidence les conditions que doivent rem-
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plir le régulateur et au besoin ses organes auxiliaires
(accélérateur et modérateur).

Données :
Poids de la voiture en charge....... P = 1500%¢
Surface defront ............... veee S =om?
Rayon des roues motrices...... ..... R =o™ 45
Coefficient normal de traction....... = 0,025

La plus petite démultiplication est choisie de facon que
U’on fusse 405" & I’heure quand le moteur tourne a sa vitesse
de régime de 800 tours a la minute. Le couple moteur
maximum est déterminé de facon que l’on puisse faire
Mq Dheure @ la montée d'une pente de 25™ par métre.
On admettra que le couple moteur maximum reste sen-
stblement constant quand le moteur fait de foo a 800
tours, et qu’il décroit progressivement de % quand on
passe de 800 & 1200 tours. Le rendement du mécanisme
est p = 0,70.

4o

On étudiera seulement les cas suivants :
I. Marche en palier & 60", fo*™, 20*™ rok™.

II. Montée d’une pente de 6o™ par métre : 1° vitesse
maxima réalisable; 2° marche d 25*™ et a 15%™.

L. Montée d’une pente de 1o0™ par métre; indiquer

les différentes vitesses réalisables. (Juin 1907.)
ErREUVE THEORIQUE. — I. Fonctionnement dynamique du

régulateur.

lI. Equilibrage des masses a mouvement circulaire.

EpREUVE PRATIQUE. — FEtudier par le calcul, et @ Uaide
d’un graphique, les variations de la pression exercée par
le piston d’un moteur & explosion sur les parois latérales
du cylindre.

Données :

Alésage ..............oun .. 130™™
Course....oovuve vunn.. e . 140™™
Volume de la chambre de compression.. 632¢cm®
Rapport de bielle & manivelle........ o 4y

Pression produite par I'explosion....... 22" par cm?
Pression d'admission.................. 1¥¢ par cm?
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On fera cette étude d'aprés le diagramme théorique,
en considérant seulement les périodes de compression et
de détente, et l’on prendra pour le rapport des deux cha-
leurs spécifiques la valeur K = 1,4; 'explosion est sup-
posée instantanée et se fait sous le volume de la chambre
de compression.

Nancy.

EpREUVE ECRITE. — I. En un point d’un solide, les fonc-
tions caractéristiques des efforts se réduisent & une tension
ou une compression Ny et @ un cisaillement T ., rapportés
a Dunité de surface. Déterminer leffort s’exercant au
point donné sur un élément de surface quelconque; trouver
les directions principales, les maxima et les minima des
composantes normales ainsi que des composantes tangen—
tielles des efforts.

[I. Deux poulies A et B de méme rayon R sont clavetées
sur deux arbres paralléles et situés dans un méme plan
horizontal; une troisiéme poulie G de rayon R', servant
de frein dynamométrique, est folle sur un arbre paralléle
aux premiers; les centres des trois poulies sont situés dans
un méme plan perpendiculaire aux arbres, et forment un
triangle isoscéle, le centre de C étant a égale distance des
deux autres.

La poulie A recoit d’un moteur une puissance de N che-
vaux et tourne & la vitesse de n tours par minute; une
courrote transmet cette puissance aux deux autres pou-
lies; le brin menant passe d’abord sur la poulie C puis
sur la poulie B; les arcs embrassés par la courrote sur A
et B ont pour mesure a, et l’arc embrassé sur G a pour
mesure V. On empéche la poulie G de tourner en appl-
quant un poids P & l'extrémité d’un levier horizontal de
longueur l fixé au moyeu de cette poulie; on suppose que
la courroie, qui glisse sur G, est sur le point de glisser
sur A, et que son coefficient de frottement sur les poulies
est égal a f.

On demande : 1° les tensions dans les brins de la cour-
roie; 2° la relation qui existe entre le poids P et la puis-
sance N; 3° la puissance transmise a la poulie B et le
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rendement de la transmission; §° la puissance absorbée
par la poulie C. ' ’

EPREUVE PRATIQUE. — Un arbre horisontal AB porte en
bout une manivelle AC avec son maneton CDE; a l'extré-
mité de celui-ci se trouve fixée une contre-manivelle EF
dont le maneton est FGH.

CDE

1’

En D agit une b.3lle DK recevant son mouvement d’un
piston se mouvant horizontalement suivant KK'. En G est
articulée la bielle G1 actionnant le piston d’une pompe
auxiliaire, le point 1 se mouvant suivant la verticale II'.

L’arbre, regardé dans le sens AB, tourne dans le sens
des aiguilles d’une montre, a la vitesse de qo tours par
minute; la direction de EF par rapport a CA est telle que
le rayon GG’ du cercle décrit par G soit décalé de §5° en
arriére de la direction de la manivelle CA et soit égal au
tiers de CA; on donne CA = j50mm, DK = 5 CA, GI = 566'.

En K agit suivant KK' une force motrice de 100003,
en 1 suivant II' une force résistante de 2000%s.

On demande : 1° d’indiquer et de calculer les efforts
divers auxquels sont soumis les tourillons HGF et EDC,
ainsi que le bras FE, en particulier lorsque CA est ver-
tical; 2° de calculer les dimensions a donner & ces piéces
que l’on suppose en acier, dans les conditions habituelles
de résistance. (Juin 1907.)
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AVIS

Nous prions les auteurs de solunons de questions proposees
de vouloir bien se ‘conformer aux indications suivantes :

©° Repr oduire en téte de chaque solutzon, conformement
@ la disposition adoptée dans les NOUVELLES ANNALES,
D’énoncé de la_gquestion proposée, précédé lui-méme du
renvoi au volume (millésime) et & la page on se trouve
cette question;

2° N’écrire qu’au recto de chaque feuillet;

3° Dans le cas ou la solution est accompagnée d’une
Jigure, dessiner cette derniére avec le plus de soin possible
et sur une feuille séparée.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROP‘)SEES.

2074.

(1907, p. 192.)

On donne un quadrilatére complet; les couples de som-
mets sont A et A, B et B, Cet C', les sommets A', B', C' ap-
partenant a un méme cété. Des points A, B, G comme
centres, on décrit trois circonférences (A), (B), (C), qut se
conpent deux & deuxr aux points A, et Ay, By et By, G et Cy;
on trace alors la circonférence (A') qui a pour centre le
point A’ et qui passe aux points Ay et Aq; on trace de méme
les circonférences analogues (B') et (C').

1° Les trois circonférences (A'), (B'), (C') ont deux
points communs Dy et Dy de sorte que les trois couples de
circonférences forment un systéme symétrique. v

2° Si les circonférences (A) et (A') sont orthogonales,
ainsi que les circonférences (B) et (B'), il en est de méme
des circonférences (C) et (C'). Le systéme des circonfe-
rences dépend alors d'un paramétre, et le liew des points
Ay et Ay, par exemple, est une circonférence ayant son
centre sur la droite A'BC et passant par les points com-
muns aux trois circonférences qui ont pour diamétres les
diagonales du quadrilatére complet. (G. FONTENE. )
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SOLUTION
Par M. LETIERCE.

1° D’aprés la construction méme des cercles, le centre ra-
dical I des trois circonférences (A), (B), (C) est d'égale
puissance @ par rapport aux six circonférences (A), (B), (C),
(A"), (BN, (C).

Comme les trois derniéres ont leurs centres en ligne droite,
elles ont pour axe radical commun la perpendiculaire abais-
sée de I sur A’B'C.

2° Soient E, F, G les miliecux de AA’, BB, CC' et (E), (F),
(G) les circonférences décrites sur ces droites comme dia-
métres. (A) et (A') étant supposées orthogonales se coupent
sur (E), (B) et (B') étant aussi orthogonales se coupent
sur (F) et, par suite, le point I est sur I’axe radical commun
de (E), (F), (G). Ce point I est donc de puissance & par
rapport a (C), (C'), (G); ces trois circonférences ont, par
conséquent, pour axe radical commun la perpendiculaire
abaissée de I sur CC'. On en conclut que (C) et (C') sont or-
thogonales.

Comme on le voit, le systéme des circonférences ne dépend,
avec les hypothéses faites, que d’un seul paramétre, la posi-
tion du point I sur I'axe radical de (E), (F), (G).

Soient P le point de rencontre de EFG et de A'BCet (P) la
circonférence de centre P et passant par les points communs
a (E), (F), (G). Le point I est de puissance w par rapport
a (P); (A", (B), (G), (P) ont donc pour axe radical com-
mun la perpendiculaire abaissée de T sur A’BG et par suite
les points A; et A, sont sur (P) qui est'le lieu cherché.

c. Q. F. D.

2076.
(1907, p. 288.)
Si L’on pose
x it eaarcltang.x ol

= | ———
1+ a?

 pn gaarclang.xr o
K =: —_—3
(1+ 22)?
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on peut calculer K, et K,. Le calcul de toutes les autres

intégrales, m étant un entier quelconque, sec raméne a

celui de J,. (R. LE VAVASSEUR.)

SOLUTION
Par M. TEru.

Je vais calculer K,. Pour cela j'intégre deux fois par par-

ties,

erearctang.r o p 1 etarctang.r 1 retarclangx o p
(1) .Ko = —_ - — - — U
3 a /7 o rt a 3
. (1-+22)2 Vi+x . (1+ 2%)?
K enare tang v ) 1 et arctang . 1 fea arclang "(1.1‘
===t s [ T3
. al 2 a? 3
aV!-«»—z \/l—l—.’l/‘ (|+x2)2
D’ou

eaare ta"g.r(a 4 (l‘)

0= —
(1+ a1+ 22
Pour avoir K, reportons-nous a I'égalité (1)

1 eaarctangr

Ko= - —-———+-['Kn
a

a V14 a2
enarc!anga'(a.,:__ l)

K = —_———
l (1+a?)y1+x?

Je vais maintenant essayer de trouver une formule de ré-

d’ou

currence donnant K,,.
Considérons K, et intégrons par partie,
| xm—1gaarctangx
Km—l == e
a Vi z?

enarctang.r
s [(m —nxm—2— (m —2)z"|dz

vy

1 xm—1gaarctangx m—1 m—2
— —_ Kp—g+ —— K,
a - [

« 1+ 2

d’ou, eanfin,

gm—1 gaarc tang'x

(m—2)Kp=aK,1+(m—0)Kyp_,— ——nr—rv——,
1+ x?
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formule qui pérmettra de calculer-K,, car on connait Ky, K,
puis Kj;, etc. C : ’ I

Arrivons maintenant au calcul de J,,. J,, sera donnée sim-
plement en fonction des K. En effet, on a

M gn arc lang.r g zm (| 4+ x? ) eare tang x ol
Im= f 1= [ 3 ’
(14 2%)? . (1 + z2)? 1

Jm=Kpu+Kpsa

Comme les K sont tous connus, les J le seront également.
Donc le probléme est résolu.

2079.

(1907, p. 336.)
S¢ I'on pose
x
—_ dz
T—y=yVi—a? _
r=v ‘/‘; 1+ acosw

on a ausst

y
w:x\/l——aﬁf dy
0

1+ acosy.
(G. F.)

SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.

Calculons d’abord Vintégrale

[= /“T dx
- | + acosx

o
Posons
x
tang - =1¢
g3 !
d ol )

dzr = adt cosxT = —a
BT T a4t

Il en résulte

l__f‘ 2dt
T 1+a+(t—a)t



Posons encore

Alors

du N
/ 1—a . 2

+a)(i+u)” fi—a

arctangu.

Donc

¥ o dw . 2 [1—a x ’
(1) I=f = arc tang tang - )-
p Vacosx ST ge I+a 2

Or, d’aprés I'énoncé, on doit poser

= arc tan l—atan z - .
= ‘g T3 at?n8s ", R
13 I—a x
cot.= tang—v.
-2 1+ a 2

Il en résulte donc

x I a
cotl— =+{/ — tang .
2 1+ a 2

Par conséquent, = o L
xr I—a _}"
— = = arc tan tang =
2 g(‘/l -+ a 85 >’

y
v _ l—aﬂf dy
- 2 o '1+'a,cosy’ -

T
2

NI

ou

i

SN ]

ce qui donne bien -

‘K—Z‘:\/l——a’f —-EJ—L‘— U
[)

e
I+ acosy

En résumé, la question énoncée est une conséquence de la
relation

T Y e
VYoo E = L= — A
(2 tamg:,’_)‘tang2 \/l-—a

Remarques. — 1° Si I'on 'pose
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on voit que si

z Y
“tangZ< = A,
(3) tang 2 g > ;
il en résulte
Y ) d
T—x=A\ - .,
sint X -4—)\‘-’cosz—'}—f
o 2 2
(4) .
’ dx
rey=hf ——
sin? = 4+ A2cos? =
Jy 2 2

2* Une application intéressante de la remarque précédente
est la suivante :

Soient F et F’ les foyers, et M un pomnt d’une ellipse dont
Pexcentricité est e. Si z et ) désignent les angles MFF’ et
MF'F, ona

tang Ztang? = 1—°
ng — - = .
By ey T ixe
- 1—e
On en déduit les formules (4) avec A = P
-

Autres solutions par MM. GALDECKE et Parrob.

2080.
{1907, p. 336.)
On coupe le triangle ABC par la droite A(Muv).
I. Les points 1, H, K symétriques des sommets A, B, G
par rapport aux milieux des segments pv, v, \u, sont situés
sur une droite Ay.

II. Si A enveloppe une conique inscrite @ ABC, Ay tourne
autour d’un point fixe.

1. S¢ A est une droite de Simson, A est perpendiculaire
a A. . - (P. SonpaT.)
SOLUTION
Par M. Parnop. ~

I. Construisons le parallélogramme ABA’C et prenons sur
BA' une longueur By’ = Ay, la droite Ay’ rencontre CA’ au
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point v’ tel que Cv'=Av. On le démontre simplement &
Paide du théoréme de Ménélaiis appliqué aux deux transver-
sales Apv et Ap'v'.

Par la translation A’p'= Cp, v'vient en H et X en 1; par la
translation w'H = Bv, u' vient en H et X en K; donc les trois
points I, H et K sont en ligne droite.

“II. La droite A; rencontre A'Ben Met A’'Cen N, on a
A'M =2GCy, A'N=2Bv.

et v décrivant deux divisions homographiques, il en est de
méme de M et N; quand A est confondu avec BC, les deux
points M et N sont tous deux en A; donc A, passe par un
point fixe.

III. Considérons la figure ordinaire de la droite de
Simson Apv, relative au point P; la direction de A; s’obtient
en menant CD paralléle, égal 8 Bv et de méme sens, et en
joignant uD. Les deux triangles P v et C D sont semblables,

donc
7\ 7\

Vangle P C étant droit, AnD est aussi droit.
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QUESTIONS.

——

2087. Intégrer I'équation différentielle
A@)y*—A(z)yy'+ C(z) y*=H(=)

.. A'?
avec la condition H = CA — <5
A el C sont des fonctions arbitraires de z. A’ est la dérivée
de A. Pierre FAVRE.

2088. La tangente et la normale en un point M quelconque
d’une ellipse de centre O rencontrent le grand axe en T et N.
1° La perpendiculaire abaissée de T sur OM enveloppe une
¢llipse; 2° la paralléle menée par N a OM est normale a une
ellipse fixe. E.-N. BARISIEN.
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[123a]
CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THEORIE DES NOMBRES ;

Par M. A. DELTOUR.

INTRODUCTION.
1. Les déterminants de la forme

a b, o o . . .... o
¢y, ay by o .

Cy ag b3

0 O €3 @, . .+ e
o
ap— bpy

o o . . . 0 Cp—q ar

sont connus sous le nom de continuants qui leur a été
donné par M. Muir et ont été étudiés par plusieurs
mathémaliciens, notamment par Sylvester.

2. Cette dénomination se trouve justifiée par ce fait
que, si l'on pose

bi=by=by=...= 1,

¢ =Cy=C3=...=—1,

a,, ay, as, ... sont les quotients incomplets du déve-
loppement en fraction continue d'une fraction dont le
numérateur est le déterminant lui-méme et dont le
dénominateur est le déterminant mineur commencant
par a@,.

On verra plus tard (n°26) comment la forme du n°1
se raméne a ce cas.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VIIL. (Février 19o8.) 4
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Le continuant peul alors étre représenté plus sim-
plement, suivant la notation d’Euler, par

(a, as a3 . ., ag).

Les développements correspondant aux premiéres
valeurs de & sont

Ay, A1qx1;, A1QQ3— < - iy,
3. Ces conlinuants particuli -, dooat it sers prioer

palement question dans ce tre =i},
priétés nombreuses, dont plus iv- sout susespiides

jomssent do oy

d’applications intéressantes a L Phiaore des nomuies,

Quelques-unes d’entre elles sont Bien conpies, e
n’al pas moins cru devoir en dc ser T démonrinton,
pour laisser a mon exposition :: saracudre phis svsic
matique. '

DEFINITIONS ET ! :TATION.

4. 1° Les quantités @y, @y, ., @z du n* 2 oo
appelées éléments du continuuni.

2° Une suite d’éléments scvi dévignie g wie
lettre grecque.

Le continuant formé au n ven o’ Cilicris o

suite donnée sera désigné par v tetire g
sentaut cetle suile, enfermdée catre paren

La méme suite, privée de 7+ teenres & ganche ot de
n termes a droite, sera désigi '« pur la miéme lotire
alfeclée des indices m et n.

Ainsi I'on posera

(ay, as, . .,ay) = (a),
(by, by ..., by) =(B),
(ar, @sy .oy @y, by, oo, b)) = (2, B),
(as, ..., ax) = (21,0)),

(am+l, veoy Qp n) = (“(m,n‘,)-
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On a d'ailleurs
(%0,0)) = ().

On peut méme supprimer les parenthéses lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité a craindre et écrire simplement

a, O%i,0y, %m,ny
au lieu de
(a), (2a,0)y (@un,m)-

(¢, By ¥y -..) désignera un continuant formé au
moyen des éléments de l’ensemble des suites a, B,
Yy eee-

3° Le nombre des éléments d’'une suite a sera dé-
signé par ng.

4° Valeur des symboles (o, n) lorsque m + n2 ng,
m et n prenant les valeurs o ou 1. — Ces symboles,
qui n’ont pas de sens par eux-mémes, se présentent
cependant dans les formules établies plus loin.

Pour trouver la signification qu’il convient de leur
donner en vue de laisser aux formules toute leur géné-
ralité, il faul remarquer que, pour un continuant (a)
composé d’un nombre quelconque d’éléments et mis
sous forme de délerminant, on a

(07 a) = (‘11,0),
(a,0) = (20,1),
(O) &, 0) = (al,l))

comme il est aisé de le vérifier a I'aide des propriétés
des déterminants.

Ces égalités définiront les symboles des seconds
membres, dans les cas ol ces symboles n’ont pas de
sens par eux-mémes.

Si (a) se réduit a deux éléments, on a

(24,1).= (0, @, b, 0) = (0, a) =1.
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Si () se réduit 2 un seul élément, on a
(a1,00=(0,@)=1, (w1)=(a,0)=1, (21,1)=(0,a,0)=o0.

Les démonstrations des formules données plus loin
restent valables pour tous les cas en admettant les va-
leurs ainsi trouvées.

On verra plus loin (n°® 11, Remarque) comment il
est possible d’attribuer un sens au symbole (ap,n),
quels que soient o, mZo0, nZo.

5° La suite obtenue en renversant 'ordre des élé-
ments d’unc suite o sera désignée par a. Ainsi on écrira

(ah Agy ..y Af) = (1) ou a,

(a:('y Af—1y + oy (Z1) = (Z) ou E'

6° Une suile o, dont tous les éléments sont changés
de signe, sera représentée par — o.

7° La somme des deux conlinuants (a) et (o)
sera dite 'adjoint du continuant (a) et sera repré-
sentée par ((2).

On posera donc

(2) + (ay,1) = ((2).

PREMIERE PARTIE.
FORMULES ALGEBRIQUES.

FORMULE FONDAMENTALE.
DEVELOPPEMENT DES CONTINUANTS.

5. La formule fondamentale d’ou résultent toutes
les propriétés des conlinuants est la sulvante :

H (2, B) = (@) (B) + (@,1)(B1,0)-
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Pour la démontrer, considérons (=, B) sous sa forme
de déterminant ; soit

(a1, azy ..., ar) = (2),
(bth)""b/) =(‘5)
On a
a 1 o 0 o
— I @, .
o
1 o o
. —1 ay i
(% B)= —1t by 1
[ T, o —1 by 1
—1
1
o .. . o . —1 b[

Formons avec les éléments des k premiéres colonnes
un déterminant mineur D, d’ordre k et avec ceux des
{ derniéres le déterminant mineur Dy d’ordre / n’ayant
aucune ligne commune avec le précédent. Faisons le
produit D, De.

On sait que le déterminant d’ordre (A + ) est la
somme algébrique de tous les produits possibles et
distincts ainsi obtenus.

Or, dans un continuant tel que (o, B), ces produits
seront nuls a moins que

D, ne contienne les (k—1) premiéres lignes,
D, » ({—1) derniéres.

D, et D; seront complétés par I'une ou l'autre des
lignes suivantes :

D,. D,.

a
e e — et — -

0 0 ... 0 —I a4 b, 1 o ... 0o o
I 0 ... 00 O —I {1 o0 . ... 0 O
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Tous les produits se réduisent donc 3 deux.
Le premier est

() (B),
(a,1) ({51,0)7

tous deux affectés du signe +-.
On a, par exemple,

le second

(a,b,¢c,d, e)=(a,b)(c,d,e)+ (a)(d,e).

Si 'une des suites se réduit a un seul élément, on re-
trouve la formule de récurrence bien connue dans la
théorie des fractions continues, écrite sous la forme

(a,2) = a(z)+ (2,0).

6. Un continuant (a, B, ..., k, ) peut étre déve-
loppé par la formule suivante :

(") (2, p7 ey )" r) = an,m pm,n'{u,p .o )‘u,vl“'-v,Oa

dans laquelle le second membre est la somme des
produits de continuants obtenus en donnant & m,
n,p, ..., u, v les valeurs o ou 1 de toutes les ma-
niéres possibles.

Pour un continuant composé seulement de deux
suites, les relations (I) et (1I') sont identiques.

Il suffit, par conséquent, de démontrer la proposi-
tion pour un continuant de N suites lorsqu’on la sup-
pose établie dans le cas de N —1 suites.

Or, on a, d’aprés (I),

(a, p5 --':)‘1 ®) = (o p) ""’)\)P*"_(a’ 57 ~"7)‘0,1)P'1,0'

Les continuants (a,f,...,}), (&, B, ...,A,) élant
développés, Lous les termes du second membre de cette
égalité ont la forme de ceux compris sous le signe X
dans (II), avec la valeur v = 0 pour ceux du premier
produit et ¢ =1 pour ceux du second.
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~ Les indices m, n, ..., u, ¢ prennent les valeurs o
ou 1 de toutes les maniéres possibles, puisqu’il en est
ainsi par hypothése pour m, n, ..., u.

Ce développement est donc ldennque a celui de (1II).

Le nombre des termes est 21, car la série des
valeurs o ou 1 données aux indices dans l'un d’eux
peut étre considérée comme représentant un nombre
écrit dauns le systéme binaire, et tous les nombres de o
a 2¥'— 1 se trouvent ainsi représentés une seule fois
dans le développement.

En appliquant, par exemple, la relation (I) & un
continuant composé de quatre suites, on trouve

(o, {3» e 3) = “?*{3-‘-10,1 (31,0*{3—!-10,1 51,1‘{1,03 —+ %1 Pm Y1,1 81,0
+a[30,|‘.’1,08+“o,1 ﬁ:.o‘(o,!at,o
+1@‘{0,181.0-4-“[30,171,181,0,

puis, chacune de ces suites étant réduite a un seul

élément,
(a,b,c,d)= abcd + cd

+ ad 41
+ ab.

Remarques. — 1° Dans le cas ou chaque suite a se
réduit a un seul élément, on a (a, ;) = o et le nombre
des termes du développement est alors donné par la
série de Lamé :

o, 1, I, 2, 3, 5 8 ... Uk ...,

telle que uz = ws_y + ur_o.
Ces nombres donnent aussi les valeurs des conti-
nuants, dans lesquels on a

A=Ay =az=...= aQp=1.

2° Le nombre des facteurs dans chaque terme est de
méme parilé que le nombre des éléments.
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Si ce nombre est pair, le continuant ne change pas
de valeur lorsqu’on change les signes de tous ses élé-
ments. 1l change de signe dans le cas contraire.

1. Autre formule de développement par rapport
a certains éléments. — Soit un continuant -

(ala bly g, b!v ceey Xfy b/{v 1k+1)

comprenant les k éléments b,, by, ... par rapport
auxquels on veut le développer.
On a la relation suivante :

(III) (al;bl)ah bg, ey Ly b/(‘: 1k+l)=2B/lAha
dans laquelle

B est le produit de A éléments quelconques de la
série by, by, ..., b, soit By=125,, b, ...0,,;

Ay le produit des continuants formés chacun d’une
suile des autres éléments du continuant donné, soit
antérieure a b,, , soit comprise entre deux éléments
successifs appartenant 3 By, soit postérieure a b,
et ot I'on remplace par o les autres termes de la
série by, by, ..., bp.

Par convention, on fait By=1.

Le signe Z s’applique 4 toutes les valeurs de & va-
riant de o & & et, pour chacune d’elles, a toutes les
combinaisons distinctes de 4 éléments qu’on peut
former avec b, b,, ..., by

Pour le démontrer, faisons d’abord £ =1. On a,

d'apres (I1),

(ag, by, ag) = o0y by 2y + 2, (0,1)%2—+ %1 %g(1,0)

= by 23+ (a5, 0, Ag).

Supposons la proposition démontrée pour k — 1 élé-
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ments; on a, en appliquant la formule précédente,

) (11, bh Ay oo .,1k,bk,dk+1) = b/r(ah bla ooy Xp—1, b/r—h ak)¢k+l
+ (g, b1y ooy %y 0,y @)

Le développement du premier terme du second
membre donne tous les termes de (III) contenus sous
le signe = qui se composent avec b, et celui du second
donne tous les termes qui en sont indépendants : ce
qui démontre la proposition.

Par exemple, pour k =4, on a

(a1, by, @s, bs, a3, b3y &4, buy a5) = b1bybybLayay 232,95
—+ by bybyayas23(ay, 0, a5)
+ b1 by by oy, (a3, 0, %,) 25
+ b1 b3biay (s, 0, a3)a, 05
. + by b3 by (a4, 0,a5) 23,25

by byayas(as, 0, 3, 0, %5)

-+ (ai) 0, %2, 0, 43, 0, 04, O, 15)'

FORMULES DE TRANSFORMATION.

8. Les proposilions qui vont suivre ont pour objet
les transformations d’un continuant qui n’altérent pas
sa valeur.

Ces transformations sont, d’'une maniére générale,
de deux sortes :

1° Introduction de suites nouvelles entre deux élé-
ments quelconques du continuant;

2° Transformation des éléments eux-mémes ou de
suites d’éléments.

9. Définition et propriétés des suites 9,%, 0, n'. —
On désignera par 8, ¥, n, o’ des suites « particuliéres
pour lesquelles les valeurs de («), (a4,1), (%0,1), (4,0)



(58)

sont : o
(a). (“1,1 )- (“o,:)- (“l,o)i

Pour (0)......... 1 1 o o

Pour (7)....... . 1 —1 o o

Pour (0')........ —1 —1 o o

Pour (9")........ —1 1 o o

En voict des exemples :

Type (8)... (0,0),(2,—1,4, —1,2, —2),(1,—3, 1, =3,1, —3)
Type(n).. (1, —1,1), (0, —1, 4, —1,0), (—1,3, —1,2, —2)
Type(0').. (1,—2,1,—2),(f, —1,2,—2,3,—2, 1, —3)
Type (%').. (—1,1,—1),(0, 1, —1, 1,0), (1, —3, 1, —2,2)

10. Une suite formée par la réunion de deux
suites dont chacune appartient a U'un des types 9,
8, n ou ', en conservant Uordre .des éléments,
appartient encore a l'un de ces mémes types.

Soient, par exemple, A et i deux de ces suites; on
a, d’apreés 1,
()‘7 ®) =()\)(H)7 ()‘7 Mo,1) = 0,

T))
(T (Moo, o) = (A1) (#1,1), (M0, 1) =03

ce qui démontre la proposition.
En particulier, si A et p appartiennent au méme
type, leur réunion forme une suite 9.

11. Le développement d’un continuant (a, A, 8),
ot A est une suite §, 8, n ou 7/, donne

(Tq) (2, A, B) =haB + Ay 19,1 Bj0e

De cette relation, o X et A, , ont les valeurs == 1,
résullent plusieurs conséquences :

' La valeur d’un continuant tel que (a, ), ) ne
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change pas lorsqu’on substitue & \ une autre suite
appartenant au méme :
2° Le continuant change de signe si l’on y rem-
place un 8 ou un n respectivement par un 4 ou unv’,
et vice versa.

On n’aura plus dés lors & considérer, en général,
que les types § et m, et dans ceux-ci les suites les plus
simples, (0, 0) et (0, —1, 1,—1,0).

3> Un continuant ne change pas de valeur lors-
quon introduit un § entre deux quelconques de ses
éléments.

Sa valeur absolue ne change pas lorsqu’on intro-
duit un v en changeant les signes de tous les élé-
ments qui le précédent ou qui le suivent.

Car (T,) devient, pour 8§,

(Ts) (2,8,8)=(%§)

et, pour 7,

(Te) (2, B) = (—1)me(2,—B). _
Remarque. — La formule (T;) permet de donner

aux symboles (¢ ), lorsque m + n 2 ng, une signifi-
cation précise. Car on peut introduire entre les élé-
ments autant de fois (0,0) qu’il est nécessaire pour
que ng devienne plus grand que m + n.

Le résultat sera (o) = o si ng— (m + n) est impair
et (0,0) =1 s’il est pair.’ :

Ainsi (a3,3), ol a ne contient que deux éléments,
devient (a,0,0,0,0,b) privé de deux éléments a
gauche et de trois a droite, c’est-a-dire (o).

12. Généralisation de la formule (T;). — On a

(ah N, — ph N, G2y M, “B!s My eosy Ny — Bhs Ty Xh41)

(T
‘) = (—l)f‘?;"'"?z"'" +"§h(a1, p[, a2, gg, ey Bh, Ah+1 )-
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- La formule sera démoantrée si elle 'est pour h=1.
On a, d’apres (T,),

(a1, m, — B1, My 22) = (—1)%ea( 2y, 1, —B1y —22),
puis
(2,05 — By — 22) = (—1)%+"e, (24, B1, 22),
d’ou :
(“h N, — ﬁn M, ) = (—l)npl(“la ﬁh ag).

Les suites 3 peuvent d’ailleurs se réduire a un seul
élément, d’oti celte conséquence :

On peut, au moyen de U’introduction de suites u,
modifier a volonté les signes des éléments d’un con-
tinuant.

Voici quelques applications particuliéres de cette
formule :
(2,7) = (a),
(Ts) (2,m0,1)  =— (%,1),
(a,m,0,8)=-—(2,0,7, §).

13. Les transformations de la deuxiéme catégorie
portent, comme je l'ai dit, sur les éléments eux-
mémes. Je vais indiquer successivement plusieurs de
ces transformations qui sont particuliérement impor-
tantes :

1 On peut, sans changer la valeur d’un conti-
nuant, renverser Uordre de ses éléments et écrire

(T1) (a) = ().

Cela résulte immédiatement des propriétés des dé-
terminants.

14. 2 On a vu (n° 11, 1°) que, dans un conti-
nuant, certaines suites 0 ou  sont équivalentes, c’est-
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a-dire qu’elles peuvent se substituer I'une & I’aotre sans
que la valeur du continuant soit modifice.
Pour trouver d’une fagon générale les suites équiva-
lentes, désignons par A et u deux de ces suites; on a

(2, A, ?) = a)\ﬁ -+ %g,1 )\mp -+ ®o,1 )\1,1 Bx,o
—+ a)\o,t 51'0.
De méme,

(o, 1y B) = apB + ao,1 21,08 + 0,1 1, Bi,0
~+ oo, B0

Les conditions & remplir sont donc

L= [5d] 7\1,o= 41,05
>\i,1 = 1,1, )\0,1 = Mo,1-

En général, on peut satisfaire & ces conditions avec
deux suites distinctes X et p si 'on dispose d’un
nombre suffisant d’éléments. Mais on se bornera ici a
considérer une solution qui sera utile dans les appli-
cations et qui est la suivante :

A= (a), p=(b,0,c¢),

avec la condition a = b + c.

On vérifie, en effet, immédiatement que les condi-
tions écrites plus haut sont satisfaites.

Ainsi,

(TS) .(11 a, p)=(“7 b1 o, C’p)'

15. 3¢ Des propriétés des déterminants on déduit
encore les formules suivantes, qui se rapportent a des
continuants dont le premier élément est =1 :

(Tg) (l,-ag,d)= (al"‘"[’a)’

(—1,a3,a)=—(az—1,a).
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L’application de la relation (I) donne d'ailleurs
(1, @a, “) = (l) al)l,"_ ‘11.0
= (ay+ l)!+¢|’.
—-—_‘.(’72‘*"71)1 '

(—nay,a)=(—1,a3)2— 24,
o= —‘(dz—l)i—“x,o

= —(as—,a)

Remarque. — On a des formules analogues dans le
cas ou le dernier élément du continuant est = 1.

16. 4° Le procédé de transformation suivant fait
intervenir un facteur étranger.

St (o, B), (o, B') sont deux continuants satisfai-
sant auz conditions sutvantes :

() =(a'), By =8,
t(a,0) = (a70) ’(?’LO):(M,O):

%(ao,:)=(%,,), ? %(ﬁ«',l)'—‘(ﬁ'«m),
(21,1) = (2},1), (?1.1):(3’1,1)5

(Tho)

t étant un certain nombre, on a aussi
(11g) = (2, |3!)1
t(zl,lhrrﬁ) :(Ill,o“ﬁ’)a
1
;(a, Bo) =(2,80.,)5

(21,0, @o.x) = (“Il,ov 3'0,1 )

On vérifie ces velations én remplagant les « par leurs
valeurs en fonction des o dans les développements
des (a, B). Le calcul ne présente pas de difticulté.

On arrive a la méme conclusion pour deux conti-
nuants (2, 3,v), (¢, #',v') composés chacun de trois
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suites; si les continuants correspondants (a) et (o),
(B) et (B), (y) et (') satisfont aux conditions (T,y);
on a aussi
(%8, 7) = (o, B’ ')
t(21,0, B,7) = (a\0, B 7")

%(a7 pa YO,!) =(d,’ §'7VY:),1)7
V(a0 By Yo,1) = (a0, B, ¥0,1)-

En effet, désignons par p 'ensemble des éléments de
(2, B) et de méme par o' celui des éléments de (o, /).

Les continuants (p) et (p') satisfont a (Ty,) comme
on vient de le voir.

(y) et €Y) y satisfont aussi par hypothése. Donc
aussi (g, 1) et (¢, 7).

On a, par conséquent,

( (Pa‘f) =(P'v~|’,)1
s t(pl,()y Y) = (Pll,o: Y,):

l !
e;(ﬂYo,l) =(P1'Y:),l)v
L (21,0, Yo,1) = (P05 Yo,1)-

En remplagant p par a, 3 et p/ par o/, §’ dans ces
derniéres égalités, on retrouve les précédentes.

La proposition peut s’étendre de Ja méme fagon a
deux continuants composés d’un nombre quelconque
de suites.

Remarque. — Un cerlain nombre de suites peuvent
se réduire a deux éléments.
Par exemple, les deux continuants

(a, b,¢,d), (a,b,c,d),
tels que

(4
a = —» .b’:bt, c':zy d':dl,



(64)
peuvent étre considérés comme étant de la forme («, 3)
et (o, B') en posant

g (2) = (a, b), (a') = (a', b'),
[ (§)=/(c,d), (B)=(c,a).

Les conditions (T,,) sont satisfaites par
(2) et (2), ® et (B,
donc aussi par les deux conli‘nuants
(2, 8) et (o, ).
On a ainsi, en particulier,

((l, b1 c, d) = (a’a blv c, dl)~

GENERALISATION DE LA RELATION (I).

17. Entre quatre suites quelconques a, 83, v, 3,
on a la relation

(%m0, B) (7y M, 0, 8) + (2, m, 0, ¥) (8, m, 0, B)

v
v +(a,71307 §)(B) 7)»0:1)=0-

En effet, si I'on divise chacun des termes du trinome
qui forme le premier membre par le produit

(20,1) (Bay1) (Yo,1) (B0,1)

aprés avoir mis chaque continuant tel que (a, 1, o, §)

sous la forme (2) (30,1) — (20,1) (3) et si I'on pose

e=t,  y=g, a=Xl, o2,
Bo

cette formule sc rameéne a identité

(r—y)z—O+(z—2)(t —y)+(x—t)(y —3)=o.
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18. La formule (1V) devient

(V) (“7 pa Y)(B) — (o, p)(ﬁ-n Y) = (—I)nﬁ(do,h Yi,o),
lorsqu’on y remplace

(07) » (af),

. @ > (),
pulS

g,y par B, 7,

et en éliminant v par application des propriétés de ces
suites.

Remarque. — En faisant évanouir 2 et faisant
ng= o, on retrouve la relation (I).

19. Si « ety se réduisent chacun a un seul terme,
aetc,ona

(a,B,¢)(B)—(a, B)(B, c)=(—n)m,

qu'on peut écrire sous forme de relation entre les
quatre quantités o, oo g, % 0, %4 ¢ :

(VI (@) (21,1) — (%0,1) (#1,0) = (—1)"a.

Cette importante relation, qui sert dans la théorie
des nombres a résoudre I'éguation indéterminée du
premier degré i deux inconnues, peut étre vérifiée
directement en remarquant que le premier membre est
le continuant (a, n, 0, @, 0), dont la valeur est
(—1)"(a, 0, — =, 0) el se réduil a (—1)"s.

Conséquence. — Si a est une suite § ou ¥, le pre-
mier membre de (VI) devient 1; donc le nombre des
éléments de § ou de ¢/ doit étre pair.

Il est impair dans 7 ou 7',

Ann. de Mathemat., o série, t. VIIL (Février 19o8.) 5
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ADJOINT D’'UN CONTINUANT.

20. Un adjoint reste invariable pour toute per-
mutation circulaire de ses éléments, c’est-a-dire
qu'on a

(AI) ((a,a):((z, a)'
En effet,

((a, a) = (a, a)—f—(ao,,) =ax -+ a|,°+ 9,1,
((_ﬁ, a) = (d, a)+(1],o) = a1+ao,.+ oq,0.

21. Onpeutappliquer aux adjoints, sans changer
leur valeur, les procédés de transformation qui lais-
sent invariables les valeurs des deux parties () et
(4,1), savoir:

1° Introduction de suites du type § entre deux éle-
ments (n° 11);

2° Renversement de Pordre des éléments (n°® 13);

3¢ Equivalence de (a) et de (b, o, ¢) lorsqu’on a
a=0b—+c(n 14);

4° Transformation au moyen d'un facteur ¢ (n° 16).

22. L’introduction de n a la suite des éléments
de ((a) donne un adjoint ((a, n) ayant pour valeur
(@) = (24,0)-

En effet, on a

(a,m) ° =(a),

(21,0 Mo,1) = —(a1,1)-

On obtiendra la valeur d’un adjoint tel que ((=, 7, B),
résultant de I'introduction de 7 entre deux éléments
quelconques d’un adjoint ((«, ), en le mettant sous la
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forme ((B, @, ) par permutation circulaire de ses élé-
ments. -

On a
(As) ((oy my B) = (B, @) — (B1,00 %0,1)-

APPLICATION AUX CONTINUANTS FORMES DE SUITES
6, ', m, 0.

23. Par permutation circulaire des éléments
d’une suite appartenant & l'un des types 8, ¥, on
obtient encore une suite de méme type.

Soit en effet X une suite de I'un des types § ou ¢, et
posons

()‘) =(a, ).

Posons aussi
(2, @) = (p).

Puisqu’on a par hypothése
(2)=(N,) =0,
les formules du n° 20 montrent que

(21,0) = (X)) = (paa)
(%,1) = (7\1,1) =(p)

D’autre part, on a

(Ho,1) = () =o,
(1,0) = (21,0, @) = @(21,0) + (21,1) = @(X) + (21,1)

et
(Ro,1) = (@, a0,1) = a(ao,1) + (%1,1) = @(Ay,1) + (21,1) = 0.
Comparant les deux derniéres égalités, on trouve

(p1,0) = @[(h) — (A1)
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Le second membre devient nul si A est une suite 0
ou §'; u appartient donc au méme type que A.
Dans ce cas, la valeur de I'adjoint est toujours == 2.

24. Les suites 1 ou 7’ jouissent d’une propriété ana-
logue, lorsqu’en faisant la permutation circulaire on
donne A I'élément a des signes contraires dans A et
dans p; on posera

()‘) = (a, a),
(f"’) =(a, —a).

Les formules du n° 23 sont entiérement applicables
a ce cas moyennant le changement de signe de a

dans (p).

On trouve ainsi :

(1,1) = (M), (Mo,1) = 0,
() =(My), (p1,0) = — a[(}) + (Aq,0)]

(p1,0) devient nul si A est une suite 1 ou 7.

i appartient donc au type ' si A est un 7 et inver-
sement.

La valeur des adjoints successifs est o.

Si Von appelle permutation circulaire alternée une
permutation circulaire dans laquelle chaque élément
change de signe en changeant de c6Lé, on peut énoncer
la proposition suivante :

Par permutation circulaire alternée des éléments
d'une suite appartenant « 'un des types t. ' on
obtient encore une suite appartenant respectivement
a l'un des types v/, n.

Par exemple,

(—1,3, —1,2, —2)
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étant un (v), les continuants
( 3a — 1, 2, — 2 l)1
(—r, 2, — 2, 1, —3)
( 2, —2, I, "3’ 1),
(—2, 1,—3, 1,—2)

appartiennent alternativement aux types (1), (7).
(A suivre.)

[P4g] |
SUR UNE TRANSFORMATION GEOMETRIQUE
DU SIXIEME ORDRE;

Par M. Lvcien GODEAUX,
a Liége.

M. F. Deruyts a étudié la transformation sui-
vante (') :

Soient © un faisceau de quadriques Q, et P un point
non commun a toutes les quadriques de ¢. A un point
M correspond le point M’ ou la droite MP rencontre
une seconde lois la quadrique du faisceau ¢ passant

par M.

1. Dans cette Note, nous allons considérer une
transformation analogue. Au lieu des droites passant
par un point, nous considérons les droites d’une con-
gruence linéaire G de directrices a, et a,. Nous sup-
posons que les droites a,, @, n’ont aucun point com-
mun a toutes les quadriques de o.

(1) Frangois DERUYTZ, Swr quelques transformations géome-
triques (Mémoires de Liége, 2° série, t. XIV, 1887).
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Cela posé, recherchons I'ordre de la transformée
d’un plan .

Soit y une droite quelconque. Par un point Y, de
cette droite passe une droite g appartenant a la con-
gruence G. Par le point (w, g) passe une quadrique
de ©. Cette quadrique marque sur la droite y deux
points Y,. Par un point Y, de y passe une quadrique Q
de ¢. Les droites qui s’appuient sur les droites a,, a,,
y et sur la courbe (Q, =) sont au nombre de quatre et
marquent sur y quatre points Y,. Les points Y, et Y,
sont donc liés par une correspondance (4,2). Illy a
six coincidences; donc :

La transformée d’un plan est une surface du
siziéme ordre S,.

2. A an point commun a toutes les quadriques de ¢
correspondent les points de la droite de la con-
gruence G, passant par le point considéré, la sur-
face S¢ passe donc par tous les points communs a toutes
les quadriques du faisceau @. Dans le cas le plus gé-
néral, celul que nous considérerons ici, ces points
appartiennent a une courbe gauche du quatriéme
ordre ¢, de premiére espéce.

La surface fondamentale des points communs &
toutes les surfaces de o est formée par les droites s’ap-
puyant sur la courbe ¢; el appartenant a la con-
gruence G. On sait qu’une telle surface est du huitiéme
ordre,

A un point de la droite @, correspondent les points
communs & la quadrique de ¢ passant par le point
considéré et un plan passant par ce point et a,.

Les droites a, et a, sont donc doubles sur la sur-
face S,.
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La surface fondamentale de la droite a, est le lieu
des coniques qui s’appuient en quatre points sur une
courbe gauche du quatriéme ordre el de premiére es-
péce, en deux points sur une droite et en un point sur
une autre droite. Nous avons démontré ailleurs que
cette surface est du'quau'iéme ordre ().

En résumé :

La surface Sy posséde deux droites doubles a,, a,
et une biquadratique gauche c, simple.

La surface fondamentale de ¢, est une surface
du huitiéme ordre Ss.

La surface fondamentale de a, (ou de a,) est une
surface du quatriéme ordre S,.

3. La droite de la congruence G qui est située dans
le plan = appartient évidemment 4 la surface S;.

Il en est de méme des droites qui s’appuient en deux
points sur la courbe ¢, et qui font partie de la con-
gruence G.

On sait que les bisécantes d’une quartique gauche
de premiére espéce forment une-congruence d'ordre
deux et de classe quatre. D’aprés le théoréme de Hal-
phen, le nombre de droites qui font encore partie de
la surface Sg est 1< 2 + 1< 4 =6.

Donc, la surface S, posséde sept droites simples.

4. A une droite d correspond une courbe ¢. Cette
courbe est entiérement tracée sur un hyperboloide
réglé Hy dont trois génératrices d’un méme mode sont
d, a, et a,. .

(') Sur une transformation des droites de ’espace en surfaces
du quatriéme ordre (Bull. de ’Acad. royale de Belgique, jan-
vier 19o7).
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Cetle courbe est l'intersection de H, et d’'une sur-
face S, correspondant a4 un plan passant par d. Ces
surfaces ont en commun deux droites doubles a,, a,
et une droite simple appartenant 3 G et située dans le
plan choisi. La courbe est donc de I'ordre

-

2xX6—2x2—1=7.

Désignons-la par c;.

Il est facile de voir que ¢y passe par les huit points
d’intersection de H, et de ¢; et qu’elle rencontre
quatre fois chacune des droites a,, a,.

Donc: la transformée d’une droite est une courbe
c; d’ordre sept rencontrant quatre fois chacune des
droites a,, a; et en huit points la courbe c,.

On a ainsi sur une surface Sg une double infinité de
courbes ¢; et sur une quadrique H, une simple infinité
de courbes c;.

5. Recherchons le lieu des points doubles de la
transformation, c’est-a-dire le lieu des points de contact
des quadriques du faisceau ¢ et des droites de la con-
gruence G.

Nous avons vu que la surface S; possédait une droite
située dans le plan =. L’intersection de S; avec = se
compose donc d’une droite et d’une quintique s’ap-
puyant sur a,, @, et ¢;, en quatre points. De la :

Le lieu des points doubles de la transformation
est une surface du cinquiéme ordre S passant par
a,, ay et la courbe ¢,.

On peut en conclure :

La courbe c¢; s’appuie en cing points sur la
droite d.
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[K8f]
SUR LES QUADRANGLES DE DESBOVES ;

Par M. G. FONTENE.

Les c6tés d’un quadrangle plan ABCD étant désignés
comme il suit :

AB::a, BG =b, CD:C,
DA = d, AC=e, BD = f,

j’ai proposé d'appeler quadrangles de Desboves les
quadrangles ron inscriptibles pour lesquels on a

}:ZZ—::—:—Z, ou Sbc — ecd + fda — eab = o.

Si 'on fait une inversion de péle D, la relation pré-
cédente

DB.DC < BC — DC.DA < CA +~DA.DB < AB

— BC.CA.AB =0
donne

—_— —) —_—
DA < B'C’'— DB’ < C'A'+ DC’2>< A'B'=B'C.C'A . A'B,

sans que les points A/, B', (' soient en ligne drotte.

Or, si I'on suppose donnés les points A/, B/, C' non
en ligne droite, le lieu des points D qui satisfont a la
relation précédente est une circonférence ayant pour
centre le barycentre des points A/, B, (7 affectés des
coefficients @', — &', ¢, en désignant par o/, &', ¢’ les
c6tés du triangle A’B'C/, ¢’est-a-dire une circonférence
ayant pour centre le centre du cercle exinscrit situé
dans 'angle B’; cetie circonférence passe par les deux
points en lesquels le cercle circonscrit au triangle A’B'C/
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est rencontré par la droite qui joint les pieds des bis-
sectrices des angles A’ et (/ et le pied de la bissec-
trice de I'angle extérieur en B'. (Larecherche du lieu
précédent faisait partie de la question de Mathéma-
tiques élémentaires posée au Concours d’agrégation en
1906; le fait que cette circonférence passe par les deux
points qui ont été indiqués est emprunté a Ja solution
qui a paru dans le Bulletin de Mathématiques élé-
mentaires.)

Ce qui précéde donne le moyen de construire un
quadrangle de Desboves en partant d’un triangle A'B'C/
et en faisant une 1nversion de pole D, le point D étant
pris sur la circonférence dont on vient de parler. On
reconnait ainsi qu’un tel quadrangle peut affecter 'une
ou autre des deux formes suivantes :

A

Lorsque le contour ABCD est convexe, (’hypo-
thése ‘

e da—+be

[ dc+ ab

correspond nécessairement a un quadrangle inscrip-

tible.
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Note. — Je ne sais si 'on a remarqué que I’hypo-
thése
ef = ac + bd,

faite sur un quadrangle ABCD gu’on ne suppose
pas étre a priori un quadrangle plan, entraine pour
ce quadrangle la nécessité d’étre plan et inscriptible a
un cercle. En effet, si 'on effectue une inversion de
pole D, la relation précédente

DB.CA =DC.AB+ DA.BC
donne pour les points inverses
CA'=A'B'+BC,
ce qui exige que les points A’, B, C/ soienl en ligne

droite; dés lors, les quatre pbints A, B, C,D sont a
un cercle.

[K14c]
SYMETRIE DES POLYEDRES REGULIERS ();
Par M. G. FONTENE.

1. Les polyédres réguliers, a l'exception du té-
traédre que nous laisserons de coté dans tout ce qu1
sult ont un centre de symetne

2. Soient P un plan, X une perpendiculaire a ce
plan qui le perce en O; si'une figure admet comme

(') Cette Note a ¢été inspirée par la lecture du 7Traité de Geo-
metrie de M. Borel (premier et second cycles), ou sont étudiées les
symétries du cube et de 'octaédre réguliers.
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éléments de symétrie deuzx des trois éléments P, X, 0,
elle admet aussi le troisiéme. En ce qui concerne
Paxe X, il s’agit bien entendu dans cet énoncé de
symétrie binaire.

Il suit de 1a que les plans de symétrie des polyédres
réguliers sont les plans menés par le centre perpendi-
culairement aux axes d’ordre pair.

3. Un polyédre régulier étoilé admettant les mémes
symétries que le polyédre convexe qui a les mémes
sommels ou les mémes plans de faces, on peut se
borner a la considération des polyédres réguliers
convexes.

4. Soit un tel polyédre. Le nombre des faces est F,
et chaque face contient z arétes ; le nombre des som-
mets est S, et chaque angle polyédre a y arétes; le
nombre des arétes est A ; on a

Fz = Sy =24, F+S=A-+2.

Le polyédre admet

axes d’ordre =z,

» Ve

wlp vl vlm

» 2,

selon qu’une face, un angle polyédre ou une aréte doit
admettre l'axe considéré. Ces axes sont distincts,
comme on s’en assure aisément.

Il n’y en a pas d’autres. En effet, le nombre de
fagons dont le polyédre peut étre mis en coincidence
avec lui-méme est évidemment Fz, ou encore Sy, ou
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encore 2A. Or, en partant d’une position fondamen-
tale, le nombre des positions nouvelles qu’on peut
obtenir par rotation autour des axes considérés est

F[F(z—n-+S(y—1)+A]
ou
L[4A—A—2+4A]

ou

2A —1,

et ces positions sont distinctes. Les axes de symétrie
indiqués sont donc les seuls qui existent, puisqu'un
nouvel axe devrait, a partir de la position fondamen-
tale, conduire & une position nouvelle.

5. Parmi les polyédres réguliers étoilés, le dodé-
caédre a faces pentagonales étoilées et & sommets
tri¢dres, l'icosaédre & faces triangulaires et & sommets
pentaédres étoilés, se comportent absolument, au point
de vue de leurs symétries, comme les polyédres con-
vexes qui leur correspondent.

6. Le polytdre qui a 12 faces pentagonales convexes
et 12 angles pentaédres étoilés, et celul qui a 12 faces
pentagonales étoilées et 12 angles pentatdres convexes,
polyedres qui ont 3o arétes, satisfont a la relation

F+S=A+2-—-8

et sont de genre 4. Ils admettent :

6 axes d'ordre 5, qui correspondent & la fois aux
faces el aux sommets ;

10 axes lernaires, qui correspondent aux faces de
P'icosaédre de mémes sommets, ou encore aux sommets
du dodécaédre qui a les mémes plans de faces ;

15 axes binaires, qui correspondent aux arétes.
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[05ix]
NOTE SUR LES SURFACES DE MONGE;

Par M. J. HAAG,
Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée de Douai.

Les surfaces de Monge sont, comme on sait, les
surfaces dont les normales sont tangentes & une déve-
loppable, ou encore qui admettent une famille de
géodésiques planes ou, ce qui revient au méme, une
famille de lignes de courbure géodésiques. On retrouve
ces surfaces comme solutions des deux problémes que
nous allons exposer.

Premier prosLEmE. — Considérons deux surfaces
S et S, qui admettent méme représentation sphé-
rique de leurs lignes de courbure. Soient M et M,
deuzx points correspondants. Proposons-nous de
chercher si la congruence des droites MM, peut étre
une congruence de normales.

A cet effet, nous allons appliquer la méthode du
triedre mobile.

Rapportons la surface S & ses lignes de courbure et
prenons, comme d’habitude, I'axe des z du triédre (T)
tangent a la courbe v = const.

Nous ferons d’abord la remarque suivante : les plans
focaux de la congruence MM, passent respectivement
par Mz et My,

Pour qu'ils soient rectangulaires, il faut et suffit que
M, se wouve dans I'un des deux plans sMz, sMy.
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Supposons-le, par exemple, dans le plan des zz et
soient (z, 0, 5) les coordonnées de M, relativement au
triédre (T). Ecrivons que, pour dv = o, le point M, a
un déplacement élémentaire paralléle 2 Mz. Les pro-
jections de ce déplacement sont, avec les notations

usuelles (voir Darsoux, Théorie des surfaces, t. 11,
p- 385 et 386),

Dy=dr+ Adu -+ qzdu,
D, = rx du,
D. =dz — gz du.

Il faut, en particulier, qu’on ait D, = o, d’od
r=o,
en excluant le cas o0 S, serait paralléle a S.

On déduit de la %

¢ = const. sont des géodésiques. Comme elles sont

= o, et, par suite, les lignes

lignes de courbure, la surface S est une surface de
Monge.

Il est aisé de voir que les surfaces S, correspon-
dantes, ainsi que les surfaces admettant pour normales
les droites MM, sont aussi des surfaces de Monge dont
la nappe développable de la surface des ceutres de
courbure est la méme que pour S.

Seconp prosLEME. — Déterminer toutes les sur-
JSaces qui admettent plusieurs déformations conser-
vant les lignes de courbure.

Adoptons encore la méthode du triédre mobile. 1
s’agit de trouver des fonctions A et G de u et ¢, telles
que le systéme (A), de la page 386 citée plus haut,
admette plusieurs solutions en p, ¢, pi, gi. Or, ce



systéme se réduit a

or 07’1 _
o ow T IPv
9
0] P =—gr,
oq '
oy = TP

Il faut déterminer r et », pour qu'il admette plu-
sieurs solutions en p, et g. Posons 4 cet effet

ory or
M=%2 o
On a
M
P1='§’
d’ou
‘L"M Mog .
qou ¢ ae TI=0
dg M
%"

ou, en posant g2 =0,

00 1 oM ATy g,
ﬂw—*"mz)vfﬁ"’
(2) <
, f_q,_er
L ov )

Exprimons la condition d’intégrahilité ; il vient, tous
calculs faits,

0 /ry 02 logM oM or
: () + 2 4 +r— —M— =
b ov <M> 0 < ou oy 4”“) " ou M P

Si cette condition n’est pas satisfaite idenliquement,
il ne pourra pas y avoir plusieurs solutions pour le
systéme (2). Nous devons donc avoir

~
-

o?logM

=y =V Guo

r
M

=l

(3) ~+ 4rry =o,
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et, alors, il y aura pour le sysi¢éme (2) et, par suite,
pour le systéme (1), une infinité de solutions dépen-
dant d’une constante arbitraire. .

Etudions maintenant le systéme (3), auquel il faut
joindre 1'équation

(4) — — — =M.

Si 'on pose M = ¢, on déduit de (3) et (4) les

deux équations suivantes:

. op OB v —
(f)) Ub—d'"vb;'—l—U—\ — I =0,
; e =

(6) dudv+4uve b= o.

Différentions (5) par rapport & ¢, il vient, en tenant

compte de (6),

. , 0. o2 ”
4U2Verr — v IRy IRy
402V e2p Vdv Vdv’ V'=o.

Différentions cette équation par rapport & u, en te-
nant compte de (6) :

—8UU'Vet—s Uzvezugi; +4UVV e

44V (UV'ew+ 2UVetw gg) =0

ou, en divisant par 8 e2¥,

UV (U"_'* v U’-—V’> —o
u dv

En tenant compte de (5), cette équation se réduit a
UV=o.

Supposons, par exemple, U=0. On en déduit
r, =o et, comme dans le probléme précédent, on en
Ann. de Mathémat., 4 série, t. VIII. (Février 1908.) 6
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conclut qu’on a’affaire & une surface de Monge. Mais,
ici, on a une surface de Monge particuliére.

Nous avous, en effet,

d’out
(]
JR—— 2
=V
c’est-a-dire
1_v
r - 1

Comme p = o, on en déduit que l'axe instantané du
triédre (T) est fixe par rapport a ce triédre quand
¢ = const. Il a donc une direction fixe dans P’espace.
Comme il est dans le plan 30y, ce plan enveloppe un
cylindre quand u seul varie. Mais c’est précisément le
plan des courbes « = const., c’est-a-dire des géodé-
siques planes. Comme ce plan doit envelopper une
développable, quels que soient u et ¢, cette dévelop-
pable est le cylindre précédent. Nous avons donc une
surface moulure.

On pourrait continuer 'étude du probléme; mais
¢'est inutile, car on sait que tonte surface moulure
admet une infinité de déformalions conservant les
lignes de courbure. M. Darboux a indiqué les formules
définissant ces déformations (voir Théorie des sur-
Jaces, t. 1, p. 103). Nous venons d’élablir que ces
déformations sont les seules conservant les lignes
de courbure.
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[06K] ‘
DEFORMATIONS CONSERVANT LA DIRECTION DES PLANS
TANGENTS ;

Par M. J. HAAG.

Dans une Note parue en octobre dernier dans les
Nouvelles Annales, j’ai démontré incidemment qu’on
ne peut pas déformer une sphére de telle fagon que le
plan tangent en chaque point demeure paralléle & lui-
méme. Il est facile de voir qu'il n’y a que les surfaces
minima qui jouissent de cette propriété.

Soient, en effet, deux surfaces S et S, applicables
P'une sur I'autre, avec correspondance des plans tan-
gents paralléles. Rapportons-les au réseau conjugué
commun, en négligeant le cas ou ce réseau se réduirait
a une famille de lignes asymptotiques, hypothése qui
conduit & deux surfaces égales ou symétriques. On a
alors

ory i)_p dry _  Ox
(1) ouw - "ou’ TR

Ecrivons que les deux surfaces sont applicables.
On obtient

ME=E MF=F  wG=G.

Premier cas : EF % 0. — On a nécessairement
N=Ap=1, d’ou A=p==*1.

Les surfaces S et S, sontalors égales ou symétriques.
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Deuxiéme cas : F = o. — On a la nouvelle solution

A=1, p=—1.

Mais, en éliminant 2 entre les équations (1), il vient

iz o
oudv
De méme pour y et 5. D'ou
2‘=[.J--{—\,7 }’=U1+V1, z=U2+V2,

z1=U-YV, yi=U;—Vy, 3 =Uy—V,.

La surface S, par exemple, est une surface de trans-
lation par rapport a ses lignes de courbure. On en dé-
duit aisément que c’est un cylindre et que S, est un
cylindre égal ou symétrique.

Troisiéme cas: E=o0, G=o0. — On a 'unique

condition
Ap=r1.

Mais, dans ce cas, les lignes de longueur nulle sont
conjuguées. On a donc deux surfaces minima. Elles
sont d’ailleurs associées. En effet, on a

iz 0%z,

duow O duoe —°

En combinant ces deux équations avec les équa-
tions (1), on obtient
2y m

a—v- = 0, ) ~ = 0.
D’ou
A=éb, p=e9, 6 = const.
Si I'on pose alors

z=U+V, y=U+V, 53=Us+V,,
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on en déduit

z1=e8U 4+ eV, y,=ebU;+e9V,, zy=elUs+eV,,

formules qui définissent bien une des surfaces minima
associées A la surface minima S.

Il resterait le cas de E = o, F = o, qui donnerait des
surfaces imaginaires peu intéressantes.

En résumé, il n’y a que les surfaces minima asso-
ciées qui répondent a la question que nous nous
étions posée.

Remarquons, en terminant, que ce probléme est un
cas particulier du probléme de Christoffel, qui conduit,
comme on sait, aux surfaces minima et aux surfaces
isothermiques.

[05j«]
SUR UNE PROPRIETE CAI}ACTERISTIQUE DES SURFACES
DE REVOLUTION ;

Par M. Tr. LALESCO.

Dans une Note récente publiée dans le Bulletin des
Sciences mathématiques (2° série, t. XXXI, p. 269),
M. G. Tzitzéica a démontré une intéressante propriété
comme étant caractéristique des surfaces de révolu-
tion. Elle peut s’énoncer de la maniére suivante :

Sur toutes les lignes asymptotiques d’une sur-
JSace de révolution, on a la relation

s == f(r)+C,

r étant la distance de ses points & un point fize et
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s Uarc de I’asymptotique compté a partir d’une ort-
gine arbitraire.

Je veux donner ici une autre démonstration plus
rapide qui nous permettra aussi de signaler un eas
d’exception.

Prenons comme origine le point fixe et sur la sur-
face comme lignes coordonnées les courbes r = const.
et leurs trajectoires ortliogonales. L'élément linéaire
de la surface s’écrira

(1) ds?= A?2dr2+ C2du?.
L’équation différentielle des lignes asymptoliques
est alors
(2) dst— f2(r)drt=|A2— f'2(r)] drt+ C2du? = o,
ce qui montre que les lignes de coordonnées sont jus-

tement les lignes de courbure de la surface.
Les relations

020 09 00
» - = a-— -— 0 = 3
() owor — %ou ™+ b or V=2, y,3)

nous donnent

2 : 7
Sz‘—o—f— = ano—T -+ bS.Td—z‘,
duor ou or
d’ou, puisque
QT‘)‘T—) et zd‘lx 9 ox de oxr
ST5u = ¢ ) onor —or %o Souoar
il résulte
1 0A
b= .‘_\ —(;a =0
On a donc
A = t’?(l').
Des relations {1) et (2) on a immédiatement
R ¢ (r)

(3) . wzl——?’(")—f/,("”’
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R et R’ désignant les rayons de courbure principaux,
a condition toutefois que ¢2(r) — f"*(r) 7 o.

D’autre part, la velation bien connue et fonda-
mentale
0 /A _LdA
ou\R/ ~ R ou

montre que R ne dépend que de r;il en résulte, a
cause de (3), que R’ dépend également de r seul.

Le rayon de courbure principal le long des courbes
r = const. étant dés lors constant, la surface est I’en-
veloppe d’une sphére dépendant d’un paramétre va-
riable ; les courbes caractéristiques sont justement les
courbes r = ¢ qui sont ainsi des cercles. La tangente
a la courbe décrite par le centre de cetle sphére devant
passer dans chacune de ses positions par le point O
(car la caractéristique doit étre située aussi sur une
sphére de centre O), cetle courbe doit se réduire a une
droite. Donc la surface est de révolution.

Les conclusions précédentes ne sont plus applicables
si

e(r)y==xf'(r).

Dans ce cas-ci, on a R=o0; un des systémes de
lignes de courbure est donc formé par des droites,
qui passent nécessairement par l'origine, comme cela
résulte immédiatement des relations (2’). La surface
est donc, dans ce cas particulier, un cone quelconque
et elle jouit évidemment de la propriété établie plus
haut, car on a, le long des génératrices, qui sont ses
lignes asymptotiques,
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CORRESPONDANCE.

M. G. Fontené. — Le Volume des Nouvelles Annales
pour 1854 contient une Note de Sylvester qui appellerait de
nouvelles recherches. Etant donné un tétraédre dont les
sommets sont @, b, ¢, d, si VF, /G, yH, VK désignent les
expressions des aires des faces en fonction des arétes, 'ex-
pression

N= ( VF+ G+ Vi +yK)(/F-+yG—yVI—yK) (.. )(..
s (= VF /G + VH + VK) (VF — /G + VH -+ yVK) (. (...

contient en facteur I'expression V2 du carré du volume, et,
si P'on pose
N = VzQ,

on a,.a un facteur numérique preés,

da*+ db* + dc*
Q =2 ab? bet.ca?| — (da?+ db2+dc?)(ab?+ be?+ ca?)
+ ab?.ber+ be?.ca+ ca?.ab?

-+ 22db2.ca‘2>< dc2.ab?(da?+ be?);

on peut supprimer le second sigma en introduisant dans le
crochet du premier les termes da?.db?+ db?.dc? + dc?.da?.

Lorsque Q est nul, l'une des sphéres exinscrites situées
dans les espaces nommés combles a un rayon infini.

Sylvester conjecture que la fonction Q est un déterminant
et que, en désignant par Q' la fonction analogue pour le
tétracdre a'd'c’ ', le produit QQ', et peut-étre yQQ', est une
fonction des carrés des distances des sommets des tétraédres,
comme pour le théoréme de Staudt.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2081.

Construire une hyperbole bitangente ¢ deux cercles et
ayant un are transverse de longueur donnée.
(M. TETu.)

SOL§TION
Par M. Pierre FAVRE.

Si 'on considére, sans le construire, un hyperboloide de
révolution circonscrit aux deux sphéres admettant les cercles
donnés pour grands cercles, et dont le rayon du cercle de
gorge est la moitié de la longueur donnée: tout plan tangent
en un point du cercle de gorge coupe les deux sphéres ci-
dessus suivant deux cercles dont on connait les centres et
dont il est facile de construire les rayons. ‘

Il suffit de mener les tangentes communes, soit intérieures,
soit extérieures, a ces deux cercles, pour avoir les asymptotes
en position de 'hyperbole méridienne cherchée.

Ce procédé donne donc deux solutions.

Autre solution par M. V. Hioux.

2082.

On considére sur wune courbe un point d’inflexion O et
un point voisin M. Si l'on désigne par R, le rayon du
cercle osculateur en M, par R, le rayon du cercle qui est
tangent a la courbeen M et qui passeen O, par R; le rayon
du cercle qui passe en M et qui est tangent a la courbe
en O les rayons Ry, R,, R; tendent a devenir inversement
proportionnels aux nombres 3, 2, 1, lorsque le point M
tend & se confondre avec le point O.

(G. FoNTENE.)
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SOLUTION
Par M. TETu.

Je rapporte la courbe a deux axes rectangulaires tels
que Oz soit la tangente d’inflexion et Oy la perpendiculaire
a celle-ci en O.

L’équation de la courbe est
Yy =Axri4-rtx<o(r).
On a, dés lors,

3 3
R, — U+ (i +gA2xir.. )2
T - 6Az

K

Je n’écris pas les termes contenant en facteur des puissances

supérieures de . Calculons R,. Si a et b sont les coordonnées
du centre du cercle, on a

'\' T2+ yr—orxr — 20y = o,

, r—a
! Ty —0
‘ -zrlz+‘)b_y:yz+y27

| a+by =z +yy,

d’out
o (22— ) )" — 2xy
22y’ —y) ’
po T roryy
Toa(av'—yy

ce qui donne

2 2/ 2
lh:m(r—%}’ )\/l Yy

2Ty —¥)
A e ) (AT ) 10 A2 L
- PAT 4. .. . 4Ax

Calculons R;. Ry est donné par I'équation
2+ y?— 2R3y =o,

x4+ y? T A2,
R;= = ;

2y 2Azr+... ’

Ri. Rs, R; sont donc des infiniment grands respectivement



équivalents a

— —_—

arusd
x  2Ax

(=)

b

B
ESN

ce qui montre que ces quantités sont inversement propor-
tionnelles aux nombres 3, 2, 1.

2083.

Soient S, Sy, S3, Sy, S5 cing semi-sphéres. S’il existe
une semi-sphére tangente, d’une part, aux deux semi-
plans qui touchent Sy, 8,, S, et inscrite, d’autre part, au
semi-céne de révolution circonscrit @ S, et Ss, on peut
obtenir newf semi-sphéres analogues en permutant de
toutes les maniéres possibles les réles assignés aux semi-
sphéres Sy, S, S3, S,, S;. (R. B))

SOLUTION
Par VAUTEUR.

Pour bien faire comprendre le principe de la solution, je
commencerai par démontrer la proposition analogue de géo-
métrie plane :

Soient Cy, Cy, C;, G4 quatre cycles dans le méme plan.
Sl existe un cycle touchant les tangentes communes
a C, et Cy et les tangentes communes a Cy et Gy, on peut
obtenir deux cycles analogues en permutant de toutes
les maniéres possibles les roles assignés aux cycles Cy, C,,
Cs, Gy

La démonstration est immédiate en ayant recours a la
représentation d'un cycle par un point de I’espace : prenons
trois axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy, Oz tels que
le plan Ozy contienne les quatre cycles donnés. Soient x;, y;
les coordonnées du centre du cycle C,;, et R; son rayon (ce
dernier étant affecté d'un signe, puisqu’il s’agit d’un cycle).
On représentera le cycle G; par le point de l'espace P; de
coordonnées z;, ¥;, R;. On voit que le point P; est le
sommet d’un cone de révolution d’angle droit qui passe par
le cyele C;.
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Le lieu des points représentatifs des cycles tangents aux
tangentes communes a G; et Gy est une droite. En effet, tous
ces cycles sont homothétiques par rapport au centre de
similitude des cycles C; et Cy, et il en est de méme des cdnes
de révolution d’angle droit qui les contiennent.

Si donc les quatre cycles satisfont a la condition de I’énoncé,
la droite qui joint les points représentatifs des cycles Cy et G,
doit rencontrer la droite qui joint les points représentatifs
des cycles C; et C,. Cela revient a dire que les quatre points
représentatifs sont dans un méme plan. Cette propriété étant
symétrique par rapport aux quatre cycles, la proposition
énoncée en résulte.

Démontrons maintenant ’énoncé 2083.

Ayant pris trois axes rectangulaires quelconques, désignons
par xs, i, %, R;les coordonnées du centre et le rayon de
la semi-sphére S;. On représentera cette derniére par le
point de I’espace a4 quatre dimensions, de coordonnées z;, ¥,
3, R;.

Cela posé, quand une semi-sphére varie en restant tangente
a deux semi-plans fixes, son centre décrit un plan passant
par la droite commune aux deux semi-plans, et son rayon est
proportionnel a la distance de son centre a cette méme droite.
1l existe donc deux relations linéaires entre les coordonnées
de son centre et son rayon. Cela revient a dire que son point
représentatif dans Uespace a quatre dimensions décrit un
plan.

Quand une semi-sphére varie en restant inscrite a un semi-
cone de révolution, son centre décrit une droite passant par
le sommet de ce semi-cone, et son rayon est proportionnel a
la distance de son centre a ce méme sommet. Il existe donc
trois relations linéaires entre les coordonnées de son centre
et son rayon. Cela revient a dire que son point représentatif
dans l’espace & quatre dimensions décrit une droite.

Il résulte alors de I’énoncé que la droite joignant les
points représentatifs des semi-sphéres S,, S; rencontre le plan
passant parles points représentatifs des semi-sphéres Sy, S, S;.
Par conséquent, les cinq points représentatifs sont dans un
méme espace linéaire, et la droite joignant deux quelconques
d’entre eux rencontre le plan qui passe par les trois autres.
On en conclut immédiatement la proposition énoncée.
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2086.

(1907, p. 528.)

Soit OCA un triangle rectangle en G et tel que
CA = CO;sur OC, apartir du point O, et du cété du pointC,
on prend OS = OA et l’'on méne par O une paralléle a AS
qui rencontre en B le prolongement de AC.

AS est le coté et CB l'apothéme du pentagone régulier
inscrit dans le cercle de rayon CA.

CS est la hauteur d’une pyramide réguliére a base pen-
tagonale et telle que l’aréte SA estégale au cété de la base;
OS est le rayon de la sphére circonscrite a cette pyra-
mide.

AS est le coté de Uicosaédre régulier inscrit dans la
sphére de rayon OS; SBO est la moitié de l’angle diedre
de cet icosaédre. (E. Lacour.)

SOLUTION
Par M. PARRoD.

Considérons la section de I'icosaédre et de la sphére cir-
conscrite par un plan passant par deux arétes opposées SA,
S’A’, qui sont symétriques par rapport au centre de la sphére ;
elle se compose d’un hexagone SAB’'S’A’B dont les cotés AB’,
B'S’, A'B et BS sont égaux 4 la hauteur du triangle équila-
téral de coté SA. L’angle SBA’ est le rectiligne d’un diédre
du polyédre, SBO en est la moitié.

Le diamétre SS' est perpendiculaire sur la base de la
pyramide pentagonale de sommet S, il rencontre la trace AB
de cette base en G; donc, CS est la hauteur de cette pyramide,
AS est le coté et CGB est 'apothéme du pentagone inscrit dans
le cercle de rayon CA. '

Abaissons la perpendiculaire OI sur AS et joignons AA’ qui
rencontre OB en K; OB = Ol est la distance du centre de la
sphére aux différentes arétes, OK est la moitié du coté SA.

Il reste a montrer que CA =2CO : on a

CA.08 = 281.0I =20K.0B =20C.0S,

donc
CA =20C.
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On retrouve ainsi une construction bien connue du coté du
pentagone et du décagone inscrits dans un cercle de rayon
donné.

CS est le coté du décagone inscrit dans le cercle de
rayon AC.

On peut résumer ces différents résultats dans un triangle OSB
dans lequel SB = OK /3 et OB = SK.

La troisiéme hauteur OH est la distance du centre de la
sphére aux faces, H est au tiers de BS.
Pour construire un tel triangle, prenons un segment OB,

e s . 0 - .
menons une paralléle a la distance = et décrivons la circon-

férence de diamétre OB qui rencoutre la paralléle en H;
prolongeons BH en S tel que BS = 3BII et joignons BS.

Relations. — On a facilement, en posant OS = 1,
sin SBA' = g, tang SOB = /3 sin SBO,

'),\/5 .’_\/5

AC=20C= —_— GS = = ’
N 2
SA:\/'_”_ﬂ?_,_ 013:1‘/‘0_’;?ﬁ‘,
2 2 2
/ = A k3
oH =1/ li’.’%)ﬁ‘ﬁ, BC = "‘l‘o‘/".

Remarquons que 2BC + CS = 2, donc on a aussi
CS8' = 2CB.
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Dodécaédre. — Considérons de méme la section par un plan
passant par deux arétes paralléles opposées SA, S'A’. Dans
ce cas le point H serait le centre d’une face pentagonale, HB
est lapothéme du pentagone inscrit- dans un cercle de
rayon HS. )

Pour construire le triangle OSB donnant les éléments du-

dodécaédre, nous ménerons une paralléle 3 OB a une distance d
telle que OB—4 soit égal au rapport de 'apothéme au rayon

d’un pentagone régulier, et I'on achévera la construction
comme dans le cas précédent.
Les angles et les segments se calculent sans difficulté.

Autre solution par M. Bros.

QUESTIONS.

2089. On considére dans le plan d’une courbe (M) un
podle O. Si n et ¢ sont les points de rencontre respectifs de la
normale et dela tangente en un point M de cette courbe avec
la perpendiculaire élevée en O au rayon vecteur OM, et si l'on
connait la direction de la normale en ¢, au lieu de ce point ¢
[adjointe infinitésimale (t) de M. d’Ocagne], on a une con-
struction du centre de courbure p, répondant au point M,
sous les deux formes suivantes :

1° La paralléle menée, a la normale en ¢, par le point de
" rencontre 2 du rayon vecteur OM avec la perpendiculaire
élevée en n a la normale Mn, coupe cette derniére au centre
de courbure .

2° Si, au point de rencontre N de la normale Mn avec la
paralléle menée par O a la normale en (¢), on éléve une per-
pendiculaire & Mn jusqu’a sa rencontre en un point V de OM,
la perpendiculaire élevée en ce point V. a OM coupe Mn au
centre de courbure p.

Appliquer cette construction, dans le cas particulier ou la
courbe (M) est une conique de foyer O. )

(Farip BotLap.)
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2090. Soient p(a, §, y) un point fixe quelconque situé dans
le plan du triangle ABC; 0 le centre de la conique inscrite en
a, B, v; A(Auv) la polaire de 6 dans le triangle ABC, et Q la
conique inscrite en A, B, G au triangle des droites AX, By,
Cv. Si un point O(z, y, 5) décrit Q :

1° La polaire p de O tourne autour de 0;

2° Le centre 0; de la conique inscrite & ABC en z, y, 3
décrit la polaire py de P;

3° Les paralléles a PA, PB, PC menées par O coupent BC,
CA, ABen ), ', v, et I'on a la droite A"(A u'v');

4° Les paralléles a OA, OB, OC menées par > coupent BC,
CA, AB en XAy, @y, vy, et 'on a la droite Ay (A vy);

5° Le point w(4A’, A;) est lc milieu de OP et décrit la co-
nique V qui passe par les milieux des cotés de ABC et les
points «, B, 7;

6° Si P coincide avec I'orthocentre H de ABC, § est le point
de Lemoine, Q le cercle ABC, A’ la droite de Simson et V le
cercle d’Euler. (P. SonpAT.)

2091. Le nombre n étant supposé impair, démontrer que,

F VPon & ., sinnx
si 'on évalue la quantité

en fonction de cosz, 'ex-

pression obtenue est un produit de deux facteurs rationnels.
Que représente chacun de ces facteurs? (G.F)

ERRATA.

Page 19 : supprimer les figures.
Page 20, lignes 2 et 4 : supprimer les accents.
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Introduction.

La création du Systéme métrigue remonte aujourd’hui & un sidcle; et
les Poids et Mesures qui le constituent sont maintenant répandus dans le
monde entier: bientét méme ils seront seuls en usage dans tous les pays
civilisés.

Le moment est donc propice pour rappeler la fondation de ce systéme
qui a marqué sa date parmi les créations les plus utiles 4 'humanité, et
dont les mérites sont universellement reconnus. D’ailleurs, aucune autre
entreprise n’a porté ni plus haut ni plus loin le bon renom de la France.

L’auteur a entre les mains des documents originaux fort nombreux qui
éclairent certaines parties restées obscures dans Ihistoire de I'établisse~
ment du Systéme métrigue.

Titre des Chapitres.

Les précurseurs de la réforme des poids et mesures. Création du nouvcau
systéme des poids et mesures par I’Assemblée constituante. Le métre pro-
visoire. La Commission temporaire des poids et mesures, jusqu’a son épu-
ration. La Commission temporaire, depuis son épuration. Suspension de la
mesure de la méridienne. Reprise des travaux de la méridienne. Loi du 18 ger-
minal an IIT (1793, avril 7). Création de I’Agence temporaire des poids et
mesures; sa suppression. Nomenclature des nouvelles mesures. Etudes des



régles destinées & la mesure des bases. Détermination du métre provisoire.
Longueur du pendule qui bat les secondes a Paris. Détermination de l'unité
de poids. Sur la mesure d’un méridien; opérations qu’elle nécessite. Mesure
de la partie nord de la méridienne par Delambre (partie comprise entre
Dunkerque et Orléans). Mesure de la partie nord de la méridienne par
Delambre ( partie comprise entre Orléans et Rodez). Mesure de la partie sud
de la méridienne par Méchain (de Rodez & Barcelone). Sanction générale des
opérations, avec le concours des savants étrangers. Le métre définitif. Cons—
truction des prototypes définitifs du métre et du kilogramme. Présentation
des étalons du Corps législatif. Leur dépot aux Archives. Adoption légale des
étalons -définitifs. Depot des documents a ’Observatoire. Médaille commémo-
rative. Opposition rencontrée par le nouveau systéme dé poids'et mesures.
Les bureaux de peids puablics. Atteintes portées a la purcté du systéme mé-
trique. Discussion de la loi du 4 juillet 1837. Organisation de la vérification.
Réglement sur la construction des poids et mesures. Le Bureau des proto-
types; son transfert au Conservatoire. Propagation du systéme métrique a
Tétranger, de 'an VI 4 1869. La Commission internationale du meétre : sa
réunion de 1870; son comité de recherches préparatoires. La Commission
internationale du métre : ses séances de 1872. Travaux de la Section francaise
de 1872 4 1875, et du Comité permanent. Suite des travaux de la Section
francaisc, 1875-1880. Le Bureau international des poids et mesures. Construc-
tion des ¢talons définitifs. Sanction des opérations et distribution des proto-
types par la Conférence générale de 1889. Suite des travaux métrologiques
de 1889 a 1goo. Aprenpice I. Réglement donné par le Comité d’instruction
publique aux commissaires particuliers chargés des opcrations scientifiques
(18 flor¢al an III). AprrEnpICE II. Abréviations internationales employées pour
désigner les poids et les mesures métriques.

TABLE DES PLANCHES ET DES PORTRAITS. Chaine des triangles de la méri-
dienne de Paris, entre Dunkerque et Rodez. — Chaine des triangles de Rodez
a Barcelone. — Médaille commémorative de la Commission internationale
de 1872. Portraits de Delambre, de Fabbroni, de Lavoisier, de Lefévre-Gineau,
de Mechain, de Van Swinden, de Talleyrand.

A LA MEME LIBRAIRIE.

CONGRES INTERNATIONAL DE PHYSIQUE. Exposition universelle
de 19oo. — Rapports présentés au Congrés international de Physique
réuni a Paris en igoo, rassemblés et publiés par CH.-Ep. GUILLAUME et
L. PoincaRE, Secrétaires généraux du Congrés. 3 beaux volumes grand
in-8, avec figures; se vendant ensemble............. veeee... Sofr.

Tome1: Questions générales. Métrologie. Physique mécanique. Physique
moléculaire P £ 1N ¢
Tome 1l : Optique. Electricité. Magnétisme . ........ . . 18 fr.

Tome Il : Electro-optique et ionisation. Applications. Physique cos-
mique. Physique biologique.............. ... 0 ....cooooeoe.. 18 fr.

GUILLAUME (Ch.-Ed.). — Unités et Etalons. Petil in-8, avec 8 fig; 1894.
Broché....... 2 fr. 50¢. |~ Cartonné.......... 3 fr.

GUILLAUME (Ch.-Ed.), Docteur &s Sciences, Attaché au Bureau interna-
tional des Poids et Mesures. — Traité pratique de la Thermométrie de
précision. Grand in-8, avec 45 figures et 4 planches; 188g..... 12 fr.

31167-  Paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILLARS, quai des Grands-Augustins, 55.
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[Qia]
ESSAI DE GEOMETRIE ANALYTIQUE A UNE INFINITE
DE COORDONNEES ;

Par M. Mauvrice FRECHET.

Dans une communication au Congrés international
des Mathématiciens de 1goo (') M. Padoa a fait
connaitre qu’oo pourrait définir Lous les symboles
gu'on rencontre dans la géométrie euclidienne a l'aide
de deux seulement d’entre eux. Ces deux derniers
sont les suivants : 1° le symbole point; 2° le symbole
(@, b)=(c,d), otv a, b, c. d sont des points et qu’on
doit lire : le couple de points @, b est superposable
au couple de points ¢, d. D’aprés M. Padoa, on obtient
la géométrie euclidienne quand on donne au symbole
point Ja signification géométrique habituelle et au
symbole (a, b)==(c, d) le sens suivant : le couple de
points géométriques a, b est superposable au couple
de points géométriques (¢, d). Mais il est bien entendu
qu'on peut donner aux deux symboles non définis une
signification quelconque et qu’alors les définitions sui-
vantes s’appliqueront toujours, moyennanl cerlains
postulats.

Je me suis proposé de montrer qu’en donnant aux
deux symboles non définis une signification que je vais
préciser tout a I’heure, on obuient une généralisation
remarquable de la géométrie analylique a trois dimen-
sions. Cette étude me parait présenter un intérét :

(') Un nouveau systéme de definitions pour la géométrie cucli-
dienne ( Comptes rendus du Congrés, p. 353).

Ann. de Wathemat., 4° sécie, t. VIII. (Mars 14o8.) 7
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d’une part, en ce qui concerne les fondements de la
Géométrie; d’autre part, dans la théorie des fonctions,
comme je le montrerai plus loin.

Définition d’un point. — /Nous appellerons point
une suite infinie de nombres réels x,, x4, ..., Zp, ...
qui seront, par définition, les coordonnées de rangs
y 2y seey Ny ... du point et tels que la série
22 + 2} + x} +. .. soit convergente (*). ,

Nous considérerons deux points comme distincts si
leurs coordonnées de méme rang ne sont pas toules

1

respectivement égales. Dans le cas contraire, les deunx
points coincident et I'on voit que : 1° si @ coincide
avec b, b coincide avec a; 2° si a coincide avec b et b
avec ¢, a coincide avec c.

Nous aurons & utiliser, pour la suite, la remarque
suivante :

Si les séries & termes'réels

ri+zi+.. i+ ..,

Yi+yi+o i+
sont convergenles, il en est de méme de la série
Y1+ ZaYate it TnYut ...
Cela résulte immédiatement de I'inégalité évidente

zf+...+x,’,+_y%—'.—...+,y?,.
2

lrlyil'(""'—*‘lxn}’n[é

On en déduit facilement que, si z,, zy, ... ;

(') Cette définition provient d’une définition de M. Hilbert, mo-
difiée par M. Riesz ; elle correspond dans la théorie des fonctions a
I’introduction de la convergence en moyeénne étudiée par M. Fischer.
Javais déja étudié dans ma Thése une autre défipition de Pespace
# une infinité de dimensjops,
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Yis Yay esei - Uy, Uy, ... peuvent étre considérés
comme les coordonnées de certains points z, y, ..., u
au sens indiqué plus haut, il en sera de méme des

nombres
azy+Pyi+. ..+ 8uy, azy+ Bye+...+Busy ...,

oua,f, ..., & sontdes constantes réelles quelconques.
Nous désignerons alors le point correspondant par la
notation : az + By +...+8u, ot o, B, ..., & sont
des nombres et z, y, ..., u des points.

Définition de la distance. — Il est facile aussi de
déduire de la remarque précédente que, si les sérics

Em?, zyf convergent, il en est de méme de
2 (@i— i)
Nous appellevons alors distance des deux points

x: (2, Ty ...) et ¥ ()i, Y2, .--) la quantité bien
définte positive ou nulle

(Z, )=V (Z1—y )P+ (T2— ya)t+...+

On voit que : 1° (z,¥)=(y,x); 2° la condition
nécessaire et sulfisante pour que deux points coincident
est que leur distance soit nulle; 3° quels que soient
les points z, y, 3, on a

(z,7)(2,2)+ (¥, 3)
et, par conséquent (en permutant z, y, 3),

(wa}’)él(xaz)_(.y’z)l (l)

(1) Ceci permet de considérer (&, ) comme éedFt de z ely au
sens défini dans ma Thése [ Sur quelques points du calcul fonc-
tionnel (Rendiconti del Circolo di Palerma, 1906)] et, par con-
séquent, d’appliquer les théorémes généraux qui y sont démontrés,

v
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Alors nous adopterons pour le deuxiéme-symbole
non défini de M. Padoa la signification suivante :

Le couple de points a, b sera superposable au
couple de points ¢, d si les distances (a, b), (¢, d)
sont égales, de sorte qu'on représentera ces deux
circonstances identiques par le méme symbole

(a,b) = (c,d).

Cette définition satisfait a la condition évidemment
nécessaire que, si @, b coincident, il en est de méme
de ¢, d, et réciproquement.

Nous allons maintenant suivre pas & pas les défini-
tions de M. Padoa et en donner la traduction analy-
tique qu'on obtient immédiatement pour quelques-
unes, d’'une fagon moins simple pour d’autres.

Derinirion I. — St a, b sont des points distincts,
« droite ab » signifie : figure a laquelle appartient
chaque point x tel qu’il n’eriste aucun point y
distinct de x qui vérifie simultanément les condi-

tons
(a,y) = (a,x), (b,y)=(b,x).

Soient a;, @z, ... ; by, ba, ... les coordonnées des
points a, b. Les quantités (b, — a,), (b;— a,), . .. ne
seront pas toutes nulles; soit, parexemple, by — a 3£ o.
Appelons F la figure formée par tous les points dont
les coordonnées peuvent s’écrire sous la forme

(1) aj+A(by—ay), ay+A(by—as), ...,

ou A désigne une conslante réelle quelconque. Autre-
ment dit, appelons F U'ensemble des points vérifiant .
les équations

Z,—ay Zo— Qs

b]*ag bg—ag
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dans lesquelles on prendra par convention le numéra-
teur égal a zéro, quand le dénominateur sera nul.

Je veux démontrer que la droite ab existe et coin-
cide avec F.

Pour démontrer que la droite ab existe; il suffit de
prouver qu’il y a des points satisfaisant a la définition I.
Or, il suffit de remarquer que, si y est distinct de a,

ona
(a.y)>0, (a,a)=o0;

donc on n’a pas :
(a,7)=(a,a).

Par suite, a est un point de la droite ab; de méme
pour b. On voit d’ailleurs immédiatement que a, b
font aussi partie de F.

Je dis maintenant que, si 2 n’est pas sur F, il existe
au moins un point y Zx, tel qu'on ait, a la fois,
(a,y) = (a,z), (b,_}’):(b,.’l‘)

Pour cela, prenons pour y un point dont les coor-
données sont de la forme

ri=2a01—z+2p(by—ay),
YVe=12as—-ZTa+ 2 (by—ay),

ol u est une constante réelle. Ce point est certainement
distinct de z, quel que soit ., sans quoi x serait de la
forme
a+p(b—a)
et, par suite, serait sur F.
Or, on a

= (nay = ip| s P bimante Pla—n) (b—ap),
(1 bR —(z,b)r = 4(p—1) [pZ(b,»— a‘-)=+2(a,¥— ;) (‘én—ai)],
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et I'on peut, puisque Z(b,-—ai)2 # 0, choisir u de
fagon a annuler le crochet, ce qui démontre la propo-

sition. Alors, la droite (a,b) ne comprend que des
points de F.

Réciproquement, tout point de F est sur la droite ab.
Pour le prouver, nous allons d’abord démontrer que,
si un point ¢ n’est pas sur la droite ab, on a

[(a,c)—(byc)| < (a,b) < (a,c)+(b,c)

En effet, quelle que soit la position de ¢, on a
Loujours

[(a,e)—(b,c)|2(a,b)S(a,c)+(b,¢);
il suffit donc de montrer que I’égalité
(2) (a,b)==%(a,c)E(b,¢)

n’est possible que si ¢ est sur F. Or, celle-ci est équi-
valente a la suivante :

[(@,e)*+ (b, c)*—(a, b):]* =4 (a,c)*(b, )

Si ¢ a pour coordonnées ¢y, ¢, ..., cette égalité
peut s’écrire

E[E(ai—— ci)2] [Z(l);——ci)ﬁ]—~[2(ai— c)(b;— c,-)]2= o.

D’autre part, le premier membre est la limite de

i=n i=n M
a,-—c,)’Z(b —ci)t— [Z(Gi—ci)(_b[——ci)]

i=1

H

i
i

no

e

/ =n

Il

[(a,-—-c Y(bj—c;)—(aj-~c;)(bi—ci)]*.

i=1;j=

On voit qu’on a toujours

=]
A
2
In
Q
L
In
A
Q
3
A
A
el
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Donc, pour que K soit nul, il faut que

01=09g=03=...=0p=...=0,

ce qui nécessite qu’on ait, quels que soient les en-
tiers £, j,

(3) (ai—ci)(bj—c;) —(aj—c¢;) (bi—ci) =0

ou

(l),‘—a,-)(cj—-a,-) ——(b_,-——ajj(c,--—ai) = o,

et, comme by — ax >~ o, on a, en prenant j = K,

Ck — @
ci—a;=(b;—a; .
i i ( i l) bl:—a/c
’ e . Cr— A .
En définitive, on voit, en posant A = ~——=, que si
br— ay

Pégalité (2) est vérifiée, les coordonnées du point ¢
peuvent s’écrire

c,:a,—l—)\(b.—a.), c,=a2+).(b2—a,), ceny

c’est-a-dire que ¢ est sur F. Réciproquement, si ¢
est sur F, les égalités (3) sont vérifiées; par suite,
Gy G2, ... sont nuals, donc aussi K, et I'on a I'éga-
lité (2).

Démontrons encore un autre lemme. Considérons
deux points de F distincts : y, c¢; lears coordonnées
seront de la forme (1) et ils correspondront & deux
valeurs distinctes : X', X. Un calcul simple montre alors
qu'on a

\ (.710)'=|)"_ll(a,b)» (}')a)=|)"l'(a:b)»
(4) ? (.}’»b):‘l}‘l'—ll(a‘)b)a
(c’a)=l)‘,(aab)r (c:b)=l)‘_l](a’b)'

Il résulte de ce qui précéde que, si ¢ est sur F, il
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n’existe aucun autre point y distinct de ¢, tel que
(y,a):(c,a), ()’»")=(Cyb)"

En effet, puisque ¢ cst sur F, on aurait, d’apres les
égalités (4),
(a,b) =% (a,y) = (b,y),

el y devrait étre aussi sur F.
Mais alors, si A’ est la valeur de A qui correspond
a y, les égalités (4) donneraient

W= M ==,

d’ott A=, et y ne serait plus distinct de c.
En résumé, nous avons démontré :
1° Que la droite ab coincide avec F, c’est-a-dire a
pour équation
' xry—a, ZTy— Qs
by —ay - by —a,

2° Que, si ¢ est un point de la droite ab, on a
(a,6) == (a,c) = (b,c);
3° Que, s1 ¢ n’est pas sur la droite ab, on a
[(a,e) — (b,c)| < (a.b) <(a,c)+(b,c).

11 en résulie que, si‘a, b, ¢ sont trois points distincts
et si ¢ est sur ab, a est sur bc et b est sur ac; la réci-
proque est vraie. On saura donc maintenant distinguer
si trols points sont ou non alignés.

Passons maintenant aux autres définitions de
M. Padoa, qui vont nous permeltre de décider de la
position de trois points en ligne droite.

Deérintrion . — S¢ a et b sont deux points
distincts, « milieu de ab » signifie : point ¢ de la
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droite ab, tel que
(a,c) = (b,c).

Si ¢ correspond a la valeur A du paramétre, les
formules précédemment démontrées prouvent qu’on

devra avoir '
I)‘l(a’b):!"_‘|l(avb)’
d’ou :
=1,
2
et alors
C,‘=g’%b—i (I::I,?.,.‘.).

Ainsi, le milien de ab existe, est unique et est
représenté par
a+b
2

.

c =

Derinrrion III. — « Sphére de centre a et passant
par b » signifie : figure a laquelle appartient tout
point x, tel qu’on ait

(a,2) = (a, b).

On aimmédiatement 'équation de cette sphére,

2 (ai—z;)? =2 (ar—bi)3;

on voil qu'elle existe et comprend méme une infinité
de points.
I suffit de prendre, par exemple,

ry=a;+ cos)\‘ / E(a; — b;)2,
22 = ay-tsin )| / 2“‘“— by,

T3 = Az,

ol A est un paramétre arbitraire.



( 106 )
Derinition IV, — « Sphére qui a pour péles a et b »

signifie : sphére qui a pour centre le milieu de ab et
qui passe par b.

Son équation sera donc

3 (w2 ) = (o ) =3 ()

Pour pouvoir définir plus facilement la position d’an
point sur la droite ab, nous commencerons par appeler
cosinus directeurs de la direction positive qui va de a
vers b les quantités

___bl"'al _bz—az
"Flawn *TTarn U

qui, en valeur absolue, sont au plus égales a 1 et telles
que

Alors, si ¢ = a + A(b — a) est un point quelconque
de la droite ab, on pourra, en posant p=1X(a, b),
écrire ses coordonnées sous la forme

C1= Q)+ P2y, Cy = Qg+ P, ey
et I'on aura évidemment
(c,a)= l P s

ce qui donne la signification géométrique du para-
métre [p|.

De méme, posons p. = — et ’on aura

_ i+ wb, _ Gt }J-bg,

! 1+ : I+ @

La signification de || sera donnée par la formule
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évidente
(c,a) _

(C,b) '_Ip'l'

Les définitions suivantes fixeront la signification géo-
métrique des signes de p et de p.

Derinition V. — Si ¢, d sont des points distincts
sur la droite ab, « (¢, d) n’entrelace pas (a, b) » si-
gnifie : la sphére de pdles a, b n’a aucun pocnt
commun avec la sphére de pdles c, d.

Ecrivons les points ¢, d sous la forme

C__a—i—yb _a+p'b
T e B

Il faudra que les équations suivantes n’aient pas de
solutions communes :

| Sy (),

(%) L 1e e s
| 2(—=5)=(59)
ou
E(z—a)(.t—b):o
et

N@—ap+ () Y @—a)@—b)+pu’ Y, (@—bp=o.

Il faudra, en particulier, que 'équation

E(w —a)+ HH’E(-‘»- b)r=o

ne soit pas vérifiée, ce qui aura évidemment lieu si
' > o.

Cette condition suffisante est nécessaire. Il suffit de
démontrer que, si pp'S 0, les sphéres (5) ont au moins
un point commun.
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En effet, si pp’'= o, elles ont évidemment en commun
le point a@; si py' est iofini, elles ont en commun le
point b.

Reste le cas ol pp' est fini et négatif. Appelons
(a4, @2y ...) les cosinus directeurs de la direction de a
vers b et montrons d’abord qu’il existe un point X de
la droite ab tel que

Xi=a;+ Y= b+ *{'ai= ci+Ou; =d;+ 8'a;

(t=1,2,...),
ou v, ¥/, 8, & sont quatre constantes réelles telles que
3 =vy <o.

Pour cela il suffit de prendre X = a —+ ya et de dé-
terminer ¥y, Y, 8, & par les conditions

i, _b—a 5, _Ct—a 5 _d—a
T=1 7’ =y—— = ,
_ 88’ = pg/,
qui deviennent
{=v— PR S C2L DN I (G
= (aﬂb)’ o= Py N o=y I+y.’
et
v~ — _ .,  w(a,b) __(L'(zL,b)].
& (a’b)]"[{ I—HLJ[{ i+
D’ou
L k(e b)
(= —F—
o

quantité bien déterminée, phisque pp' — 1< o.
On a bien alors
2
= py Lﬁa‘b) ] <o

7
wi—1

D’autre part, on peat évidemment choisir d’une infi-
nité de maniéres des nombres réels B,, B2, ... tels que

aBy+238;+...=0, B}+Bi+...=1.



Je dis maintenant qu'on peut choisir le nombre
réel ¢ de fagon que le point de coordonnées

z1= X+ thy, 2y =Xa+tfs,

soit sur les sphéres (5). En effet, on aura, d’aprés (6),
pour ces valeurs des z;,

2(1‘1'— a;) (zi— b;) = 2+ vy,
2(“7 — ¢i) (@i —di) = 12+ 8,

et, comme yy'= 33’ << 0, on pourra toujours prendre
2+ yy'=12+ 88 =o.
En défimtive, pour que les points

a—+ ub a—+p'b
Rl what d==""t_
1+ B [

forment un couple (¢, d) qui n’entrelace pas ab, il
Saut et il suffit que wy' soit fini et positif.

Derinirion VI. — « z est un point placé entre a
et b » signifie : si m est le milicu de ab, x coincide

avec m ou est un point de la droite ab tel que mx
n’entrelace pas ab.

On a vu que

a+b
mn —= ——
2

et que z est de la forme

a—+ pb
1+ p

Donc, u doit étre positif, puisque m peut s’écrire

_a—+p'b
Y
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avec W' =1 et que pp’ doit étre positif d’aprés ce qu’on
vient de prouver.

En définitive, pour que le point z soit placé entre a
et b, il faut et il suffit qu'on puisse I'écrire sous la
forme ‘

a —+ p.b ,
1+ @

o . est un nombre fini et positif.

Ou bien encare, er pasant & = a + pa, OU &, %y, ...
désignent les cosinus directeurs de ka direction positive
qui va de a vers b, il faut qu’on ait

0 < p < (a,d),
car on aura
p

ab—a

=

Derintrion VIIL — « Segment ab » signifie: figure
a laquelle appartiennent a, b et tout point placé
entre a et b,

D’aprés ce qui précéde, le segment ab sera la figure
formée par Llous les poinls z =« + px, ol pest un
nombre réel tel qu’on ait

0ips(a,bd).
Autrement dit, c’est le licu des points x tels que

,..Z‘,—a, Ty — (1,
o< = =... %1

Tby—ay T by - ay

Deérinirion VUL — « Prolongement de ab vers b »
signifie : figure a laquelle appartiennent tous les
points x tels que b soit placé entre a et x.

II faut que

p- LHUr
T

avec fini et positif,
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On peut donc déterminer p de agon que z = a + pa,
en prenant
P p(a—i—pa)’

(+u
d’ou
I+ u
=(a, b .
p=( ) m
ou
_ (a,b)
H_p—(a,b)

Ainsi, le prolongement de ab vers b est formé de
tous les points

pour lesquels

r=a-+pa
p>(a,b).
Autrement dit, c’est le lieu des points z tels que

Ty — @, Ty — Ay
by — a, by — ay

=...>1.

Dérinirion 1X. — « Rayon ab » signifie : figure a
laquelle appartient tout point du segment ab et du
prolongement de ab vers b.

Ce sera donc l'ensemble des points z=a + pa
pour lesquels pZo, ou bien le lieu des points x tels que

Ty — ay Ty — Qo

b,»—a, - bz—ag

=...20.

Derinirion X. — Sic et d sont des paints distincts
sur ladroite ab, « d suit c comme b suit a » signifie:
le prolongement de ab contient le prolongement de
cd ou celui-ci contient celui-la.

Alors il faut que ¢, d soient des points de la droite ab
tels que la valeur commune des rapports

d1—01 _ (‘lg—C,
by—ay,  by—ay

soit positive,
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" DeriniTion X1, — « Symétrique de a ))ar rapport
a b » signifie : point x tel que b est le centre de ax.

On aura

d’ou
xr=12b—a;

le point z existe et est unique.

Derivition X1, — « ab est perpendiculaire & be »
signifie : b est un point de la sphére qui a pour
poles a et c.

C’est-a dire qu’on a
E(bt* a;)(b;j—¢,) =o,

ou encore, en appelant (a,, o, ...), (B¢, B2, ...) les co-
sinus directeurs de la direction qui va de a vers b ou
de b vers a el de la direction qui va de b vers ¢ ou de

¢ vers b,
)
Za,-ﬁf: o

Derinition XL — 8¢ dest un point distinct de c,
«(c, d) est paralléle a (a, b) » signifie : le symétrique
de a par rapport au centre de bc est un point de la
droite cd.

Autrement dit,

'<2>< b_:c-—a.>=c+)\(d—-c),

d’aprés la définition XI, ou

b‘——al _ bg——ag

dl"—‘C| dg-—-Cg
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Derinirion XIV. — « & est un point intérieur au
triangle abc » signifie : z est un point distinct de a
et il y a un point y du prolongement de ax qui est
placé entre b et c.

D’aprés ce qui précéde, on aura

brpe _a+dy

e Y avec A>o, p>o.

D’ou
_a A An
- I+)\+(l+)\)(l—|—-(}.)b+(l+)\)(l+ p.)c

ou
x = ra + sb + tc,

ou r, s, ¢ sont trois nombres réels tous positifs et tels
que
r+s+t=r.

Derinition XV. — « x est un point intérieur a
Uangle bac » signifie : x est un point distinct de a
et il ¥ a un point y du rayon ax qui est placé entre
betec.

Alors

x =ra—+ sb+tc avec r+s+t=r1;

mais on suppose seulement que s et ¢ sont de méme
signe.

Dérinirion XVI. — « Plan abe » signifie : figure
a laquelle appartient tout point x tel qu’il n’existe
aucun point y distinct de x vérifiant simultanément
les conditions .

(a,y)=(a,x), (b, y)=(b,2), (¢, )= (¢, 2),

les points a, b, c étant supposés non en ligne droite.
Ann. de Mathémat., 4* série,t. VII[. (Mars 1908.) 8
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Soit P la figure formée par tous les points z tels

que
r = ra + sb + tc,

ou r, s, ¢ sont trois variables réelles quelconques assu-
jetties seulement & la relation r + s + ¢ =1. Je dis que
le plan abc existe et coincide avec P.

Le plan abc existe, car, si y est distinct de a, on a

(a’.y)>0 et (a’a)=ov
donc

(a,y) # (a, a);

par suite, le plan abc comprend bien au moins le
point a et de méme les points b et c.

Soit maintenant x un point de P; je dis qu’il est
dans abc.

En effet, on voit facilement qu’on a, quel que soit y,

"[(a7 .}/)2_(“’1‘)’] +S[(b$)’)2_(bvx)z]
-+ l[(C,.Y)’—(C, x)’] = (xv.}/)a'

Si y est distinct de z, on n’a donc pas simultané-
ment

(a,y) = (a,z), (b,y):(b,x), (¢, y)={(c,2);

z est dans le plan abe.

Réciproquement, je dis que, si 2 est dans le plan abc,
il est dans P.

Il suffit de prouver que, si  n’est pas dans P, on
pourrait trouver un point y distinct de z tel qu’on ait

simultanément

‘ (a, y)-da,xz)=o0,
(6) 4 (b!y)ﬁ_(b5x)2=03
[ (e, 73 e, 2 =o.

Pour cela, prenons

y=2ra+sb+tc)—x avec r+s+t=1I,
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les nombres r, s étant & déterminer par (6). Le point y
est sirement distinct de z, sans quoi celui-ci serait
dans P. D’autre part, les premiers membres des équa-
tions (6) peuvent s’écrire, en posant ra + sb + tc = u,

Z(ui— a;) (u;—x;) = o,
Z(u;— b)) (ui— z;) = o,
Z(ui—‘ ci)(ui— ;) = o;

en multipliant par r, s, ¢ et ajoutant, on aura une iden-
tité. Si donc on prend par exemple ¢ £ o, il suffit de
satisfaire aux deux premiéres. Celles-ci peavent s’écrire,
en développant,

(r—1)(rp2+sI —H)+s(rI +sa2—R)=o,
(s —0)(rI +sa?—R)+ r(rft+sI —H)=o,

et posant
@=(bop,  P=(aen), I=Y(e—a)(e—bo,
H =2(ci—zi)(c,~—a1), R =Z(c,~—x,~)(c,~-—b,~).
On satisfera donc 4 ces deux équations en prenant
rP2+4sI—H=o, rl+sa2— R =o0. ’

Il y a une solution unique en r et s, car le détermi-
nant des coefficients,

;’" pr— 1’=Z(bi-— Cz')’E(at_— ci)t
_ [E(Ci—a,’) (ci— bi)]’, ‘

est positif, d’aprés la démonstration donnée & propos
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de la définition I, puisque les trois points a, &, ¢ ne
sont pas alignés.

Le théoréme est ainsi démontré. ‘
(A suivre.)

[K12ba]
SUR LE PROBLEME D'APOLLONIUS ;

Par M. Mavrice FOUCHE,
Répétiteur a PEcole Polytechnique.

L. La méthode si remarquable que M. Bricard vient
de faire connaftre pour construire les cercles tangents
a trois cercles donnés peut se déduire assez facilement
de celle qui avait été indiquée autrefois par Poncelet
et que j’ai publiée dans ce Recueil en 1892, la croyant
alors nouvelle.

Soient (fig. 1) :

0, O/, O les trois cercles donnés;

A Pun des centres de similitude de O et O';

B l'un des centres de similitude de O et O”;

AC, AE les tangentes communes des cercles O et O’
passant par A;

BD, BF les tangentes communes de O et O” passant
par B; C, D, E, F étant les points de contact de ces
tangentes avec O.

La méthode de M. Bricard consiste a joindre CF et
DE qui se coupent en P, ou CD et EF qui se coupent
en Q. Ensuite, on méne au cercle O une tangente pa-
ralléle & I'une des tangentes communes aux cercles O’
et O" qui passent par celui des deux centres de simili-
tude de O’ et O” qui se trouve sur I'axe de similitude AB,
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en ayant soin de choisir, parmi les deux tangentes
paralléles au cercle O, celle qui est homologue de la
tangente commune qu’on a choisie aux cercles O
et 0”. Si G est le point de contact de cette tangente
avec O, on joint GP et GQ qui rencontrent le cercle O

Fig. 1.

en deux autres poihts M et N. M et N sont les points
de contact avec O des deux cercles tangents aux trois
cercles donnés qui correspondent & l'axe de simili-
tude AB.

Si l'on avait choisi la seconde tangente commune a
O’ et O", on aurait retrouvé les deux mémes points M
et N.

Une remarque trés simple permet d’abord de modi-
fier cette construction en diminuant d’une unité le
nombre des lignes droites a tracer. Désignons par R,
S, T, U les sommets du quadrilatére formé par les
tangenles communes issues de A et de B. Il résulte
d’abord du théoréme de Pascal relatif 3 ’hexagone
inscrit que les quatre points A, B, P, Q sont en ligne
droite, c’cst-a-dire que les points P et Q sont sur I'axe
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de similitude. De plus, les droites CF et DE doivent
se couper sur la polaire .du point Q par rapport au
cercle O, laquelle n’est autre que la diagonale SU du
quadrilatére circonscrit au cercle O. De méme, la
droite RT passe au point Q. Ainsi, les points P et Q,
qui jouent un rdle si important dans la construction,
sont les intersections de l'axe de similitude AB avec
les diagonales du quadrilatére des tangentes communes
issues de A et B.

Ajoutons que les points P et Q sont conjugués par
rapport au cercle O, puisque SU est la polaire de Q
et qu’ils sont aussi conjugués par rapport a AB, a
cause de la propriété bien connue du quadrilatére
complet. De la résulte une nouvelle définition de ces
points : ce sont les points conjugués communs dans
deux involutions définies sur la droite AB, 'une par les
points doubles A et B, 'autre par le cercle O. Ces
deux involutions sont bien distinctes, puisque les
points A et B, n’étant pas sur le cercle O, ne sont pas
les points doubles de I'involution des points conjugués
par rapport au cercle.

Considérons maintenant la construction de Pon-
celet. 1l faut mener un cercle isogonal aux trois cercles
donnés, c’est-a-dire un cercle coupant les trois cercles
donnés en trois points antihomologues, prendre I'in-
tersection H avec AB de la corde commune a ce cercle
isogonal etau cercle O, et mener de H deux tangentes
au cercle O. Les points de contact sont les points
cherchés M et N, .

Or, G est I’homologue des points de contact G' et G”
de la tangente commune aux cercles O’ et O”. Si donc
on joint GA et GB, on obtiendra sur le cercle O deux
nouveaux points d’intersection I et J qui seront res-
pectivement antihomologues de G’ et G, lesquels sont
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eux-mémes antihomologues sur les cercles O’ et O”.
Donc celui des cercles isogonaux qui passe par G/, G,
I passera aussi par J, et IJ ( fig. 2) sera la corde com-

Fig. 2.
G

N

A P’ B H 9’

mune. Si H est 'intersection de IJ avec AB, c’estde H
qu’il faudra mener les tangentes au cercle O. Soient
HM et HN ces deux tangentes. Pour justifier la con-
struction de M. Bricard en partant de celle de Pon-
celet, il sulfira de démontrer que la droite GM passe
au point P et la droite GN au point Q, les points P
et Q étant définis comme précédemment.

Soient P’ l'intersection de AB et GM, Q' -l'intersec-
tion de GN et AB. Il suffira de prouver que P’ et Q’
sont conjugués par rapport & AB et conjugués aussi
par rapport aua cercle O.

En premier lieu, les quatre points I, J, M, N, situés
sur des droites issues de H, forment sur le cercle une
involution dont M et N sont les points doubles. Donc
le faisceau des quatre droites issues de G est harmo-
nique, et il en est de méme de la division que ce fais-
ceau détermine sur AB.
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La seconde propriété est une conséquence du théo-
réme suivant :

Par un point G d’une conique, menons deux sé-

cantes GM, GN, puis les tangentesen M et N ( fig. 3),

Fig. 3.

lesquelles se coupent en H. Si une droite pivote
autour du point H, elle déterminera sur GM et GN
des points P' et Q' qui seront conjugués par rapport
a la conigue. '

En effet, les points P’ et Q' forment deux divisions
homographiques dont on connait trois couples, savoir :
1° G, point commun; 2° M et l'intersection de HM
avec GN; 3° N et l'intersection de HN avec GM.
D’autre part, les points conjugués par rapport a la
conique et situés respectivement sur les deux droites
GM et GN forment aussi deux divisions homogra-
phiques qui admettent les mémes couples. Donc la
correspondance homographique est identique dans les

deux cas, et les points P’ et Q' sont bien conjugués par
rapport a la conique. C. Q. F. D.

II. Dans le méme article, M. Bricard a signalé deux
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théorémes relatifs a quatre cercles tangents 3 un méme
cercle. Ces deux théorémes peuvent se démontrer par
'application de la construction précédente.

Soient (fig. 4) deux triangles ABC, A'B'C’ ayant

Fig. 4.

leurs c6tés respectivement paralléles. Considérons sur
ces cOtés les semi-droites BC, CA, AB et les semi-
droites de méme sens C'B/, A’C/; B'A’, semi-droites
que nous désignerons respectivement par a, b, c,
a, b, ¢. Le premier théoréme consiste en ce qu’il
existe un cycle tangent aux quatre cycles respective-
ment tangents aux systémes de semi-droites : abc,
ab'c, a'bc, a'b'c.

Proposons-nous de chercher le cycle tangent aux
trois cycles abc, a’bc’, a'b'c, dont le premier sera
désigné par O. 1l faut d’abord chercher I'axe de simi-
litude. Or, la droite AC est une tangente commune
aux cycles O et a'b¢’, et les points B et B’ d’ou partent
deux couples de tangentes respectivement paralléles
sont homologues dans I’homothétie des deux cycles.
Donc, le centre de similitude de ces deux cycles est le
point d’intersection Q de AC et de BB'. Soient de
méme P et R les intersections respectives de BC et AC
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avec AA’ et CC'. L’axe de similitude cherché est la
droite QR, et les droites PR et PQ sont les axes de
similitude des deux autres systémes de trois cycles
comprenant le cycle O.

On peut remarquer que les trois droites AP, BQ,
CR passent par le centre d’homothétie des triangles
ABC, A’B'C/, ce qui nous dispensera a 'avenir de tra-
cer le triangle A’B'C/. Tl suffira, pour figurer les
points P, Q, R, de joindre A, B et C a un point quel-
conque I du plan et de prendre les intersections des
trois droites ainsi obtenues avec les c6tés du triangle

ABC (fig. 5).

Pour continuer la construction, il faut mener de Q
et de R des tangentes au cercle O. Nous prendrons les
cbtés mémes du triangle qui touchent le cercle en E
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et F; puis nous joindrons EF qui rencontre QR en G.
Enfin, il faut joindre le point G au point de contact de
la semi-droite tangente 2 O et paralléele a I'une des
tangentes communes aux deux autres cycles. Or, B'C
est 'une de ces tangentes communes et BC, qui touche
le cycle O en D, est bien la semi-droite tangente a O
et paraliéle 3 B'C/. Donc, nous joindrons GD, qui
coupe le cycle O en un second point M; M sera le point
de contact d’un cycle tangent aux trois cycles considé-
rés. Le théoréme sera donc démontré si I'on fait voir
qu’on retrouve le méme point M quand on répéte la
construction précédente en partant d’une autre combi-
naison du cycle O avec deux des trois autres cycles.

Si G, H, K sont les points d’intersection respectifs
de EF et RQ, FD et PR, DE et PQ, il suffira de mon-
trer que les droites GD, HE, FK passent par un méme
point situé sur le cercle O. Je dis que cela revient a
prouver que le triangle GHK est autopolaire par rap-
port & ce cercle. Supposons, en effet, que G et K
soient deux points conjugués par rapport a ce cercle,
et soit M, T'intersection de GD avec FK. La polaire
de G, par rapport a 'angle EKF, doit couper EF au
point conjugué de G, et, comme elle passe au point K,
elle se confond avec la polaire de G par rapport au
cercle. Donc, elle coupe GD en un point qui est
conjugué de G a la fois par rapport & M, D et a MD,
ce qui exige que les points M et M, se confondent,
c’est-a-dire que M, soit sur le cercle O. On prouverait
de méme que EH passe aussi au méme point M.

On peut ajouter que la polaire de G devant passer
par H et par A, les trois cOtés du n‘i."mgle GHK
passent respeclivement par les trois sommets du
triangle ABC. .

Il reste 4 démontrer que le triangle GHK est auto-
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polaire, ou, plus simplement, que G et K sont conju-
gués par rapport au cercle O.
A cet effet, considérons (fig. 6) un triangle ABC et

Fig. 6.

un point fixe G autour duquel nous ferons pivoter une
droite qui rencontre AB en R et AC en Q. Joignons
RC et QB qui se coupent en I, puis Al qui détermine
sur BC un point P. Je dis que la droite PQ coupe BG
en un point qui reste fixe quand RQ pivote autour
de G. Soit, en effet, K ce point d’intersection, et soient
aussi S et T les intersections respectives de PQ avec
AB et GA. A cause du quadrilatére QIPC, la division
ABRS est harmonique; il en est donc de méme du
faisceau G.ABRS, de la division TKQS et enfin du
faisceau A.TKQS ou A.GKCB. Donc AK est la po-
laire de G par rapport 4 'angle BAC et le point K est
fixe a 'intersection de GB avec cette polaire.

Cela posé, considérons (fig. 7) une conique DEF,
inscrite dans le triangle ABC; D, E, F étant les points
de contact. Prenons le point fixe G sur EF. Le point D
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peut étre considéré comme une des positions du
point P, puisque, d’aprés le théoréme de Brianchon,
les trois droites AD, BE, CF sont concourantes. Donc
le point fixe K est a l'intersection de GB et ED.
Comme le point K est sur la polaire de G par rapport

a 'angle A, laquelle est aussi la polaire de G par rap-
port a la conique, les points G et K sont conjugués
par rapport a la conique ('). Si maintenant nous
construisons le triangle PQR comme précédemment,
en faisant passer RQ par G, la droite PQ ira passer au
point K. Inversement, si l'on construit d’abord le
triangle PQR en se donnant le point I, on prendra
pour G lintersection de EF et de RQ, et la droite PQ
coupera la droite BG au point K conjugué de G par
rapport & la conique. Or, c¢’est précisément la construc-
tion qui a été faite. Donc, le triangle GHK est bien
autopolaire. C. Q. F. D.

(') Cela résulte aussi du théoréme démontré dans la premiére
Partie de ce travail, puisque la droite GK passe par le point B d’oa1
partent les tangentes BD et BF.
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Remarque. — Le point M ne dépend que du
triangle ABC et du point L. '

De plus, si 'on fait pivoter la droite RQ autour du
point G, le lien du point I, intersection des droites
homographiques BQ et CR, est une conique qui passe,
comme on le reconnait facilement, par les trois points
A, B, C et e point de cancours w des trois droites AD,
BE, CF. Si le point G reste fixe, il en est de méme des
points H et K et, par conséquent, du point M. On peut
donc ajouter au premier théoréme de M. Bricard la
remarque suivante :

Le cycle tangent aux quatre cycles considérés
touche le cycle inscrit au triangle ABC en un point
qui reste fixe quand on remplace le triungle A'B'C/
par un autre en conservant le centre d’homothétie
des deuz triangles ou méme en déplacant ce centre
d’homothétie sur une conique circonscrite au triangle
ABC et passant par le point de concours des trois
droites qui joignent les sommets du triangle aux
points de contact du cycle inscrit.

On peut remarquer aussi que les cotés du triangle
GHK sont langents a cette conique.

Si Pon fait une perspective pourremplacer le cercle O
par une conique, on obtient le théoréme suivant :

Considérons une conique inscrite dans un triangle
ABC et le faisceau des coniques circonscrites & ce
triangle et passant par le point de concours des
droites qui joignent les sommets du triangle aux
points de contact D, E, F de la conique inscrite. Le
triangle formé par les tangentes en A, B, C a 'une
quelconque des coniques du faisceau est homolo-
gique au triangle DEF, et le lieu du centre d’homo-
logie est la conique inscrite considérée.
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Enfin, je signalerai les propriétés suivantes :

Nous savons déja que les deux triangles GHK et
DEF sont homologiques, avec M pour centre d’homo-
logie. Je dis que 'axe d’homologie de ces deux trian-
gles passe au point w. En effet, soit (fig. 5) G'H'K’
cet axe. G’ est conjugué de G par rapport & EF et
K’ de K par rapport a ED. Donc, les trois droites GK,
G'K’, FD passent par un méme point et forment un
faisceau harmonique avec la droite qui joint ce poiat
au point E. Alors la division déterminée par ce faisceza
sur la droite BE doit étre harmonique. Or précisément,
a cause du quadrilatére BF wD; le pomt o est conjugué
du point B par rapport aw segment compris entre E et
FD. Donc, la dreite G'H' passe bien au point w.

Le triangle DEF est autopolaire par rapport a la
conique des quatre points. En effet, la droite EF qui
passe par G pole de BC, puisque GB et GC sont deux
langenles, et qui coupe Aw au point conjugué de D
par rapport 4 Aw a cause du quadrilatére AFwE, est
bien la polaire du point D.

La tangente en o a la conique des quatre points est
'axe d’homologie G'H'K/, car le pole de w, devant étre
sur AH tangente en A et sur EF polaire de D, est
en G.

Enfin, le point M est le pdle de I’axe d’homologie
des deux triangles ABC, DEF. En effet, le pole de GD
se trouve a l'intersection D' de'BC, polaire de G, et
EF, polaire de D. De méme, les deux autres droites
HE et KF, qui passent aussi en M, ont leurs péles aux
points E' et I/, ot se coupent CA et DF, puis AB et ED.
La polaire du point M est donc bien la droite D'E'F'.
Ainsi la coniqgue DEF est le lieu des péles de la
droite fixze D'E'¥F' par rapport auz coniques du
Saisceau. (A suivre.)
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[O8a]

_CONSTRUCTION DES CENTRES DE COURBURE DES LIGNES
DECRITES PENDANT LE DEPLACEMENT D’'UNE FIGURE
PLANE SUR SON PLAN;

Par M. FARID BOULAD,

Ingénieur au Service des ponts des chemins de fer
de PEtat égyptien.

Nous nous proposons de donner ict deux nouvelles
constructions géométriques, trés simples, des centres
de courbure des courbes décrites pendant le mouve-
ment plan d’une figure plane invariable de grandeur
dont deux points décrivent deux courbes connues dans
le plan de cette figure.

Daus le cas particulier ou les deux courbes connues
sont des droites, nous avons été conduit & une con-
struction géométrique trés simple, comme celle donnée
par M. Mannheim, pour le centre de courbure des
coniques.

Nous justifierons ces constructions par une démon-
stration purement géométrique indépendante de la
considération de ce mouvement comme étant un mou-
vement épicycloidal.

Nos constructions consistent dans les deux solu-
tions ci-aprés 1° et 2° de I'important probléme de
Cinématique (*). . '

Unre figure plane invariable de forme se déplace

(') Qu’il nous soit permis de remercier ici le D* Grindly, direc-
teur de PEcole polytechnique du Caire, pour avoir bien voulu
nous renseigner sur les recherches déja faites sur cette question.
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sur un plan de facon que deux points A et B
(fig. 1) de cette figure restent respectivement sur

Fig. 1.

Aind

deuz courbes (A) et (B): on demande de construire
le centre de courbure y de la courbe (C) décrite par
un point quelconque C de cette figure, connais-
sant, pour une position quelconque AR, les centres
de courbure a et 3 respectivement relatifs aux
courbes (A) et (B). .

1° Si a et b sont les points de rencontre respectifs

Ann. de Mathémat., 4 série, L. VIIL. (Mars 19g08.) 9
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des deux normales Al et Bl en A et B avec une per-
pendiculaire quelconque a la droite Is qui joint le
centre instantané de rotation 1 au point de con-
cours s des droites AB et a3, le cercle circonscrit aux
trois points a,l,b coupe orthogonalement,enl,le licu
de ce centre. Pour avoir le centre de courbure vy
répondant a un point C, il suffit, si la normale 1C
rencontre en c le cercle (alb), de joindre le centre
de courbure « au point de concours t de la droite AC
avec la perpendiculaire It & la corde ac, par une
droite ta qui coupe, en vy, la normale 1C.

2° Si, par le point de rencontre v de la droite AB
avec la paralléle lv menée par 1 a la droite a3, on
méne a la droite Is une paralléle qui coupe respec-
tivement en a' el b les deux normales Al et Bl, le
cercle circonscrit auzx trois points &1V’ est le cercle
des inflexions de M. Bresse. Si Uon appelle ' le
point de rencontre de ce cercle avec la normale 1C
et u le point de concours de la droite AC et de la
corde a'c, la paralléle menée par o a la droite 1u
coupe AC au centre de courbure .

DEMONSTRATION.

1° Appelons 6§ et o les angles que font respective-
ment les normales Al et Bl avec un axe quelconque du
plan de la figure. Désignons par d(A), d(B) et d(1)
les différentielles des arcs des courbes (A), (B) et (I)
aux points correspondants A, B, I. Soient m et nles
points de renconire de la normale In au lieu (I) avec
les perpendiculaires élevées en a et B aux normales Al
et Bl. D’aprés la formule (1I1) indiquée dans le Cours
de Géométrie infinitésimale de notre ancien profes-
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seur M. d’Ocagne, p. 259, on a

d(A)=Aaxdb, d(B)=Bf dw

et
d(l):lmdﬂ:[ndw,

d’ou ’

d(A) _ Aaln

d(B) _ BB.Im’
mais, comme on a

d(a) _1a
(B) 1

on en déduit

Aa.ln.IB

BB.Im.1a "

Or, le triangle 2183, coupé par la transversale sAB,

donne
BB. IA sa
Axz.IB. sﬁ

Multiplions membre 3 membre ces deux derniéres
relations, et appelons n' le pied de la perpendiculaire
abaissée du point n sur IA; il vient

ce qui montre que la droite 3n' est paralléle a Is, et,
comme I~ est la normale au lieu (1), il en résulte la
proposition suivante :

2° Un cercle quelconque, tangent en | au lieu de
ce point, détermine, sur deux normales quelconques
1A et IC aux trajectoires de deuzx points quelcon-
‘ques Aet Cde la ﬁgure considérée, deux points o'
et c' tels que la corde a' ' est paralléle & la droite1¢.

Or, en vertu d’un théoréme: bien connu de Géomé-
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trie élémentaire, si a et ¢ sont les points de rencontre
respectifs de deux droites quelconques IA et IC avec
un cercle quelconque (alc) qui coupe orthogonale-
ment en un point I un autre cercle (a'ld’), les deux
cordes ac et a'c¢’ sont rectangulaires.

Par suite, la droite I¢ est perpendiculaire i la
corde ac.

3° Les droites vl et va’ étant, par hypothése, res-
pectivement paralleles aux droites sB et sI, on a

( Al _Av_Ad'
N Xz As AL

Pour démontrer que, dans ce cas, le cercle (a’'lb)
est le cercle des inflexions, il suffit de montrer que le
centre de courbure répondant & un point quelconque
¢’ de ce cercle est rejeté a Vinfini.

Or, si nous appelons r le point de rencontre de la
droite Ac’ avec la perpendiculaire I£ a la corde ac, le
point de concours des droites ra et I¢' est, d’aprés la
construction (1°), le centre de courbure correspondant
au point ¢’. Je dis que ces deux droites ra et I¢’ sont
paralléles.

Ea effet, la droite 17¢ est, d’aprés la proposition (3°),
paralléle a la corde ac’, et I'on a, en se rapportant aux

rapports (1),

Remarque. — Les constructions précédentes s’ap-
pliquent aussi a la recherche du centre de courbure de
I'enveloppe d’une droite du plan d’une figure inva-
riable,en déterminant le centre de courbure de la courbe
décrite par le point qui est & I'infini sur la perpendicu-
laire abaissée de I sur la droite considérée.
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FIGURE DONT DEUX POINTS DECRIVENT DES DROITES.

En appliquant la construction (3°), dans le cas par-
ticalier ol les deux points A et B ( fig. 2) restent sur

Fig. 2.

deux droites OA et OB, nous avons été conduit, pour
ce cas, a la construction suivante trés simple du centre
de courbureyde la trajectoire d'un point quelconque C :

Par le point h ot la droite OC coupe la perpen-
diculaire 1h a 1C, mener & la droite Ol la paral-
lele k) qui coupe 1C au centre cherché y.

Cette construction se comprend aisément, par simple
inspection de la figure et en remarquant que, d’aprés la
proposition (3°), le cercle circonscrit au quadrilatére
IBOA est tangent au lieu du centre instantané de rota-
tion I, et que les deux figures ¢/AIO et 1/yh sont
homothétiques. Elles ont C comme centre d’homo-
thétie.
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[N*8]
UN THEOREME SUR LES CONGRUENCES DE COURBES ;
Par M. Lucien GODEAUX.

1. Considérons une congruence N de courbes
d’ordre £ telle que par un point quelconque passent
p courbes de cette congruence (ordre), et qu’une droite
quelconque soit bisécante de ¢ courbes du systéme
(classe).

Les courbes de la congruence N marquent sur un
plan = des groupes d’une homographie planaire H
d’ordre p(k — 1)+ 1 et de classe q. Cette homogra-
phie jouit de la propriéié suivante : un point quel-
conque appartient & p groupes de ’homographie.

2. Les courbes de la congruence N qui s’appuient
en un point surune droite quelconque d engendrent
une surface. Désignons par S,, cette surface, m étant
Pordre de la surface. En d’autres termes, soit m le
nombre de courbes de la congruence N qui s’appuient
sur deux droites quelconques.

La droite d est évidemment une droite multiple
d’ordre p de la surface S,,.

Si 'on suppose que le plan = du n°1 passe par la
droite d, on voit que les points du plan = qui,avec les
points de la droite d, forment des groupes de I’homo-
graphie H, engendrent une courbe ¢ d’ordre m — p.

3. La courbe ¢ rencontre la droite d en m —p

points.
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Parmi ces points, il y cn a 2¢g qui appartiennent aux
groupes de ’homographie H qui ont deux points sur
la droite d. Ils sont marqués par les courbes de la con-
gruence N qui admettent d comme hisécante.

Les points restants se correspondent a eux-mémes;
ils ne peuvent donc provenir que des courbes de la
congruence N tangentes au plan =. On sait que le lieu
des points de contact des courbes d’'une congruence
avec un plan est une courbe. Si I'on désigne par n
I'ordre de cette courbe, on a le théoréme :

Sim est ordre de la surface engendrée par les
courbes d’une congruence d’ordre p et de classe q
s’appuyant sur une droite, et n l’ordre de la courbe
lieu des points de contact des courbes de la méme
congruence avec un plan, on a

m—n=p-+agq.

Dans le cas ot p = 1, 'homographie H devient une
involution d’ordre £ et le théoréme est connu (').

GORRESPONDANGE.

M. Tétu. — Un théoréme bien connu de Géométrie,est le
suivant :

La projection de la normale en un point d’une ellipse,
sur les rayons vecteurs de ce point, est constante.

Ce théoréme se généralise ainsi.:

Soit « un point d’une conique A; de ce point on méne

(') Ferrerti, Sulla generaszione delle involuzioni di classe
zero ed uno ( Rendiconti di Palermo, t. XVII, 1403, p. 311-326).
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une tangente «T & une conique B homofocale & A; la

projection de la normale en » a A sur aT est constante.

Cette généralisation est une conséquence immédiate de la
propriété signalée dans la question 2059.

CERTIFICATS D’ANALYSE SUPERIEURE.

Lyon.
EPREUVE PRATIQUE. — Soient
2y =fi(2, ..., T Ay, A,y . ... Q)
(i=1,2,...,0)

les équations d’un groupe G de transformations.

1° Etablir les équations différentielles aurquelles satis-
Sfont les ', considérées comme fonctions des a.

N. B. —- On n’examinera pas la réciproque.

2° Considérant comme connue la théorie des groupes a
un paramétre, appliqguer les équations trouvées a la
construction des sous-groupes & un paramétre contenus
dans G.

3° Calculer Uinvariant différentiel du troisiéme ordre
du groupe
ay +b
cy -+’

' g

r =ux, Yy =

y €étant considéré comme fonction de x.

N. B. —— Employer successivement les équations finies et
les transformations infinitésimales du groupe.

EPREUVE PRATIQUE. — Soient

Uhyperbole équilatére x2— y? =1;

A le sommet y =0, x =1;

O le centre de U'hyperbole;

M un point de U’hyperbole et MP son ordonnée ;

OMA le secteur mirtiligne, on AM est U’arc de U'hyper-
bole. :
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Déterminer M par la condition suivante :

aire secteur OMA = Z < aire triangle OMP.

N. B. — On posera
1( '.‘ « of 1
r=- e2+e—’> =-<e2——e 2>
2 ’ r=s3

et l'on calculera le u du point M.
(Novembre 1906.)

.

Nancy.

Epreuve THEORIQUE. — . Développement d’'une fonction
analytique uniforme d’une variable complexe au voisi-
nage d’un point singulier isolé.

II. On considére l’équation
Xt 23— 322+ fxr— 4= 0.

1° Démontrer qu'elle est irréductible dans le domaine
de rationalité formé par les nombres entiers et fraction-
naires.

2° Montrer que, si elle admet la racine x, elle admet

ax,
z,+ b
nombres entiers convenablement choisis. Déterminer ces
entiers.

3° Quels renseignements la propriété précédente donne-
t-elle sur le groupe de Galois de l’équation ? »

1° A Uaide de cette propriété, résoudre l'équation.

you a et b sont deux

en méme temps la racine ry=

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer Uintégrale

3
V3it+3z3—2

llog(1+3)]? dz

; A . . L1
étendue a la circonférence de rayon 5 @yant pour centre

le point z = o et parcourue dans le sens direct. On pren-
dra pour le radical et le logarithme les déterminations
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qui résultent, par continuité le long du rayon Oz, des
déterminations initiales i /2 et o au point O.
(Octobre_19o6.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Démontrer qu'une fonction f(x)
de la variable réelle x finie et continue dans un inter-
valle (a, b) est développable en une série de polynomes
entiers en x, uniformément convergente dans Uinter-
valle (a, b).

Généraliser cette propriété pour une fonction f(x) finie
et continue pour les valeurs réelles de.x.

H. Déterminer une fonction analytique f(s) de la
variable complexe z =x + iy par la condition que sa

partie réelle soit une fonction de ;

plus on ait f(o)=o, f' (o) =1.

5 et que de

“+x? 4+

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les périodes de U'intégrale
f Vi— 8 da.
0

EPREUVE THEORIQUE. — FEquations de Monge-Ampére.
Origine de la forme de ces équations. Intégrales inter-
médiaires. Intégration des équations. Application a&
Uintégration de Uéquation aux dérivées partielles des
surfaces developpables.

(Juin 1907.)

II. On donne U’équation aux dérivées partielles
P—q*=x+y+ 5.

Trouver l'intégrale z qui se réduit a 2y pour x =o.
. (Octobre 1907.)

Epreuve ThEORIQUE. — I. On considére l’équation aux
dérivées partielles du premier ordre

(1) F(z,y, 3, p,q)=0,

ou F désigne un polynome indécomposable; soit z = ¢(x,y)
une intégrale quelconque. Démontrer que, si celte inté-
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grale ne satisfait pas a la fois aur deur équations
oF_ o or_
dp = 0. 33 = 0,
elle sera donnée par le théoréme de Cauchy. Définir les
intégrales singuliéres de 1’équation (x).
II. On donne Uéquation aux dérivées partielles

(1 z)dz_‘dz_'_dz 03
or, Oxy 0z; teer 01y

el l’on pose _
e+ Ty+...+xp=1.

Chercher les intégrales qui ne dépendent que de z, et

. . sy, 2 — 1

de t. Trouver, parmi elles, celle qui se réduit a T

pour xy = o et écrire son développement en série pour les
valeurs suffisamment petites de t.

III. Intégrer l’équation aux dérivées partielles du
second ordre

32(rt —s?) + z(1+ g*)yr — 2pg zs-
+z(1+p)t+1+pii+qg?=o0

et vérifier le résultat.
EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer le systéme

T3Py + T3y Py — (1 + TL)Py— Ty Tsps = 0,

Z3Ps+ X3 X5 p3— T, Ts P — (1 + T3) ps = 0,

en employant la méthode de Mayer. (Juin 1g907.)
Toulouse.
EPREUVE THEORIQUE. — 1. On donne l’équation aux déri-

vées partielles
(224 y1+ 22— a?) 1+ pi+q2) —(pr +qy—2)'=0

qui définit une famille de surfaces en coordonnées rec-
tangulaires :
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1° Que devient cette équation si l’on fait unchangement
de coordonnées rectangulaires en conservant l'origine?

2° Former les équations différenticlles des caractéris-
tiques de cette équation. Montrer que les caractéristiques
sont des courbes situées dans des plans passant par lori-
gine, et que ces plans coupent a angle droit les surfaces
intégrales.

Trouver la développée d’une caractéristique.

30 Indiquer le mode de génération des surfaces inté-
grales qui résulte des résultats précédents et en conclure
que la seconde famille de lignes de courbure est formée
de courbes sphériques.

1I. Soient une forme binaire biquadratique
f(z,y)=aox*+ fa, 23y + 6asx2yr+ faszyd+ ay*

et ses deux invariants
Ay a1 Qx
Jr=ava,—4dajaz+3a,  Ji=| ar ay a,
A a3 a;
Soit H(z, y) le hessien de f(x, y).
Trouver la condition pour que les quatre points repré-
sentés par l’équation H= o forment une division harmo-
nique.

Epneuve praTIQUE. — Calculer Uintégrale

[v5

EprevvE THEORIQUE. — 1. Soit la forme cubique

(Juillet 1907.)

J(z,y)=ayz*+ 3a 2y + 3aszyi+ azy?;

on demande de ramener f(x, y) ¢ une somme de deux
cubes, en employant la théorie des invariants, et de faire
par cette méthode la discussion de l’équation f(x,y) = o.

(On ne demande pas de donner l’expression ezpltczle
des racines.)

Il. Soient z, y, 3 les coordonnées rectangulaires d’un
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point m d’une courbe gauche erprimées en fonction de
U’arc s; solent u, v, w trois fonctions de s qui représentent
les cosinus du'ecteurs d’une droite passant par m et nor-
male a la courbe. Les formules

X =2+ ut, Y=y + vt LZ=2z+wt

représentent, en fonction des deuxr paramétres s et t, les
coordonnées d’un point de la surface réglée la plus gé-
nérale.

Former Uéquation entre s et t qui définit les lignes
asymptotiques de la surface. Utiliser cette équation pour
trouver les surfaces réglées dont les rayons de courbure
principauz sont en chaque point égaux et de signes con-
traires.

EPREUVE PRATIQUE. — Les variables u et z étant lides par
Uéquation
ut— fuz —1=o,

calculer l’intégrale f df lorsque z décrit dans le demi-

plan supérieur la demi-circonférence qui va du point
2= —1aupoint 3= +1.

On suppose que, pour z = —1, u prend une valeur po-
sitive. (Novembre 1907.)

GERTIFICATS DE MEGANIQUE RATIONNELLE.

Marseille.

EPREUVE THEORIQUE. — En deux points fives A et B, situés
& une distance a, sur une méme horizontale, sont arti-
culées les extrémités de deux tiges identiques AC, BD,
homogénes, de longueur a et de poids P. Aux extrémités
C et D de ces deux tiges sont articulées les extrémités
d’un tube CD de longueur a et de poids P dans l’intérieur
duquel peut glisser avec /rot!ement un point pesant E de
poids P.
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Tout le systéme est primitivement sans vitesse et les
barres AC, BD font avec la verticale un angle dont la

3
tangente est i

On abandonne le systéme & lui-méme et !’on demande

A B

¢ E D

quel doit étre le coefficient de frottement du point E swr
le tube CD pour que ce point ne se déplace pas dans le
tube. '

EPREUVE PRATIQUE. — En deux points A et B fixés sur

¢ D

une méme horizontale et distants de 2™, on attache un fil
qui a 3™ de long et dont on néglige le poids.

En deux points C et D, qui partagent le fil en trois par-
ties égales, on attache deux poids égauxr chacun a 1*s.
Dans la figure d’équilibre, le fil a la forme d’un demi-
hexagone régulier.

On ajoute 1% au poids attaché en D, et l’on demande
de calculer approximativement le déplacement du point C.

(Novembre 1907.)

Montpellier.

EpREUVE THEORIQUE. — 1. Théoréme des forces vives re-
latif au mouvement des systémes.

M. Deux points matériels pesants M et M', de masses
égales a l'unité, sont reliés par un fil flexible inexten-
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sible et sans masse, de longueur donnée. Le point M est
assujetti a glisser sans frottement sur une droite fize
inclinée sur l’horizon. Les deux points sont placés dans
le plan'vertical qui passe par cette droite fize, et aban-
donnés sans vitesses initiales aux forces qui les sollicitent.
Trowver leur mouvement; examiner st le fil reste tendu.

EPREUVE PRATIQUE. — Un disque circulaire A, infini-
ment mince et homogéne, mobile autour d’un point fixze O
sttué sur sa circonférence, est au repos. Un second disque
circulaire B, infiniment mince et homogéne, dont la
masse est triple de celle du disque A, est animé dans le
plan de A d’une translation uniforme paralléle aw. diae-
métre OC de A. Les deux disques sont parfidmmeend étas-
tiques. .

Peut-on choisir le point ou le disque B choque le
disque A de maniére que, aprés le choc, la vitesse du
centre de B soit perpendiculaire au diamétre OC?

(Novembre 1907.)

QUESTIONS.

2092. D’un point M variable d’une parabole de sommet O
on abaisse les deux normales dont les pieds sont P et Q. Il
existe une parabole tangeate aux cotés du triangle MPQ et
ayaot son foyer en O. Le lieu du point de rencontre de la
droite OM avec la directrice de cette parabole est une
ellipse. : (E.-N. Barisien.)

2093. Etant donné un triangle «fy, une transversale ren-
contre les cotés By, ya, a3 en M, N, P, et 'on considére sur By
le segment AD le milieu M dont les extrémités A et D divisent
harmoniquement fy, sur ya le segment analogue BE, sur af le
segment analogue CF; les six points A, D, B, E, G, F sont les
sommets d’un quadrilatére complet. Si la droite MNP reste
tangente a une conique S circonscrite au triangle afy, chacun
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des quatre cdtés DEF, DBC, ECA, FAB du quadrilatére com-
plet passe par un point fixe, et les quatre points obtenus sont
les'sommets d'un quadrangle dont a8y est le triangle diagonal.
Examiner le cas particulier ol la conique S est le cercle cir-
conscrit au triangle aBy. (Sur ce cas particulier, voir KaEHLER,
Exercices, p. 177.) - (G. FoNTENE.)

2094. Démontrer que les cercles bitangents a une hyperbole
et ayant leurs centres sur 1’axe non transverse sont vus d’un
foyer sous un angle fixe. (M. Tkru.)

ERRATA.

Page 44, ligne 14, au lieu de

¥
T=x\Vi—a L»
o 1+ acosy

lire
y
""“T:\/l——a’f _L
o tacosy

Page ¢f, ligne 1, remplacer p par P.
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SUR LA THEORIE DES PERTURBATIONS DU PENDULE ;

Par M. Le Coumanpant P. CHARBONNIER.

1. Nous nous proposons, dans le probléme classique
du mouvement du pendule simple, de donner des for-
mules générales permettant le calcul des perturbations
produites par I'action de petites forces quelconques.

Une fois ces formules établies, la solution de chaque
cas particulier devient trés simple et presque immé-
diate.

[.a division de notre travail est la suivante :

1. Etablissement des formules générales.
Il Lemouvementdu pendule dans un miliea vésistant.
111. Cas d'une résistance monome.
1V. La fonction perturbatrice dépend de P'arc.
V. Pendule avec fil élastique.
VL. Pendule de longuear variable.

I. — ETABLISSEMENT DES FORMULES GENERALES.

2. Equation différentielle du mouvement. — Soit O
Vaxe instantané de rotation autour duquel, & I'instant
actuel, tourne le (il OM. Dans la plupart des cas, ce
point O sera absolument fixe. '

La longueur du til est /, 'angle de OM avec la verti-
cale est 4. :

Appliquons le théoréme des moments des quan-

Ann. de Matheémat., 4 sévie, t. VIIT. (Avril 19¢8.) 10
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tités de mouvement rvelativement a un axe passant en O
el perpendiculaire au plan d'oscillalion du pendule.

La vitesse du point M est l , el son moment par

1 , db
rapporl a I'axe passant en O est {2 7t

Les forces extérieures se réduisent a la gravité g,
appliquée en M, dont le moment est g/sinf.

Quand § augmente, cetle lorce tend & diminuer
I'angle. On aura donc, d’aprés le théoréme rappelé,

db .
2 —_
7 <l T >+glsmﬂ =o0.
On en déduira 'équation différentielle

(0 (—12—(—)+)dl Lﬁ—!—gsinﬂ:o.

’ at? { dt dt

3. Mouvement principal du pendule. — Nous consi—
dérons comme mouvement principal celui d’un pen-
dule dont le fil conserve.une longueur conslante 4, et
qui décrit senlement de trés petites oscillations aulour
de la verticale. '

Ainsi, le sinus pourra étre réduit a 'arc, 4 un terme
en 03 prés, qu'on considérera ensuite comme un terme
secondaire.
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Dans ces conditions, I'équation (1) se réduira a

2
(2) gt—?-—k-k”):o.
On a posé
2 8,
k =%

Soit A la position initiale du pendule qui corres-
pond a la valeur — a de I'angle. Le pendule oscille de

Fig. 2.

A en A/, allant de —a & + a. L’arc s varie de — &
a —+o.
On aura, pour les équations finies du mouvement,
en intégrant I’équation (2),
db

(3) f = — a coskt, m:kusihkt.

Ce sont les formules ordinaires du pendule.

On en déduit, en faisantj——i = o0, pour la durée T
d’une oscillation simple du pendule (de A en A’),
T

T=Z.

. d . .
La vitesse = B est maximum au point le plus bas
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. . . ™
et a pour expression, en faisant kt = 5

0, = ka.

L'arc de remontée est égal a 'arc de descente.

4. Forces perturbatrices. — Supposons qu’une petite

A

force accélératrice quelconque vicnne a agir sur le

pendule. Soit
o df
ecp((), ar t>

la fonction qui, d’une fagon générale, représente accé-
lération de cetie force estimée suivant la direction de
'arc élémentaire décrit par le pendule.

La fonction ¢ est quelconque, avec les trois variables,

. db
PFangle 8, la vitesse § = P le temps t. Le nombre ¢

est un coefficient que nous supposons trés petit, el
dont le carré sera néghgé; Phypothése initiale est que
le mouvement du pendule sera trés peu modifié par
Pintroduction de cette force perturbatrice.

Onécriva alors I'équation différentielle sous la forme

2 48
2 == 0.
Gk e+w<e a2, > o

5. Développement de la fonction 6. — L’angle 6,
obscrvé au temps ¢, est fonction du coefficient ¢, et,
a cause de la pelitesse supposée de ce coefficient, on
pourra developper H en série convelsenle suivanl ses
puissances ascendantes.

On posera, par suite,

0 =10p4+ et 4220, ..

o

B, 94, By, ... élant des fonctions de ¢, inconnues, qu’il
sTagit de déterminer.
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L’équation différentielle s’écrira alors

dxe d20 dh
Fﬁe +e dt; + €2 W: e k200 e k20 e2h Byt

d db
+s(p<00+69.+..., 7%0 +e—a—t'+..., t>=o.

Développons la fonction ¢ par la formule de Taylor;
il viendra

Annulant successivement les mulliplicateurs de ¢,
e’y €%, ..., il viendra le systémec des formules sui-
vanles : )

d26,
d2,
der

d20,
der

+ k26 = o,

R0 o (eo, ‘fl‘%", z>= 0,

0
—+ A26,+ 0,4 cpéu-l—- id?' cpilao =o,

Avec les conditions suivantes, a 'origine des temps :
pour t=o0,0na

0, = dio _
0= — &, dt =o,
do,  dby
h=b=..=0 F=g=
6. Fonction 8, — Elle représente le terme principal

de la série et elle est donnée par les formules (3)

d,

g = ka sin kt.

0p = — a coskt,

La durée T d’une oscillation simple du mouvement
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principal est
T =

> A

La vitesse au point le plus bas est

0, = ka.

7. Fonction 6, — L’équation différentielle qui défi-

nit la fonction 6,
‘—z—;’; 4 k264 <00,‘%’, t) _
deviendra, en remplacant dans ¢ les fonctions §, et
f?t par leurs valeurs principales,
‘fio’ + k20, + o <-— a coskt, kasinkt, t> = o.

On a ainsi réduit la fonction ® a une fonction de la

seule variable ¢, et nous poserons, par suite,

d20
d; +/\201+@(t)=0

Clest une équation linéaire du second ordre, avee

second membre, que U'on sait intégrer

A cet effet, on posera, comme on sait,

0y = M cos kt + N sinkt,

M et N étant deux fonctions arbitraires de 7.
En différentiant, on écrira

dt

et posant, comme premiére condition imposée aux fonctions

By kM sinke + kN coskt,

M et N, la relation

p) -t%l-coskt +Z—Ijsinkt=o.
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s a9, - .
D’autre part, formant gz €t portant cette valeur ainsi

que celle de 6, dans I'équation différentielle qui définit la
fonction 0y, il viendra une seconde équation de condition qui
est la suivante :

) _d_Msinkt+ tﬂ\icoskl—%—

¢ (2) _
@t dr o °

En combinant les deux équations (p) et (g), on aura

4N ! (t)ycoskt=o
dar T R¢ ) -

-‘i,—l:l —%?(t)sinkt=0,

d'ot 'on déduit

1
N:-—’-f o () cos kt dt,
A
1 4
M= [ e@)sinked
<0
On aura done, pour §,, I'expression
t 12
kﬂ,:cosktf (p(l)sinktdt——sinktf o () coskedt,
0 0

el ’on obtiendra aussi la dérivée sous la forme

db, . ! . ‘
— =—sinkt [?(t) sinkt dt —cosktf o(t)coskt dt.
dt A A
9, . . o
4 et =7 Sont ainsi des fonctions de deux intégrales que

nous désignerons par les notations suivantes :
t
E, =./<p(t)sin/ctdt,
0

‘
Eczf @ (t)coskt dt.
0 .
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8. Formules générales. — 1l viendra ainsi, pour
I'intégrale générale de I'équation différentielle du
pendule, en ne conservant que les termes du premier

degré en ¢

) 0 =—a«a coskt+Z[Escosﬁ‘l—Ecsinlst],
., db . .
(5) 0=¢—§=k15mkt—e[E_vsmkt—‘,—Eccoskt].

Telles sont les formules générales que nous nous
8 q
proposions d’établir, comme seconde approximation
des formules du pendule simple.
On remarquera qu’on peut melttre les fonctions E
] { P
sous la forme

6
1
Es:,k—«u[ﬁ“)d(”

.
EL:/‘!a/‘?(f>dV.
0
9. Points remarquables de la trajectoire. — 1° Durée
. . . . (Ai}
d’une oscillation simple. — Faisant %{ = o dans la

formule (5) et remplacant, dans le crochet, k¢ par sa
valeur =, en premiére approximation (sinké=o el
coskt=—1), on aura

sinkt = — - B, (%),
o

k

E.(r) désignant la valeur que prend I'intégrale E; pour
ht = .
On en déduit

T
/rt:-;:—y—k—ch(T:)

cu négligeant un terme en ¢3.

e . . ~ , 11 .
Par suite, Paugmentation AT de ladurée T = 7 d’une
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oscillation simple sera donnée par la formule
; AT = —E
(6) = Pa ()

On voit que la condition nécessaire et suffisante
pour que la durée d’une oscillation simple reste la
mémeg que dans le cas du mouvement principal est

que
E/(w)=o.

2* Amplitude d’une oscillation simple. — Portant
dans I'équation (4), qui donne 6, la valeur

kt ==+ A_—;Ec(n),
on remplacera, dans le crochet, sinkt par o et cosA¢
par —1.

D’autre part, comme coskt ne differe de —1 que
par un terme en ¢2, il viendra, en négligeant un terme
de- cet ordre, pour valeur de loscillation §, de
remonlée, '

Olll= 1_%Es(ﬂ)v

et, parsuite, 'augmentation Az del’angle a sera donnéc
par la formule

i

(7) Ax = — 3 Es(m).

~

La condition nécessaire et suffisante pour que
Uamplitude de U'oscillation ne soit pas changée est

que
Es(w) =o.

3° Point le plus bas. — Pour oblenir ce point, on
fera § = o dans la formule (4). Dans le crochet, on
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prendra k¢ = g, d’ottcoskt = oelsinkt =1; il viendra

E ™
coskt = — —k—aE‘(;)’
d’ou
kt=T 4 ° EF(E>
2 270\
et, par suite,

€ Ny
8 AT, = _r.‘.(_).
) 17 Ba\ 2
La witesse au point le plus bas sera affeciée d’une
correction

(9) AG;,,:——-EE‘.<§>-

10. Résumé. — Ainsi le probléme est ramené a I’éva-
luation de deux intégrales E; et E; qui dépendentd’une

\

. . L db I T
fonction arbitraire o <9, T’ t) qu’on sail réduire a une

fonction du temps, sous la forme
g(—acoskt, kasinkt. t).
La fonction ¢ est spéciale i chaque cas particulier et
le caraciérise : elle doit étre demandée ¢ une étude
Plysique du probléeme.

Nous allons maintenant donner quelques exemples
o nous spécilierons la fonction .

II. — LE MOUVEMENT DU PENDULE DANS UN MILIEU
RESISTANT.

11. Equation différentielle. — Nous supposons le pen-

dule de longueur constante /,. La résistance de 'air est
. . [i]

une fonction de la vitesse v = [, (d_t du pendule; nous

veprésenterons pur cF(¢) I'accélération de cette résis-
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tance, ¢ étant le coefficient balistique du point maté-
riel dont nous étudions les oscillations. F(¢) est une
fonction quelconque de la vitesse ¢, qui, cependant,
cst toujours positive et croissante avec ¢. Il peut, d’ail-
leurs, exister dans F(¢) un terme constant, indépen-
dant de la vitesse, et qui représentera une résistance
de frottement.

La résistance ¢F(¢) n’apporte au mouvement prin-
cipal du pendule, calculé dans '’hypothése ¢ = o, que
des modifications qui, par hypothése, sont exiréme-
ment petites.

L’équation différentielle du mouvement du pendule,
en introduisant le terme retardateur cF (¢), est alors
la suivante :

axh

c
i 20 4 — = o.
I —+ k26 IOF(v) o

L’accélération c¢F (¢) s’oppose, en effet, dans tous

\ AT dz6 .
les cas, a l'accélération /y — du mobile le long de

I'arc décrit.

12. Equations du mouvement. — 1° Les équations
.. . c
finies du mouvement seront donc celles du n° 8 ot T

. 0
remplace e. On aura ainsi
[+] .
0 =— acoskt—+ I_T[E‘ coskt — E, sinkt],
0
db

= Lasinkt— li [Es sinkt + E, coskt]
0
avec les valenrs suivantes des intégrales E; et E, :
t
}:,:f F(kalysinke) sinke dl,
0

. .
Ec=f F(kalysinkt) coskt dt,
0
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qu’on peut mettre aussi, en introduisant Parc s, sous la
forme

{ §
E= ot ./_:UF(v)ds,
1 v
Bc:k_za—l;L/o‘ F(v)do.

2* L'intégrale E. s’obtient immédialement par une
4
quadrature; en posant S(v) :f F(v)dy, on aura
0

I
= ———S(v).
E. Toal, (v)
E. ne dépend que de la variable ¢ et S(v) s’annule
avec v.
3° Llintégrale E; est proportionnelle au travail

S
c/ F(v)ds
“Y—¢
de la résistance de 'aiv, le long de Iarc.
C’est donc une quantité toujours positive qui ne
peul, par suite, s’annuler.

L’intégrale E;s’exprimera en fonction de ¢ comme il

suit :
Ona (3)
v = kal,sin kt,
d’ott
dv ) )
i k2aly coskt,

et comme ds = v d¢, on aura

1 Y oF(v)dy

1
k(kaly ) o
\/‘_ i2x2l2
0 [

E, =
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Cette intégrale peut étre mise sous forme d’une table
a double entrée, d’arguments ¢ et kal,.
La variable ¢ reprenant la méme valeur a des dis-

Fig. 3.

0 v, Vv

tances égales de part et d’autre de la verticale, la fonc-
tion E; présente un axe de symétrie.
Elle ne s’annule pas quand ¢ redevient égale a zéro.

13. Points remarquables. — 1° Durée d’une oscilla-
tion simple. — L'intégrale E. s’annulant quand la vi-

tesse redevient nulle, on aura
E. (=) =o,
et, par suite, d'aprés le théoreme du n° 9, 1°, on aura
AT =o.

Donc, la résistance de Uair n’altére pas la durée
des oscillations du pendule.

[l en est de méme d'une résistance constante [cas
particulier de la fonction F(¢)].

2° Amplitude d’une oscillation simple. — La fonc-
tion E;(=) n’est pas nulle.
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On aura donc, d’aprés la formule générale dun°9, 2°,
c
Al = :
2 A Es(m)
On écrira cette formule

Ax = — lzdllf F(V)ds /x——al'

@ étant le travail total de la résistance le long de l'arc.

Soit Ay la différence de hauteur des deux exivé-
mités — s et 5.

On a
Ay = 2 Ag,

o . .
el comme A= (7’— et ¢ = {y, 1l viendra
0
LAy =-—C.
Cette velation exprime le théoréme évident que le
tracail eflectué en moins par la pesanteur a été ab-
sorbé par le tracail de la résistance de ’air.

3° Le temps, pour arviver au point le plus bas, sera
augmenté de la quantité (n®> 9, 3°)

c 4
ATy = mn(7> IPE /:S(""‘)’

1
F)
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et la vitesse au passage de la verticale sera diminuée de

III. — CAS D'UNE RESISTANCE MONOME.

14. Forme de la résistance. — Nous allons étudier,
Q'une maniére spéciale, le cas ot la résistance de
Pair ¢F(v) est représentée par une formule monome

F(v) = B,on.

On posera b, = cB,, dc sorte que 'accélération de
la résislance sera exprimée par la formule 6,07,

Le cas de n =0 correspond a '’hypothése d’une ré-
sistance de frottement.

D’aprés le principe de I'addition des Lermes correc-
tifs, on obtiendra, par addition des formules monomes,
la correction correspondant a la fonction

F(v)=By+ Byo -+ Byo2——...+ B,on
15. calcul des intégrales E, et E,. — 1° On a

t
Eczf F(kal,sinkt)coskt dt
0

kt
=Bn(1lo)"k"—lf sintkt cos kt dkt,
0

ce qui s’intégre immédiatement par la formule

Bc: _ﬁ_ fen=tyn [0 ginn+1 k¢,
n—+1 v
On vérifie d’abord que E.(%) = o, ainsi qu'on l'a
montré dans le cas général (n°12, 2°).
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2 L’intégrale E; s’écrira
L
E;= f F(kaxlysinke)sinkt dt
Jo

At
=B,,kn—1(unl;;)f sina1 ke dke.
0

Posant, pour abréger, k¢t =z, I'intégrale

r
I, =f sint+!lz dr
)

est connue. Rappelons commenton en trouve la valeur.

On établit d’abord une relation entre 1, et 1,_, en intégrant
par parties :

x
[,=—coszsin®x +n f cos"x sin"~1x dx
o

x
= — cosz sin"x + nf sin*~lx dx — nl,,
. 0
dou

(n+1)l,=—coszsin*z + nl,_,.

On connait d’ailleurs directement

W
lozf sinz dr =1— cosx
0

]_1.—:/ dr = x.

o

On ¢tablira alors le Tableau de récurrence suivant :

n pair. . n impair.
I, =—cosxr =1, 1., = £,
3, = — cosa sin?x + 21, 2l) =— cosx sinzx + 1),
V= — cosax sintw <+ {1,, i1y = —cosx sindx + 31,

(n-=lyz=— cosrsintx +nl,_,, (n+nl,=—cosrsintzx + nl,_,.
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Sans chercher, ce qui serait possible, & obtenir I'expression
de I, pour toute valeur de z, proposons-nous seulement d’ob-
tenir la valeur pour z = =.

On voit que I, devient égal 4 2 et I_; a m, et que dans tous
les autres I, le premier terme du second membre s’annule.

Par multiplication membre & membre on obtient alors :

n pair. n impair.
2.4...n 1.3.5...n
I.(n) = —_— I = N—————
#(%) T35 (n+n n(m) 2.4.6...(n+1)

Pour différentes valeurs de n, on aura :

oo, 0 1 2. 3 4
P 2.4
| PR 2 » 2 —— » 2 -
" 1.3 1.3.5
1 1.3
| D » T - » T — »

13
N
P

n...... 9. n. n.
2.4...0
| [P » Y — - »
.35, ..(n—1)
I 1.3.5 1.3.5...n
...... ™ " e » ~—
" 2.4.6 2.4.6...(n41)

16. Amplitude de l'oscillation. — 1° La diminution
de amplitude de Poscillation due & la résistance de
Pair est (n° 13)

[+
Ay = — mE.\'<7‘)1

ce qui deviendra, dans le cas actuel,

Aa = — b kn—2an =11, (x),
ou encore
_ o bu fag TN
Ay = — ? (T I,(=%).

Pour n = o (résistance de frottement), Az est indé-
pendant de Vangle « et de la durée T de 'oscillation.
Ann. de Matheémat., 4° série, t. VIII. (Avril 1908.) 11
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Par suite, on peut, par soustractions successives d'un
méme angle A«, trouver ’angle vestant au bout d'un
nombre p, quelconque, d’oscillations.
Le nombre total P d’oscillations simples, jusqu’a
'arrét du pendule, est ainsi

P =

N R
Six

Pour n Z1, il est évident que le nombre P devient
infini.

2° En remplacant [, (=) par sa valenr, on aura les
deax formules suivantes :

bn [agT\n 2.4...n .
Ay = — —< . %e4e.nt ) )
: g < T > 21.3.5...(/¢+;) (pour n pair),

b, (ag T\~ 1.3.5...n . .
Ay = — 2 <T> x)—m (pour n tmpair).
17. Point le plus bas. — On a

AT, = 57 E (E)= br_ (xtyy-thos

s k2aly, T\ 2 n+1

ct
A‘
Av,y = - [,Ax.
2

(A suivre.)

[K12c] _
SUR LE PROBLEME I"APOLLONIUS ;

Par M. Mavrice FOUCHE,
Répétiteur a PEcole Polytechnique.

(S.UlTE.)

I11. Passons maintenant au second théoréme dont
nous rappellerons d’abord I'énoncé :

On considére deux triangles ABC, A, B, C, sur les
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cotés desquels on prend des semi-droites que nous
désignerons comme précédemment par a, b, c,
ay, by, cy. On suppose que ces semi-droites ont leurs
directions conjuguées, c’est-a-dire que si ’on méne
a un cycle des semi-droites respectivement paral-
leles aux six précédentes, les points de contact des
tangentes paralléles aux semi-droites désignées par
la méme lettre avec ou sans indice forment trois
couples de points appartenant & une méme involu-
tion sur le cycle. Dans ces conditions, les quatre
cycles tangents respectivement aux systémes de
semi-droites abe, ab,c,, a,bc,, a,b,c sont tangents
a un méme cycle.

Ce théoréme peul éire considéré comme une consé-
quence du smvant :

Tutonime 1. — Soit un triangle UVW dont les
cotés coupent une conique, savoir : VW aux points
vet o, WUen et 3,,UVenyety, Siuntriangle
2By, inscrit dans la conique, est homologique a la
Jois aux deux triangles UVW et a3y, le centre
d’homologie des deux triangles o' B'y' et a3y se trouve
sur la droite de Pascal relative a [’hexagene
2By By inscrit dans la conique, pourvu toutefolis
que le triangle o' B'y' ne se réduise ni & un point ni
a une droite, et qu’il n’ait pas deux sommets com-
muns avec le triangle 2.3y.

Pour le démontrer, considérons comme fixes le
triangle UVW ( fig. 1) et la conique, et par suite les
six points «, B, Y, %1, B1, Yi. Donnons-nous de plus le
point o sur la conique. Le centre d’homologie des
des deux triangles o/ 8'y’, UVW sera sur la droite U/,
tandis que le centre d’homologie des deux triangles
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aPy, o/ 8'y/, sera sur la droite aa’. Prenons maintenant
sur la conique un point quelconque §’ que nous join-
drons a B. '8 coupera oo en w; joignons yw qui cou-
pera la conique en un second point y'. Le triangle
«'f'y" est homologique au triangle a3y. Pour qu'il le

Fig. 1.
U

fat aussi & UVW, il faudrait que le point I d’inter-
section des deux droites V@' et W' se trouvét sur Ud'.
Considérons le lieu décrit par le point I quand le
point @' parcourt la conique, et cherchons comment
il coupe la droite Ua'.

Si l'on se donne la droite V@', celle-ci coupera la
conique en deux points §/, 3"
respondra un point y' ou Y. Wy’ et Wy couperont
V@' en deux points [ et I, de sorte qu'on voit déja

, a chacun desquels cor-

que la droite V£’ coupe le lieu en deux points autres
que V. Si I'on donne a V@' la direction VW, on pourra

mettre 3’ en «, ou en a. Sion le met en 2, on trouve
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un cerlain point y”, et le point I est bien défini en W.
Si on met ' en @, v vient aussi en «; y' y vient aussi,
et les deux droites qui déterminent le point 1 se con-
fondent en VW. Le point I est alors indéterminé, et
la droite VW fait partie du lieu; mais le triangle o 'y
se réduit a ladroite aa'. Cette partie du lieu est donc a
rejeter. Eunfin, pour toute autre position de {3/, la
droite V3’ ne passe pas par W. W est donc un point
double du lieu complet et un point simple du lieu
réduit aprés suppression de la droite VW. 1l en est
évidemment de méme du point V, car, au liea de se
donuner {', on pourrait se donner Y. Il en résulte
que la droite V@' coupe le lieu réduit ¢n trois points.
Donc ce lieu est une cubique qui coupe la droite Uo/
en Lrois points.

Sil'on met ' en o, w el y' viennent aussi en o, et
le point | également. A cette position particuliéce cor-
respond un triangle /'y’ réduit au simple point o;

Iy

c’est donc encore une solution singuliére & rejeter. Si
maintenant on met 2 en vy, le point w est a l'intersec-
tion w" de aa’ avec Py; v/ vient en @ et [en U. Dans
ce cas le triangle '3’y est le triangle «’ 3y homologique
a UVW avec U pour centre d’homologie. C’est encore
une solution singuliére a rejeter.

Ainsi le lieu du point 1 coupe déja la droite Ua’ aux
deux points U el 2/ que nous rejetons. Reste le troi-
siéme point d’intersection. Si I'on se donune le point I
sur son lieu, on pourra joindre IV qui coupera la co-
nique en deux points 3’ et B’. A chacun de ces deux
points correspondra sur aa’ un point w, ou . w et v’
seront différenis tant que V3’ ne sera pas tangente a la
conique. Ces deux points donneront des points Y’ et y’
différents, et des droites différcntes W', Wy'. Une
seule de ces droites passera en I; l'autre coupera V'
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_aw point d'intersection de V@' avec la cubique qui ne
serani V ni I, de sorte qu'a chaque position de I sur
son lieu correspond un seul point %’ sur la conique, et
un seul point w sur a'. Ainsi, au point 1 ou la cubique
rencontre Ua' ne correspond qu’un seul point o suraa.
Quand o' parcourt la conique, ce point w décrit uneligne
(uiest le licu des centres d’homologie avec 2y de tous
les triangles inscrits a la conique et homologiques 4 la
foisa UVW et a ofy. A la vérité, le lien complet com-
prend auassi les trois ¢6tés du triangle UVW qui corres-
pondent & des triangles réduits a une drotte passant
par «, Bou y; mais ces trois droites ont déji été suppri-
mées. Le lieu complet comprend aussi lelieu du pointa’
correspondant aux triangles réduits a ce seul point, et
le lieu du point o’ situé sur By ainsi que ceux des
autres points situés surya et 23, correspondant au cas
ou le point Lest en U, V ou W. Mais le lieu de & est la
conique méme, el ceux des points »’ sont les cotés du
triangle aBy. Du reste, toules ces parties du lien ont
déja été supprimées. Il reste & démoutrer qu’aprés ces
suppressions le lieu du point o estla droite de Pascal
relative & hexagone inscrit o 3, ya, 2v,.

Nous savons déja que sur chaque dvoite a2’ Lirée
de «, il 0’y a qu’un seul point de ce lieu autre que le
point a. 1l pourrait se faire que le point o (it un point
du lieu. On observera que le point o ne pourrait venir
en B que si ax' passait en 3, c'est-a-dive si o venait
en 3. Donc, si 3 est un point du lieu, ce ne peut étre
qu’un point simple. 1l er est évidemment de méme
de o, si toutefois on écarte les cas particuliers on la
symétrie entre les trois points 2, §, v serait rompue,
comme par exemple si la droite VW é1ail langente a
la conique. De la résulte que la droite aa’ coupe le lieu
de w en deux points ou en un seul. Le lieu de v est

3
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donc une conique si les points a, 3, v en font partie,
une droite dans le cas contraire.

Soient maintenant G, H, K les points d'intersection
des cotés opposés de I'hexagone a3, ya, By, savoir :
G, intersection de By, et v3,; H, de ya; et ay,; K, de
a3, et Ba,. Le triangle inscrit homologique de «fv
avec G pour centre d’homologie a son sommet § en v,
ct son sommet ¥ en 3. Donc, quelle que soit la posi-
tion de o' sur la conique, il est homologique 3 UVW
avec U pour centre d’homologie. Donc G fait partie du
lieu du pointw, et il en est évidemment de méme de H
et de K. Mais les trois points G, H, K sont en ligne
droite, et c’est la droite de Pascal. Donc, si le lieu de ©
passait par z, 3, v, ce serail une conique qui se décom-
poserait en la droite de Pascal et une autre droite;
mais alors, celle-ci devrait passer par les trois points
2, 8,7y, car la droite de Pascal ne passe par aucan
d’eux, tant que les six points restent distincts. Cela est
impossible. Donc, enfin, le lieu de w ne passe par
aucun des trois points x, 3, v, et ce lieu est la droite
de Pascal. C. Q. F. D.

Remargques. — Sil'un des cotés du triangle, VW
pav exemple, est langent a la conique, les deux
points o et a, sont confondus, et la droite de Pascal
passe en o.

Si deux des colés du triangle sont tangents a la
conique, par exemple UV et UW, 3 se conlond avec 3,
Y avec v, et la droite de Pascal est 3y; mais le point G
est indéterminé sur cette droite.

Si, enfin, les trois c6tés du triangle UVW sont
tangents a la conique, les trois points G, H, K sont indé-
terminés et la droite de Pascal aussi, ce qui laisse a
présumer que le lieu Jdu point w est tout le plan,
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¢ est-a-dire que tout Iriangle inscrit & la conique et
homologique a 'un des triangles oy, UVW, I'est
aussi a Pautre. Cette proposition est, en effet, exacte
et peut éire démontrée rigoureusement de plusieurs
maniéres. Remarquons que les deux triangles 1inscrits
afly, & By, s’ils sont homologiques, forment un hexa-
gone af3'ya' 3y  inscrita la conique et circonscrit a une
autre conique, puisque les diagonales qui joignent les
cOtés opposés aa, B3, vy sont concourantes par hy-
pothése. On peut alors énoncer la proposition sous la
forme suivante :

Tueorime U. — S7 un hexagone est inscrit a une
conique et circonscrit a une autre, les deux trian-
gles formés, ’un par trois sommelts non consécutifs
et Uautre par les tangentes a la conique circonscrite
aux lrois autres sommets, sont homologiques.

Ajoutons que ce théoréme présente cette particula-
rité d’éire identique a son corrélatif,

Deuxieme théoréeme de M. Bricard. — Soient un
triangle ABC et le cycle inscrit qui touche les cotés
aux points a, 3, y. Nous supposerons les cotés dirigés
suivant AB, BC, CA. Pour construire le second triangle
A, B,C,. joignons a, B, v a un point quelconque w; les
trois droites ainsi obtenues coupent le cercle respecti-
vement aux points o, ', ¥'. Il sulfit de tracer le triangle
A(B,C, de maniére que ses cOlés soienl respective-
ment paralléles a ceux du triangle A'B'C/ formé par
les tangentes au cycle aux points o', 3, y'. Les colés
de ce triangle doivent étre dirigés suivant A, By, B,C,,
CyA,. Considérons maintenant les cycles O,, O,, O,
respeclivement langents aux sysltémes de semi-droites
ab,c,, beyay, ca,b,. Le centre de similitude des
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cycles O et O, se trouve d’une part sur la tangenle
commune a ou BC, et d’autre part sur la droite A, A’
qui joint les points d’intersection des tangentes res-
pectivement paralleles &' et ¢’ au cycle O, et b, etc,
au cycle O,. Ce centre de similitude est donc a 'inter-

Fig. 2.

section P de BC avec A, A’. De méme, les centies de
similitude de OO, et de OO, sont respectivementen Q
et R, aux points d’intersection de AC avec B, B’ et
de CA avec C,C|. De plus, les trois droites A, A/,
BB, C;C’ concourent au point I, centre d’homo-
thétie des deux triangles A,B,C, et A’B'C/. Cette
remarque nous dispense de tracer le triangle A,B,C,.

Gherchons d’abord un des cycles tangents aux trois
cycles O, Oy, O;. Nous ménerons des centres de simi-
litude Q et R les secondes tangentes au cycle O, Q 3,
et Ry, ; puis nous joindrons v, et Y8, qui se coupe-
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ronten G sur I'axe de similitude QR. llfaudra joindre G
au point de contact d’une des langentes a O paralléles
a I'une des tangeantes communes a O, et Oy. Or, a,
ou B;C, est I'une de ces tangentes communes, et elle
est paralléle d B’ C' qui touche le cycle O en o, Il faudra
donc joindre G2’ qui coupera le cycle O en un second
point M, lequel sera le point de contact avec O d’un
cvcle tangenta O, O,, O;. Le théoréme sera démontré
si I'on fait voir qu’on retrouvera le méme point M
quand on répétera la construction précédente en par-
tant des combinaisons de cycles 0,0,,0, 0u 0,0,,0;.

Soient H et K les points obtenus par la construction
qui a servi a déterminer le point G, mais en partant
des points Q et R ou P et Q, et soit a, le point de con-
tact de la scconde tangente au cycle O issue de P. Les
points G, H, K sont sur une méme droite qui est la
droite dePascal velative a I'hexagone inscrit a3, yo, Bv,.
lLa polaire de A’ est la droite B'y'. Celle de P est aa,.
Done B’y et az, se coupent en un point qui est le pole
de A'P et se trouve par conséquent situé sur la polaire
de 1. De méme, les intersections respectives de v'a/
avec B3, el de o' 3" avec vy sont sur la méme polaire.
Il en résulte que le triangle 2’ 'y est homologique au
triangle UVW formé par les trois droites ax,, 83, vv:.
Le triangle o’ 3+ est donce dans le cas du théoréme I,
el le point w, centre d’homologie des triangles a@y
et 9/B'y, est sur la droite GHK, droite de Pascal rela-
tive a I’hexagone inscrit By By

Cela posé, désignons towjours par M le second point
d’intersection de G2/ avec le cercle, el considérons
I'hexagone inscrit Ma'ay, BR'. Les cotés opposés Ma',
710 se coupent en Gy, «'2, 33, en . Donc ay, et B'M
se coupent sur la droite w G, qui est la méme que GHK,
mais av, coupe cette droite en H. Donc f'M passe en H,
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ou HP en M. Un auire hexagone montrerait que Kv/
passe aussi en M. C.Q.F.D. *

Remarques. — Le point M ne dépend que des
wiangles ABC, A’B'C/, et du point I. Il y a plus. Fai-
sons pivoter la droite B'T autour de Bl et cherchons le
lien que doit décrire le point I pour que le point M
reste invariable. A chaque position de B'I correspond
sur AC un seul point Q, et sur le cercle un seul point
de contact 3, de la deuxiéme tangente Qf,. En joi-
gnant ﬁ.']' on trouve sur o' M un seul point G; ep
joignant QG, on a sur AB le point R, et enfin, en
joignant C'R, on a sur B'l le point [. 1l est clair que
si ’on fait la constraction en partant de ce point I et
des points Q et R, on retrouvera le point M. De la
résulte aussi que les droites B'I et C'I sont deux
rayons homologues de deux faisceaux homographiques.
Si I'on donne a Bl la direction B'CJ, le point Q est
en D, a TPintersection de AC avec B'C/, le point B,
en o (Gaussien o' el R en E, & I'inlersection de AB
avec B'C/. Donc C'l devient C'B/, et le point I est in-
déterminé sur B'C/. Donc le lieu du point I se compose
de la droite B'CY, partie singuliére, et d’une autre
droite.

Nous savons d’aprés le théoréme II que les deux
triangles A’B’'(7 et 23y sont homologiques. L.’hexagone
a la fois inscriptible et circonscriptible est 23y By
Les trois droites A’a, B'3, (v passent donc par up
méme point ©. Si Pon met I en coincidence avec o, le
triangle PQR se confond avec le triangle aB3v. Les
points G, H, K et par suite le point M sont indéter-
minés, ce qui s’explique par ce fait, facile a vérifier,
que dans ce cas les trois cycles O,, O,, O3 sont tan-
gents au cycle O respectivement aux points a, 3, v, de
sorte que le cycle tangent aux quatre cycles est le
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cycle O lui-méme. 1l en résulte que la droite décrite
par.le point I, quand on se donne le point M, passe
par le point ¢ quelle que soit la position du point M
sur le cercle O. On peut donc ajouter au deuxiéme
théoréme de M. Bricard, la remarque suivante :

Le cycle tangent aux quatre cycles considérés
touche le cycle inscrit au triangle ABC en un point
qui reste fixe, quand, laissant fixe le deuxiéme
triangle circonscrit A'B'C/, on remplace le triangle
A,B,C, par un autre, homothétique de A'B'C' par
rapport au méme centre I, ou méme, si l'on déplace
ce centre d’homothétie sur une droite passant par
le point de concours des droites qui joignent les
sommets du triangle A'B'C’ aux points de con-

tact avec le cycle O des cdtés correspondants du
triangle ABC.

[I23a]
CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THEORIE DES NOMBRES ;
Par M. A. DELTOUR.

(SUITE.)

REDUCTION D'UN CONTINUANT DE FORME GENERALE.

25. Les considérations exposées précédemment se
rapportent exclusivement aux continuants assujettis
aux conditions indiquées gu n* 2 (bp= —cs=1) et
(u’on pourrait appeler continuants normaux.

Ceux-ci forment une classe particuliére de conti-
nuants caractérisée par le systéme de valeurs atiribuées
aux éléments b et c.

Il importe de montrer que la restriction ainsi appor-
tée a la notion primitive ne diminue gu’en apparence
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la généralité des questions relatives aux continuants
et que la forme indiquée au n° 1 se raméne a celle
du n* 2.

26. Tout continuant M, ot les éléments by, c; ont
des valeurs quelconques (forme du.n®1) se trans-
forme, a un facteur prés Dy, en un continuant
normal M de méme ordre : si I’on pose — by cp, = dp,
le facteur Dy est un produit de termes tels que dj.

Pour faire cette transformation, il faut réduire a
'unité les éléments b et — ¢ du déterminant du n° 1.
On posera, pour toute valeur de 4,

—cp =cj
et
by cp = dp.

Divisons successivement les éléments :

De la 2 colonne par &y, De la 2¢ ligne par ¢,
b c
no 3 » ——72, » 3¢ » 1._2’
¢ o1
b3 b c ¢!
n oS » =, »o4° » L,
ch 2
..... B ey
bp 1 bpy ... Choy C}
» o he » _'h;;‘."__ y »  he » h-1Ch—3
Ch-a Chtp + v+ bp—2 by,

Crer e s ey

Aprés la 1™ opération par dj, .
» 2¢ » é s
dy
d
» 3e » -——3—(& s
dy

- etdansl'ensemble par Dy =dp_1 djp—s .. ..

dh——i dh—a s
dpsdpy - ..
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Le déterminant M, devient le continuant

I di dq dh-.zd[,_g N (l/.-_» ..
. M= (a,, dgz, ag-(z;v a5<(—1;(l;, veey [lh-———————dh-ldh—a T Y ey A ———d/r,_l —

On a danc

(VII) M, = D;M.

27. On donne a M une forme symétrique M en
employant le procédé de transformation du n° 16
(Remarque).

Il 'y a lieu de distinguer deux cas, suivant la parité
de k.
Supposons-le d’abord pair et posons

dh = e}“
;= Ch—2Chn -
Cf—g €4—3 -+

Les éléments de M’ que nous représenterons par a;
ont pour valeur

i

a =ayt,
, I
g = | Ay d—l =
.................. s
/ €i—1€4—3 -+ €2/, 41-€3); 2€3h—4 ... C2
gy = Ay ’
€h—2€)i—4 + o - €2/1.€2p—1C2h-5 .. . €4
a’ s €/-2€f—4 « - - €2/,42.€2/4- 1€3h—3 ... €1
= QAgh+1 ’
et ‘ €Ch—1€f—3 oo+ €21+1:€2/t €2/1—3 - .- €2

La formule (VII) devient

M, = DM
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Par exemple, pour k =6,

d 1y dsd d, d.
M, = d;d;d, <a,, azd—ll? asa—;’ a, d;;i,’ as dfd;’ aﬁd-:i,:i,)

€,C2 €5 €3 €L
1 » Qo y A3 )
es€3ey €,€2€ €5€3€2
€5€9 €3¢€ €,€s
§ y Ay y Ag .
€,€3¢€ €5€, €3 €seze

— e2 e2 2
_e5e3e1<a

Iin second lieu, si & est impair, posons
t=Dsy=dpodf—y ...,

et divisons M par ¢; on obtiendra pour les éléments

de M’ les valeurs

a =a, -[- ’

1
A, = | Qs 7 z,

1
............................................... ,
ayn =awpdi—g.Ak—y ... dapsy.dop—adan—y ... ds,
a, a !

2h+1 = A2h+1 N

d/c—2dkv boooe dtle—l -d2ILd2h—2 .o d:

L.a formule (VII) devient alors

Mi = Dk D/t-—l MI.

Par exemple, pour A =35, ona

M, = d,d;d,d, ((:—:117 asdy —d_‘::iz, aidys d(:(511>'

28. Réciproquement, un continuant normal M se
transforme en un continuant M, de méme ordre
dans lequel les éléments b et ¢ appartiennent a un
systéme de valeurs donné.

La formule (VII) dans laquelle les valeurs dj; sont
connues permet, en effet, de déterminer un élément
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quclconque a; de M, au moyen de I'élément corres-
pondant de M.

Comme conséquence, un continuant formé au moyen
d’un systéme déterminé de valeurs des éléments b el ¢
(les a restant variables) se transforme, a un facteur
jrés, en un continuant formé au moyen d’un sysiéme
donné d'éléments b et ¢ différent du premier.

Tout continuant peut donc se ramener a ce dernier
pris comme Lype.

Le systéme dans lequel on a

by=1,

Cp=—1,

ou plus simplement dy=1, a été choisi de préférence
pacrce que lous les termes du développement sont posi-
tifs et les coefficients par rapport aux éléments a; égaux
a—+1.

DEFINITION ET PROPRIETES DES CONTINUANTS ALTERNES

29. Dans cerlains cas, on lrouve avanlage & écrire
les continuants dans le systéme qui correspond a I’hy-
pothése

dp=—1.

Si M, est un tel continuant, les expressions Dy et M
de la formule (VII) ont pour valeurs

k(kh—1

Dp=(—1) =

]

M = (ah T Ay A3y, — Qg ey (—l)k—x a/f))

c’est-a-dire que M, se transforme en un continuant
normal dont les é.éments sont les éléments a de M,
affectés alternativement des signes + et —.
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Les conlinuants M, pour lesquels dj = —1 seront
désignés sous le nom de continuants alternés.

30. Notation. — Pour les représenter, il sera com-
mode d’employer le symbole des imaginaires.

En appliquant a Pexpression précédente de M le
procédé de transformation du n° 16 (Remarque),
pour t =1, M, se trouve représenté de la maniére sui-

vaute :
M| = i”‘(iai, ia,, i(l;, ey iak).

La suite a,, @y, ..., ax étant désignée par «, la
suite ia,, i@y, ..., Lay sera désignée par ta.
On écrira donc

(VIII) M, = 32« (Ta).

Remarque. — 1l vésulie de ce qui précéde (n° 29
et 30) qu’on a

(IX) (in') = ik (),

en désignant par o la suite o dont les éléments de rang
pair ont changé de signe.

31. Transformation d’un continuant alterné par
Uintroduction de suites correspondant a 4, ¥, =, v/.
— De leur mode de représentation (n° 30) découlent
les propriétés des continuants alternés sur lesquelles il
est inutile d’insister et dont une seule sera mise ici en
évidence. )

Soient A une des suites 8, ', n, v'; X' la méme suite
dont les éléments de rang pair ont changé de signe.

On a, d’aprés (IX),

@N) =), (X)) = iV (he) = o,
(EX,1) = (= M), (8N, ) = Emt* (—Nyp0) = 0.

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VIIL. (Avril 1908.) 12
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Si X est du type 8 ou ¥, ny est pair, et 'on a

(=M,1) = (r,1) = (X).
Si ) est du type 1 ou v/, ny est impair et 'on a
(—2g) =— (1) = ().
Dans tous les cas, on trouve
(N ) = (EN).
On a, par conséquent, les valeurs suivantes:

(EN). (TN ). (ENgq). (BN ).

Pour A=0:...... 1 I o o
» [{ N — 1 — 1 0 o
» Noernnn ) 1) o 0
» o — i — i o o

N

La formule T, (n° 11) appliquée & un continuant tel
que (ix, {N,i3) donne
(X) (ia, 00, i8) = (iN) (i, iB),
ou ({}) prend dans le second membre I'une des va-
leurs =1, =4

A ce facteur prés, la valeur d’un continuant n’est

pas modifiée par Uintroduction d’une suite ()N entre
deux de ses éléments.

Remarque. — Les calculs du n® 23 restent appli-
cables lorsqu’on y remplace ()) par (£)') et qu’on pose
(») = (1), puisque les éléments considérés sont des
quantités quelconques et peuvenl en particulier
admettre [ comme facteur.

Or, comme on vient de le voir, on a toujours
() = (iX,.,).

Les propositions des n° 23 et 2% se résument par
conséquent en celle-ci : quel que soit le type auquel
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appartient (iN'), les continuants obtenus par per-
mutation circulaire des éléments de (iN) appar-
tiennent au méme type.
L’adjoint (({}') a Pune des valeurs == 2, &= 2.

CONTINUANTS DONT LES ELEMENTS SONT ASSUJETTIS
A CERTAINES CONDITIONS.

32. On congoit qu’en imposant aux éléments cer-
taines conditions, les principes exposés précédemment
conduisent a des formules nombreuses et variées sui-
vant les hypothéses faites.

En voici quelques exemples :

33. 1. Continuants composés de suites périodiques.
— Considérons un continuant normal (a, o, ..., a)
dans lequel unc suite quelconque d’éléments a est
vépéLéc pérviodiquement.,

Représentons-le par (™), m étant le nombre des pé-
riodes, el de méme représentons (o, o0, %, « - .y %, % o)
par(a”'f‘l,

Considérons les deux adjoints ((a™) et ((a™, 7);

)- [m, u, ¢ étant des nombres entiers positifs. |

posons
rmng (( a7 )
s '—"—)—‘g = P/Iu
B )
( ]> " e (™)
! = Qm 3

2

dans la premiére égalité, la valeur de g est donnée par

Iexpression

f—1"a—((2)?
(2, 7)?

&=

)

qu’on peut écrire (n 19 e1 22)

— f 2o, %y 0— (%, 7)? — 1 %.1 %10

g’-’ = b= —_ l_.

(2, %) ((%,7)?
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34. Les fonctions P,,, Q,, définies ci-dessus jouissent
de la propriété suivante :
P, et Qn ont avec Uy et Q, les mémes relations que
sinmzx et cos mx avec sinx et cos x, x étant quel-
congque, savoir :

Pp=Pn Q1 -+ Qm 1 Py,

Qm = Qm~1 QI - Pm-‘l Ph
p/2n+ Q?n—_‘ I.

(By)

La derniére est, du reste, la conséquence des deux
autres, puisqu’on a, en tenant compte de I'expression

de g,
P? 4+ Q1 =1.

Pour démontrer la premiére, remplagons les P et Q
par leurs valeurs tivées de (B,). Aprés avoir éliminé

Mg

le facteur commun 7 &) celte relation devient

2((amym) = (@@=t 7) (‘2) + ((@7=1) ((a, 7).
Or, le second membre a pour valeur

[(am=1) — (@71 [(2) + (21,1)
+ [(am=1) + (271)] [(@) — (a1,1)]

¢t devient, aprés réduction,

2(2) (@m=t) — 2(2y,0) (2*71)
= 2{(2) (@m=1) 4= (20,1) (225 1] — 2 [(2251) (0,0) + (2272) (24,1)]
= 2(am) — 2(af,
=’2((“"‘m)-
La seconde des relations (B,) devient de méme,

[mng

aprés élimination du facteur commun <

2((7) = (@m=1) (3) — (@m=1,m) (2,m) 8*
m—1
= (@) (@ (@ 17 ((mn) o A2 (B200),
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De I'identité
(@) = (@151) (2) + (@127") (21,0) = (%1,0) (@) + (21,1) (21'51),
on déduit
a0 [(@m=1) — (@7 H)] = (@5 [(@) — (a1,1)],

c’est-a-dire
ago (@m=1,m) = (af’g?) (2, 7).

L’égalité ci-dessus devient alors
2((@m) = ((am=1) ((a) + (@1, m) ((2,m) + fao,1 (&T7!).
Or, on a

2(am) =2(2) (@) 4 2(%,1) (21751,

2(a) = 2(af7!) (21,1) + 2(27'51) (20,1),

It

el en ajoutant
2((2m) = 2(x) (@) + 2(21,1) (@P'71) + 420,10 (27%51),
égalité qu'il est facile d’identifier avec la précédente
qui se trouve ainsi démontrée.
sin mx
——. el cosmx
sinx

s’expriment au moyen d’une fonction entiére de cosz.

35. Conséquence. — On sait que

m

A . Pu .
De meme, par consequenl, T)T et Q,,l par [-appou a Q. .

Or, Q, ne dépend que de ((a) et de {7a. %%et Qnr

restent donc invariables si a la suite a on en substitue
unc autre §3, telle que

ng=ng (mod 4)
(@) = ((B)-

el

Par exemple, on peut prendre pour § I'une des suites
obtenues par permutation circulaire des éléments de a.
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Les conditions sont encore remplies si,i ny étant =1
(mod 4), on prend pour B un seul élément b ayant
pour valeur ((«).

Ona, en posant b = ((«),

P, _ ((x",7m) _ ((bm,r‘)
s i('"—“PI - ((2,7) - ((l’"’l) ’

N

Ill

puisque B et Qun restent invariables par la substi-
l
tution de b a a.
En faisant usage de I'identité déja vue
ay,o ((@m=1, %) = (af'5") ((2,m)

appliquée a o et a b, la premiére de ces égalilés peut
s'écrire

pm (1'{1‘0 ([)m -1)
glm—1) PI (11,0) 1

et, en remplagant, dans les deux, & par sa valeur

(b={((2) =2i7Q,

on a

‘ -P_,- lm—1) ([21~1 Q ]m ),
(Ba) |

[ @ =2 (i Quim).

Le développement des seconds membres, dans les-

quels Q, est remplacé par cos 2, donne 'expression de
sinmax
et de cosmz.

sinz
Ainsi se mettent sous forme de continuant et d’ad-

sinmz
]()llll les e.rpresstons connues de

et de cosmx
en fonction de cos z.

36. En faisant ng = 2 (mod 4) et
((be) = (=),
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on trouve, par un calcul analogue,

P m

1

|

= (2lm—1) (Y'{lo s

,O"U
II

m

/
be
2m

[ @n=" xm),
ol y représente la suite des deux éléments, be, 1.

On a d’ailleurs

, ((be) = 2i72 Q1 =—2Qy,
d’ou
be =—2Q;—2.
En remplacant I'élément be par cette valeur, on a

une nouvelle expression des mémes fonctions sous
forme de continuant et d’adjoint.

37. Aucune hypothése n’a été faite sur les signes des
éléments de a. Les calculs précédents sont, par consé-
quent, applicables a — a.

Posons
i‘”“'fl((— M, ,
S '——'__';——_‘Q‘)‘ & = P—IIH
B )
(By) ( iRy ((— dyy) _Q‘
—‘—_—“2 = Y—m-

Dans la premiére égalité, g' est déterminé par la
condition g + g'=o. :

On pourrait répéter les mémes calculs que pour P,
et Qn. Nous allons vérifier seulement que, de méme

qu’on a
sin — mzx = — sinmz,
COS—mx = cosmx,
Oon a aussi
Poy=— Prm
Q—m = Qm-

On a en effet

(—am,m) = (—1)"na ((a™,n),
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d’on ,
P—m {—mng (— ])’”"a g’
_— e — L2 =,
P, gmng &g
On a aussi
(—am) = (—1)mna((am),
d’onr

Q—m [—mng (_ |)lnnu

Q m imng

38. On peut se rendre compte de la maniére dont
on passe des termes négalifs aux termes positifs en
mettant (6™) sous la forme (— b2,0, bPH+m) () en-
tier) qui lui est équivalente, puisqu’elle se réduit a
(0, bm+).

De méme (— b™) sous la forme (— bm+1+P o, bP).

On a la correspondance suivante :

P m P~2 Pvl Po PO pl P2 PIII
—n-1p_, AP, P, (P, 1P, P, iP, ' m-ip,
(=bm=) (—b) (—b,0) (o) (0,6) (b) (bm -1y

2Q~ m 2Q-—2 2Q—1 Q_QO ?_9_1 393 sz

[ m th -2 -1 I o 2 0t [m

((—bm) (=8 (—0)  ((=b,0)=((0,]) ((b) (&%) ... ((b™).

Par convention, on fait Py=o0, Q=1, valeurs qui
résultent: du Tableau précédent, aussi bien que de
P'analogie avec les fonctions trigonométriques.

Remarque. — On trouve, pour des continuants tels
que (2™, /™ .. .), oul'on considére des suites a™ diffé-
rentes, des formules de récurrence plus générales,
mais sans utilité pour les questions traitées dans les
parties suivantes. ’

39. Il. Décomposition d’un continuant en une
somme de deux autres. — l.a formule suivante per-
met de décomposer un continuant en une somme de
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deux autres ayant une valeur particuliére
(B;) (2,1,1,8) = (2,1,B) + («, B).
Elle peut encore se mettre sous la forme
(g,a+1,b+1,8)=(a,a+b+1,P)+(a,a,bd,B).
Lorsque a est remplacé par o, elle se véduit a I'iden-
uté
(a,a)=(a—1,2)+(a),
et, si o s’évanouit, a
(a+1,b4+1,B8)=(a+b~+1,8)+ (a, b, B)
Remarque. — La formule (By), dont la vérification

ne présente pas de difficulté, s’applique aussi bien aux
adjoints qu’aux continuants.

40. 1II. Représentation de certaines formes algé-
briques : 1° Puissances ™. — Soient :

(a). (o) un continuant de valeur z,

(b). (v) un continnant satisfaisant aux conditions

Vi,1 = 0,

Vo,1+ V1,0= 0,

pour lesquelles il faut que n, soit pair, si les éléments
sont des nombres réels (n° 19); on posera, par exemple,

M= (),

¥ étantun nombre quelconque qui sera la valeur de (v);
(c). (p) un continuant (v) de valeur 1, par exemple,

(0, —1,1,0).

Les égalités suivantes se vérifient immédiatement en
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développant les continuants

‘ (ax \Z) g) =(v)(2)}

(B0 | (2 2) = 0) (.

Elles servent a former certains continuants ayant
pour valeur x™ et composés au moyen de z et des
éléments de (a).

En effet, soient m = 2p + ¢q (p, g entiers); (a),
(B), (v) trois continuants ayant pour valeurs respec-
tives x, zP, el y = z9.

On a

(Bv, B)y=(v)(B)r= zt+7=2m.

Pour obtenir une représentation de £™, donnons ag
dans cette {ormule la valeur du résidu de m (mod 2)
et a (v) la forme (p) ou (z,7n), suivanL que ¢ =o,
oug=rt.

i ne restera plus qu’a déterminer () en posant, par

exemple,
(p)y= (1> v',*_{) = zP.

On opérera pour 2P de la méme maniére que pour z™
et ainsi de suite, jusqu’a ce que P'exposant soit réduit
a 1; alors, on appliquera la formule

(2 v, 2) =(v) a2

Pour m =13, on trouve les formes suivantes:

(Frz e mm s e T3

LT, M % Py 4,2, % 2N, 4,70, P, %, 7, T,

41. 2° Formes zy, x* % y?. — Les continuants
normaux symétriques

(0 m, 2), (2,2), (4 —2)
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ont respectivement pour valeurs
(a)[m(a) 4+ 2(20,1)], ()4 (%,1)?, (—1)%«[(a)2— (ap,1)?].

z et y étant deux nombres quelconques donnés, on
peutl poser

. (2) =, .| (2) =2,
soit soit <
m(a)+ 2(20,1) =y, [ (%0,0) =7,

et trouver en général respectivement pour
(= m,a) et (111)

des éléments satisfaisant & ces hypothéses.
On a alors
(5m,3) = 2,
(By) / (a,z) = x?+ y?,
[ (2 ~-2) =(—0)ra(z?—y?).

Exemples:

(2,3,4,3,2) =7.32,
(2,3,3,2) = 72422,
(2,3, —3,—2)=72—2?
42. 3° Formes az® + 2bxy + cy*. — On a,

pour e = =1,
(Bs) ena (2, g, o, ea)=a Bo,t + 22,1 (B + Bi1)+exd y Bro.
En posant

(1) =&, (§0,1)=av e(@)_‘_(pl,l):'Zb!
(@0,1) =, e(ﬁ:.o) =¢,

on trouve la forme donnée

ens(x,B,0,e2) =az’+2bzy +cy’.
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Si 'on pose en outre
—e(B)+ (B1,1)=2¢,

{ e(B) =b—1¢,
) (Bi)=b+t.

on en déduit

LLe discriminant D a pour valeur
D =ac—b?= ey P1,o— [e_ﬁ "; pu]z
= ng __ eﬁ_@h‘ 2
=—e(—1)" [————-_l ]

=1 — ¢,

43. Une auotre maniére de représenter celte méme
forme F, qui peut s’écrire

;;—[(a:v + by )2+ D y?],

consiste a poser

z _
(_01—)-(10,1)_"
a b
(_Y—)—(Yl,o)—

le rapport S étant un nombre quelconque.
On en déduit
-

B, U
(Bs) F=sm

(S2 (2, )+ D (20121

(A suivre.)
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CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Dijon.
Epreuve THEORIQUE. — L. Attraction d’un ellipsoide de
révolution aplati sur un point de sa surface.

I. Poids des corps.

EprEUVE PRATIQUE. — Un plateau circulaire homogéne
pesant, de rayon égal a 1™, du poids de 1*¢, primitivement
en repos, peut tourner sans frottement autour de son
centre O dans un plan horizontal sur lequel il repose.
Un insecte M du poids de 10% se meut sur le bord de ce
plateau. Il part du repos et, pendant 10 secondes, il se
meut de facon que la force qu’il applique au plateau ait
constamment pour projection sur la tangente au bord 3%.
Au bout de ce temps il se meut de facon que le travail de
la force qu'il applique au plateaw soit proportionnel aw
temps. On demande le mouvement du plateau, celui de
Uinsecte sur le plateau et le mouvement absolu de [’in-
secte. & =9,81. (Juillet 1907.)

ErREUVE THEORIQUE. — . Etablir les formules qui per-
mettent d’étudier le roulement d’un céne mobile sur un
céne fixe.

II. Sachant que la résultante de deux forces est située
dans leur angle et connaissant la composition des forces
ayant méme ligne d’action, établir la régle du parallé-
logramme des forces.

ErReEuVE PRATIQUE. — Un disque elliptique homogéne
pesant dont les axes sont 2™ et 1™, et le poids 1%, repose
sur deux tiges trés minces, le pénétrant normalement; ces
tiges sont horizontales et percent le grand azxe a o™, 50 du
centre; elles sont situées a la méme hauteur. On enléve
brusquement l’une des tiges; on demande, au moment ou
le disque se met en mouvement, la valeur de la réaction
de Uautre tige. (Novembre 1907.)
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Poitiers.

EpPREUVE THEORIQUE. — Une barre rigide, pesante, AB, se
déplace dans un plan vertical de maniere que ses extré-
mités A et B glissent sans frottement sur deur axes
rectangulaires Ox et Oy. Celte barre est amincie vers
Uextrémité A de maniére que la densité linéaire de la
barre en un point P soit proportionnelle a la distance PA.

1° Trouver et discuter le mouvement de AB :

Uasse de AB = M,

AB =2,

Angle de Ox avec la verticale dirigée vers le bas = o,

Angle de Ox avec OC (C miliew de AB) =9,

2° Trouver un point D de la barre et une masse M,
tels que, quelles que soient les conditions initiales, la
Jorce vive de la barre soit constamment celle qu’aurait
dans le mouvement le point D s’il étlait de masse My. Mon-
trer que le mouvement de D est celui que prendrait un
point matériel assujetti a glisser sans frottement sur la
trajectoire de D et placé dans un champ constant G, dont
on déterminera Uintensité et la direction.

3° Déterminer et construire les positions d’équilibre
de AB. Connaissant ces posilions peut-on construire la
direction du champ C,?

ILPREUVE PRATIQUE. — 1° On donne un cube ABCD,
AyBiCi Dy la vitesse du point A est représentée & l’instant
que l'on considére par le vecteur AB, celle de C, est
portée par G, G, celle de D, est dans le plan A;BCD;.

Trouver l’axe instantané de rotation et de glissement,
la vitesse de glissement et la rotation instantanée.

"0 Un solide homogéne a la forme du prisme triangu-
laire ABC, A\ B,C,; trouver les moments d’inertie de ce
solide par rapport a ses neuf arétes.

. (Novembre 1907.)

Rennes

EprEUVE THEORIQUE. — 1. Equilibre d’un fil parfaitement
Hexible et inextensible appliqué sur une surface. Cas ot
il y a frottement.
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II. ProBLEME. — Un fil homogéne, pesant, flexible et
tnextensible, est tendu suivant la section droite d’un cy-
lindre non poli a génératrices horizontales. Etablir les
Sformules qui donnent en chaque point la tension du fil
et la pression sur la surface. .

Cas particulier : Le cylindre est de révolution; le fil est
appliqgué sur la demi-circonférence supérieure; les extré-
mités pendent wverticalement et supportent des poids
donneés.

EpREUVE PRATIQUE. — On lance verticalement en lair
un objet sphérique avec une vitesse de 18™ par seconde. La
résistance de l'air est supposée proportionnelle au carré
de la vitesse et telle que, pour une vitesse de 80™ par se-
cond<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>