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SUR DEU\ SURFACES DU QUATRIEME ORDRE LIEES
A L'OCTUPLE GAUCHE COMPLET ;

A
Pwr M. L. REVY.

Cette Note a pour objet P'étude géométrique de
deux surfaces du quatriéme ordre que nous avons dé-
finies précédemment (') au moyen des fonctions théta
a deux variables, et qui se trouvent liées a la configu-
vation de l'espace & laquelle M. Fontené a donné le
nom d’octuple gauche complet (2).

Il counvient de rappeler la détinition de Toctuple
gauche complet : c'est la figure de V'espace formée par
(uatre couples de points :

(L, 1), (2,7), (3,3), (4, 4),

tels que le plan déterminé par trois points pris dans

les trois premiers couples passe par 'un des points du
(quatriéme couple.

Ces plans sont au nombre de huit, répartis également
en quatre couples :
Py (4. 1,07, 3"), ]),1 ALY 3,
Pat (28507, Phicdy o, 3,0,
l's:(-"y 3? l'! 2')’ P's:(i’, 3’7 172)1

(2,3, 4), P/s L 2/, 3, 4’)7

(') Comptes rendus, 26 mars et 19 novembre 1906,

() Bulletin de la Sociéte mathémathique, t. XXXIV, n** I
et T,
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et, corrélativement, ces quatre couples de plans sont
tels que le point commun & trois plans pris dans les
trois premiers couples appartient & un plan du qua-
triéme couple.

I.

Il nous sera utile de résoudre tout d’abord le pro-
bléme suivant :

Quel est le lieu des sommets des cdnes du second
ordre circonscrits & un octuple gauche complet ?

Le lieu des sommets des cones appartenant a un
réseau ponctuel de quadriques est en général une
courbe du sixiéme degré. Dans le cas actuel, il com-
prend les quatre droites d’intersection des couples de
plans de V'octuple [Py, P,], ..., [Ps, P,]; la courbe
résiduelle est donc soit une conique, soil un systéme
de deux droites ne se rencontrant pas.

Nous écarterons la premiére hypothése en montrant
que la courbe rencontre en deux points chacune des
quatre droites joignant les couples de points de I'oc-
tuple [ay, ], ..., [as, a;]- Considérons en effet
parmi les quadriques circonscrites a 'octuple celles
qui contiennent la dioite [a,, @, ]; elles forment un
faisceau ponctuel et se coupent toutes suivant la droite
[a., a,] et une cubique gauche T,, laquelle passe par
les six points de I'octuple autres que a,, @, et rencontre
\a droite | a,, @} ] en deux points.

Ceux-ci appartiennent au lieu géométrique, puisque
la cubique est projetée de chacun d’eux suivant un
céne du second ordre circonscrit 2 I'octuple. De la
résulte que le lieu cherché se compose de deux
droites A, A'.



(8)

Si nous remarquons enfin que chacune des droites 4,
A’ rencontre nécessairement le plan P; en un point de
sonintersection avec le plan P;, nous pouvons énoncer
le théoréme suivant :

Etant donné un octuple gauche complet, il existe
deux droites A, A" rencontrant a la fois les quatre
droites d'intersection d’un couple de plans et les
quatre droites joignant un couple de points.

Chaque point de U'une de ces droites est le sommet
d’un céne du second ordre passant par les huit
points de Uoctuple, et, corrélativement, chaque plan
mené par lune d’elles contient une conique tan-
gente aux huit plans de Uoctuple (*).

Du fait que les points d’intersection de la droite
| ai, a]avec les droites A, A" appartiennent a la cu-
bique T'; on déduit une proposition qui nous sera utile
un peu plus loin : la quadrique Q;jx définie par les
trois droites [aj, a;], [a, a;], [ax, @] contient la cu-
bique gauche I'; définie par les six points a;, @/, aj,
a)s ag, ay.

Enfin nous nous bornerons 3 énoncer les théorémes
suivants relatifs aux droites A, A’ et dont il est aisé de
donner une démonstration analytique :

Les points de rencontre de la droite (P;, P}) avec
les droites A, A’ sont les points doubles de Uinvolu-

tion déterminée sur cette droite par les quadrigues
circonscrites & Uoctuple.

De la le corollaire suivant :

(") La seconde partie de ce théoréme a déja é1é énoncée par
A\l..lincard qui y avait été conduit par une voie différente (Bul-
letin de la Sociéte mathématique, t. XXXIV, n° I).
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Les plans P;, P; et les plans déterminés par la
droite [P;, P;] avec les droites A, A' forment un fais-
ceau harmonique; de méme les points ot les droites
A, A rencontrent la droite [a;, a,] divisent harmo-
niguement le segment a; a; .

Enfin le rapport anharmonique des quatre points
d’intersection de la droite A avec les droites [P, P,]
est égal a celui des quatre plans déterminés par la
droite A avec les droites [ a;, a,].

II.

Les théorémes précédents nous permettent d’'étudier
la surface £ dont voici la définition géométrique :

Elle est du quatriéme ordre, elle admet pour
points doubles les huit sommets de Uoctuple et con-
tient les quatres droites [ a;, a;].

Cette surface dépend linéairement d’un paramétre,
car toute surface du quatriéme ordre a huit points
doubles (formant groupe de Lamé) a une équation de
la forme

f(P,Q,R)=o,

ou f désigne un polynome homogéne de degré 2, et
P=o0, Q =0, R = oles équations de trois quadriques
passant par les huit points doubles. Or la surface X est
assujettie de plus a quatre conditions linéaires.

Cette surface contient les quatre cubiques gauchesT;,
car elle rencontre chacune d’elles en quatorze points,
a savoir six points doubles et les deux points d’inter-
section de la cubique I'; avec la droite [a;, a;].

Considérons dés lors 'intersection de X avec la qua-
drique Q,3; définie par les trois droites [a., a,],
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[as, @], [as, a,]:elle comprend ces trois droites et
la cubique gauche T'y. La courbe résiduelle se compose
de deux génératrices de systéme opposé aux droites
[as, ay], oy [as, )]

En effet le long de toute biquadratique tracée sur la
surface £(P, Q, R) = o el passant par les huit points
doubles, on peut circonscrire une quadrique a la sur-
face; soit donc Q, la quadrique circonscrite a S le long
de la biquadratigue formée par la droite [@,, a,]etla.
cubique T'y. Les quadriques Qs et Qa3 sont tangentes
en deux points de la droite [ a,, a’_,] et, par suite, les gé-
nératrices d, d’ de la quadrique Q,3; qui passent par
ces points y sont langentes & la quadrique Qs et ala
surface T, et dés Jors sont situées tout entiéres sur cette
surface.

D’on ce théoreme :

Toute surface du quatri¢cme ordre qui admet pour
points doubles les sommets d’un octuple complet
et contient les quatre droites [a,, a;] posséde en
outre quatre couples de droites d,, d,, les droites
d’un méme couple d;, d, rencontrant les trois drottes
Lay &) Lany @)y L, @) ]

Cette smface admet une génération géométrique
simple : elle est I'enveloppe des quadriques Q cir-
conscrites @ octuple et tangentes & une droite d s’ap-
purant sur trois des droites [a;, a; .

Cette nouvelle définition est équivalente a la pre-
micre, car la droite d et par suite Uenveloppe des qua-
driques Q dépend de wun paramétre seulement, de
méme que la surface T; d’otr cette conclusion :

Les quadriques circonscrites & un octuple gauche
et tangentes & une droite d sappuyant sur trois des
droites (a;, a;) sont tangentes & sept autres droites.
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Les huit droites d forment une configuration qu’il
est aisé de construire, dés que l'on se donne I'une
d’elles d,. ’

L’équation de la surface T dépend linéairement d’un
paramétre : quand il varie, les deux droites d, d; qui
apparliennent & un méme systéme de génératrices dela
quadiique Qx; sont en involution, et I'on reconnait
aisément que les génératrices doubles de cette involu-
tion sont les droites A, A’. Par suite, les points de ren-
contre des droites d;, d, avec la droite { @), @, } divi-
Y

Considérons d’autre part les quatre coniques C,as,
«++y Cyy2sections des quadriques Qqasy -, Qyqy par
I'un des plans de V'octuple; la surface £ coupe ce plan.
suivant deux coniques G, €, el les points d'intersection:
des coniques G, C' avec la conique Gz, (en dehors des
sommets de l'octuple) sont respectivement les traces
des droites d, et d, .

Ainsi, de Ja droite d; on déduit sans ambiguité la
droite ), puis les coniques C. (' el, par saite, les trois
aulres couples d,, d, .

sent harmoniquement le segment a,, a

I1I.

Nous avons établi (') que les surfaces = sont hyper-
elliptiques, mais il y a des cas de dégénérescence.

Trois des surfaces E se décomposent en un couple
de quadriques : ce sont les couples

[Sn; S.N]’ [5137 S25]} [SM‘ S!3J7

S;; désignant la quadrique qui passe par les huit som-

(') Comptes rendus 26 mars 19o6.
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mets de I'octuple et contient les deux droites [a;, a}]
et [aj, a}]. .

Supposons d’autre part que la droite d coincide avec
la droite A; dans ce cas les huit droites d;, d;se con-
fondent avec la droite A qui est une droite double de
la surface Z,, et les deux coniques C, ' d’intersection
de la surface avec chacun des plans de I'octuple sont
confondues : la surface admet donc huit plans tangents
suivant une conique. Il en résulte que la section de la
surface par un plan quelconque mené par la droite
double A est une conique tangente aux huit plans de
Poctuple.

La surface admet donc deux définitions corrélatives :
d’une part, elle est enveloppe de la famille des cénes
du second ordre circonscrits & 'octuple dont les som-
mels sont situés sur la droite A; d’autre part, elle
est engendrée par la famille de coniques tangentes aux
huit plans de Poctuple dont les plans passent par cette
méme droite A.

Enfin la surface admet un plan tangent unique le
long de chacune des droites [a;, a;], puisqu'on peut
lut circonscrive un cone le long de cette droite.

Cette surface unicursale du quatriéme ordre a été
¢tudice par Plicker. On peut donc considérer la sur-
face de Pliicker comme une dégénérescence de la sur-
face hyperelliptique .

1v.

Nous étudierons en second lieu une autre surface du
quatriéme ordre S qui se trouve également lide a la

configuration de 'octuple complet et dont voici la défi-
nition :
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Elie est du quatriéme ordre et admet quatre plans
tangents chacun le long d’'une droite,

Pour construire une telle surface S on peut se donner
les quaire plans Py, Py, P;, P,; mais les droites de
contact Dy, ..., D, ne peuvent étre prises arbitraire-
ment dans ces plans. En effet, la surface S coupe le
plan P;, en dehors de la droite de contact, suivant une
conique G, et celle-ci doit passer par les traces dj, dy,
d;, des droites Dj, Dy, D; sur le plan P;, et étre tan-
gente en ces points aux plans P, Py, P;. Cect exige
que les droites joignant respectivement les points d,
dix, dyaux sommelts Aj, Ax, A; du tétraédre formé par
les plans P; soient concourantes. Considérons d’autre
part les plans P, déterminés respectivement par la
droite D; et le sommet opposé du tétraédre A, : ces
plans forment un tétratdre inscrit et civconscrit au
premier; en d’aulres termes, les huit plans P, P’ cons-~
tituent un octuple gauche complet.

Inversement soit un octuple complet: ses huit plans
peuvent éire, de quatre maniéres différentes, répartis
en deux Létraédres P, P’ inscrits et circonscrits 'un a
P’autre; chacun de ces tétraédres permet de définir un
systéme de quatre droites D; et de quatre coniques C,.

Prenons les plans P pour tétraédre de référence, et
soit Sy (x, ¥, 5, t)=o0 l'équation d’'une surface du
quatriéme ordre passant par les quatre coniques (. et
tangente aux plans P le long des droites D (*); ’équation
générale des surfaces S jouissant de cette propriété est
de la forme

) So(z, ¥, 5, L)+ Azyst=o0.

(1) On reconnait par un compte de constantes qu’il est possible
de former eflectivement une telle surface.
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Au point de vue projectif 'octuple complet dépend
de deux paramétres et la surface S de trois paramétres.
La surface S posséde douze points doubles, Lrois sur
chacune des droites D; en effet I'équation de la sur-
face a la forme suivante :

D(x, y, 5)C(x. y, 3)+ t.f (2, ¥, 3, 8) =0,

D(z,y,s)=oet C(x,y, 3)=o étant les équations
de la droite de contact D et de la conique C dans le
plant=oet le polynome f(z, y, 3, t) étant du troi-
siéme ordre.

Les trois points d'intersection de la droite D avec la
surface f(z, y, 5, ¢) = o sont manifestement des points
doubles de la surface.

L’équation (1) de la surface S dépend linéairement
du paramétre ; de la plusieurs conséquences géomé-
lrlqucs.

Les points doubles @;, b,, ¢; situés sur une méme
droite D; appartiennent & une involution linéaire du
troisiéme ordre. Celle involulion se laisse définir sim-
plement au moyen des droites D et des plans P. A cel
cffet considérons les droites A, A’ qui s’appuient surles
quatre droites D2 on peut déterminer le parameétre A de
maniére que la surface S contienne la droite A, et dés
lors celle-ci est une droite double, puisque ses points
de rencontre ¢; avec les quatre droites D; sont des
points doubles de la surface (ce sont méme des points-
pince). Si 'on prend pour plans coordonnés X = o,
Y = o deux plans passant par la droite A et pour
plan T =0 le plan tangent le long de la droite D,
I'équation de la surface prend la forme

(aX - bYR C(X.Y. Z) 4+ T (PX2+ QXY + RY?) = o,

P, Q, R étant trois polynomes homogénes du premier
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degré en X, Y, 7, T. On en déduit que 'involution
des points a;, b;, ¢; a deux de ses points confondus
avec le point g,.

Cetteinvolution est donc parfaitement définie puisque
I'on connait deux de ses points doubles, &;, ¢, et, de
plus, un groupe particulier formé par les points d’in-
tersection de la droite D, avec les plans P, Py, P,.

Les involutions du troisiéme ordre ainsi définies sur
les quatre droites se correspondent homographi-
quement ; ceci résulte du théoréme suivant dont la dé-
moustration analytique ne présente pas de difficulté :

L’homographie H;;, qui fait correspondre respec-
tivement auzx points d’intersection de la droite D,
avec les plans P,, Py, P, les points d'intersection de
la droite Dj avec les plans P., P, Py, fait corres-
pondre les points d’intersection de ces droites avec
chacune des deux droites A, A'.

De la résulte que les points a;, b;, ¢,, d’unc part, el
a;j, bj, cj, d'autre part, décrivent sur les droites D; et
Dj des divisions homographiques lorsque le para-
métre A varie.

Les propriétés précédentes permettent de déterminer
sans ambiguité les douze points doubles de la surface S
dés qu'on se donne I'un d’eux. Nous allons en déduire
quelques propriétés géométiriques de la surface.

Considérons le faisceau des quadriques qui con-
tiennent les droites D,, D, et passent par les points
d’intersection a,j et ay, de la droite D, avec le plan P,
et de la droite D, avec le plan P,. Elles déterminent
sur les droites D, et D, une correspondance homo-
graphique qui coincide avec I'homographie H,, puis-
qu’elle a avec elle trois couples communs : Giy G230, 0g3
et les points d’intersection z,, et ay; de la droite D,
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avec le plan P, et de la droite D, avec le plan P;. Par
suite on peut mener une quadrique par les droites Dy,
Dy, parles pointsa, 3, %24 €t parun couple quelconque a;,,
ay de Phomographie Hy;. On en déduit aisément qu’il
cxiste une quadrique contenant les droites D, D, et
passant par deux couples quelconques ay, a; et by, b,
de cette homographie. Ceci posé, soient une surface S
quelconque, a;, bi, c; ses douze points doubles; les
huit points (a;, b;) forment un groupe de Lamé puisque
P’on peut faire passer par ces points trois quadriques
n’appartenant pas & un méme faisceau.

Donc les douze points doubles de la surface S se
répartissent en trois groupes de huit points de Lamé
(aiy bi), (biy ¢i)y (ciy @) (*). Par suite la surface peut
étre considérée de trois maniéres comme I’enveloppe
d’une famille de quadriques passant par un de ces
groupes de huil points et bitangentes & chacune des
quatre coniques C.

Considérons celle des quadriques de la famille Q,,;
qui passe par le point ¢;; ¢’est nécessairement un conc
de sommet c¢;, circonscrit & la surface le long de la
droite I); et d’une cubique gauche qui passe par les
sept points doubles ¢;, aj, bj, ax, bk, ai, ;. La surface
poss¢de douze cubiques analogues I, T, . r

. ey et

V.

Parmiles surfaces S, il en existe quatre remarquables:
ce sont celles pour lesquelles les involutions liné-
aires «;, b;, ¢; ont un point double. Deux de ces sur-

(') On pouvait prévoir a priori que la surface appartient a ce
typed‘apres laclassification des surfacesdu quatriémeordrea 12 points
doubles (Rou~N, Mathematische Annalen, t. XXIX, 1887),
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faces Sy, S, sont celles qui admettent respectivement
les droites A, A’ pour droites doubles; elles sont en-
gendrées par une conique dont le plan tourne autour
de 'une des droites A, A’ et qui rencontre en deux points
chacune des coniques C.

Considérons les deux surfaces Sy, S correspondant
aux autres points doublesde I'involution. Pour chacune
d’elles les points a; et b; sont confondus: dés lors les
huit cubiques gauches T, et T, sont confondues en une
cubique I' qui passe par les huit points a; et ¢;. Cette
cubique est nécessairement une courbe double de la
surface, puisqu’elle est projetée de chacun des points a;
suivant un céne circonscrit & cette surface.

Ainst les surfaces Sy, S sont des surfaces du qua-
triéme ordre a cubique double; elles peuvent étre en-
gendrées par une droite qui rencontre en deux points
la cubique T et qui rencontre également les quatre
coniques C. Comme les surfaces de ce type dépendent
de dix-sept paramétres, on en conclut que les surfaces
du quatriéme ordre a cubique double, de premiére
espéce (c’est-a-dire dont les réciproques sont du méme
type) sont une dégénérescence des surfaces hyperel-
liptiques S.

La cubique double de la surface S, rencontre la
droite D; en deux points : le point double de l'involu-
tion a;, b, qui est un point-pince de la surface, et le troi-
sitme point de V'involution ¢; ou elle est tangente au
plan P;. On reconnait aisément que ce point coincide
avec I'un des points d’intersection de la droite D; avec
la conique C,. Les points d'intersection des droites D;
avec les coniques C; sont donc des points homologues
dans les homographies H;;.

En tout point de la cubique double I' le céne cir-
conscrit & la surface S, comprend le céne projetant la

Ann. de Mathémat., §* série, t. VII. (Janvier 1907.) 2
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courbe double, qui doit étre compté deux fois, et un
cone du second degré. La surface S peut donc étre re-
gardée comme Venveloppe d’une famille de cones du
second degré bitangents aux quatre coniques C.
Résumons en terminant la définition et les propriétés
du systéme des droites D et des coniques C.

Soient Py, P\, ..., Py, P, les couples de plans
d'un octuple gauche complet. Considérons d une
part les quatre droites D; d'intersection de deux
plans d’'un méme couple P;, P; et, d’autre part, les
quatre coniques C; définies de la maniére suivante :
On répartit les huit plans de Uoctuple en deux té-
tracdres inscrits et circonscrits Uun & Uautre etlUon
considére L'un de ces tétraédres Py, Py, Py, Py, par
exemple; la conique C; est située dans le plan P,
elle passe par les traces des droites Dj, D, Dy, sur

ce plan et elle est tangente en ces points aux
plans Pj, P, P (V).

Le systéme des coniques C jouit des propriétés
suivantes :

Les quadriquesbitangentes aux quatre coniques C
Sorment une famille deuzx fois infinie.

Il existe deux familles de cones du second degré
bitangents aux quatre coniques Cdont les sommets
sont situés respectivement sur deux cubiques gau-

ches et qui enveloppent deuz surfaces unicursales
du quatriéme ordre S, S, ().

('\. On peut répartir les plans de I'octuple en deux tétraédres
inscrits et circonscrits Pun & 'autre de quatre maniéres différentes
et, par suite, étant donné un octuple complet, il existe hait systémes
analogues de quatre coniques C.

(°) On obtient quatre autres familles de cones bitangentsaux coni-
quesC en counsidérantlesconesdusecond ordre circonscritsa une sur-



(19)

Il existe deux familles de coniques rencontrant
en deux points chacune des coniques C; les plans
des conigues d’une méme famille passent par l'une
des droites A, A' qui s’appuient sur les quatre
droites D et ces coniques engendrent une surface
nnicursale du quatriéme ordre.

Il existe quatre familles de droites rencontrant
les quatre coniques C; ce sont les deux systémes de
génératrices des deux surfaces S, et S|.

Enfin les points ot la droite D; rencontre les
trois plans Pj, Py, Py, les droites A, A’ et la conique C;
ont mémes rapports anharmoniques quelle que soit
la droite D; considérée.

Or nous avons remarqué au début de cette Note que
lespoints de rencontre de la droite D; avec les plans P,
P et avec les droites A, A’ forment une division har-
monique; en rapprochant cette remarque du théoréme
ptécédent, on obtient la proposition suivante :

Etant donné un octuple gauche complet, les
points o la droite d’intersection de deux plans
d’'un méme couple rencontre les six autres plans de
Loctuple ont mémes rapports anharmoniques, quel
que soit le couple considéré.



