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[M21Db]
SUR LES FORMULES DE SALMON ANALOGUES AUX FORMULES
DE PLUCKER ;

Par M. G. FONTENE.

1. Nous appellerons singularités essentielles d’une
surface celles qui existent généralement sur la sur-
face ou sur sa polaire réciproque; elles comprennent
les singularités tangenticlles qui existent lorsqu’on
part d’une équation ponctuelle générale (plans bitan-
gents, ...), et les singularités ponctuelles corrélatives
de celles-1a (courbe nodale, ...). La détermination des
relations qui existent entre 'ordre n de la surface, sa
classe n/, et les nombres relatifs aux singularités en
question, est due & Salmon (1847-1850), sauf I'excep-
tion suivante. Clebsch a introduit la nouion de genre
pour une surface, en appelant ainsi le nombre de
constantes arbitraives contenues (d’une maniére homo-
géne) dans Péquation d’une surface d’ordre n — 4 qui
passe par les courbes doubles, courbe nodale et courbe
cuspidale, de la surface donnée; Cayley a donné I'ex-
pression du geure en fonction du degré n et des nombres
relatifs aux singularités ponctuelles, et, en égalant cette
expression a sa corrélative, il a obtenu la derniére re-
lation entre les nombres considérés ci-dessus.

La Note actuelle a été rédigée d’apreés le Tradté de
Géométrie analytique & trois dimensions de Salmon.
On y trouvera un exposé méthodique de la question :
définitions, formules fondamentales constituant une
mise en équation du probléme, formules dérivées don-
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nant la solution du probléme; je n’ai pas cru devoir
reproduire la démonsiration des formules fondamen-
tales, mais j'al insisté sur l'explication a priori du
terme principal des formules dérivées. J'ai d’ailleurs
laissé de colé les singularités non essentielles intro-
duites par Cayley, points coniques, ..., mon but étant
de montrer que la connaissance de l'ordre n et des
nombres relalifs aux singulavités ponctuelles qui sont
essenltielles entraine (en ’absence de singularités
accidentelles) la connaissance de la classe n' et des
nombres relatifs aux singularités tangenuelles. La
notation (Il, 77) renverra au Traité de Salmon,
2 Partie, page 77.

2. Je rappelle d’abord, avec les notations habituelles
de la Géométrie plane, les formules de Pliicker :

n= m(m—i)—26—3x%, m= nn—1)—a2t—3I

t=3m(m—2)—68—8x%, ®*=3n(n—2)—6t—8i.

A priori, il y a la seulement trois relations distinctes
permelttant de calculer n, =, Z, quand on connait m, g,
%, et inversement; et en effet, 'élimination de ¢ entre
les deux premiéres, ou celle de © entre les deux der-
nic¢res, donne égalcment

3n—i=3m—=«
ou

i—r=3(n—m).

Si 'on observe que les deux formules de la premiére
ligne donnent, par soustraction,

2(t—8)+3({~-%)=nt— m?,
ou
2(t—8)=(n—m)(n+m—g),
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on obtient les deux systémes équivalents
n‘= In(lllvl)—'2.8~—3x limx = 3(n —m)],
t=3m(m —2)—66—8x
20t —8) =(n—m)(n+m—g)

=[m(m—2)—23—3x][(m>—g)— 28 — 3u],

m= n(n—1)—at—3¢ .
‘ [* —i=3(m—n)],

) x=3n(n—2)—6t—8¢
( 28 —zx)=(m—n)(m-+n-—g)

=[n(n—2)—27—3{|{(n2—9)—27—31I].

Jacobi a démontré le premier que la courbe bitan-
gentielle, courbe passant par les points de contact des
tangentes doubles, est d’ordre (m — 2) (m?*—g); Jai
fait observer ailleurs (Revue de Mathématiques spé-
ctales, aolit 1898), que la réduction de 7 est intuitive
si on écrit

t=3im(m—2)(m*—9)—23(n —4)—3x(n—3)

2301 —(2.3)8x — 32 =),
2 2

— 2

3. Cayley a déduit de ces formules six formules rela-
tives aux neuf nombres caractéristiques d’une courbe
gauche ; deux seulement de ces formules nous seront
atiles (encore pourrait-on n’en pas faire usage en se
bornant a ce qui est essentiel).

Soient :

m, l'ordre d’une courbe gauche;

h, le nombre de cordes gni passent par un point donné;

3, le nombre de points cuspidaux (ou stationnaires);

n, la classe de la courbe, c’est-a-dive le nombre de
plans osculateurs passant par un point donné;

K, le nombre de droites d’intersection de deux plans
osculateurs qui sont dans un plan donné;
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', le nombre de plans suroscalateurs (ou station-
naires); ]

r, lerang de la courbe, c’est-a-dire le nombre de tan-
gentes qui reucontrent une droile donnée (nom-
bre de plans tangents & la courbe qui passent par
la droite);

ces notations sont celles de Salmon, sauf A’ et §' qui

sont en harmonie avec les notations ultérieures.

Lorsque la courbe est créée par ses plans osculateurs,
on préfére ordinairement parler de la développable for-
mée par les tangentes, chacun des deux systémes de
demi-langentes formant une demi-nappe de la surface :
la courbe est 'avéte de rebroussement de cette déve-
loppable, et les plans osculateurs de la courbe sont les
plans tangents a la surface; les points situés sur les
tangentes & la courbe sont les points de la surface. les
plans qui passent par les tangentes (plans tangents &
la courbe) sont comparables aux plans tangents & une
surface réglée non développable. La notation 7 désigne
a ce point de vue 'ordre de la développable, quantité
qui est sa propre corrélative sur une surface réglée;
n est le nombre des plans tangents que I'on peat mener
par un point a la développable, et ce nombre est encore
appelé la classe de la développable. Nous adopterons
dans la suite cette facon d’envisager les choses pour une
courbe qui se présénte par ses plans osculateurs.

Si l'on considére le cone dont le sommet est un point
quelconque et qui s’appuie sur la courbe, les formoles
de Pliicker donnent pour la classe de ce cone

r=m(m—1)—ah—38;
de méme, si I'on considére une section plane de la
développable, on a pour 'ordre de cette courbe

r=n(n—1)—a2h'—3p.
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4. Voici, pour les surfaces, les éléments considérés

par Salmon, avec les notations de I'auteur. On a d’abord
les six quantités fondamentales :

n,
b,
<,
2

ordre de la surface ;

ordre de la courbe nodale;

ordre de la courbe cuspidale;

nombre de points triples de la surface, points ou se
croisent Lrois nappes (ce sont des points triples de
la courbe nodale);

nombre de points ot la courbe cuspidale avec ses
deux demi-nappes est coupée par une autre nappe
(ce sont des points de rebroussement de la courbe
nodale);

nombre de points de rebroussement de la courbe
cuspidale, séparant la branche de courbe nodale
qui y passe en deux régions, 'une crunodale,
Pautre acnodale (*);

(]

) Si BOC est la courbe cuspidale avec rebroussement en O, si

OA est la région crunodale de la courbe nodale, la forme de la
surface dans le voisinage du point O est celle qu'indique la figure

suivante :

0
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et les six quantités corrélatives (en adoptant le point
de vue indiqué au n° 3) :

’

n', classe de la surface;

U, classe de la développable qui est I'enveloppe des
plans bitangents, ou nombre de plans bitangents
que I'on peul mener par un point;

¢/, classe de la développable qui est I'enveloppe des
plans stationnaires ou plans langents aux points
paraboliques, ou nombre de ces plans qui passent
par un point donné (');

¢, nombre de plans tritangents;

v/, nombre de plans qui sont a la fois tangents en un
point parabolique el en un autre point;

B', nombre de plans surosculateurs de la courbe a la-

quelle les plans tangents aux points paraboliques

sonl osculateurs.

5. Nous aurons a considérer les plans tangents le
long de la courbe nodale, les plans tangents le long de
la courbe cuspidale, et, corrélativement, les points de
contact des plans bitangents, les points de contact des
plans stationnaires ou points paraboliques. Je rappelle
que les points paraboliques sont a I'intersection de la
surface donnée U avec la hessienne H, et que les points
de contact des plans bitangents sont a I'intersection de
la surface U avec une surface K dont nous veparlerons;
nous dirons : la courbe (U, H), la courbe (U, K).

Voici les notations relatives a ces éléments :

¢, classe de la développable qui est P'enveloppe des
plans tangeants le long de la courbe nodale, ou

(') Le plan tangent en un point parabolique est stationnaire en
prenant le point consécutif sur la tangente inflexionnelle.
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nombre de ces plans qui passent par un point
donné;

s, classe de la développable qui est 'enveloppe des
plans tangents le long de la courbe cuspidale, ou
nombre de ces plans qui passenl par un point
donné;

¢, ordre de la courbe qui est le lieu des points de con-
tact des plans bitangents, courbe (U, K):

o', ordre de la courbe qui est le lieu des points para-

holiques, courbe (U, H).

On remarquera que o est le nombre des points d’in-
tersection de la courbe nodale avec la courbe de con-
tact des plans tangents menés par un point, ....

6. Les notations suivantes sont relatives aux tan-
gentes, el non plus aux poinls ou aux plans tangents :

a, nombre detangentes quel’on peut mener a la surface
par un point donné, dans un plan donné;
8, nombre de tangentes doubles issues d’an point;
, nombre de tangentes inflexionnelles issues d'un
point;
&', nombre de tangentes doubles dans un plan;
*', nombre de tangentes inflexionnelles dans un plan.

On remarquera que a est a la fois Pordre du cone
circonscrit et la classe de I section plane; le cone cir-
conscrit a & arétes doubles et x avétes cuspidales, la
section plane a &' tangentes doubles et »' tangentes
d'inflexion. La courbe de contact des plans tangents
issus d’un point est d'ordre @, et, corrélativement, Ja
développable circonscrite 4 la surface le long d’une
section plane est de classe a.
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7. A la courbe nodale et a la courbe cuspidale se
ratlachent quatre quantités dont la considération n’est
pas indispensable :

k, nombre de cordes de la courbe nodale qui passent
par un point donné;

h, nombre de cordes de la courbe cuspidale qui passent
par un point donné;

¢, rang de la courbe nodale;

r, rang de la courbe cuspidale,

avec les formules

qg=b(b—1)—2k—6t—3y,
r=c(c—1)—2h—38,

dont la premiére s’obtien! en mettant k 4 3¢ au lieu
de k& dans la formule de Cayley rappelée au n® 3; on a
de méme quatre quantités corrélalives :

&', nombre de droites d’intersection de deux plans bi-

tangents qui sont dans un plan donné;

A', nombre de droites d'intersection de deux plans sta-

tionnaires qui sont dans un plan donné;

g, ordre de la développable gui est I'enveloppe des
plans bitangents;

1/, ordre de la développable qui est 'enveloppe des
plans stationnaires ou plans tangents aux points
paraboliques (les génératrices de cette dévelop-
pable sont les tangentes inflexionnelles de la sur-

face aux points paraboliques),

avec les formules

g =0(—1)—2k—6t'—3Y,
r=c(c—1)—2h--3F.
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On remarquera les deux ensembles de notations :

Courbe nodale.......... b, 0,k q,
Courbe cuspidale........ ¢, q, &, r.

8. Prosrime. — Etant données les six quantités
n, b, ¢ ¢t vy, B
calculer les siz quantités
n, o, ¢, t, ¥, B.

Les quantités considérées dans ce qui précéde élant
au nombre de
12 + 8 + 4 + 5 = 29,

il suffira d’en donner 6 pour calculer toutes les autres,
et en particulier les corrélatives des 6 premiéres, si ces
29 quantités sont liées par 23 relations distinctes. On
a déja écrit au n° 3 les formules qui donnent les expres-
sions des qualre quantités ¢, r, ¢', r' en fonction des
quantités b, ¢, ...; il faut donc encore 19 relations,
soit 18 41, en metlanl a part celle de Cayley. Les
18 relations de Salmon forment 3 groupes de 6 rela-
tions, chaque groupe comprenant 3 relations ponctuelles
et 3 relations tangentielles.

9. En premier lieu, les formules de Pliicker
donnent 6 relations distinctes entre les valeurs des
quantités n, b, ¢, &, x et a, n', b/, ¢/, &, ¥. On a
d’une part, en considérant une section plane de la sur-

part, I
face, trois relations que nous utiliserons sous la forme
qui suppose connus les éiéments ponctuels :
a= n(n—i1)—2b—3c¢c
‘ , ( ) [e—%"=3(n—a)],
(I) { ¥ =3n{n—2)—6b—8¢
) ¥ =in(n—2)(n*—9)—2b(a—4)—3c(a—3)—....
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On a d’autre part, en considérant un cdne circons-
crit a la surface, trois relations dont la forme corrélative
des précédentes serait celle qui exprimerait a, x, S en
fonction de n/, #', ¢/, mais que nous utiliserons sous la
forme qui suppose connus les éléments ponctuels :

n'= (a — _— .8—3.
, ala —1)—2 % [c’—x:?»(n'——a)],
C =

n 3a(a —2) — 66— 8x
) 'Q(b’—B)z(/z’—a)(n'—r—a—g)
=[a(a—2)—20—3%][(a®2—9g) —28—3x].

Je signale en passant la formule
3n—c—x=3n"—c —x,

chacun des denx membres étant égal & 3a —»x —%'.

10. En second lieu, la considération de la seconde
polaire d’un point quelconque (courbe d’ordre n — 2)
donne les formules suivantes, dues a Salmon (Ill,
169) :

‘ x=a(n—2)—(p—+—20),
(A) } p=0b(n—2)—(3t-+3y+2p),

28 =c(n—2)—(Y+4P);

pour la premiére, par exemple, qui donne le nombre
des tangentes inflexionnelles issues d’un point P, il
faut défalquer du nombre des points d’intersection de
la courbe de contact des tangentesissues de ce pointavec
la seconde polaire de ce point, soit a(n—2), le
nombre des points de rencontre B de celle courbe de
conlact avec la courbe nodale, soit o, et (deux fois) le
nombre des points de rencontre Cde cette courbe de con-
tactavec la courbe cuspidale, soit s; la seconde polaire
du point considéré contient en effet les points B, puis-
qu’une droite PB rencontre la surface en trois points qui
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coincident en B, .... La seconde et la troisiéme for-
mule sont relatives a ces points B et C,
On a les formules corrélatives

(| #=a(n'—2)—(p'+2d),
(Al) P'=b'(n'—2)—(3!'—!—3‘('—:—2@'},

20’ =c'(n'—2) — (Y + 4f).

11. En troisiéme lieu, la considération d’une sur-
face d’ordre (n — 2) (n —3) passant par les poinis
de contact des tangentes doubles issues d’un point
donne les formules suivantes, également dues
a Salmon (11, 17)) :

26 =a(n—2)(n—3)—2(ab—2p)—3 (ac— 3q),
fjk=b(n—2)(n—3)— (ab—120) —3(bc—2y— 38),
6h=c(n—2)(n—3)— (ac—36)—2(bc—2y—3P);

la différence ab — 2p représente le nombre des inter-
seclions apparentes de la courbe de contact des langentes
issues d’un point et de la courbe nodale, ...

On peut écrire :

28 =a[(n—2)(n—3)—2b—3c]+4p + 90,
(B) { 4k=b[(n—2)(n—3)— a—3c]+2p +6v--98,
6h=c[(n—2)n—3)— a—2h]+3s — 4y +62.

On a de méme

28’ =al(n'—2)(n'—3)—2b'—3c'|+ js'+ g0,
(BY) { R e,
B =

12. Salmon transforme les formules (B) en ajoutant
a chacune d’elles la formule correspondante (A) multi-
pliée par 4; le coefficient de a, b, ou c au second
membre de la nouvelle formule commence alors par le
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terme (n — 2)(n+1), ou n(n —1) — 2, et ce coeffi-
cient prend une.forme trés simple en tenant compte

de la relation

a+2b+3c=n(n—ru);

on a ainsi
S 20 +4x=a? —2a+a,

(By) ¢ 4k =2b'—2b—2p— 12— 67+ B,
'Gh =3¢ —92c¢ —50 —10B;

on a de méme

5 20441 =at—2a -+
4K T e ee s .

6h' et

(BY)

En combinant les relations (B,) avec les relations

n= a*—a —28—3x,
2g =2b02— 26— jk —12¢ — b,
3r=3¢ct—3c—6h — 98,

on obtient de nouvelles relations qui peuvent remplacer
les unes ou les autres :

" n—a= x—go,
(F) ) 2q =2p — B,
L 3r+c=50+0;

on a de méme
n—a= % —¢,
2q'=29’—p”
3r+c' =50+ f}

(F)

—

on peut remarquer la formule
n+x—oc=n—+x—o,

chacun des deux membres étant égal 4 n + n' —a.
Les six formules (F) et (F') remplaceront pour nous
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les quatre formules du n® 7, la premiére formule (1)
et la premiére formule (B'). Ce qui reste a dire sur ces
formules sera mieux 4 sa place un peu plus loin.

13. Voici enfin la formule de Cayley (IlI, 191,
192, 138) :

(G) 26n —12¢+ B =26n"— 12¢'+ .

14. Revenons au probléme du n° 8, pour lequel
on suppose donnés n, b, c, ¢, v, f.

Observons d’'abord que les huit quantités &, A, ¢, r,
k', ... figurent seulement dans huit relations, que l'on
peut mettre & part et qui feront connaitre ces huit
quantités quand on aura déterminé les autres : ces huit
relations sont les deux derniéres relations de chacun
des groupes (B,) et (B)), etles deux derniéres relations
de chacun des groupes () et (F").

De cette fagon, on a seulement six inconnues prin-
cipales

n', b, . t, o, B,

el neuf inconnues auxiliaires

a
X
o2 oo

liées par quinze relations qui sont :

les six relations () et (I'),

les six relations (A) el (A'),

la premiére relation de chacun des groupes (By) et (B)),
la relation de Cayley;

toutefois, comme il a été dit, nous remplacerons la
premiere des relations (I') par la premiére formule (F),
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et la premiére des relations (B)) par la premiére for-
mule (F').
13. Les relations (I) donnent a, %/, &' :

(1) a= n(n—1)—2b—3c,
(2) ®=3n(n—2)—6b— 8¢,
3)3=Lin(n—2)(n2—g)—2b(a—4)—3c(a—3)—...

Les relations (A) donnent g, =, & :

(4) o=>b(n—2)— (31 +3v+2p),
(5) 20=c(n—2)— (1+48),
(6) v=a(n—2)—(p+20)=....

La premiére relation (B) donne 3 :
(7)28=al(n—2)(n—3)—2b—3c]+fp+9o=....

16. Les relations (I'} donnent r/, ¢/, &'. Pour le
calcul de n', il vaut micux employer la premiére des
formules (F); on a ainsi

n—a=x—os=a(n—2)—(p+309),
ou

(8) n=a(n—1)—(p+30)=....

Cette formule importante pourrait étre établie
directement, comme le remarque Salmon : en effet,
pour avoir les points de contact des plans tangents &
une surface menée par une droite, on peut couper la
courbe de contact relative 3 un premier point de la
droite par la premiére polaire d’un autre point de cette
droite, sauf & écarter les points en nombre p ou la
courbe de contact est rencontrée par la courbe nodale,
et (trois fois) les points en nombre o ot elle est rencon-
trée par la courbe cuspidale, puisqu’une premiéve polaire
quelconque passe par ces deux courbes.
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La valeur de ¢’ est donnée par la formule

¢'—x=3(n'"—a);

a cause de
x=a(n—2)—(p—+29),
n'—a=a(n—2)—(p+30),
on a donc
9) c=axj(n—2)—(fp+110)=...;

on aurait pu écrire

¢=x+3(n—a)=4x—36¢=...;
le premier terme de la formule (qg) s’explique par le
Jait que les points paraboliques sont sur la hes-
stenne H qui est d’ordre 4 (n — 2).

On obuent &' par la derniére des formules (I'). On
a d’abord

20+3x=a[n(n—2)—2b—3c]l+p-+3o;
on a donc
2b’:26+[a(a——2—n(n—2)+2b+3c)—p—-BG]
><[a(‘a—n(n~2)+2b+3c)~g»—p—3c],
ou, a cause de
a+2b+3c=n(n—1),
2b=al[(n—2)(n—3)—2b—3c]+4p+90

+[a(n—2)—p—3c][an—9g —p —30],
ou enfin

(10) o2b=ax(n—2)(R¥—n2+n—1i2)—...;

le premier terme de cette formule s’explique par le
Jait que les points de contact des plans bitangents
sont sur une surface K d’ordre

(n—2)(n*— n*+4+n—12).
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17. Lapremiére formule (F'),substituée a la premiére
formule (B)), donne ¢’. En la rapprochant de celle qui
donne %/, on a

n—a=x —gd,
3(n—a)=c—x,
et, par suite,
f(n—a)=c—d,
ce qui donne
(11) d=nxj(n—2)—8b—11c;

le premier terme s’explique par le fait que la hes-
sienne H contient les points paraboliques.

La premiére des relations (A') donne o'; dans le
terme qui subsiste seul en 'absence de singularités
ponctuelles, (7 —2) se met en factear a cause de

(n"—2)=(n—2)(R2+1)+ ...,

ctl'on a

(12) o=nXxX(n—2)(n*—n*+n—12)+...;

le premier terme s’ explique par le fait que les points
de contact des plans bitungents appartiennent a la
surface K dont il est question ci-dessus.

18. La velation de Cayley donne
(13) 28 =nxin—2)x(tn—24) —....

Voici comment Salmon rend compte du premier
terme de cette expression (ItI, 167). En un point
quelconque, la section de la surface dounée U par le
plan tangent ofire un point double dont les deux tan-
gentes sont les tangentes inflexionnelles en ce point;
il peat arriver que I'une de ces tangentes soit une lan-
gente d’inflexion pour la section, et le lieu des points



( 449 )
pour lesquels il en est ainsi, la courbe flecnodale, est
I'intersection de la surface par une surface S de degré
11n—24; on arrive a ce résultat en cherchant les
droites qui rencontrent la surface en quatre points con-
sécutifs (IlI, 140).

En un point d’intersection de la courbe (U, H) qui
est le lieu des points paraboliques avec la surface S ou
avec la courbe flecnodale, la direction de la tangente a
la courbe (U, H) est la méme que celle de la tangente
inflexionnelle, et les plans tangents en deux points
consécutifs de la courbe (U, H) sont, par suite, les
mémes.

Il semble donc que I'on doit avoir

BF=nx4(n—22)x(1tn —24)—...;

mais la surface S est tangente a la hessienne, de sorte
que la courbe (U, H) est tangente a la surface S, et
I’on a réellement

B=1tnxg4(n—2)x(1n—24)—....

Voir encore Savmox, 111, 160.

19. Les deux derniéres relations (A’) donnent enfin

(14) Y=nx4(n—2)x(n—3)(n*+3n—16)—...,
(15) 6/=n(n—2)(nT—...)—....

Le premier terme de la relation (14) appellerait une
explication analogue & celle qui concerne ', au moyen
d’une surface dont le degré serait

(n—3)(n3+3n —10).

Les formules (13) et (15) donnent

Y+ef=nxfn—ar)x(n—2)(RP—n2+n —12)—...

Ann. de Wathemat., §° série, 1. VII. (Octobre 1907.) 29
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Salmon rend compte du premier terme de cette for-
mule (HI, 153), en considérant les points communs
auz trois surfaces U, H, K, ou encore les points
communs 2 la courbe parabolique (U, H) et a la courbe
(U, K) qui est le lieu des points de contact des plans
bitangents.

20. Au movyen des formules
Y

p=0b(n—2)—3t—3y—123,
_en—xy
d’-——»2 c 29,
on a
bn+3t-—5§
k__blb+l)m 2
- 2 2 ’
h— c(c--1) __Jcn—\;’
B 12
fs
g=p—5L=
‘_53—\'—#—(’ _.en—y
r o= 3 =5—F —2c—33
On a cuncore
g'=n(n—2)(n—3)(n2+2n—4)—...,

2r'=nxj(n—2)x3n—4)—...;

le premier terme de cette derniére expression peut
étre obtenu directement (111, 123).

21. Les valeurs obtenues pour les nombres caracté-
ristiques doivent élre entiéres, et il en résulte certaines
conditions pour les données.

La formule (5) mountre que cn — vy doit étre pair; la
formule (7) exige qu’il soit muluiple de 4.

La condition pour que ¢’ soit entier est réalisée



( 451 )

d’elle-méme; on doil écrire que la quantité
o(n+1)—p'+ 8

est divisible par 3 : en tenant compte de ce que n? est
congru & n relativement an module 3, on arrive a I'ex-
pression (0% — b) — (B3 — ), qui doil étre et qui est
divisible par 3.

D’aprés (F) et (F'), g et ¢’ sont entiers si 3 et B
sont pairs, c’est-a-dire, en tenant compte de la for-
mule de Cayley, si § est pair. La condition pour que
r et 1 soient entiers est que cn — v soit multiple de 3;
d’aprés ce qu'on a déja vu, il doit donc étre multiple
de 12.

D’aprés les formules du n° 7, 2 ¢t A’ sont entiers si
r et 1’ sonl pairs, ce qui a lieu en vertu des conditions
déja oblenues. Cette parité se raméne, en eflet, a celle
des différences o — ¢, ' — ¢/, parités qui se raménent
P’une a Pautre, et la formule

20 —2c=c(n—4)—(y+ 1B)

montre que 26 — 2.¢ est multiple de 4 en méme temps
que cn—v.

La valeur de k est un nombre entier si la différence
g — ¥ est paire, ce qui exige que bn —t — % soil un
nombre pair. Cette méme condition donne d’ailleurs
k' entier, comme on s’en assure en cousidérant la dif-
férence k' — k.

On a donc ainsi les conditions

cn — vy = mult. de 12,

f = mult. de 2,

bn —t— @ = mult. de 2.

2
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22. L’expression du genre donnée par Cayley est
(II1, 138)

D=4(n—1)(n—2)(n—3)—(n—3)(b+c)+3i(g+7r)

+ o2ty + 1B;
on peut écrire

nh=as(n—n(n—9o)(n—3)—6(b+c)(n—4)—cn
+06t-+—7v+gB.

On hit dans 'Ouvrage de Salmon (111, 1g1) : « La
formule (13), due & Cayley, est la forme correcte de
expression de (', déduite d’abord par lui (avec
quelques erreurs dans les coefficients numériques) de
considérations différentes, mais qui résulte plus facile-
ment de la relation obtenue en égalant Uexpression
ponctuelle du genre a son expression tangentielle; et

fa formule
26n —i12c+ B =26n"— 120+ 3

est unc relation qui se préseate d'elle-méme dans cette
recherche. »

Il n’y a pas a se préoccuper ici du fait que le genre
numérique d’une surface, c’est-a-dire le nombre que
donne la formule de Cayley, peut éwre inférieur & son
genre géométrique, Leuthen ayant moniré que le
genre numérique est, comme le genre géométrique, un
invariant pour toute transformation birationnelle. Je
venverral sur ce poiul a la Théorie des fonctions
algébriques de deux variables indépendantes, de
MM. E. Picard et G. Simart.

WNote. — Je retrouve au dernier moment, dans le
Volume des Nouvelles Annales pour 1864, un article
mtéressantl de E. de Jonquiéres relatif aux singularités
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tangentielles des surfaces algébriques qui n’ont pas de
singularités ponctuelles. Je regrette de n’avoir pu en
tirer parti.



