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CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
EN 1907.

Premiére composition de Mathématiques
(Sciences I et II).

Sorvrion PAR M. JEax SERVAIS.

1. Etudier la variation de la fonction
Yy = e Zsing.

Représenter cette variation par une courbe rap-
portée a deux axes rectangulaires Oz et Oy. Déter-
miner les points d’inflexion de la courbe.

Calculer Uintégrale

ATC
I,= [ e—tsinx dz,
0
ot k désigne un entier positif (k=1,2,3,...)et
indwquer la signification géométrique de cette inté-
grale.
Déterminer la limite de I pour k =+ .

IT. 1° Etant donnés deux axes rectangulaires Ox
et Oy, on demande de trouver une courbe (C) possé-
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dant la propriéte suivante. Si, en un point quel-
conque M de cette courbe, on méne la tangente MT
quirencontre Oy en T, et si l'on abaisse du point M
la perpendiculaire MP sur Oz, laire du tra-
pese OTMP est équivalente a un carré donné de

cété a (fig. 1).

Fig. 1.

0

On établira U'éguation de la courbe en supposant
que Uarc de courbe considéré ait, par rapport aur
azes, la disposition indiquée sur la figure; on tra-
cera la courbe dont on aura obtenu ainsi I’ équation
et l'on énoncera la propriété géométrigue qui rem-
place celle de U'énoncé pour les arcs qui présentent
une disposition différente de celle de la figure.

2° Parmi les courbes trouciées on construira en
particulier celle qui passe par (¢ point x = a, y = «,
et lon calculera les rayons de courbure de cette
courbe aux points d’abscisses « === a.

. Un fil élastique, de masse négligeable, est
attaché a un point fize A; quand ce fil pend libre-
ment sous l’action de la pesanteur, sans étre tiré,
il a une longueur AB=1 et une tension nulle.
Quand le fil est tiré, a son extrémité libre, de facon
a prendre une longueur AM = r, plus grande que [,
la tension F du fil est une force, dirigée de M
vers A, ayant une intensité proportionnelle a l'al-
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longement
F=k(r—1),

ot k est une constante positive.
1° Ceci posé, on attache au bout du fil un point
pesant; déterminer la masse m de ce point, de facon

Fig. 2.
A

&)
AF

Mo

qu’il soit en équilibre sous U’action de son poids
et de la tension du fil, dans la position O telle
que AO =2l

2° On tire sur le fil portant & son extrémité ce
point matériel m et U’on améne le point dans une
position M, telle que AMy=r, ait une longueur
supérieure a 21, puis on abandonne le systéme a
lui-méme sans vitesse initiale. Etudier le mouvement
du point matériel m.

Quelle doitétre lavaleur de ro pour que le point m
remonte jusqu’au point B, ot la tension s’annule, et
arrive au point B avec une vitesse nulle?

Quelle doit étre la valeur de r, pour que le point m
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remonte jusqu'en A et arrive en A avec une vitesse
nulle?

1. La dérivée de la fonction est

dy
dr

=e*(cosx —sinzx).
Elle s’annule pour les valeurs de = pour lesquelles
tangxr =,
soit

-
z= - + k=.

4

La fonction passe donc alternativement par les
maxima el minima pour les valeurs

z ™ z ™ T
=—--—21’r, = - —T, X = —»
4 4 4

T ™
r=- + T Z = + 2T
4 ’ 4 1 ’

qui vont en décroissant en valeur absolue et sont
alternativement positives et négatives :
V2 _FVe S R S
b o, P >
La courbe représentative coupe d’ailleurs I'axe Ox
aux points d’abscisses kw, elle a donc la forme de la
figure 3, d’une sinusoide déformée dont les sinuosités
infiniment grandes a gauche, du c6té des x négatifs,
décroissent pour devenir infiniment petites du cdLé
des z positifs, de telle sorte que la courbe devient
asymptote 8 Oz du coté positif en serpentant.
La dérivée seconde est
dry
dx?
Ann. de Mathemat., §* séue, t. VII. (Aout 1go7 ) 23

=—2e %cosx.
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‘Les points d’inflexion sont donc les points d’abscisses
= (2k+1) ;

On obtient, par deux intégrations par parties, 1'in-

tégrate indéfinie

. 1 .
e~*sinz der =— 5 e~*(cosx ~+ sinr),

kY

ce qui donne
= -+ -eT, o= - — —em2™

I3=_—+—e—3“, oo}
en général

Iy = ;:- [1 —(—1)k e—km],

Lorsque & croit indéfiniment par valeurs entiéres
.. . . - . T
positives, la limite de [ est manifestement 5 Clest la

somme d’une série alternée convergente dont les termes
sont les aires des boucles successives de la courbe.

II. L’équation de la tangente MT est, en désignant
par z, y les coordonnées du point M et par X, Y les



coordonnées courantes,

d
Y—y=FX=-2).

L’ordonnée OT du point T est donc (X = 0):

Y=y—z'%‘}:-

L’aire du trapéze OTMP est

_y—+—Y___z_‘ o dy>
r 2 —-2<2)’ xd:r'

L’équation différentielle de la courbe est done
x? % —2xy +2a%*=o.

En appliquant a cette équation linéaire le procédé
classique, on trouve l'intégrale générale

_ oz 2a?
r=3

-+
P 3z
ol p désigne une conslante arbitraire.

On voit que la courbe s’obtient en faisant la somme
des ordonnées de méme abscisse de la parabole

TZ
T 3p
et de I'hyperbole équilatére
_ 2a?
V=37

Ceci donme immédiatement la courbe qui a la
forme (I) (fig. 4) quand p est positif et la forme (I1)
(fig.3) quand p est négauf. Pour% =0, 0n a, en par-

Y

ticulier, I'hyperbole, ce qui était & prévoir. On passe
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d’ailleurs de la forme (I) a la forme (II) par une

Fig. 4 (forme I).

O S

symétrie par rapport a l'origine.
Le point I ol la tangente est parallele 8 O 2 s’obtient

Fig. 5 (forme II).

~ x
£
SN
’ )
7AW
! Ll
: '
' H
1) ]
en égalant & zéro la dérivée
dy xr  n2a* 2 23— alp
dr~ 3p 322 3 pat
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qui a pour racine réelle unique

xr = e;’—p'

Le point d’inflexion s’obtient en cherchant la valeur
pour laquelle s’annule la dérivée seconde

d’_f_'l<' +2_a’)=z.

dzt — 3\p =’ z?

Cette dérivée s’annule en méme lemps que y pour
3 oal
r=—y2alp;
le point d'inflexion D est donc le point ou la courbe
coupe Oz.

De P'origine O menons la tangente OA 4 la courbe.
L’abscisse de A est donnée par I’équation

r_r

dr — z’
qui s’écrit

r ja?

3p 3a?

et a pour racine réelle unique
§—
r = \/4a2p

La courbe ( fig. 4) est ainsi partagée en quatre arcs :
BA, AC, ED et DF. L’arc BA correspond 4 I'énoncé.
D’ailleurs pour fowut point M de la courbe on a :

x
a:.l_,____
2-

T—)y est, au signe prés (fig. 1), I'aire du triangle OMP,
et E} est celle du triangle OMT.
Pour un point M, de I'arc AC on a

z>0, y>o, Y<o;



( 358 )
donc :
a?=aire OM; P, — aire OM; T,
ou
a? = aire M Q, Py —aire 0Q, T},

QQ, ¢tant le point d’intersection de la tangente avec O .
Pour un point M, de 'arc ED on a

a?= aire OM, Ty — aire OM, P,
ou
a?= aire 0Q, Ty — aire My Q, P,.

Enfin pour un point M, de I'axe DF on a

a?= aire OM3P;+ aire OM;T; = aire OP; M; T;.

On voit que. lorsque le trapéze OPMT est convexe,
’équation exprime que son aire esl égale a «* et que,
lorsque le trapéze est concave, a® est égal a la diffé-
rence des aires des deux triangles formés par le recou-
pement des cOtés non paralléles.

Si I'on convient d’appeler aire du trapéze concave
la somme algébrique des aires des deux triangles qui
le forment, l'aire d’un de ces triangles étant précédée
du signe 4+ ou du signe — suivant qu’un mobile, par-
courant le contour MTOP du trapéze dansle sens deM
vers T, a l'aire du triangle & sa gauche ou a sa droite,
on peut dire que, dans tous les cas, 'aire du trapéze
MTOP estégale & a*.

Dans le cas particulier ou la courbe passe par le
poinl Z=a,y=a, on ap—=a elce point est pré-

., . . d . .
cisément le point 1 ot %Y — 6. En ce point on a

dz
d*Z 2a 2
= — = -
dzr? u? a

: y @
Le rayon de courbure est donc égal a 3"
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Pourz = —a onay..—:-——;-l,
_t(_}’,____é ay 2
dz — 3 dr*T  3a’

Le rayon de courbure est donc

Vi-g)
I+ —
R = 9 __125:1'

BT

2
Ja

III. En O (fig. 2) la force F est égale a kI, puisque
r=2l. Pour que le point soit en équilibre il faut et
il suffit que

kl = mg,
kil . M&

Prenons alors O comme originedesabscisseset comme
sens positif sur la verticale AO leseas de haut en bas,
de A vers O. S0it OM ==z; ona

r=2l+ua,
d’ou
F=k(l4+z)=mg+ ,’flﬁ'_w'
L’équation différentielle du mouvement du point est
alors

mEZ mg
ldtz =—mg — 7 x -+ mg,
ou
drz &
M iR A

Il est bon de remarquer de suite que cette équation
n’est valable que si le fil est tendu, c’est-a-dire sil'on a

rzl, ou x2—"1.

v
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L’intégrale générale de cetie équation est

x = A cos é;t—v—Bsin‘/é?,t,

et, d’aprés les données initiales, on doit avoir, pour
1 =o,

xo'—-—’o—‘ll — =0
k) ]l! 0 b
ce (Iui donne

A =ro—2l B =o.

L’équation du mouvement est
(2) x:(ro——zl)cos\/‘%t.

D’aprés laremarque précédente elle ne sera constam-
ment applicable que si 'on a toujours 22— /. Le mi-
nimum de z est — (ro— 2![). Ceci aura donc lieu si

— ro+20z2—1, ou re<31.

Nous distinguerons donc deux cas :

1° ry£31/. Le mouvement de M est un mouvement
oscillatoire, autour de la position moyenne O, de
période 2x \/_l_ et d’amplitude 2 (ry— 2{). Le point

&

oscille entre Myet le point M symétrique de M, par
rapport 4 O.

En particulier M coincide avec B si ro=3/.

2° ro >3!. Dansce cas le mouvement commence par
étre régi par l'équation (2). Le point M remonte

[ .
de M, en O, passe en O au temps 15\/—— et atteint le
. . 2V &
point B & un instant ¢, tel que

—I=(ry—21) cos‘/% ty,
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avec une viltesse ¢,

vy=—(ry— 21)\/§;sin»/'%t,.
On a donce

- 2
v}=(r,,—2l)'§-;ll—- ! ]

(ro—21{)?

03 =5 (ry— 1) (re—31),

"12'—\/—5[:("0—" 0y (ro—314.

A ce moment le fil se détend et le point est un point pe-
sant libre. 1l remonte donc d'un mouvement uniformé-
ment retardé, au-dessus de B, jusqu’a une hauteur %
telle que

pe 1 (= D(n =30
28 2l
puis redescend et revient en B avec la vitesse |v,]. Le
fil se tend a nouveau, Je mouvement oscillatoire reprend,
le point descend jusqu’en M, oul sa vilesse s’annule; et
tout recommence comme précédemment,
Pour que le pointarrive en A avec une vitesse nulle,

il faut et 1l suffit que 'on ait

h=1,
ou
(ro—10)(ro—31) =21z,

r:—4lro+ 2=o.
On prend pour ry la racine plus grande que 3/:

ro=(2+y3)L
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Déuxiéme composition de Mathématiques
(Sciences I).

SoLutioN par M. Jeaxn SERVAIS.

1. Oz, Oy, O3z, étant trois axes de coordonnées
rectangulaires, montrer que I’équation

riar+okayzs + kot — 2akly = o,

ot a et k désignent deux longueurs données, définit
une surface réglée (). Trouver les traces et les con-
tours apparents de cette surface sur les plans de
coordonnées. Indiquer une construction géomé-
trique des génératrices rectilignes de la surface.

2. A quelle condition les coefficients de l'équa-
tion
Ar —-By+Cz +D=o

doivent-ils satisfaire, pour que le plan représenté
par cette équation contienne une génératrice de la
surface? Quelles sont, en supposant cette condition
vérifiée, les coordonnées du point de contact du plan
et de lasurface?

3. L’intersection de la surface (2) et du cylindre
dont U’équation est

r*+4yt—oay =o

se compose de I’axe Oz et d’une courbe gauche (C);
exprimer en fonction rationnelle d’un paramétre les
coordonnées d’un point quelconque de (C). Une gé-
nératrice du cylindre rencontre la courbe (C) en
deux points : lieu du milieu de ces deux points.

.
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4. La section de (2) par un plan paralléle a Oy
est une parabole (P); exprimer, en fonction de la
cote de son plan, le paramétre de cette parabole;
trouver le lieu de son foyer et celui de son sommet;
construire les projections de ces courbes sur les plans
de coordonnées.

3. La parabole (P) se projette sur xOy, suivant
une parabole (Q); chercher les enveloppes de I’axe
et de la directrice de (Q).

Indiquer, dans le plan Oy, une définition géo-
métrique des paraboles (Q).

6. I existe, sur chacune des paraboles (Q), un
point M tel que le cercle osculateur en M passe
par O : trouver le lieu du point M.

1. Le cone directeur de la surface se composant des
plans y =0 et 5=o0, elle ne peut admettre que des
génératrices paralléles a ces plans; or Péquation de la
surface (Z) s'éctit :

(1) (yz+ kz)*—rakly =o

et sous cettc forme on voit que seuls les plans paral-
leles au plan O z la coupent suivant des droites :

Y=t
pz+ ke =xkyrap.

Chacun de ces plans coupe la surface suivant deux
droites paralléles, le reste de 'intersection étant rejeté
a I'infini suivant la droite a I'infini du plan xOz qui
est une droite double de (2). Ces génératrices ne sont
réelles que si > o. La surface est située Lout entiére

du coté des y positifs. . )
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Pour avoir un paramétre qui entre rationnellement
dans les équalions, posons

2ap =7
et les équations d’unc généralrice quelconque seront

2ay — M=o,
(2) 2z +o2ak(x —A)=o.

Les deux génératrices G ct G'situées dans un méme
plan paralléle au plan 2Oz correspondent a deux va-
leurs opposées de A.

I.a trace sur le plan y = o est 'axe Oz, deux fois.
La surface est tangente au plan 302 tout le long
de Oz. La trace sur le plan 5 = o0 est la parabole Py :

zx?—2ay = o;
celle sur le plan z = o est I'axe Oz et la cubique Q,:
y3t—2ak? =o,

admettant Oy comme axe de symétrie et asymplote a
Ozet Oy,

Les contours apparents en projection sont les enve-
loppes des projections des génératrices.

L.e contour apparent sur le plan 203 est donc 'en-
veloppe de la droite

Mz —oakh+2akx =0
qui est I'hyperbole équilatére H
arz—ak =o.
Les génératrices se projettent sur le plan y Oz sui-
vant des paralléles 2 Oz et sur70z‘ suivant des paral-
leles & O x. Les contours appartnts sur ces deux plans

sont les projections des génératrices limites. Ce sont
les traces Oz et Oz du plan tangent zO0z,
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On a alors une idée nette de la surface (Z). Un plan
paralléle au plan zO0x (fig. 6) coupe la surface sui-

vant deux généralrices paralleles G et G’ s’appuyant
sur la parabole P, et la cubique Q, en M, N et M, N'.
Lorsque le plan sécant coincide avec le plan 20z les
deux génératrices G et G’ sc confondent avec Oz.
Lorsque le plan s’éloigne indéfiniment du co6té des y
positifs les deux droites G et G’ s’éloignent toutes deux
indéfiniment dans le plan 2Oy et viennent coincider
avec la droite a U'infini de ce plan qui est une seconde
droite double de la surface.

Pour construire géométriquement une génératrice G
nous prenons un point M de la parabole Py. Soit m la
projection de M sur Oz. De m nous menons |'unique
tangente mn a l'hyperbole H de contour apparent;
la génératrice G est la parallele MN menée par M
a mn.
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2. Pour que le plan
Az +By+Cz+D=so
contienne la génératrice G définie par les équations (2)
il faul que I'équation

A(k-l’—‘)+35’-+0z+n=o
2 ak 2a

soit vérifiée quel que soit z; ce qui donne

A2A
C_-zak==0’
A2
AN +B— + D =o;
2a

en éliminant ) entre ces deux &ywations on aura la con-
dition pour que le plan contienne au mos une géné-
ratrice.

La premiére équation donne

oakC’
A

AN=

cette valeur portée dans la seconde fournit

kBC—+AD,
A

et la condition cherchée est

(4) (ABC—+AD)t=2akCAS.

(3) A=

C’est I'équation tangentielle de la surface. Si elle est
vérifiée le plan contient la génératrice correspondante
a la valeur de A fournie par I'équation (3) et il est tan-
gent au point

. (kBC+AD)D—3akCA
(ABC+AD)\

s

C
y=kg

(kBGC + ADYkB — akAs3
(ABC+AD)A ’

&=
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3. Pour avoir la courbe (C) il suffit de chercher le
lieu des points d’intersection de la génératrice G avee
le cylindre

(5) 224 yr—2ay =o.
On aura les coordonnées d’un point en fonction de A

en résolvant le systéme des trois équations (2) et (5),
en z, ¥, 3, ce qui donne

z _+—-—|/4a’ A2,

22
}’_;‘;’

Pour avoir des expressions rationnelles posons

*V4at— A= (2a—)t.

On en tire
12— 4at
A=2a —— i‘/ 22—
zat2+l, ja A i’
et, par suite,
2 __
= fat(t l),
(24-1)?
2 —1\2
Y= 2“(72?) ’
=gl
t+1

Cette courbe est du cinquiéme ordre. Cela tient a ce
que l'intersection compléte du cylindre et de (¥) com-
prend en outre trois fois 'axe Oz.

On voit que z et y pourraient s’exprimer rationnel-
lement en z

i

TE Tk

8ak?z?
(krx z2)2

‘ jakz(k*— z?)
(G) ¢
I

1

Ve
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Les deux points d’intersection d’'une génératrice G
avec la courbe (C) sont évidemment ses deux points
d’intersection avec le cylindre dont le milieu N est dans
le plan diamétral correspondant, qui est le plan ¥ Oz.
Le liea du milieu N est donc la cubique Q,, trace de la
surface (Z) sur le plan yO 3.

4. Le plan horizontal de cote z coupe la surface (2)
suivant la droite double a l'infini et une parabole (P)
dont la projection horizontale (Q) a pour équation
I'équation (1), ott 'on considére z comme un paramétre.

On peut remarquer que I'équatiou (1) est I'équation
générale des paraboles osculatrices au cercle (5) au
point O. Les résultats qui suivent sont alors classiques.
Ceci permettait aussi de prévoir que tout plan horizon-
tal ne coupe la courbe (C) précédente qu'en un point
et que le cylindre a 'axe Oz trois fois en commun
avec (Z).

Pour mettre en évidence laxe et la tangente au
sommet de cetle parabole (Q) écrivons I'équation sous
la forme

(ya+kx+p)2— 20kx —2(ak?+ pz)y —pt=o0
et choisissons 5 de fagon que les deux droites
yz+kr +p=o,
20kz +2(akt+p3)y +pt=o0
soient rectangulaires. Ceci donnc
oht4 (akt—p3) 3 = o,

ak?z
Zr4 A2

p::

ct I’¢quation de la parabole (Q) s’écrit

il ak?z \? 2ak3 k ak z? _
<}’~+ T — prymy = +k’+z2<5$— }’-—m)—o

-
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Changeons de coordonnées en prenant pour axes
I'axe de la parabole et la tangente au sommet. Les
nouvelles coordonnées X, Y sont alors les distances du
point (z, y) a ces deux droites et 'on a

akz?
~X N (—zw+&y+2—-——(ki+z,)>,
(6) ¢
(Y < kx—}—zy»—ﬂ_ .
| ‘/zu:/?! P

L’équation de la parabole est alors
3
Y2— o —ik———a- X =o.
(z%+ k2)2

Le parameétre de la parabole est donc

k3
(7) p= 2

3
(z2+k2)2
Le sommet est le point X =0, Y = o ou, en résol-
vant en x et )y,

r= )(z7+ Ry T

Yt

()

‘ akz(z? -1—11&2)
(

Y= )(92,[__[(2)‘1

Ces équations, si 'on y considére z comme une
coordonnée, définissent le lieu du sommet dans!’espace.
Si l'on y regarde z comme un paramétre elles donnent
la projection du lieu sur le plan zOy. Cette projection
est une quarlique unicursale, qui a la forme de la
figure 7.

Le foyer est le point X = g, Y = o, ce qui donne,
en vertu des formules (6) et (7), et en résolvant en x

Ann. de Mathémat., 4 série. t. VII. (Aot 1907.) 24
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et y,
\ _ akz
T o(zt+ A%
(F) _ a
(7= s=my
Fig. 7.
o .

Celte courbe est un cercle, car on a

xt+ yr= %_y.

5. La directrice a pour équation X = — P, oce qui
2

s’écrit, en vertu des formules (6) et (7),

ak
(D) —zz‘—i—ly—#—T:o.

Elle passe par le point fixe

L’équation de I'aze est Y = o0 ou

ak?z

ke + zy — prawyEs

= 0.

L’enveloppe s’obtient en lui adjoignant I'équation
dérivée par rapport a z

ke z2
,}'—ak’ (z’—+ki_)2 E]



(371)

L’enveloppe est donc la quarlique unicursale

z = 2ak?33

\ - (z’—i—k’)”

<

' _ak(k*— z?)
Y= (sr—kr

C’est 'hypocycloide a trois rebroussements indiquée
dans la figure 8, circonscrite au cercle lieu du foyer.

Fig. 8.

o
x

a

Y

Les paraboles (Q) se définissent alors simplement
géométriquement.
Soient v le cercle (fig. 9) décrit parle foyer F, A le

Y

v

point (z =10,y =—a) par lequel passe la direc-
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trice D. Pour avoir une parabole (Q), menens par A
une droite arbitraire D qui sera la directrice. La para-
bole cherchée passe par O et est tangente & Ox. Le
rayon vecteur OF est douc le symétrique par rapport
4 Oz de la perpendiculaire OH abaissée de O sur D;
ce qui détermine le foyer F.

6. Pour que le point M (z, y) de la parabole (Q)
soit le point de contact d’un cercle osculateur passant
par O, il faut et il suffit que la droite OM et la tan-
genle MT en M a la parabole soient également inclinées
sur la divectrice D. Les coefficients angulaires de OM,

MT et D sont

k(yzs — ko) Yy =
T Z(yz+hkay—alkr’ 2’ I

En exprimant que la troisi¢me direction est bissec-
trice des deux premiéres, on trouve la condition

(y3+ha)(z32+ [2)—ak?s(yz+ ko) + akd(ky — zx) = o.

Cetle équation jointe & celle de la parabole donne le
point (2, ¥). En y remplagant ( yz + A x)? par 2ak?y
[équation (1)], on conclut finalement que le point z, y
est donné par I'intersection de la parabole (Q) d’équa-
tion (1) et de la droite

y(32+3k2) —okzxr =o0.

Cette droite coupe la parabole, en dehors de I'ori-
gine, au point M cherché
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On a ainsi les coordonnées de M exprimée rationnel-
lement en fonction du paramétre z.
Cette courbe unicursale a la méme forme que le lien

du sommet ( fig. 7).

N. B. — Nous avons regu une solution analogue de
M. Bouvaisr.



