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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1906).

Sujets des compositions.

Mathématiques élémentaires.

I. Etant donné un triangle ABC, trouver sur la droite BG
un point D tel guun cercle (), inscrit ou exinscrit au
triangle ABD et ayant son centre sur la bissectrice intérieure
de I'angle B du triangle donné, soit tangent & un cercle (),
inscrit ou exinscrit au triangle ACD et ayant son centre sur
la bissectrice intérieure de I'angle G du triangle donné. Méme
question en considérant les angles extérieurs en B et C, ou
encore un angle intérieur et un angle extérieur.

II. On donne deux cercles () et (y) tangents extérieure-
ment et soient SX, SX' les tangentes communes extérieures
a ces cercles. Un point A décrit la tangente commune inté-
rieure ZZ' et I'on méne de ce point les secondes tangentes
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aux cercles (B), (v), lesquelles rencontrent SX en B et C, SX'
en B, C.

1° Les centres des deux cercles étant § et vy, le point d’inter-
section M des droites B et Cy et le point d’intersection M'
des droites B'B et C'y décrivent deux droites A, A'.

2° Le quadrilatére MBM'y est inscriptible & un cercle et les
deux droites MM’ et By sont conjuguées par rapport a ce
cercle.

3° L'enveloppe de MM’ est une hyperbole ; trouver le point
de contact de MM’ avec son enveloppe.

4* Le cercle A@y est orthogonal au cercle M3M'y. Ce
méme cercle A @y, le cercle de centre M tangent aux trois
cotés du triangle ABC et le cercle de centre M’ tangent aux
trois cOtés du triangle AB'C’ ont, deux & deux, méme axe
radical.

5° Désignons par O le milieu de By, par D et D’ les points
olt ZZ' rencontre SX et SX' et par w le centre du cercle A y.

On a
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Mathématiques spéciales.

On considére trois axes Oz, Oy, Oz formant un triédre
trirectangle et les paraboloides ayant pour équation, par rap-
port a ces axes :

x?+ (y — az)?+ 273 -- R?=o,
a et R étant des constantes et A un paramétre variable.

I. Par chacun des points P, P’ ou I'un de ces paraboloides
rencontre Oz, on méne la sphére qui contient les sections
circulaires réelles passant par ce point; trouver le lieu de
Vintersection des deux sphéres relatives a P et P'; montrer
que le plan radical de ces deux sphéres est paralléle a un plan
fixe et passe par le milieu de PP'. Par chacun des points M
communs & ces deux sphéres passe une troisiéme sphére qui
correspond a un autre paraboloide; quel est le lieu de M si
cette sphére est fixe?
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IL. Le lieu des sections circulaires rencontrant Oz se com-
pose, en général, d’'un cdne du second degré et d’une surface
du troisiéme degré; montrer que celte derniére peut étre
engendrée par un cercle assujetti a rencontrer 'axe Oz et
deux autres droites réelles fixes D, D' auxquelles il est
constamment orthogonal.

IIT. Trouver les plans qui coupent la surface précédente
suivant des cubiques circulaires; montrer que toute sécante
menée dans un tel plan, par le point A ot il rencontre Oz,
coupe la cubique en des points S et S’ tels que le pro-
duit AS. A soit constant si le plan est fixe.

Aux points S, S’, on méne les normales a la cubique; trouver
le lieu de leur point de rencontre quand la sécante SAS' varie
ainsi que le plan de la courbe.

Composition sur le calcul différentiel et intégral,

Soient Oz, Oy, Oz trois axes de coordonnées formant un
triédre trirectangle de sommet O; on désigne par M un point
quelconque d'une surface, par P et Q les points ou le plan
tangent a cette surface au point M rencontre respectivement
les axes Oz, Oy.

1° Déterminer les surfaces, autres que les cones de som-
met O, satisfaisant a la condition que les deux triangles OMP,
OMQ soient constamment équivalents entre eux. Ces surfaces
sont les solutions de I'une ou de 'autre de deux équations aux
dérivées partielles (E;), (E,), et se partagent en deux caté-
gories, la premiére comprenant les surfaces S; solutions de
(E;) et la deuxi¢me les surfaces S; solutions de (E;). Peut-
on passer d’une surface Sy a une surface S, par une variation
réelle et continue des paramétres qui entrent dans I'équation
de la premiére?

Quelle peut étre la trace sur le plan 20y d’'une surface S
ou d’une surface S,?

2° On désigne par (E) I'une des deux équations (E;) ou (E,),
par Y une caractéristique de cette équation (E) et par T le
cOne ayant pour sommet l'origine O et pour directrice cette
caractéristique y. M étant un point de l'espace, on trace
par ce point les deux droites D et D' respectivement perpen-
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diculaires aux plans de sections circulaires du cone I' qui
passe par ce point M.

On suppose que M décrit un contour plan fermé C ne se
coupant pas et ne rencontrant aucun des axes Oz, Oy et 'on
suit séparément les variations correspondantes des droites D
et D'. Indiquer, suivant la nature du contour C, la situation
des positions finales de ces droites lorsqu’on les compare aux
positions initiales, et le nombre de lignes fermées distinctes
décrites par les traces de ces droites sur un plan paralléle
a celui du contour C.

3° Sur une surface S, solution de P'une des équations (E,)
ou (E,), on trace les lignes L conjuguées des caractéristiques v ;
si 'on considére toutes les surfaces S passant par un méme
point M, quel est le lieu des lignes L assujetties a passer éga-
lement par ce point M?

Peut-on trouver une famille F, composée de surfaces S, et
une famille F, composée de surfaces S,, telles que toute
surface de la premiére coupe toute surface de la seconde
suivant une ligne L? montrer que le probléme est possible
d’une infinité de maniéres et qu'on peut fixer arbitrairement
une des surfaces de la famille F,.

4° En désignant comme précédemment par y une caracté-
vistique de I'une des deux équations (E;) ou (E,), on considére
dans l'espace des surfaces quelconques, telles cependant que
chacune d’elles soit rencontrée en un seul point par chaque
caractéristique y; on appelle points correspondants sur ces
surfaces, des points situés sur une méme caractéristique et
portions correspondantes, des portions dont les points se
correspondent. Sur une de ces surfaces on prend une portion
finie = qui n’est rencontrée par aucun des axes Oz, Oy et l'on
forme pour cette portion I'intégrale de surface

szf<0(j:ai c;;sﬁ) ds,

ds élant un élément d’aire de =, A et B ses distances aux
axes Oz, Oy, a ct B les angles formés avec ces axes par la
normale a I'élément.

Démontrer que, si I'on choisit convenablement le signe + ou
le signe — suivant que les caractéristiques ¥ appartiennent a
l'une ou a lautre des équations (E,) ou (E,), la valeur de
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Pintégrale I reste la méme lorsqu’on I'étend a des portions
correspondantes de surfaces différentes. Dans ces conditions,
évaluer l'intégrale 1 en supposant que les caractéristiques y
rencontrant la portion = sont toutes celles dont les plans
restent & une distance du point O au plus égale a une limite
donnée ! et telles, de plus, que la valeur absolue de P'angle
formé avec Oz par la tangente en un point quelconque de

5 . . o . T
I'une d’elles soit comprise entre deux limites A et ;-——)\

(s

5° Ktant donnée une surface fixe £,, on demande de déter-
miner une autre surface  telle que les aires de deux portions
correspondantes quelconques prises respectivement sur 2, ct
X aient pour perpectives des aires équivalentes entre elles,
lorsqu'on prend le point O comme point de vue et un plan
paralléle au plan 20y comme plan du Tableau. Si I'équation
de cette surface X est supposée sous la forme F(x, y,3) = o,
montrer que 'équation aux dérivées partielles a laquelle elle
satisfait peut étre intégrée par quadratures lorsqu’on prend
comme nouvelles variables d’une part les deux paramétres qui
déterminent chacune des caractéristiques v, d’autre part une
fonction homogene et de degré zéro de z, y, 3.

Composition sur la Mécanique.

Un corps de révolution £ homogéne pesant, analogue a une
toupie, repose par une pointe S sur un plan horizontal fixe H;
la pointe glisse sans frottement sur ce plan, le systéme n’est
assujetti & aucune autre liaison et il n’est soumis qu’a P'action
de la pesanteur.

On désigne par G le centre de gravité de = et par / la dis-
tance SG: on définit le mouvement du corps par la variation
des angles d’Euler, 0, ¢, ¢ qui sont respectivement I'angle
de SG avec la verticale ascendante, I'angle de précession et
I'angle de rotation propre; on désigne par r, ¢, p les compo-
santes de la rotation instantanée suivant Vaxe, I'horizontale
perpendiculaire a 'axe et une perpendiculaire commune a ces
deux droites, par yu et ' les moments de rotation par rapport
a I’axe et a la verticale du point G.
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1° Ecrire les équations du mouvement de £. En supposant
qu’au début du mouvement la dérivée de 6 par rapport au
temps est nulle, a quelle condition doivent satisfaire les don-
nées initiales pour que 6 conserve indéfiniment une valeur
constante ?

2° Application numérique. — On suppose que le corps =
a toute sa masse concentrée sur une circonférence homogéne
dont le plan est perpendiculaire a I’axe, le centre G sur l'axe
et le rayon égal a 10™; la distance SG ou [ est égale a 20,
et l'intensité g de la pesanteur est prise égale a 980 C. G. S.
La position initiale de I'axe SG est inclinée sur la verticale de

™ . .
Pangle —é, et le mouvement initial est le mouvement résultant

de deux rotations, I'une autour d’un axe vertical passant
par G, avec une vitesse angulaire correspondant a n tours
par seconde, 'autre autour de 'axe 8G avec une vitesse angu-
laire correspondant a 50 tours par seconde. On demande de
calculer la valeur numérique qu'il faut attribuer a n pour
que 6 conserve indéfiniment la méme valeur qu’a I'instant
initial.

3° Le corps X et les données initiales sont supposés quel-
conques, tels cependant que le point G se déplace suivant
une verticale et que la pointe S repose constamment sur le
plan H. A un certain moment on approche de = une droite
rigide D que 'on maintient fixe, et cette droite D est choquée
par le corps T a la maniére des corps élastiques; on suppose
qu’au moment du choc la droite D est perpendiculaire au
plan vertical contenant SG, et I'on désigne par ¢ sa cote au-
dessus du plan H; on I’écarte aprés le choc de fagon que le
mouvement ultérieur de I ne soit pas géné.

Si M; et M, sont les mouvements du corps = avant et aprés
le choc, démontrer que les limites entre lesquelles varie 6
sont plus étroites dans M, que dans My. Cette conclusion sub-
sisterait-elle encore dans le cas o I'élasticité des corps cho-
quants serait imparfaite ?

4* On suppose que I'élasticité est parfaite, et 'on donne le
mouvement M;; peut-on choisir I'angle 8 que fait, au moment
du choc, I'axe SG avec la verticale pour que cet angle reste
ensuite constaut pendant le mouvement My? Quelles devront
étre les autres circonstances du choc? Indiquer, en particu-
lier, suivant quelles lignes pourra s’exercer la percussion pro-
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duite par le choc au point de contact de D et de X, et en
déduire les positions que I'on peut attribuer a la droite D.

5 On considére dans ce qui suit lc cas ou le corps ¥ com-
prend une tige infiniment mince dirigée suivant son axe ct
ot le choc se fait en un point de cette tige dans les conditions
du j°; montrer qu’il existe en général deux positions pos-
sibles D', D" de la droite D ct déterminer ces positions. En
supposant que l'on ait cffectué, lorsque D occupe la posi-
tion D', le calcul des percussions au moment du choc ct des
éléments du mouvement M,, quelles modifications faudrait-il
apporter aux résultats de ce calcul lorsque I'on fait occuper
a la droite D I'autre position D"?

6° Comment doivent étre choisics les circonstances du mou-
vement M; au moment du choc pour que lune des posi-
tions D" ou D" soit dans le plan H? Montrer que, si 'on place D
dans P'autre position, le choc ne produit aucune percussion
sur la pointe S. La distribution des masses de E peut-elle
étre telle que cette circonstance ne se produise pour aucun
mouvement M, ?

7° Dans les conditions générales énoncées au 3°, discuter le
nombre et la position de celles des droites D' ou D" pour
lesquelles le choc n’a pas pour effet de soulever la pointe S
examiner séparément le cas ou, au moment du choc, 'axe du
corps ¥ dans le mouvement M, s’approche de la verticale, et
le cas ou il s’en éloigne.



