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[H12d]

SUR LES PROPRIETES D’ADDITION D'UNE SUITE RECURRENTE
CONSIDEREE PAR D. BERNOULLI ;

Par M. AMSLER.

Etant donnée une équation
flz)=xm—pyym—t—p,gm—2—. . —pp=o0

dont les racines sont a, b, ¢, ..., {, on considére les
coefficients des puissances décroissantes de x dans le

développement de — f( 2y’ » que 'on appelle up_y, tm, ...,
Upy + -
On démontre aisément que I'on a

Up+1 = PrUpn—+ PslUp—1-+... PmUnp—m+1

el, pour plus de commodité dans la théorie générale,

a’L
Un= Z(a——b)...(a—-l)'

Nous allons étudier les propriétés d’addition de u
relativement a n.

Forme symbolique de u,. — Considérons les m

équations suivantes linéaires par rapport aux quantités
an

(a—b)...(a—1) :

telles que

an

v—-—-———-—-————— = Up,
hod (@ —b)...(a—1)

a"‘ —u
2 “@=b...(a—1) = mm
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On en conclut

Uy 1 1 .. I
Upty b c R |
an” Uptm—y bM—V cm—t . [Im-1

(a-—-b)...(a—l)= 1 1 1T ... 1

a b R 4

am—-1 pm-1 .. Im

Les deux termes de la fraction sont divisibles par le
produit des différences des racines b, c, ..., L.
Imaginons que les indices des u soient placés en
exposants symboliques; on a, en supprimant le facteur
commun II (b—c¢) :

anr un(u—>b)y(u—c)...(u—1)

(a—b)...(a—1) - (a—b)(a—c)...(a—1)

D’ou la formule symbolique

ar=u"(u—>b)(u—cy...(u—1).

Usage de la notation symbolique. — Cette nota-
tion est d’'un maniement commode.

Calculons, par exemple, la fonction symétrique
X a” en fonction des u; on a

Sar=Xu(u—b)...(u—l)y=uWE=(u—"5)...(u—1),

c’est-a-dire

cl

ah — pn

Calculons encore la fonction 2

Pour cela, nous grou les d t a
, groupons les deux termes —

b —

Y at = u‘"’f’(u),

Lat= mupin—y— (M —1)P1lmin—g— ...

a"—
.
a—b

—b
bn
- dont la somme est

" (u—b)(u—c)..(u—l)—(u—a)(u—c).. (u—1)]

a—10b

a—2b
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ou
anh — bn
—aTb— = u"”(u—-c)(u—d)...(u— l),
a”
Py unE(u—c)(u—d)...(u—1).
Mais on a

S(u)y=2(u—>b)(u—c)...(u—1),
et, en dérivant,
Sf(u)y=23(u—c)(u—b)...(u—1),

puisqu’'un terme tel que (u—c¢)(u—d)...(u—1)
peut s’obtenir de deux facons. On a donc

anr 1
2 = - u(l!)f”(u)'

a—b 2

On verrait, en dérivant une fois de plus, que 'on a

anr 1 ”
D st e KN ALION

et d’une facon générale

an uln)
— — f(p)
Z(a—b}...(n——h) - op! fw),

p étant le nombre des racines a, b, ..., A.
Comme vérification, on a bien

a”r un
J . A——————— A )]
z(a—b)...(a——l)“ n!fl(u)'

Addition des u. — Pour la commodité de 1’écri-
ture, soit ¢ une letire qui est la méme que u et que
I'on remplacera par u. une fois le calcul symbolique

achevé.
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Nous avons

ar = un (y — b) c(u—1),
at’ = pla’) (v — b).(""‘l)

1l viendra
ar+r’ =y ) [(y—b)(u —c).. (u—1U (v —b)(v-—c)...(v—1)].

Notre but est I’évaluation de

all+ll
“"*"“E(a— (a—1)

Il vient donc

(u—b)(u—e)...(u— l)(v—b)(v——c)...(v—l)-
(a—b)(a—c)...(a—1)

an+n’ — yn) pin’)

Je dis que le = est identique au polynome

u-—¢

On voit, en effet, que ce polynome et le T sont des
polynomes en u« de degré m — 1, qui prennent les
mémes valeurs pour u=a, b, ..., {, puisque, pour
u = a, par exemple, on a de part et d’autre

(v—>b)(v—c)...(v—=1).
On a donc, symboliquement,

pln') M .

u—v

Uppn = uln)

Pour bien expliquer le retour de la notation symbo-
lique aux indices, prenons pour f(z) un polynome du
deuxiéme degré : f(z) =22 —pxr —q
= ulmpln) [(u?—pu—g)—(v*—pv—q)]

Un+p' =
u—v

— u(n)v(ll')(u +v—p)

Up+n' = UpryUp' —+ Up'4 Uy — PUR UL’
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Ezemple. — Dans la suite de Fibonnacci, que Pon
oblient pour f(x)=x>— 2 —1 et dans laquelle
chaque terme est la somme des deux précédents :

Uy 1)

Usg I

us 2

u, 3

ug 5

Ug 8

us 13 | Uo+5 = Uy = UggUs + UgUg— Ug U
Us 2010 399 =35 > 55+ 8 > 3§ — 5 x 34.
Uy 34

Uy 55

Uqq 89

wyp | 144

uyz | 233

uy, | 377

Prenons encore : f(z)=a%— pa*—qx —r
Uprn = w0V [0+ up +- 02— p(u+v)— ¢l

Ici, on peut simplifier la formule d’addition au moyen
de la loi de récurrence, u® — pu? — qu — r devant étre

regardé comme nul,

Upny = WO 10 + o' =1 (92 w"pp2—qv)
= unten (ud— put — qu) + qunon,
Upsp = WM o'+ p(uhpn' =t o qun—tpn'y 4 qunor,

Upin = Upit Up'+1—+ T(UpUp—y—+ Up' un~1) +qup Uy,

Ezemple. — f(x)=a2%— 322+ 3x —1; on ob-
tienl comme suite les nombres triangulaires
1 3 6 10 153 21 28 36 43 ...,
Uy Uz U, Uz Us U7 Ug Uy Ujg ...
U+, = U= Uz U3+ Ug U3+ U Us — 3“51&5,

45 = 210 + 45 + 60 — 270.
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FormuLes pE muLTIPLICATION. — SA, dans la for-
mule qui donne u, ., on fait n’=r, on aura wee for-
mule qui donne u,,. De méme, en faisant n’=nm —u,
on calculera u,,_,.

Exemple. — f(x)=2*—pzx —gq.

Usgn =2UpUpty "‘Pu/z; = Pupzr““ 2qUpUp—1,

Usp—g = U+ Up—y Upyy — pPUplbp—y = ul - qu,’,_i .

On voit que ces formules donnent de proche en
proche u,k et usk_, on effectue ainsi la duplication; il
est évident qu’en choisissant n’ égal & 2n et se servant
de la duplication, on effectuerait la triplication, etc.
Mais il est plus simple d’appliquer I'addition 4 plus de
deux indices.

Addition a 3, 4, ... indices. — On verrait comme
plus haut que I'on a

S)f(w)

u = ) pln) gpln”) .
n+n'+n (u-—v)(u——w)

Calculons cette formule pour f(z)=z*—pxr —¢q

Sf(v) f(w) u I’ w f(u) f(u) 1

S ) v v fo) Sflv) 1

SO f(w) LS f) w [‘ _ Lws(w) flw)
(u—e)y(u—w) wr w1 - ut w1
LI | v 0 1
w2 w1 w2 w1

En décomposant les colonnes des numérateurs en
colonnes partielles, on a aisément

2=vw+wu+ltv—p(u+v+w)+p’+q

et
i § S F®)

= pn
Uptn'+pr = U0 (u—v)(u—w)
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On verrait de méme que

Un+n'+n"+n" = —ulr) p(r) gpln*) gln™) 2 (u —{’()v()l{(_ovzv.f;((slz —s) ’ o

.e

etc.

ArpLicATIONS. — Les propriétés précédentes s’appli-
quent dans le calcul des racines par la méthode de
Bernoulli et dans I’étude de la décomposition des termes

p
des suites numériques en facteurs.

Ezemple. — Calcul de /2 par la suite de Pell,

xi= 9,
ona
yr—oy —1=0
En posant
t
X =1- —»
N
on sait que
- . Un
V2 —1=lim P
241 l [—2—I
i+ 2 1-+2~4-3+12-+29+70+169
10+ 3 “+408-4985+21784-5741
24412
58—+ 29
150+ 70
338-+169
816+ 408
1570+ ¢85
4756
2 —_—2
uy = 985, Uy = 2378 + 985 ,
Upo =378,  use= 2 2378 -+ 2 > 2378 > 985,
uyp = 5741, U = 23782—!— 57412 ou  2uUsg+ Uyg.

On a calculé ainsi uy0 et u,y par duplication sans
avoir besoin des u inlermédiaires entre uy et u,q.
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On a, d’ailleurs,

Uyg - Usg

Bs oz > M0,

Ugo Usy
avec

Uiy U0 1

Uso Uy Uqg . Uzo

Ezxemple. — On conclut des formules établies plus
haut que, pour f(z)=x*— px —q (p et q entiers),

. . anr — pnt e
ve u, divise u,, (autrement : ————— est divisible
q a—b

par L:i)
a—b
Ezemple. — Si, dans 22— px — ¢, on a ¢ = — a?,
tous les uy,, se décomposent comme suit :
Uspi1= U} 1 — @ UL = (Upyq1+ AUy ) (Upsq — AUy ).
Ezxemple. — Pour f(z)=zx*—pxr —¢q,ona
Usmit = Udyy g 3QUmry UD, — PGUB;
s'il y a un nombre entier N tel que
N3+ 3¢gN — pg =o,

on connait une décomposition de uyn,, en facteurs.



