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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1888.

11900, p %)

Lorsqu’une transversale 28y, a un triangle ABU, passe
par le centre du cercle circonscrit a ce triangle, les trois
cercles, ayant pour diamétres les dingonales du quadri-
latére complet ACaEB, se coupent en deux points qui sont
situés, ['un sur le cercle circonscrit au triangle ABC,
Dautre sur le cercle des neuf points relatifs au méme
triangle. (C. Branc.)
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SOLUTION
Par M. A. Droz-FarnY.

f.a solution élémentaire de cette proposition ne présente
aucune difficulté. Voici une solution un peu plus générale.

On sait que, quelle que soit la transversale, les circonfé-
rences décrites sur Aa, B8, Cy comme diamétres se coupent
en deux points fixes P et P', les points de Monge du quadri-
latére, et que les cercles orthotomiques de toutes les coniques
inscrites dans ce quadrilatére forment un faisceau, dont les
centres sont les points P et P,

Parmi les coniques du faisceau tangentiel se trouve une
seule parabole dont le cercle de Monge se décompose suivant
deux droites : la droite infinie et la directrice. Il en résulte
que PP’ est la directrice de la parabole inscrite au quadrila-
tére.

Cette droite contient done, d’aprés un théoréme bien connu,
les orthocentres des quatre triangles qui forment les quatre
coOtés pris trois a trois du quadrilatére. Donc :

Quelle que soit la transversale, les points P et P’ sont tou-
jours alignés avec H l'orthocentre du triangle fixe ABC.

Considérons un quadrilatére donné et soit P un des points
de Monge.

L. circonférence PAa, décrite sur Ax commme diamétre, passe
par le pied A’ de la hauteur abaissée de A sur le coté BC.

PH coupe cette circonférence au second point P'.

On a

HP . HP'= HA.HA'=— jR2 cusA cos B cosC.

TnEoREME. — Les points de Monge sont conjugués par
rapport au cercle conjugué du triangle ABC.

Si P décrit une courbe quelconque, P’ décrit une courbe
inverse.

Ainsi par exemple, si P décrit la circonférence ABC,
P’ décrit le cercle d’Euler.

Supposons une conique quelconque circonscrite au triangle
ABC et soit P un point quelconque de cette conique. Les per-
pendiculaires élevées en P sur les cordes PA, PB, PC coupent
les cotés BC, CA, AB respectivement en «, 3, v et la conique
en A, B, C'.
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On sait d’abord, propriété involutive bien connue, que «, 8,y
sont en ligne droite. Mais il est facile de prouver que cette
droite contient en outre le point de Frégier correspondant
aPp.

Dans le cas du cercle circonscrit, ce point devient le
centre du cercle circonscrit. En effet, considérons I'hexagone
inscrit PA’ACBB’ qui fournit la pascale

PA’ AC 8 AA’ F
=ua = =
BC ’ PB' ’ BB’
et I'hexagone inscrit PA'ABCGC’ avec la pascale
PA’ AB AA'
' = A=7 | = F.
BC PC CC

Il en résulte que les quatre points «, B, v, F sont en ligne
droite, d’ou le théoréme.

On démontrerait d’'une maniére plus générale le théoréme
suivant que j’ai proposé dans Wathests (n° 1188, 1898, p. 239):

On donne un triangle ABC et une transversale 28+ tour-
nant autour d’un point fixze D et coupant BC, CA, AB en

G -
%, 8, 7.

Le lieu des points de Monge P et V' est une quartique
bicirculaire qui, lorsque le point D coincide avec le
centre du cercle circonscrit a ABC, se décompose suivant

le cercle circonscrit et le cercle d’Euler du triangle.

1891.

(1900, p. H74.)

Dans un pentagone, les lignes menées par le milieu
d’un coté et par le milieu de la droite qui joint les inter-
sections des diagonales issues des extrémités de ce cité
sont concourantes.

SOLUTION

Par M. A. DRroz-FARNY.
Soit ABCDE un pentagone quelconque; représentons par
B, v, A les points d’intersection des paires de diagonales AD
et BE, AC et BE, AC et BD. La droite qui joint le point
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milieu du c6té AB au point milieu de la droite de jonction p)
passe aussi par le point milieu de Dv; c’est la newtonienne
du quadrilatére Duv}, lieu géométrique des centres des coni—
ques du faisceau tangentiel touchant les quatre cotés de ce
quadrilatére. Or, cette droite contient le centre de la conique
particuliére du faisceau touchant encore la cinquiéme diago-
nale KC du pentagone et par ce méme point passcront les
quatre autres newtoniennes relatives aux quatre autres cotés
du pentagone.

2050.

(1906, p. 4ro.)

Soient E, D, A les aires d'une ellipse, de sa premiére dé
veloppée et de sa seconde développée.
On a entre ces trois aires la relation

2K(A —4D)=5D
I£.-N. Barisign.
SOLUTION
Par M. A. Guyau.
Lellipse

xr = a cost, y =bsint,
d’aire

(0 K =mrab,
a pour développée la courbe bien connue

ar—b ar—br .
X = — cos?t, Yy =-- 5 sint
d’aire
. 3m(ar— b2)2

(2) b= 8ab

Les coordonnées de la développée de cette derniére courbe
s'expriment simplement en fonction de ¢
a — b2

; 3 . .
r= — [c<>s~‘l+ B sint cos{(a?sin2t + b? cus‘lt)J ,
a -

=061 . 3 . . . 2
y=———/1|sindt+ — cos?tsint(a?sin2t + b2 cos2t)|.
b a?
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L’aire de cette courbe est

3(a? — b2)?2
2ab

_\:E f.z'dy—ydx:

‘

0 - .
sin%¢ cos?t  cosS¢sin2¢
X% [ Z(az_bZ)( - : )dt

2
Yam \ b at

(UNSIPY ,
ar, . . b .
-+ = (288t cos2t — sind ) dt +~ — (2sin2tcosbt — cosdt) dt
b2 a?

oz

(1]
-+ [(10«)s“tsin*t-—cosltsin"t—sin?tcos“t—sinitcosn)dt

YT

L'intégration s’effectue aisément si 'on tient compte de ce que

0
/ el dr = o,

27

3m(ar—02)2 1 (a?—b2)2 b+ b4 ,
‘A:—F[—zo pryE -+ 50 P -+—~),b],
g

)
(3) . N "y \ -
(_\_: Jnla—b?)? 1 (@a2— b2 1
B ab 97 arhr 5

Il ne reste plus, pour obtenir la relation cherchée, qu’a éli-
miner @ et b, ou plutot (ab) et (a? — b?), enlre les relations
(1), (2) et (3).

2059.

(1907, p.9i. )

Soient A. B, C trois coniques homofocales. Par un point
variable de \ on méne une tangente a B et une tangente
a C. Démontrer que ces deux tangentes font, avec la tan-
gente a A au point considérdé, des angles dont les sinus
ont un rapport constant. (BiLLar.)

SOLUTION
Par M. Parrobn.

Soient F et F' les foyers, M un point de A, MB une tan-
gente a B et MN la bissectrice de I'angle FMF'.

Désignons par 2c¢ la distance focale, 2a le grand axe de A,
2a’ celui de B, 2 'angle FMN et £ angle BMN.
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cos 2 .
Il suffit de montrer que le rapport : est constant. ¢ étant

osf
le symétrique de F’ par rapport & la tangente MB, FMo¢' = 2
et dans les triangles FMF', FM¢', on a

fe? = MF2+4+ MF'2— o MF.MF'cosa2a,
4a'*= MF2+— MF'2— 2 MF.MF'cos23;

MF +~ MF' = 2qa,
donc
a?— ¢ = MF.MF'cos2a,
a?—a'2= MF.MF cos?§,

cosa ar— c2
cos ‘i at—at
Autre solution de M. LETIERCE.

NOTE
D M. W.-F. Eaan.

Le théuréme contenu dans la question 2059 peut étre géné-
rvalisé et étendu a U'espace & Lrois dimensions comme suit :

1° Soient trois quadriques homofocales données a1, %, v.
Par une droite quelconque 1. de¢ Uespace on fait passer
six plans ag, 435 31, B335 11, ¥2 tangents a «, B, y. Le rap-

port

sinay 3; sina, By
R = . .
SIN &y vy SIN Ag Yy

a la méme valeur pour toutes les positions de L.
2" Si l'on prend quatre quadriques «, 8, v, 8, et si l'on
désigne par (% 8,7, 8,) le rapport anharmonique

. ’/\ .
sin a By sin vy 8
Pkl B e Wl £ o

LN LA
sinayy, sin Py 8,

le produit S des deux rapports (x81v,81) (228,7192) est
constant pour toute position de la droite L.
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DEMONSTRATION.
1 Soit

(1) PuUt - qot +rwt — 12— h(u?+ 0?4+ w)=o0

I'équation tangentielle du systéme des quadriques.
Déplacons le tiiédre des axes de coordonnées d'une maniére
quelconque. L'équation (1) prend la forme

(2) \ au? - ber 4 cw? 4 o fow + 2 gwu -+ 2 hue
2

] +t(l+mo 4+ nw +t) = h(U2+ 02 + w?).

Prenons, comme nouvel axe des y, la droite L, et prenons,
comme plans des zy et des yz, les plans tangents aux deux
surfaces A, et A, que touche cette droite. Alors on a

= )‘17 = )\27 & = 0.
Pour avoir les plans xy, a3, posons, dans I'équation (2),
A=, u =cos A, v = o, w = —sin A, t=o;

ce qui donne
Ay COS2 A + A sin2 A = a.
On a de méme, pour B, et B,,
Ay cos? B 1, sin? B=§:

d’ou, en soustrayant,

12— P = (A —D))sin(A—B)sin(A+B)

PN N
= (A — Ag) sin 2y By sinay By ;

de méme

N N
a—y =(h — ) sin 275 sin 13
donc
R="2 B_ const.
a—Y

¢.Q. F.D.
2° On remarque que

NS
sin 2y By = sin 21 B,
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et ainsi de suite, et 'on a facilement
(a— %) (¢ —3)

T = ()((.;—6).
C.Q.F.D.



