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[D2e(3]
SlIIt LA REDUCTION EN FRACTION CONTINUE CANONIQUE

DE LA FONCTION exœ~«f e~zzaidz;

PAR M. H. PADÉ.

1. Cette fonction est une de celles qu'a étudiées
Laguerre dans son Mémoire Sur la réduction en frac-
lions continues d'une fonction qui satisfait à une
équation différentielle linéaire du premier ordre
dont les coefficients sont rationnels (Journal de Ma-
thématiques pures et appliquées, 1885 ; Œuvres,
t. I l); c'est la seule pour laquelle il se soit préoccupé
de la question de la convergence, en établissant que la
fraction continue est convergente, alors que la série
entière en —> à laquelle conduit le développement delà
(onction, est divergente. On retrouvera ici tous les
résultats de Laguerre, mais obtenus par une méthode
infiniment plus directe et plus simple. J'ai indiqué
cette méthode d'un seul mot dans mon Mémoire pour
le grand Prix des Sciences mathématiques en 1904, où
la question est traitée d'une façon plus large et au point
de vue des variables complexes, el aussi dans une Note
des Comptes rendus, du 11 décembre 1905. Je signa-
lerai, comme se rapportant au même ordre de recher-
ches, l'intéressant travail de M. Nielsen : Sur le déve-
loppement en fraction continue de la fonction Q de
M. Prym (Bendiconti délia R.Accademia deiLincei,
séance du 21 janvier 1906).

2. JNous prendrons pour point de départ Tinté-



( '>DO )

grale

(l) 1 = I ~n+ i-a ?

où n est un entier positif, x un nombre réel et positif,
et où la variable d'intégration z est supposée réelle.

On a

= * _ _

Multiplions les deux membres par e"zdz, puis intégrons
entre les limites x et -f- oo. Si l'on pose

(9.) J p

on obtient

/ i i n i W ( /l — I ) ,
I _ J 0 j ' J , H ^ î J 2 _ _ . . .

y i 1.2en
j , n(n — i ) . . . 2. i

-4- — i )«— • a?"J„.
i . 2 . . . n

Ton les les intégrales J<, J2, . . ., J/t se ramènent à Jo.
On a, en effet,

( a — i ) ( a — 2 ) . . . ( a — / ? ) dzt>

et , par su i t e ,

j _ / e-z—Lp! ^ #

(a — i ) . . .(a — p) Jv dzP

Mais, des intégrations par parties faites successivement
donnent



où

Prise entre les limites # et +00 , cette expression
devient

+ (a — r)a?«-*-4-.. .

-t- (a — ] ) . . . (a — p-hi)x*-P];

et l'on en conclut

Le terme en J^ dans (3) est, par suite, la somme de
deux autres, savoir :

— Ï ) . . . ( / i — / > -+- 1)

( a — 1 ) . . . ( a — / ? ) 1 . 2 . . . /?

X e ~xx^\xt}-x -+- ( a — i)ccP-2-h.. .-4- ( a — 1 ) . . . ( a —

produit de e~xx0L par un polynôme de degré /> — 1,
et

(—1)^ n(n — 1 ) . ..(n—p -

( a — i ) . . . ( a — /? ) 1 . 2 . . . / 7
^

Si nous faisons maintenant y? successivement égal
à i, 2, . . . , AI, et que nous ajoutions tous les résultats,
puis Jo, nous obtiendrons 1 sous la forme d'une somme
de deux termes dont le premier est le produit de e"xx*
par un polynôme de degré n — 1, et le second le pro-
duit de Jo par le polynôme de degré n

(1 — a ) ( 2 — a ) . . .(n — a )

X \xtlH- (n — a ) - x " - 1 -H(n — a) (n — a — 1 )

n — a ) ( A I — a — i ) . . . ( i — a ) L
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Soit/W la quantité entre crochets; on a

'̂ w désignant un polynôme de degré n — i ; et l'on en
conclut

ƒ " ƒ>

ou, puis explicitement,

f = e~XX%Tn "*" Jn

ce qui est la formule du n° 18 du Mémoire de La-
guerre.

3. En posant z = x -f- t dans I, on obtient

a_j_ r* e tt>idt

"~'J. hT"'
Pour x infini, l 'intégiale est égale à T(n -f- i) = AI!

On déduit donc de ( 5 /

çp̂  ( i - a ) . . . ( / t - q ) / - e~'<" rf<

«/ o V ^ /

ce qui montre, puisque le développement suivant les
puissances décroissantes de x du second membre com-
mence par le terme

ni
( ) ( )
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que ï? est une des réduites de l'une des fractions con-
Jn

tin ues canoniques delà fonction exx~<* f e~z z*~* dz.

4. Le coefficient de 1, dans la formule (5), est Pin-
verse du polynôme

i n i n(n — i)
t I H X -h — —i Xt-h. . .
) i — a i ( ï _ a ) ( 2 — a ) 1.2

i , 1 / i ( n ~ i ) . . . a . i „

(1 — a ) . . . ( / i — a ) 1 . 2 . . . A I '

qui grandit indéfiniment, soit par valeurs négatives,
soit par valeurs positives, lorsque, x étant supposé
positif, n grandit indéfiniment; ce coefficient tend
donc vers zéro, et l'on en conclut, pour x > o,

lim -^ = exx

ce qui prouve la convergence de la fraction continue
canonique considérée.

5. Si Pou cherche à mettre le second membre sous
la forme d'une série ordonnée suivant les puissances
décroissantes de x, on obtient une série divergente.

En le désignant par y et faisant le changement de
variable z = x -+- ty 'on obtient

/ \a-i
L ) dt,

d'où Pon conclut que le premier terme de ce dévelop-

pement est - •

D'un autre côté, y satisfait à l'équation

dy ,
X1ix = ( i r - a ) r - 1 »
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et, en posant

i a2 a3

on en conclut la relation

— pap = a/H_! — aap,
ou

ap+t= (a — p)ap,
et, par suite,

a n = ( a — i ) ( a — 2 ) . . . ( a — n — 1 ) .

On a donc

. 1 a — 1 (a — 1) (a — '2)
i7) r = x + — + - ü "K

série divergente quel que soit x.

6. On peut remarquer que

x r . ' +
g - P - ' + < « - / » — ><*-/»-»> H - . . ] :

L^r a?2 a:3 J

et la série entre crochets a la même forme que celle
qui définit y et n'en diffère que par le changement de
a en a — p. On en conclut la convergence de toute
une autre catégorie de fractions continues canoniques
associées à la fonction y.

T. Le polynôme (6), que nous désignerons par Pw,
se réduit aisément à une fonction hypergéométrique ;
on voit immédiatement que

P n = lim F ( — n, M, — on- 1, )•
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La fonction F(a , {3, y, x) satisfaisant à la relation

o = = , T _ . 2 a _ ( p_ a ) a 7 J F ( a / ^ ï ^ )

on en conclut pour Pn la relation

o = (2n — a - M -\- x)Vn— nPn- r— (n — a -h i ) P n ^ ;

et, comme
r> . / fi

(I-OL)(<2 - a ) . . . ( W - a ) '

il s'ensuil que

x — (>in — a

Cette relation de récurrence entre dénominateurs de
trois réduites consécutives de la fraction continue
donne le moyen d'écrire immédiatement cette fraction
continue.

8. En opérant de même sur l'équation différentielle
du second ordre à laquelle satisfait la fonction
F(a, [3, v, #) , on obtient la formule

Vf'n + (* — a -H l )ƒ n— ^/n = O-


