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[A1la]

SUR LA DIVISIBILITE DES POLYNOMES ENTIERS
A PLUSIEURS VARIABLES ;

Par M. Cu. MERAY.

1. Ayant été ramené a cette théorie, il y a une ving-
taine d’années, par le besoin accidentel de I'un de ses
points [le théoréme du n° 10, III (inf.)], je ne l'ai
vue nulle part traitée d’une maniére tout a fait satis~
faisante, et j’ai apergu le principe de I'exposition que
J’en vais présenter.

On saisira facilement l'esprit général de la méthode
en remarquant a chaque pas, qu’elle consiste dans la
combinaison des procédés propres au cas d’une
seule variable, opérée par voie de récurrence, cest-
a-dire par la réduction d’un cas quelconque a un
autre ot le degré d’une variable au moins s’est
abaissé dans (’un au moins des polynomes a manier,
sans s'élever dans les autres.

Je représenterai par

(1) S, ly ey P 2y Yy e, W

les variables indépendantes qui, en nombre fixe A,
seront exclusivement engagées, en totalité ou en par-
tie seulement, dans les polynomes dont je parlerai, et
je commence par rappeler et préciser certains faits
préliminaires.

I. Un monome (entier) en (1) est une expression
formée en prenant quelque produit de puissances de
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ces variables, a exposants entiers, positifs ou nuls,

ssv. . eRakyn. . wb,
puis celu
csotv. . evxbyn. . wV

du précédent, par quelque coefficient constant c.
On ordonne ce monome par rapport a un groupe
donné de ses variables,

(2) Xy, Yoo e, W,
dites alors ordonnatrices, en I’écrivant
(csotv .. 09y 28yt .. wb,

c'est-a-dire en le considérant comme formé par la
multiplication de ses facteurs en (2) seulement et du
produit de son coefficient par ceux en

(3) S, oty e, @

seulement, produil qui, a ce point de vue, lui cons-
titue un nouveau coefficient ne dépendant plus des
variables ordonnatrices.

Par rapport aux variables (2), deux monomes
sont semblables si, dans 'un et dans Dautre, elles
portent des exposants respectivement égaux. Autre-
ment. s sont dissemblables.

Quand le groupe (2) comprend la totalité (1) des
variables de la question, la relativité de cette simi-
litude n’est pas mentionnée.

II. Un polynome (entier) en (1) se forme en pre-
nant un seul monome a la rigueur, ou, habituellement,
la somme de plusieurs dissemblables deux a deux (I),
qui soit ses termes, et dont les coefficients gardent ce
nom pour cette nouvelle expression.
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On ordonne un polynome par rapport aux va-
riables d’un groupe tel que (2), en ordonnant ainsi ses
divers termes (1); en sommant, avec chacun d’eux,
tous ceux qui lui sont semblables relativement au
méme groupe, puis en faisant 'addition de toutes ces
sommes. On oblient ainsi un polynome en (2), ayant
pour nouveaux coefficients des polynomes en (3), et,
dans leur ensemble, les coefficients proprement dits
de ces derniers polynomes se confondent avec ceux
mémes du proposé.

1. Par rapport & un groupe de variables tel
que (2), le degré apparent d’un polynome est le
nombre obtenu en formant, pour chaque terme, la
somme des exposants portés par ces variables seule-
ment, et prenant la plus grande valeur de ces diverses
sommes.

Son degré eflectif estle résultat de la méme opé-
ration exécutée sur ceux seulement de ses termes dont
les coefficients sont 3£ 0. Clest lui que désigne tou-
jours le mot degré employé seul, sauf mention qu’il
s’agit de 'autre.

Quand le degré (effectif) est nul, le polynome, sans
cesser de dépendre nominalement des variables (2),
n'en dépend pas en réalité; car, affectées des expo-
sants 0, 0, ..., o dans les termes a coefficients 3£ o,
ces variables n'y introduisent que les facteurs con-
stants 1, 1, ..., I, et les autres termes ont la valeur
constante o, quelles que soient celles des leurs. Nous
dirons alors que le polynome est déchevétré des va-
riables (2) en question. .

Il en est enchevétré si chacune d’elles porte un
exposanl > o dans quelque terme pourvu d'un coef-
ficient == o.

Dans ces diverses dénominations, la mention de
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relativité s’omet habituellement, quand le groupe con-
sidéré embrasse la totalité (1) des variables de la
question.

IV. Un polynome est identiquement nul, ou non,
selon que ses coefficients sont, numériquement, tous
nuls, ou non.

Si tous les coefficients sont nuls, il est évident que
le polynome n’a jamais que la valeur o.

Sinon, soient un polynome enchevétré de la seule
variable 2 (111) ¢t ¢y son terme de moindre degré p
parmi ceux dont les coefficients sont £ 0. La valeur
du polynome pouvant s'écrire (cy—+¢)z¥, ou celle
de ¢ peut devenir aussi petile qu'on le veut, moven-
nant Pattribution & 2 d’une valeur suffisamment petite
quoigue non nulle, on peut ainsi rendre ¢ numéri-
quement < ¢y, rendre non nulles en conséquence les
valeurs des deux facleurs et cette expression, simulta-
nément, celle par suite de leur produit, c’est-a-dire de
I'expression elle-méme. Le polynome considéré n’est
donc pas nul identiquement.

S'il s’agit d’un polynome enchevéiré de deux va-
riables z, ¥ seulement, soit ¢y yx¥y¥ un de ses termes
a coefficient £ 0, et (... 4+ cpyZ*~+...)y¥ son lerme
en " dans le résultat de son ordination par rapport
a y (II). D’aprés ce qui vient d’éire constaté, et,
comme le polynome en x seulement, ...+ R o SN
n’est pas nul identiquement, parce que le coeffi-
cient ¢y, de son terme laissé en évidence ne l'est pas
numériquement, on peut assigner & z une valeur '
qui rend la sienne, €'y, 2 0. Pour z =2/, le polynome
proposé se particularise en ...—+2,y"+ ..., poly-
nome en y seulement dont le terme mis en évidence a
un coefficient 3 o, auquel, en conséquence, et par



(197)
une nouvelle application de ce qui précéde, on peut
faire prendre quelque valeur £ 0. Le proposé n’est
donc pas nul identiquement.

De la, on passe semblablement aux polynomes en-
chevétrés de 3 variables, puis de 4, 5, ..., etc.

Pour abréger, nous dirons un polynome nul ou non-
nul, selon que ses coefficients seront tous nuls, ou
non. Sauf mention du contraire, un polynome est tou-
jours sous-entendu non-nul, et, le plus souvent,
émondé de ses termes nuls (qui sont sans intluence
sur sa valeur numérique).

V. Leproduit de plusieurs polynomes est nul (IV)
quand U'un au moins des facteurs est tel, mais non-
nul quand aucun d’eux n’est nul.

Le premier point résulte immédiatement de ce que,
dans ce produit, le coefficient de tout terme est une
somme de parties dont chacune se forme en multipliant
entre eux les coefficients de termes des polynomes
facteurs, pris respectivement dans tous ceux-ci.

D’oti la nullité de chacune de ces parties, contenant
ainsi un ou plusieurs facteurs nuls numériquement,
puis celle de leur somme, coefficient considéré du
polynome produit, puis celle de ce polynome.

Pour le second point, considérons d’abord le cas de
deux facteurs enchevétrés de la seule variable ., et
soient p/, ' leurs degrés (effectifs) (III), c, 2, cpoat”
leurs termes de ces degrés. Il est visible que le produit
(amené a la forme normale) contient le terme
cwep ¥4 dont le coefficient n’est pas nul, puisque
ses facteurs, ¢y, Cyr, ne le sont ni 'un ni lautre. Le
polynome produit est donc non-nul.

De la, aux cas de deux facteurs enchevétrés de 2 va-
riables, puis de 3, 4, ..., on passe par voie d’ordina-
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tions variées et de récurrence, comme nous venons de
le faire dans une circonstance analogue (IV).
Soit enfin €'®"... %Y an produit de ;j polynomes
non nuls quelconques. En vertu de ce qui préceéde,
sont non nuls : les produits €'¢’, puis

( (Bv (f,"’) (Em — (fl @v ‘2"',

puis ..., puis enfin (€'®"...)%W) qui est le produit
en question.

VI. Par rapport & tout groupe des variables (1),
le degré (effectif) (I11) d’un produit de plusieurs
polynomes est égal & la somme de ceux de ses fac-
teurs.

Dans un premier polynome, soit u’ son degré de ce
genre, (§),’ le groupe formé par tous ses termes (non
nuls) de méme degré ¢, et (§')v, (§)a'y - - - les groupes
analogues, de degrés v < i/, ' <<V/, ..., en sorte que
la forme

(4w ~+ (g’)v’+ (¢ .-

puisse étre donnée & ce polynome. Soit encore
(G + (G v+ (G )gr 4+ ..

la forme analogue donnée a4 un autre polynome dont
le degré est p". Le produit de tous deux peut étre
écrit

(G (G- s

et, en premier lieu, le produit partiel laissé en évi-
dence est non-nul puisque chacun de ses deux facteurs
est tel (IV); en second lieu, son développement ne
contient évidemment que des termes élémentaires de
degré commun p'+ u’; en troisieéme lieu, celui des
produits partiels non écrits ne peut donner que des
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termes de degrés << '+ u". On en conclut que le de-
gré du produit des deux polynomes considérés est
bien égal a w'+ p’, somme de ceux des facteurs.
De ce cas, de deux facteurs seulement, on passe &
ceux de 3, 4, ..., par le moyen emplosé a la fin de
I’alinéa précédent (V).

VIL. Deux polynomes sont identiquement égaux
ou non selon que, respectivement, les termes (non
nuls) de chacun sont semblables & ceux de Uautre
et pourvus de coefficients numériquement cgaux,
ou bien qu’il n'en est pas ainsi. Car le polynome ob-
tenu en prenant leur différence a pour coefficients les
différences de ceux des termes semblables dans les pro-
posés, et il est nul dans le premier cas, non-nul dans
le second (IV).

Suivant 'une ou 'autre alternative, nous dirons ces
polynomes égauz ou inégaux.

2. On divise un polynome donné M par un autre
N, on fait la division du premier par le second, en
en cherchant un troisiéme dont le produit par le second
soit égal au premier (1, VII).

Dans cette opération, L, G prennent les noms de
dividende, diviseur, et, si T'on peut lui trouver
quelque résultat 9 , on exprime cette possibilité en di-
sant que I est divisible par )G, que 3 est le quotient
de la division.

Les moyens d’exécution dérivent des observations
résumées ci-aprés.

1. 8¢ le diviseur est nul (1, 1V), et, comme, en
conséquence, son produit par un polynome quelconque
Uest toujours (Ib., V), la division est impossible
quand le dividende ne Uest pas, possible quand il
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Uest aussi, mais alors avec indétermination du
quotient.

II. Quand le diviseur est non-nul, le quotient de
toute division possible est unigue. Si, en divisant 91U
par J%, on trouvait deux quotients inégaux 2,, 2,, la
soustraction membre & membre des identités de défi-
nitions

M =909,, I =N,
conduirait a

0= ’%(Qi-Q})a

chose impossible, puisque dans ce produit de deux
facteurs le second est non-nul, le premier supposé tel

(Ibid.).

HI. Quand le dividende est nul, non le diviseur,
la division est possible et le quotient est toujours
nul. Car I'identité a réaliser o = %2, sous la condi-
tion JT 3£ o, I'est toujours et seulement par 2 = o (16.).

Désormars, nous supposerons non nuls, le diviseur
toujours, et aussi le dividende quand le contraire
n’aura pus été specifié.

IV. Pour que la division soit possible, il est né-
cessaire que, par rapport & tout groupe des va-
riables (1), le degré (effectif) v du dividende soit
au moins égal a w" degré du diviseur; et, s’tl en est
ainsi, le degré analogue w du quotient est donné a
priori par la formule

(4) w=0w—u

S'il existe quelque quotient 9, dont le degré ana-
logue soit w, l'identité fondamentale I = 9GI en-
traine w'= '+ w (1, VI), d'ot 0'Z " et (4).
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Maintenant, nous pouvons passer i I’examen de trois
cas simples, d’ou se déduit la solution compléte du
probléme.

Auparavant, il faut noter que, pour un groupe
formé d'vne seule variable u enchevétrant le divi-
dende, le diviseur el le quotient aux degrés v', V', v,
on a aussi bien

v=10v—0",
cas particulier de (4) dont 'emploi est continuel.

V. Le dividende et le diviseur sont des formes

(M =)M(s, ¢, ..., o)ty .. w¥,
(I =)N(s, ¢, ..., 0) ¥y ... ¥,

monomes en x, ¥, ..., w, ayant pour coefficients
des polynomes déechevétrés de ces variables.

Si un quotient existe, son ordination par rapport au
méme groupe (2) ne peut donner qu’un terme, car,
autrement, son produit par )%, ordonné de la méme
maniére, en contiendrail plus d’un aussi, alors que 91
n’en a qu'un seul. Il est donc de la méme forme

(2=)Q(s, t, ..., 0)aiyn.. wh,
ol Q(s,¢, vuuy¥), & %y +v.y $ sont : un polynome
déchevéwé de z, y, ..., w, des exposants entiers non
uégatifs, & choisir de maniére a donner identiquement

M(s, ¢, ..., 0)abyn . oV (=L =I909)
=[N(s, ¢, ooy 0) Qs by ooy 0)| @8 FEyn"+a . wb '+,

A cette fin, les conditions nécessaires et suftisantes
sont visiblement :

1° Pour que le premier membre soit semblable au
dernier, relativement a z, y, ..., w, que 'on ait

N )
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d’ott
E=t—t,n=4q—7", .., b=0V—= (CLIV);

2° Pour que les coefficients des termes semblables
dans leurs développements complets soient respec-
tivement égaux, que 'on ait identiquement

M(s, ¢, ...,v)=N(s, ¢, ..., »)Q(s, ¢ ..., 0).

c'est-a-dire que M soit divisible par N et que Q soit
pris égal au quotient de cette division.
Si donc il y a possibilité, on aura

(=M :I) = (M:N)zt-¥ya-n" . wb-d,

ce qui raméne le probléme au cas de deuzx poly-
nomes, M, N, impliquant des variables en nombre
inférieur a celui des primitives (1).

VI. Le dividende O1L est quelconque, le diviseur )G
est déchevétré des variables (2).

La possibilité de la division exige, comme condition
nécessaire et suffisante, que les coefficients M,, M,, ...
du dividende ordonné par rapport a ce groupe
solent tous divisibles par )o. Et, sous cette condi-
tion, ceuxr du quotient pareillement ordonné sont
les quotients M2 9%, M,:9%, ... C’est ce que montre
bien facilement 'identification de 9L au produit de )%
par un quotient hypothétique 2 ordonné de la méme
maniére (Cf. V). L’ opération est ramenée au cas de
polynomes dépendant des variables (3) seulement.

La condition formulée entraine visiblement la
divisibilité par % des coefficients de I, ordonné
par rapport & tout sous-groupe des variables (2).

VII. Le dividende et le diviseur sont enchevétrés
d’une méme variable x, auzx degrés w, w[Sw (1V)].
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Soient alors

(M =) My et 4 My o=t e
(96 =) Nyz't 4= Ny—qat-1 ...,

les résultats de lear ordination par rapport & # suivant
ses puissances décroissantes, les M, N étant des poly-
nomes déchevétrés de cette variable. On pourra com-
mencer et poursuivre la « division algébrique » du
premier par le second, comme si les M, N n'étaient
que des conslantes, cela aussi longtemps que les degrés
en x, des premiers termes du dividende et des divi-
dendes partiels consécutifs, resteront Zu et leurs pre-
miers coefficients divisibles par N,,.

Quand ces divisibilités se trouvent exister jusqu’aun
bout et qu'on arrive & un reste nul, on constatera bien
facilement que la division de JIU par 9% est possible et
que le quotient ordonné par rapport a z se forme
terme & lerme, comme si cette variable était la seule
de la question,

Quand il n’en est pas ainsi, on reconnaitra avec la
méme facilité que L n’est pas divisible par J%.

Ceci raméne le probléeme a un cas précédent (V)
et a celui de polynomes dépendant de h —1 va-
riables seulement, par la technique propre au cas
élémentaire ou le dividende et le diviseur ne sont
enchevétrés que d’une seule variable.

VIII. Comme chacun de ces moyens déchevétre
toujours de quelque variable, I’'un au moins des poly-
nomes qu'il laisse & manier, et cela sans enchevétrer
les autres, il est clair que leur enchainement en ré-
currences convenables conduira sirement a la ré-
ponse comportée par la division proposée.

IX. On apercoitimmédiatement, que tout polynome
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est divisible, tant par lui-méme, que par une con-
stante quelconque (# o). Dans le premier cas, le quo-
tient est 1; dans le second, on l'obtient en divisant
simplement les coefficients du dividende par la con-
stante diviseur (VI).

3. A la notion de divisibilité, les suivantes se rat-
tachent trés étroitement.

I. Deux polynomes sont semblables quand I'un est
divisible par I'autre et que le quotient de leur division
se réduit & une constante, relation évidemment réci-
proque. Ils sont dissemblables s’il en est autrement.

II. Les diviseurs d'un polynome donné sont ceux
de degrés > o qui le divisent, c’est-a-dire par les-
quels il est divisible (2). Parmi eux, se trouvent tou-
Jours lui-méme (1b. 1X) et, visiblement, les poly-
nomes semblables a tout diviseur qu’on lui con-
naitrait déja.

On nolera que les constantes ne comptent pas
comme diviseurs, bien qu’elles divisent tous les poly-
nomes quand elles sont £ o (/bid.).

Un polynome est premier, quand, étant de degré
£ 0, il n’a d’autres diviseurs que ses semblables (1) (lui-
méme compris). 7el est, visiblement, un polynome
quelconque du premier degré.

HI. Tout polynome non premier peut étre mis
sous forme d’un produit de facteurs premiers (dis-
semblables ou semblables); et le nombre de ces fac-
teurs est limité, puisque leurs degrés, tous > o, ont
celui de proposé pour somme. Ce polynome est dit
composé (de Lels facteurs).

(Dans le cas tout spécial d'un polynome a une
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seule variable, de degré w, ces facteurs premiers
sont de degré commun =1, et en nombre = w. Ceci
résulte du point fondamental de la théorie des équa-
tions entiéres & une inconnue.)

IV. Un diviseur est commun a plusieurs polynomes,
quand il divise chacun d’eux séparément.

Quand des polynomes ont un diviseur commun,
celui-ci divise aussi toute combinaison faite d’ eux
par des additions et soustractions; le quotient est la
combinaison homonyme de ceux de leurs divisions
par ce diviseur.

Des polynomes sont premiers entre eux, quand
ils sont dépourvus de tout diviseur commun. lls ne
sont alors divisibles simultanément, que par des con-
stantes 3£ o.

Des polynomes dissemblables et premiers chacun
(dans le sens absolu du mot) sont toujours premiers
entre eux.

V. Les multiples d’'un polynome donné sont tous
ceux que celui-ci divise; ils se confondent évidem-
ment avec ses produits par tous les polynomes imagi-
nables; en particulier, ils comprennent ses semblables.

Tout diviseur d’un polynome divise Uun quel-
conque de ses multiples; le quotient est le produit
de celui de la division du polynome par le diviseur,
et du multiplicateur qui a fourni le multiple const-
déré.

Les multiples communs de plusieurs polynomes
sont tous ceux que divise chacun des proposés.

4. La division algébrique est susceptible d’une
extension dont nous allons avoir besoin.
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Les polynomes 9, 3% du n° 2, VII étant repris, on
peut en assigner un troisiéme ‘W déchevétré de z,
qui rende possible la division algébrique du produit
@Por par %, c’est-a-dire qui permette la forma-
tion de Uidentité.

(%) @PN = QI + %,

olt @. et B sont des polynomes dont les degrés en x
ont des valeurs = w —u et <n.

I. Soient N,a* toujours, le premier terme de )T,
puis M zv. celui d’un dividende partiel oL@ ordonné
comme IIL, )G 'ont é1¢. Aussi longtemps que w; sera
Zu. on assurera la possibiiité de la division partielle
correspondante en multiphant 9% par quelque poly-
nome Op déchevétré de =z, choisi de maniére a
donner avec Mff,)‘ un produit (Dp@ Mf{(\,(l“i soit divisible
par Ny; a cette fin, il suffira de prendre, pour le mul-
tiplicateur ()p@ Ny, toujours (3, V), un polynome de
degré moindre parfois (16, /nf.), 1 méme seulement,
quand la division parlielle 3 exécuter sera possible
d'emblée, c’est-a-dire quand M;j se trouvera divisible
par Ny.

En représentant alors par 9 le quotient

l(‘*"p"‘M:,’.) : N..J PN
par MG+ la différence Wpw o — g%, dont le
degré en z est <y, 1l vient
6 @) I = g G 4 IR+,

1. En faisant successivement ici i =0, 1,2, ...,0n
trouvera
[ Ep I = gJ% + LW,

@) LW = 1) JT - I,

W'D N = ¢ IT + LW,

(7)
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et I'on poursuivra aussi longtenps que w,,, degré de
IR+ restera 2u. Comme les entiers wi, wy, wg, ...
vont sans cesse en diminuant de 1 au moins chaque fois,
on atteindra certainement une différence U dont
le degré sera <<, a laquelle, en conséquence, on sera
forcé de s'arréter; et la récurrence (7) se terminera par

LR I R A T SR S

(8 @l =1) LU= = qU-1 JT + LW,
(il LW = IT 4 JMU+D,

Pour obtenir enfin la relation cherchée (5), il suffit
maintenant d’ajouter membre 4 membre celles de I’en-
semble (7) et (8), multipliées respectivement par les
produits
o Il @p ) gy, D @) gl

( @p@) | @y, L, @pW iy, g,
puts de noter P, @ et W les sommes des produits
de ces multiplicateurs par les ¢p, ..., parles g, ... et
IIL I,

Les muluplicateurs (g) étant, comme leurs facteurs
Fp, ..., tous déchevéirés de x, on observera : que
P est tel, que le degré de @ en z est w —u puisque
ceux de q, q’”, l](z), oo SONL i —n, my —u, wy, —uy, o,

en suite sans cesse décroissante, que celui de
B[ =D
est < u, ce que nous avons déja vu.

HI. 1l est essentiel de noter que la construction de
la relation (5) comporte simplement Ualgorithme
de la division algébrique @ une seule variable ordon-
natrice, combiné avec le maniement de polynomes
déchevétrés de cette variable, c’est-a-dire en conte-
nant une de moins que les proposés. On supprime-
rait méme toute difficalté dans ce maniement, en pre-



( 208)
nant invariablement N, pour chacun des multiplica-
teurs (@p @pl)

On pourrait donner a cette opération le nom de
quasi-division relative a la variable ordinatrice z, de
OIL par )G, a ces polynomes et a @, R, ceux de quast-
dividende, quasi-diviseur et quasi-quotient, quasi-
reste, 3 @ celui de préparateur.

La division algébrique n’étant que le cas particulier
qui se présente quand le préparateur se réduit a 1, ces
dénominations lui seraient bien mieux appropriées que
celles du langage courant, puisque la divisibilité pro-
prement dite du dividende par le diviseur n’est qu’une
éventualité tout a fait exceptionnelle.

Au n° 16 (inf.), nous verrons qu’on peut toujours
s’arranger de maniére 4 rendre premiers entre eux le
préparateur et le quasi-quotient.

5. Les mémes polynomes W, )G (2, VII), (4) étant
encore repris, on peut en assigner trois autres,

(gbis) Q" Q’ (.z~)j,
dont le dernier est déchevétré de x, dont les deux

premiers sont non-nuls (1, IV), avec des degrés p. 4
en x remplissant les conditions

P, < w,
et qui, tous trois, donnent avec I, o la relation
(10) PO+ 9T = @S,

I. La suite de polynomes

DR, J(a, %1, ey gtpi_h 9(3,‘, Jtoj+h J(»I+g,
J(’j~h Jt’_)v gt’j—i—h Jtv}+z,

qlli commence Pal' 'eS pl‘OPOSéS el se POllrSlli[ [)al‘ ceux
gu'on rencontre successivement & partir du troisicme,
en prenant chaque fois le quasi-reste de la quasi-divi-
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sion de 'antiprécédent par le précédent (4, III), s’ar-
réte forcément i un terme 9%, ; déchevétré de z. Leurs
degrés en x forment effectivement une suite décroissante

(11) wm2u SupSue>. . D> u4a(=0),

puisque, dans toute quasi-division, celui du quasi-reste
est inférieur a celui da quasi-diviseur; et un entier non
négatif décroissant finit toujours par atteindre la va-
leur o.

Si ces quasi-divisions ont

(12) @p, Epyy eeny @y Wppy, Ll Fp,,  Dp,iy,

(13) q, Gy ce ey 9 Qirty ooy q,, Q)+

pour préparateurs et quasi-quotients, ceux-ci changés
de signes, elles seront formulées par les relations,

@I, 4496 = Jby,
@y I+ 41 Iy = Jy,
e beeeae e ,
2)p, Ipmy + 4, 0T, = sty

(14) {

@p; I, -1+ ;)G = I+,
g, 1 Iy 0,41 90) g = I )4,
desquelles, en procédant de bas en haut, comme nous

allons I'indiquer, on déduira successivement celles-ci
en méme nombre j + 2 :

PO + QX = Ij1a,
PdG 4+ Q% = 0,4,
P, J%,—y +Q,J0, = Jb, 49,

(15) (
P,y 96, + Qi1 dyyy = 3‘6,_,_2,

P,J%,—1+ Q; 9%, = I,
P, 90, + Q)1 30,4y = IG 4.

Ann. de Mathemat., §* série, t. VII. (Ma1 1907.) 3
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Pour la derniére de (13), on prendra simplement
celle de (14), c’est-a-dire qu’on fera

(16) P y=@p,4y, Qa1 = 4j41-

Ensuite et généralement, on formera celle de (15) ou
I'indice commun de P, Q est { (<<j + 1), en prenant
le résultat de 'élimination de 3G, entre celle du méme
tableau ou cet indice est i+ 1, et celle de (14) ou
@)p, g portent I'indice ¢, élimination faite de maniére
A donuer

(17) Pi=®p; Qp, Qi= Prrs+8;Qupyg-

Tout ceci ayant été exécuté, il suffira, pour former la
relation cherchée (10), de prendre

(18) =P, 2=Q  @F =0,

ou JG;,, est déchevétré de &, et nous allons constater
que P, Q remplissent les conditions imposées a €, 2
par 'énoncé.

II. Nous représenterons par ..., X;, ... les degrés
en z (effectifs) des polynomes (13) tous non-nuls
comme quotients de quasi-divisions possibles a divi-
dendes non-nuls, et par ..., I ..., par..., X; ...,

ceux des ..., Py ..., des Qg ..., dont nous allons
reconnaitre la non-nullité.

1 Ona
X200, 10y veey Li 0, Yitt 0y wvny YjT> 0, Yj+1>> 0.
Conséquence immédiate de I'égalité ;= y —u;

et des inégalités (11).
2° Si les inégalités

([9) Pi—H;ﬁov Qi+l5é07

(20) Wiy < Xiy
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existent, on aura encore

(Ql) Pi?ﬁo’ Qi#oy
avec
(22) 0= X1,  Xi=yi+ Xy,

d’ou, soit
(23) H[<X[, st 1>0 (lu)a

sort

’

(24) N=X. si i=o0, selon que y =w—unest 2o (Ib.).

A cause de Qi £ 0 (19), de V'inégalité de principe
@p;=£ o, la premiére formule (17) donne immédiate-
ment P;=£ o (21), puis ;= X, (22), par sa combi-
naison avec le fait que les préparateurs (12) sont dé-
chevétrés de .

Pour la méme cause, et parce que g, o, la der-
niére partie de 'expression de Q; (17) est non-nulle,
avec L;+ Xiyy pour degré (en x); la premiére partie
étant non nulle aussi (19), mais de degré II;, qui est
< Xi;1 (20), cette expression est non-nulle et de degré
7i+ Xi41. La seconde relation (19) conduit donc aux
secondes relations (21) et (22), d’ou (23) ou bien (24)
suivant le cas.

3° A cause de (16) entrainant
=0, X1 = Y j+1> 0,

les inégalités (19), (20) ont lieu pour i =7 + 1; elles
subsistent donc pour i =y, 7 — 1, ..., 1, 0 (2°).

4° En faisant (=1, 2, ..., successivement dans
la seconde égalité (22), se rappelant que X, =%,
(16) = wj — uj,, parce que §;,, est le quasi-quotient
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de la quasi-division de 9% par 3% ,, et ajoutant mem-
bre & membre, il vient

Xy=y1+Ya+ ..+ -+ L+t
(25) =(w—ug )+ (ng—ug) 4 ... 4 (j—u )

w

=W Wi

On en conclut T =X, (22) <u (11).

Enfin, la seconde égalité (22) et (25) donnent im-
médiatement X = (m — u) —+ (u—-uj_H ) =wm o u gy,
d’ot X << w, dernier point nous restant a établir.

III. La formation de la relation (10) sous les condi-
tions posées peul se nommer I'élimination de x entre
les polynomes JIt, 3G ; les polynomes (g bis) en sont les
multiplicateurs et le (polynome) final.

6. Quand un polynome premier X (3, 1) divise
le produit Lo de deux autres (premiers ou com-
posés), mais non le second facteur I, il divise
Uautre £ forcément.

Notre démonstration comporte l'examen successif
des cas distingués ci-aprés.

1. 9% n’est enchevétré que de tout ou partie du
groupe (3); £, N le sont, tant de (3) que de (2);
le théoréme a été démontré dans tous les cas ol
chacun de ces trois polynomes ne Uest que de tout
ou partie de (3).

1° Sous ces hypothéses, et si notre théoréme est
vrai quand £, I, enchevétrés de (3), ne le sont en
outre que de quelque sous-groupe de (2), il subsiste
apres lUadjonction d’une nouvelle variable x a ce

sous-groupe.
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Cette adjonction ayani été faite, soient

(Q =)Ljx!4+ Liyx!-14...,
(M =)Muzm+M,,zm—14, .,

les résultats de I'ordination de ces polynomes par rap-
port a z, dont les coefficients L, M en sont déche-
vétrés, et dont les termes ont été écrits dans 'ordre
ou leurs degrés (en x) décroissent.

Comme les M ne sont pas tous divisibles par 9%, sans
quoi I le serait (2, VI), contrairement a 'hypothése,
I'un d’eux au moins My, sera non divisible al’exclusion
de ses précédents My, M,_y, ..., My_y, et en écri-
vant

LN — LMz 4+ My 2= 4 4= My _q t-t)
=L (Mpab+...),

le second membre sera divisible par G puisque les
deux parties du premier le sont (3, IV), 'une par hy-
pothése, l'autre & cause de la méme divisibilité des
coefticients M, My, _y, ..., My_,. Mais on a

LMpzba-...) = (Lizl 4. .. ) (Myat +...)
= L,Mp,wlﬂlﬂ—. vy

développement ou le terme laissé en évidence n’en a
visiblement aucun autre semblable. Il faut donc (2, VI)
que L;M,, coefficient de ce terme, soit divisible par J%,
et, par suite, en vertu de I’hypothése spéciale au pré-
sent sous-alinéa, que L; le soit, puisque My ne I'est
pas.

On a ensuite

LiMyab+...)— Lix!/(Mpzt+...)
= (Ligzi—t+4..) (Mpat+.. ),

produit encore divisible par 9, comme les deux parties
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du premier membre ou L; 'est. De méme qu’a V'ins-
tant, et en vertu de la méme hypothése, la non divisi-
bilité de M, entrainera la divisibilité de L,_,, puis,
successivement, de L;_,, ..., L, puis finalement celle

de ¢ (/b.).

2° L’exactitude du point en question ayant été ad-
mise pour le cas ot i, I sont déchevétrés de (2), ce
qui précéde I’étendra a ceux ou I'on introduit dans ces
polynomes les variables z d’abord, puis y aprés z,
puis z aprés x et y, puis ..., puis w finalement.

II. O n’est enchevétré que de tout ou partie de
(3); £, N le sont de tout ou partie, tant de (2) que
de (3); le théoréme a été démontré dans tous les cas
ot chacun de ces trois polynomes ne l'est que de
tout ou partie de (3).

Nommons 2 le quotient de la division du produit
LI, par M, qui est supposée possible.

1° Si O1L est déchevétré des variables (3) encore, il
se réduit & une constante, et le point en guestion est
évident. Car le quotient 9 : JIL est un polynomeentier
semblable 4 9 (3, I), et I'identité

(26) LM =96
donne immédiatement £ = (2 : ) I.

2° Sinon, soient M, My, My, ..., WM; des facteurs
premiers en lesquels MU peut étre décomposé (1b., I11),
facteurs tous déchevétrés de (2) puisqu’il en est ainsi
pour leur produit 91U (4, VI). L'identité (26) s'écrira

(27) -’me,m,...m,:@}')‘(,,

et, comme M, divise le premier membre (3, V), il di-
visera le second, mais non le factear premier 90 de
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celui-ci; car il lui serait semblable (Z6., II), et, divisant
m, 9% diviserait I (/b., V) contrairement a 'hypo-
thése. Ge facteur m, divise donc 2 (I), et, en nommant
9, le quotient  : m, de cette division, celle des deux
membres de (27) par le méme diviseur conduit a

Lmamg...my=9,I% (3,V).

On prouvera de la méme maniére que M, divise 2 ,,
puis que Mg, ..., m; divisent J,, ..., J j_, quolients
de ces divisions enchainées. En nommant enfin 3 ;
celul de la derniére, on obliendra successivement les
identités

Lmg..om; =9 ,I%, ceey o Lmi=9 ;4% L=93,%,
dont la derniére formule précisément le fait a établir.

III. £, 9%, 9% sont enchevétrés chacun, de tout
ou partie du groupz (3) et de x seulement dans
Uautre (2), cect a des degrés quelconques t, w, u; le
théoréme a été démontré dans tous les cas ot cha-
cun des trois polynomes nel’est que de tout ou partie

de (3).

Entre 91U, 9% nous éliminerons z par la relation
(28) RO + 296 = ='F,
o ®F est déchevétré de &, ou les degrés (en z) de
E, 2 sontp<<u,q<<wm(3)

1° Sous les hypothéses actuelles (111), et st notre
théoréme est vrai pour w=yv, entier 21, il l’est en-
core pour w=v —+1.

Supposons u =v +1.

A. Tout polynome premier p dont le degré (en x)
est Sv, et qui divise le produit 356, divise ) ausst.
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Dissemblable au polynome premier J%, comme étant
de degré inférieur a v + 1 degré de celui-ci, il ne peut
le diviser.

Si p est déchevétré de z, il divise 9 par application
du dispositif de I'alinéa 1.

S’il en est enchevétré, 2 P'est forcément aussi. Au-
trement 2 serait non divisible par p, le dispositif de
Palinéa II serait applicable aux trois polynomes J%,
2, p (substitués respectivement & £, I, 9G du lieu
cilé), et O serait divisible par p contrairement a ce
que nous venons de constater. Les polynomes 3, Jt,
p sont alors enchevétrés de z, tous trois; le troisiéme
est premier, de degré <<v -1, et divise 29% sans di-
viser JG; il divise donc 2 en vertu de 'hypothése addi-
tionnelle propre au présent sous-alinéa 1°.

B. Le polynome @§ est non-nul.
Autrement la relation (28) donuerait
QM =— 9 JT,

ce dont nous allons reconnaitre 'impossibilité.

Si ¢ se réduit a une constante, — 3 : € serait un po-
lynome entier, et 'on aurait I = (— 3 : €))%, chose
impossible puisque nous admettons que L n’est pas
divisible par JG.

Sinon, tout facteur premier de & diviserait 9%,
9 par suite (A), parce que son degré, égal au plus a
celui de & qui est essentiellement inférieur 4 v + 1 de-
gré de %, est Sv. En raisonnant ensuite comme tout
& I’heure (Il, 2°), on trouverait que U est divisible
par G, contrairement a ce que nous avons supposé.

C. Finalement, sil’on multiplie (28) par £, il vient

(29) R(LIM) +L(I) = L @F,
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ceci montrant que 9% divise £ g, comme divisant £
par hypothése, 9t en fait, les deux parties du premier
membre par suite (3, IV). Or, enchevétré de z, il ne
peut diviser le second facteur (*)§ de ce produit, qui,
non-nul (B), en est au contraire déchevétré. Il en di-
vise donc 'autre facteur £ (II).

2° Sous les mémes hypothéses (III), notre théo-
réme est vrai pour uw=1.

Les raisonnements sont identiques & ceux des sec-
tions (A), (B), (CG) du sous-alinéa précédent (1°),
avec cetle simplification pourtant que, p < u étant ici
=o0, tous les facteurs premiers de %€ sont, comme
lui-méme, déchevétrés de x.

3" Sous les mémes hypothéses (1II), notre théo-
réme est vrai pour toutes les valeurs de u. Consé-
quence immédiate de la combinaison des sous-ali-
néas 1°, 2°.

IV. ¢, M, 9 sont enchevétrés de x, déchevétrés

de toutes autres variables; rien du théoréme n’a
encore été établi.

Les raisonnements sont ceux de P'alinéa III, avec les
menues modifications suivantes :

Dans la section A de son sous-alinéa 1°, p ne peut
étre déchevétié de z, puisque, ne dépendant alors
d’aucune variable, il se réduirait a4 une constante et ne
serait pas un diviseur du produit 39t (3, 1I); st 9
n’était pas enchevéiré de z, il se réduirait & une con-
stante pour la méme cause, et, semblable alors au poly-
nome premier %, le produit en question ne pourrait
étre divisible par p, contrairement a ’hypothése spé-
ciale a cette section.

Dans la section B du méme sous-alinéa, le polynome
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non nul @F se réduit a une constante ®, puisque, dé-
chevétré essentiellement de z, la seule variable de la
question, il ne dépend d’aucune.
Dans le sous-alinéa 2°, & se réduit & une constante II,
et la relation finale (29) prend la forme

H(LI )+ D £ () = £ &,

sur laquelle la divisibilité de £ par G est plus visible
encore.

V. Des cas examinés ci-dessus, on passe & tous les
autres par la marche progressive dont les premiéres et
principales étapes sont indiquées ci-aprés, avec leurs
références.

a. — I, M, L sont enchevétrés de x seulement
[(1V)].

B. — X% est enchevétré de x seulement; O, £ le
sont de x, y seulement [(a), (1)].

Y- — 9% est enchevétré de x, y seulement; JIL ne
Uest que de y; 1 est comme G [(a), (8), (1ID)].

8. — 9T, I, £ sont enchevétrés de x, y seule-
ment [(2), (8), (). ()],

€. — Yo est enchevétré de z, y seulement; DM, £,
de z,y, s seulement [(2), (3), (1), (8), (D]

. — o est enchecétré de x, y, z; I ne [lest

quede y, z; 1 est comme G [(«), (8), (Y), (3), (¢),
(ID)].

(La condition imposée a J%, I, £ de dépendre des
variables successivement désignées, par voie d’enche-
vétrement proprement dit, non a titre simplement
nominal, a eu pour but de donner briéveté et com-
pléte précision a la spécification de ces divers cas, et
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d’en montrer plusnettement la progression. Mais, dans
le cas () par exemple, I'un des polynomes O, £ pour-
rait étre déchevétré de y, tous deux pourraient étre
enchevétrés d’autres variables quelconques accompa-
gnant z. Et de méme dans les autres.)

7. Un polynome premier Jo qui divise le pro-
duit My My... )M de polynomes quelconques, di-
vise 'un au moins d’entre eux, lui est semblable en
conséquence si ce facteur est premier aussi.

Car 9% divise le produit de deux facteurs seulement
Ny (Mg M) =M, ... g; si donc il ne divise pas
Iy, il divisera le produit M, ... My (6). On verra de
méme que, s’il ne divise pas Ny, il divise My ... My,
et ainsi de suite, puis finalement que, s'il ne divise
pas Mz_q, 1l divise My,

8. En décomposant un méme polynome quel-
conque en facteurs premiers (3, Ill), on ne trouve
Jjamais ceuzx-ci qu’en un méme nombre et respecti-
vement semblables, pour chaque décomposition, a
ceux provenant de toute autre (concus dans un
ordre convenable).

1. Quand un produit ;P de i polynomes premiers
Iy, ...y N est semblable a un autre produit VY
de j 21 facteurs de ce genre, on a i =], et les fac-
teurs de chacun sont respectivement semblables a
ceux de I’autre (congus dans un ordre convenable).

Le facteur 3G, de ;P divise évidemment le poly-
nome semblable (P, divise en conséquence l'un 9T’
des facteurs de celui-ci (7), lui est méme semblable
puisque JG,, o’ sont premiers (3, II), et les quotients
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P, =90,...90;, OP:an/=(...) sont évidem-
ment semblables aussi.

De la on conclut, de la méme maniére, que G,, fac-
teur de T, ...J%; est semblable a quelque facteur %"
de (...), que les quotients ;P : (90, 9y ), NP: (I L")
le sont encore, et ainsi de suite, jusqu’a épuisement
des facteurs de ;. A ce moment, le polynome
,-31' $ (9% Ty ... d0;), auquel U’zﬂ $(IT AT, .. 9T est
encore semblable, se réduit a une constante; il faut
donc que ce dernier se réduise aussi & une constante,
ceci entrainant = .

II. De la notre théoréme, puisque deux décomposi-
tions quelconques conduisent a des groupes de facteurs
dount les produits sont égaux, au polynome proposé
chacun, mutuellement par suite, semblables en parti-
culier.

9. Comme on améne immédiatement des polynomes
semblables a I'égalité, en les multipliant par des con-
stantes convenables, on peut sous-entendre [’intro-
duction préalable de tels multiplicateurs, et, par
cette convention, simplifier considérablement le
langage. Au lieu de I'énoncé précédent (8), on dira
par exemple :

Tout polynome peut, d'une seule maniére, étre
mis sous forme d’un produit de puissances de po-
lynomes premiers inégaux (cest a-dire dissem-
blables).

Le seul mot décomposition est trés commode pour
désigner celte opération et aussi son résultat.

10. Une certaine suite de théorémes intéressants
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découlent presque immédiatement de ceux des n° 6
et 7, qui sont fondamentaux ; mais, dans leurs énoncés,
dans leurs démonstrations, ils ont une telle analogie
avec ceux qui, en Arithmétique, se groupent autour de
la décomposition des nombres entiers en facteurs pre-
miers, qu’il serait tout a fait superflu de les exposer
ici. J'en mentionnerai trois seulement, le premier ap-
puyant tous les autres, le second et le troisiéme plus
particuliérement utiles.

I. La décomposition (9) du produit de plusieurs
polynomes est le produit des facteurs inégaux qui
appartiennent a Uensemble des décompositions de
ceuz-ci, chacun de ces facteurs premiers étant
pourvu d’un exposant égal a la somme de ceux
qu’'il porte dans ces diverses décompositions.

II. Un polynome (quelconque) qui divise un pro-
duit de deux facteurs en étant premier & lun de
ceuzx-ci (3, LV) divise ’autre (Cf. 6).

IIl. Quand un polynome est divisible séparément
par d’autres dont deux quelconques sont premiers
entre eux (3, IV), il Uest aussi par leur produit.

11. Des polynomes quelconques
(30) foy W, ..., & F ..., T

étant donnés, si, dans 'ensemble des facteurs pre-
miers de leurs décompositions, on affecte chacun de
ceux-ci du moindre des exposants qu’il porte chez les
unes et chez les autres (o quand il ne figure pas dans
toutes), la multiplication de ces puissances donne un
nouveau polynome unique A, dont les propriétés ca-
ractéristiques sont maintenant trés visibles.
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L. Tout diviseur de A (lui-méme compris) est di-
viseur commun pour tous les polynomes proposés.
Inversement, ceuz-ci n'ont pas d'autres diviseurs
communs que ceux de A.

Ce dernier A est ainsi celul des diviseurs communs
des proposés, dont le degré (total) est le plus grand,
raison pour laquelle on le nomme leur plus grand
commun diviseur.

[Des polynomes premiers entre eux (3, [V) n’ont
pas de plus grand commun diviseur proprement dit,
puisqu’ils ne sont divisibles simultanément que par des
constantes (Ib., II). Mais on leur attribue conven-
tionnellement parfois une constante pour plus grand
commun diviseur.]

II. Les quotients

&
2
| R

sont premiers entre eux. Réciproquement, un poly-
nome A est le plus grand commun diviseur des
proposés (30), s'il les divise tous, en donnant des
quotients premiers entre euzx.

IIl. 8¢ le groupe (30) est partagé d’une maniére
quelconque en plusieurs svus-groupes

(31) (o, W, ..0), (&, F, .0,

ayant respectivement Ay, Ay, ... pour plus grands
communs diviseurs, celui du groupe total est le plus
grand commun diviseur de Ay, A,, .. ..

Cette observation réduit la recherche du plus grand
commun diviseur de polynomes en nombre quel-
conque, a de simples réitérations de celle concernant
deux polynomes seulement.
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12. En placant chaque facteur des décompositions
des mémes polynomes (30) sous un exposant égal au
plus grand de ceux qu’il porte dans les unes et dans les
autres, puis en faisant le produit de ces puissances, on
forme un autre polynome V, unique encore, qui est
caractérisé par des propriétés inverses, en quelque
sorte, de celles du plus grand commun diviseur.

1. Tout multiple de V (lui-méme compris) est un
multiple commun de tous les polynomes(30),(3, V).
Inversement, ceux-ci n'ont pas d’autres multiples
communs que les multiples de V.

Ce polynome est donc celui de moindre degré (total)
parmi les multiples communs des proposés; a cause de
cela, on le nomme leur plus petit commun multiple.

[Quand les polynomes (30) sont premiers entre eux
deur @ deux, lear plus petit commun multiple est

lear simple produit (10, 1H).]
II. Les quotients

v v v

& w3
sont premiers entre eux, et, st V est un polynome
rendant de tels quotients premiers entre eux, il est
le plus petit commun multiple des proposés (Cf.
11, II).

1. On peut obtenir encore le plus petit commun
multiple des polynomes (30) en prenant celui de
Vi, Vo, ..., polynomes remplissant la méme fonc-
tion pour les sous-groupes (31) respectivement (Cf.
16., 11I).

13. Le plus grand commun diviseur T et le plus
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petit commun multiple I de deux polynomes A, B
seulement, sont liés entre eux et a ceux-ci par la

relation
'l = AB.

En nommant A/, B les quotients des divisions de A,
B par leur plus grand commun diviseur T, on a
A'BT =1, puisque A’'BT:A=A'BT.:AT=PB et
A'B'T:B=A’ sont premiers entre eux (i1, II),
(12, 1). Et, multipliée par T, cette relation donne
bien Tl = A’BT?= A'T.B'T = AB.

Combinée avec les observations des n° 11 (III)
et 12 (III), cette proposition raméne la recherche du
plus petit commun multiple des polynomes (30) a
celle des plus grands communs diviseurs d’une succes-
sion d’autres groupes se rattachant au proposé par un
enchainement que sa simplicité rend trés visible.

14. La recherche du plus grand commun diviseur
de polynomes donnés, celle aussi de leur plus petit
commun multiple (13), ne seraient que des jeuax, si la
décomposition d’un polynome en facteurs premiers
n’élait une opération des plus ardues, dés qu’il dé-
pend de plus d’une variable et que son degré sur-
passe 2. Mais ici 1l y a surabondance dans les condi-
tions du probléme, et, ainsi qu’il arrive en pareil cas,
cette circonstance le rend impossible ou bien lui donne
des facilités spéciales. La solution dérive du théoréme
suivant, ou bien encore de celui du n° 17 (inf.), dont
Papplication pratique semble moins laborieuse.

Pour des polynomes M, N tous deux enchevétrés
de x et sans diviseur commun déchevétré de cette
variable, soit

(32) R + 996 =W F
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la relation opérant entre eux U’élimination de x (5).
P

I. 8¢ ®)§ est non-nul, N, B sont premiers entre
eux.

II. Si @ =o, le plus grand commun diviseur »
de ®, ) est déchevétrée de xz, les quotients &' = £ ; 9,
9'=19 : d divisent N, I respectivement, en donnant
M —XK

(33) -5,—= G’

et chacun de ces polynomes égaux est le plus grand
commun diviseur des proposés.

[. Si o, 9C avaient un diviseur commun, celui-ci
serait enchevétré de z, puisqu’ils n’en ont aucun qui
en soit déchevétré. Appartenant au premier membre
de (32), ce diviseur en diviserait le second (*'§ aussi.
Or c’est impossible, puisqu’il est enchevétré de z,
alors que @, non-nul, en est essentiellement déche-
vétré.

II. 1° Dans aucune des relations (15), les mul-
tiplicateurs P;, Q; n’ont un diviseur premier com-
mun qui soit enchevétré de x.

Si un tel diviseur existait, il diviserait ¥p;Q,,,
d’aprés la premiére formule de la paire (17), Q.
deuxiéme facteur de ce produit par suite, puisqu'il n’en
divise pas le premier (?)p; essentiellement déchevéiré
de z (6). Divisant ainsi Q; et Q,, 3 la fois, il divise-
rait P;,, aussi en vertu de la seconde formule de la
méme paire. Divisant simultanément P, ,, Q..y, on
trouverait semblablement qu’il divise Py s, Qiy,, puis
Pirsy Qiysy puis ..., jusqu'a Pjy, Qjyy. Or ce der-
nier fait est impossible, puisque P;,, est donné par la

Ann. de Mathémat., * serie, t. VIL. (Mai 1907.) b
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premiére des formules (16), dont le second membre
est essentiellement déchevétré de x.

2° En particulier, P, Q, dans la premiére de ces re-
lations, jouissent de cette propriété, €, 9 aussi,
pris égaux a ces polynomes (18). Le plus grand com-
mun diviseur D de ces derniers est donc déchevétré

de z (11).

3° L’hypothése ®F = o et la division simulianée de
®, 9 par b réduisent la relation (32) &

(3%) ® O = — ',

celle-ci montrant que ¢ divise le produit 9/)G. Mais
®'=®:P est premier a 9'=2 : b (11, II); il divise
donc Jt (10, II). Pour une cause semblable, 2’ divise
IR, et (34) conduit a (33).

4° Les quotients
M(M:9)=9", N (—I:F)=—F

élant premiers entre eux, comme nous venons de le
dire, chacun des deux membres de (33) est bien le
plus grand commun diviseur de 91U, 3% (11, II).

15. Maintenant, et en supposant remplies les con-
ditions voulues pour 'existence du plus grand com-
mun diviseur, on peut amorcer comme il suit la
gradation ql;i conduit a celui de deux polynomes
quelconques O, JG.

a. — I, I sont enchevétrés d’une seule va-
riable z.

Comme ils ne peuvent avoir aucun diviseur com-
mun déchevétré de z, le théoréme (14) leur est immé-
diatement apphcable. Pour cause semblable, €, 3 sont
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premiers entre eux, et M1 =—2I:% est le plus
grand commun diviseur cherché.

B.— I, )G sont enchevétrés de deux variables z,
y seulement.

Soient ...4- My'zf+ ... el ...+ NV x/ 4. .. leurs
ordinations par rapport a .z, el d, le plus grand com-
mun diviseur de tous les coetficients ..., M\, ..., ...,
Ny, ..., enchevétré comme ceux-ci de y exclusivement
(11, IIT), («). Les quotients I :0y, 9%:d, n’ont visi-
blement aucun diviseur commun déchevétré de z; on
formera donc leurs polynomes connexes €y, 2, puis
@), 2y, ensuite leur plus grand commun diviseur
(M :0y):y=—(906:0,): %, (14, II) donnant visible-
ment M2, = — )G %) pour celui de M, .

y. — I, I sont enchevétrés de trois variables z,
Y, 3 seulement,

En nommant d, ; le plus grand commun diviseur de
ey MY, oy oy NYL, L., coefficients des ordinations
de oL, oG par rapport a z (11, 1II), (B), puis @, ;,
Dyz et ® ., 9., polynomes connexes a IR :J, .,

9210, ; (14, 1), on aura
(M :0y,2):Qyz=—(I0:0y,2): %) .

pour le plus grand commun diviseur de ces quotients

et M1y ,=— 0. %, pour celui de I, .
3. — I, I sont enchevétrés de quatre variables
seulement.

Semblablement.... Et ainsi de suite.

16. Avant de poursuivre, nous avons un complé-
ment & donner au théoréme du n® 4.
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-Dans toute quasi-division, on peut, d’une seule
maniére, prendre les préparateurs des quasi-divi-
stons partielles respectivement premiers auzx quasi-
quotients correspondants, et U'on confére ainsi la
méme propriété relative a ceuzx, OP, &, de toute
U'opération. -

I. De méme qu’au lieu cité, nous représenterons par
N, Mw les coefficients de z*, zw: dans le quasi-divi-
seur JG et le quasi-dividende o) de I'opération par-
tielle exprimée par la récurrence courante (6), par
v et 'Ny, ’Mffz‘, en outre, le plus grand commun divi-
seur de ces coefficients et les quotients de leurs divi-
sions par lui.

Pour que mp“’y‘”’MfR‘ soit divisible par y(@'N,, il
faut et il suffit que ‘T’p‘i)’M.(ﬁ. le soit par ‘Ny, puis, en
conséquence, que @p@ le soit par 'N,, puisque ce
diviseur est premier a ‘M., (10, IT). En nommant donc
%@ le quotient de cette derniére division, on aura

@p@) Mf"j‘ = (0 ’N“*(“"M{:.f',
polynome dont le quotient de la division par

Ny= Ym Ny

est x“')’M:ﬁ‘; et, pour que ce quotient soit premier au
préparateur (#p =x@'N, il faut que »(? se réduise
a une conslante, c’est-a-dire que (‘@p@) soit pris égal
(semblable) a 'Ny (9), cette condition étant évidem-
ment suffisante.

Désormais, nous supposerons que les prépara-
teurs de toutes les quasi-divisions partielles ont été
déterminés de cette maniere. -
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II. Soient alors
(35) (x)v(i+l)m(i+1) = QU+ JT, 4 I U+

le résultat des éliminations successives de ), G-,
aeey OILEFY) ORE*2) entre les récurrences (7), (8) dont
les premiers membres montrent les accents j, j—1,
ey L1, €t

@PW I = QW IT, 4 IR G+

celui de I'élimination de (1) entre cette relation (35)
et la récurrence

@D LW = g0 I ~+ ML+

qui se trouve immédiatement au-dessus des précé-
dentes.

S¢ @ Peto @+ sont premiers entre euzx, @ PO,
Q. le sont aussi.

On a effectivement

@P) = DPUD @@, QU = @PU+D gl 4 @D,

moyennant quoi un diviseur premier commun v des
premiers membres diviserait @ P+, sinon @p (6),
et @Putoge @6+ dans les deux cas, puisque
@ Pet1) est déchevétré de z, que 4 est un monome
en x de degré w;—w>wm;y, —u degré du polynome
@.¢+0. Dans le premier cas, v diviserait a la fois
@Petn @+0] ce qui est contraire & I'hypothése.
Dans le second, ou il diviserait @p@ mais non @PEt+o,
il diviserait aussi 4@, autre facteur du produit
@Pa+0 9@ ce qui n’a pas lieu puisque @p@, @
sont premiers entre eux (1 in fine).

I1l. Comme les préparateurs sont respectivement
premiers aux .quasi-quotients dans la derniére et
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I’avant-derniére des récurrences 8), le raisonne-
7)s 3

ment précédent (1I) montrera qu'il en est de méme
pour @PU-1) relativement a Q.- puis, de la, pour
@PU-» QG- puis ..., puis enfin pour @P, @,
préparateur et quasi-quotient de la quasi-division con-
sidérée.

17. Pour les polynomes 9, 96 du n° 14, toujours
enchevétrés de x et sans diviseur commun déche-
vétré de cette variable, exécutons dans les condi-
tions du n° 16 les quasi-divisions (14) du n° 3.

St M 357 0, ces polynomes sont premiers entre
eur.

7

Si Wj =0, les quotients I, I, ., des divisions
de Yo, ;. par le plus grand commun diciseur
210 des coefficients de leurs ordinations par rap-
port & x sont respectivement divisibles par q;,,,
(I)Pj.H, on a

DI

- J+1
0j+1 @y

(36)

et chacun de ces polynomes égaux est le plus grand
commun diviseur des proposés.

1. Tout diviseur commun de I, T divise aussi IG,,
Mgy vvoo ojpry ojyo. Il résulte en effet : de la pre-
miére des récurrences (14) qu’il divise 9%,, de la
seconde, qu’il divise 9%, puisqu’il divise I, J%, simul-
tanément, et ainsi de suite jusqu’a 9%/, 5.

Les polynomes 91, JT sont donc premiers entre eux
quand JG, .54 0, puisque leurs diviseurs communs,
s'ils en avaient, seraient enchevéirés de z, alors que
0 jye en est essentiellement déchevétré.

II. En supposant maintenant 9% ,,= o0, tout poly-
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nome sans diviseur déchevétré de z, qui divise 3 ,,
9% simultanément, divise encore 3b;_,, 9 j_s, ..., Iy,
%, M. Car, en vertu de I’avant-derniére des récur-
rences (14 ), il divise le produit @p; 9%;_,, son dernier
facteur 9G;_, par conséquent, puisque, sans diviseur
déchevétré de z, il ne peut en avoir aucun appartenant

.. o A . . 92
aussi & “@p;. Puis de méme pour JT, ,, ... jusqu’a
T, I

IIL. I1 y a identité ainsi entre le plus grand commun
diviseur de oM, IT et celui de I, 9T, 4. Car tout divi-
seur de O, G divise JG, =0, My, =TI, .,

1), puis )G/, 9%/, ,, comme étant sans diviseur déche-

' P 9 COr
vétré de z, sans diviseur commun par suite avec ‘79
déchevéiré de cette variable; car tout diviseur com-
mun de 9%, 9%, divise aussi JGj, My, sans avoir un
facteur déchevétré de z, divise par suite I, J% (LI).

P P P

Comme )G, , = o, la division par ®d de la derniére

relation du groupe (14) est possible et laisse

E)p m'o; “+ 0,418,y = o,

ceci conduisant a (36), parce que, rendus premiers
entre eux (16), @p;, ., q,,, divisent )%, IO, respec-
tivement. Et les membres de cette relation (36) sont
bien tous deux égaux au plus grand commun diviseur de
IG,, I, 44, & celui de I, IT par suite, parce que les quo-
tients 9%, (90, 1 441) = G4 €L I, (I 1 P )= DPjy,
sont premiers entre eux.

Aussi biea que celui du n°® 14, ce théoréme peut étre
employé a la recherche du plus grand commun divi-
seur de deux polynomes quelconques, dont la marche
générale a été exposée tout a I’heure (15).

18. Pour terminer, voici deux théorémes utiles, qui,
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au rebours des précédents, n’ont point de pendants en
Arithmétique.

Pour qu’un polynome premier 3% divise un poly-
nome I quelconque, il est nécessaire et suffisant
que toutes les valeurs des variables qui I’annulent
numériqguement annulent M aussi.

Le premier point est évident. Pour établir le second,
nous remarquerons que ces polynomes sont forcément
enchevétrés tous deux d’une méme variable au moins,
que nous nommerons z et que nous éliminerons entre
eux par la relation

(37) RO + QI =@F (y, 2, ...),

@F ¢lant déchevétré de z, les multiplicateurs €, 2
ayant par rapport a x des degrés respectivement infé-
rieurs a ceux de 3G, MU (5). Aux variables y, 3, .
dont «'¥ dépend a 'exclusion de z, nious attribuerons
ensuite un systéme quelconque )/, 5, ... de valeurs
particuliéres.

.9

Si ces valeurs annulent la totalité des coefficients de
Pordination de J% par rapport a z, elles annulent 3%
forcément aussi, JIL encore par suite et par hypothése,
et, en vertu de (37), on a numériquement .

(38) «@F(y, 5, ...)=o.
Si, pour y=y', =123, ..., les coefficients des

termes de cette ordination, ot z a des exposants > o,
ne s'évanouissent pas tous, I’équation en x

(39) N(z, ', 5 ...)=0
a quelque racine z', donnant ainsi 0% (2, ', 7/, ...)= o,

puis, par hypothése, o (z', y’, 7/, ...)=o0 et (38)
encore, a cause de (37).
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Si les mémes attributions numériques annulent la
totalité des coefficients qui viennent d’étre spécifiés,
I'équation (39) ne peut éire résolue; mais on verra
facilement qu’a quelqu’une des variables y, z, ..., 4 z
pour fixer les idées, on peut attribuer leur valeur 2z’
infiniment voisine de z’, 4 x une valeur correspon-
dante z", qui donnent (2, 5/, 2/, ...)=o0, d'od
a(z", y', 2", ...) = o par hypothése, puis

(1)5(}’,1 Z’, ...)=o,

d’apreés la relation (37). Si maintenant on fait tendre
z" vers 7/, il vient

lim(x’§(}f’, z’, ...)=o=(”j(y', Zy ).

Le polynome ®g(y, z, ...) s'évanouit donc numé-
riquement pour toutes les combinaisons de valeurs de
ses variables, c’est-a-dire identiquement. La relation
(37) se réduit donc a

@M +2JG=o,

ceci montrant que J% divise le produit oM, M par
suite, puisque la supériorité de son degré en x, com-
paré a celui de &, s'oppose & ce qu'il divise ce dernier
polynome (6).

19. Pendant un instant, nous nommerons grade
d’un polynome quelconque 91, relativement & un autre
premier donné G, 'entier M(20) jouissant de la pro-
priété que N soit divisible par L*, non par LM+, tel
ainsi, que l'on ait M = LM , le quotient 2 étant non
divisible par 9%.

Si maintenant on représente par

(40) am, I, I, ...
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des dérivées de I par rapport aux variables dont J%
est enchevétré, prises respectivement au hasard dans
les ordres (totaux) o, 1, 2, ..., on a ce théoréme :

Le grade M de o1 est égal & 'ordre de la pre-
miére des dérivées (40) quin’est pas divisible par Jo.

Toute dérivation (premiére) de I parrapport a ces
variables diminue de 1 son grade (supposé > o). On
trouve effectivement, en prenant D pour signe de cette
dérivation,

DO = D (LMD ) = LM, DY + MM (D9 ),

et, comme G est premier, il ne divise ni DJ% ayant
un degré inférieur au sien par rapport a la variable de
dérivation, ni 2 par hypothése. Il en résulte que le
dernier terme du second membre est divisible par
XML non par JBM (T), puis, qu’il en est de méme
pour tout ce membre ayant son autre terme divisible
par JtM. En d’autres termes, M —1 est le grade de
Dor. '

L.a réitération de ce raisonnement montre bien faci-
lement que les grades des dérivées (40) calculées jus-
qu'a 'ordre M sont

My, M—1, M—2, ...,
M—(M—1)=r1, M—M=o,

comme 1l suffisait de le constater.

Soit directement, soit par sa combinaison avec la
précédente (18), cette proposition peul rendre des
services dans la décomposition d'un polynome en fac-
teurs premiers.



