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[Al a]
SUR L4 DIVISIBILITÉ DES POLYNOMES ENTIERS

A PLUSIEURS VARIABLES;

PAR M. GH. MÉRÀY.

1. Ayant été ramené à cette théorie, il y a une ving-
taine d'années, par Je besoin accidentel de l'un de ses
points [le théorème du n° 10, III (in/.)], je ne l'ai
vue nulle part traitée d'une manière tout à fait satis-
faisante, et j'ai aperçu le principe de l'exposition que
j'en vais présenter.

On saisira facilement l'esprit général de la méthode
en remarquant à chaque pas, qu'elle consiste dans la
combinaison des procédés propres au cas d'une
seule variable, opérée par voie de récurrence, c'est-
à-dire par la ?*éduction d}un cas quelconque à un
autre où le degré d'une variable au moins s'est
abaissé dans l'un au moins des polynômes à manier,
sans s'élever dans les autres.

Je représenterai par

( i ) 5, t, . . . , i>, oc, y , . . . , w

les variables indépendantes qui, en nombre fixe h,
seront exclusivement engagées, en totalité ou en par-
tie seulement, dans les polynômes dont je parlerai, et
je commence par rappeler et préciser certains faits
préliminaires.

I. Un monôme (entier) en (i) est une expression
formée en prenant quelque produit de puissances de
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ces variables, à exposants entiers, positifs ou nuls,

puis celui

du précédent, par quelque coefficient constant e.
On ordonne ce monôme par rapport à un groupe

donné de ses variables,

(-2) x, y , . . . , w,

dites alors ordonnatrices} en l'écrivant

(es1*?* . . . v9).ïty'rt . . . H c 1 ] ' ,

c'est-à-dire en le considérant comme formé par la
multiplication de ses facteurs en (2) seulement et du
produit de son coefficient par ceux en

( 3 ) S, t, . . . , V

seulement, produit qui, à ce point de vue, lui cons-
titue un nouveau coefficient ne dépendant plus des
variables ordonnatrices.

Par rapport aux variables (2), deux monômes
M>nt semblables si, dans l'un et dans l'autre, elles
portent des exposants respectivement égaux. Autre-
ment, ils sont dissemblables.

Quand le groupe (2) comprend la totalité (1) des
\ariables de la question, la relativité de cette simi-
litude n'est pas mentionnée.

II. Un polynôme (entier) en (1) se forme en pre-
nant un seul monôme à la rigueur, ou, habituellement,
la somme de plusieurs dissemblables deux à deux (I),
qui soit ses termes, et dont les coefficients gardent ce
nom pour cette nouvelle expression.



On ordonne un polynôme par rapport aux va-
riables d'un groupe tel que (2), en ordonnant ainsi ses
divers termes (1); en sommant, avec chacun d'eux,
tous ceux qui lui sont semblables relativement au
même groupe, puis en faisant l'addition de toutes ces
sommes. On obtient ainsi un polynôme en (2), ayant
pour nouveaux coefficients des polynômes en (3), et,
dans leur ensemble, les coefficients proprement dits
de ces derniers polynômes se confondent avec ceux
mêmes du proposé.

III. Par rapport à un groupe de variables tel
que (2), le degré apparent d'un polynôme est le
nombre obtenu en formant, pour chaque terme, la
somme des exposants portés par ces variables seule-
ment, et prenant la plus grande valeur de ces diverses
sommes.

Son degré effectif est le résultat de la même opé-
ration exécutée sur ceux seulement de ses termes dont
les coefficients sont y^. o. C'est lui que désigne tou-
jours le mot degré employé seul, sauf mention qu'il
s'agit de l'autre.

Quand le degré (effectif) est nul, le polynôme, sans
cesser de dépendre nominalement des variables (2),
n'en dépend pas en réalité; car, affectées des expo-
sants 0 , 0 , . . . , o dans les termes à coefficients ^ 0 ,
ces variables n'y introduisent que les facteurs con-
stants 1, i, . . . , 1, et les autres termes ont la valeur
constante o, quelles que soient celles des leurs. Nous
dirons alors que le polynôme est déchevêtré des va-
riables (2) en question. «

II en est enchevêtré si chacune d'elles porte un
exposant > o dans quelque terme pourvu d'un coef-
ficient yé O.

Dans ces diverses dénominations, la mention de
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relativité s'omet habituellement, quand le groupe con-
sidéré embrasse la totalité ( i ) des variables de la
question.

IV. Un polynôme est identiquement nul, ou non,
selon que ses coefficients sont, numériquement, tous
nuls, ou non.

Si tous les coefficients sont nuls, il est évident que
le polynôme n'a jamais que la valeur o.

Sinon, soient un polynôme enchevêtré de la seule
variable x (NI) ot c^xV- son terme de moindre degré jx
parmi ceux dont les coefficients sont ^ o. La valeur
du polynôme pouvant s'écrire (e^-f- s) xP, où celle
de £ peut devenir aussi petite qu'on le veut, moyen-
nant l'attribution à x d'une valeur suffisamment petite
quoique non nulle, on peut ainsi rendre e numéri-
quement < t-jj,, rendre non nulles en conséquence les
valeurs des deux facteurs et cette expression, simulta-
nément, celle par suite de leur produit, c'est-à-dire de
l'expression elle-même. Le polynôme considéré n'est
doue pas nul identiquement.

S'il s'agit d'un polynôme enchevêtré de deux va-
riables x,y seulement, soit c^xV-y un de ses termes
à coefficient y£ o, et (. . . -h c^yyX^-\-. . . )yv son terme
eu y^ dans le résultat de son ordination par rapport
à y (II). D'après ce qui vient d'être constaté, et,
comme le polynôme en x seulement, . . . -\- c^xV--\-
n'est pas nul identiquement, parce que le coeffi-
cient CJĴV de son terme laissé en évidence ne l'est pas
numériquement, on peut assigner à x une valeur x'
qui rend la sienne, G;

v, ^ o . Pour a? = 3?', Je polynôme
proposé se particularise en . . . -f-3'vyv-!- . • <, poly-
nôme en y seulement dont le terme mis en évidence a
un coefficient ^ o, auquel, en conséquence, et par
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une nouvelle application de ce qui précède, on peut
faire prendre quelque valeur ^ o. Le proposé n'est
donc pas nul identiquement.

De là, on passe semblablement aux polynômes en-
chevêtrés de 3 variables, puis de 4? 5, • • •, etc.

Pour abréger, nous dirons un poljnome nul ou non-
nul, selon que ses coefficients seront tous nuls, ou
non. Sauf mention du contraire, un poljnome est tou-
jours sous-enlendu non-nul, et, le plus souvent,
émondé de ses termes nuls (qui sont sans influence
sur sa valeur numérique).

V. Le produit de plusieurs polynômes est nul (IV)
quand V un au moins des facteurs est tel, mais non-
nul quand aucun d'eux n'est nul.

Le premier point résulte immédiatement de ce que,
dans ce produit, le coefficient de tout terme est une
somme de parties dont chacune se forme en multipliant
entre eux les coefficients de termes des poljnomes
facteurs, pris respectivement dans tous ceux-ci.

D'où la nullité de chacune de ces parties, contenant
ainsi un ou plusieurs facteurs nuls numériquement,
puis celle de leur somme, coefficient considéré du
poljnome produit, puis celle de ce poljnome.

Pour le second point, considérons d'abord le cas de
deux facteurs enchevêtrés de la seule variable x, et
soient [/, ji/' leurs degrés (effectifs) (III), c^x^\ c^,x^"
leurs termes de ces degrés. Il est visible que le produit
(amené à la forme normale) contient le terme
y y j ^ ! 1 ' dont le coefficient n'est pas nul, puisque
ses facteurs, c^-, c'^, ne le sont ni l'un ni l'autre. Le
poljnome produit est donc non-nul.

De là, aux cas de deux facteurs enchevêtrés de 2 va-
riables, puis de 3, 4? • • M o n p a s s e P a r v ° i e d'ordina-
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tions variées et de récurrence, comme nous venons de
le faire dans une circonstance analogue (IV).

Soit enfin ^ ' ^ . . . ^ un produit d e y polynômes
non nuls quelconques. En vertu de ce qui précède,
sont non nuls : les produits $v^v/, puis

puis . . . , puis enfin (<£'<£" . . . ) ^ ( ^ qui est le produit
en question.

VI. Par rapport à tout groupe des variables ( i) ,
le degré {effectif) (III) d'un produit de plusieurs
polynômes est égal à la somme de ceux de ses fac-
teurs.

Dans un premier polynôme, soit u.' son degré de ce
genre, (£*%' le groupe formé par tous ses termes (non
nuls) de même degré /ut', et (Çf)v

r, ($')&'i • • • ^es groupes
analogues, de degrés v ' < [//, G J ' < V', . . . , en sorte que
la forme

puisse être donnée à ce polynôme. Soit encore

( S V + ( £ > + ( £ % * + •••

la forme analogue donnée à un autre polynôme dont
le degré est JJ/;. Le produit de tous deux peut être
écrit

et, en premier lieu, le produit parliel laissé en évi-
dence est non-nul puisque chacun de ses deux facteurs
est tel (IV); en second lieu, son développement ne
contient évidemment que des termes élémentaires de
degré commun JX'+JA"; en troisième lieu, celui des
produits partiels non écrits ne peut donner que des
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termes de degrés << UL/ + |JL//. On en conclut que le de-
gré du produit des deux polynômes considérés est
bien égal à JJL' —h- [A", somme de ceux des facteurs.

De ce cas, de deux facteurs seulement, on passe à
ceux de 3, 4? • • •? P a r Ie moyen emplo\é à la iin de
l'alinéa précédent (V).

VIL Deux polynômes sont identiquement égaux
ou non selon que, respectivement, les termes (non
nuls) de chacun sont semblables à ceux de l'autre
et pourvus de coefficients numériquement égaux,
ou bien qu'il n'en est pas ainsi. Car le polynôme ob-
tenu en prenant leur différence a pour coefficients les
différences de ceux des termes semblables dans les pro-
posés, et il est nul dans le premier cas, non-nul dans
le second (IV).

Suivant l'une ou l'autre alternative, nous dirons ces
polynômes égaux ou inégaux.

2. On divise un polynôme donné DTL par un autre
X , on fait la division du premier par le second, en
en cherchant un troisième dont le produit par le second
soit égal au premier (1 , VII).

Dans celte opération, OXL, DZ> prennent les noms de
dividende, diviseur, et, si l'on peut lui trouver
quelque résultat ^ on exprime cette possibilité en di-
sant que OÏL est divisible par X, que ^est le quotient
de la division.

Les moyens d'exécution dérivent des observations
résumées ci-après.

I. Si le diviseur est nul (1, IV), et, comme, en
conséquence, son produit par un polynôme quelconque
l'est toujours (Ib., V), la division est impossible
quand le dividende ne Vest pas, possible quand il
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Vest aussiy mais alors avec indétermination du
quotient.

IL Quand le diviseur est non-nul, le quotient de
toute division possible est unique. Si, en divisant D\l
par <2£>, on trouvait deux quotienis inégaux ^ j , )̂2? ^a

soustraction membre à membre des identités de défi-
nitions

DTL = DL^j, DJl = dZ^j

conduirait à

chose impossible, puisque dans ce produit de deux
facteurs le second est non-nul, le premier supposé tel
(Ibid.).

III. Quand le dividende est nul, non le diviseur,
la division est possible et le quotient est toujours
nul. Car l'identité à réaliser o = dZ>^, sous la condi-
tion JZ> ^ o, l'est toujours et seulement par ̂ = o (Ib.).

Désormais, nous supposerons non nuls, le diviseur
toujours, et aussi le dividende quand le contraire
n'aura pas été spécifié.

IV. Pour que la division soit possible, il est né-
cessaire que, par rapport à tout groupe des va-
riables (i), le degré [effectif) tor du dividende soit
au moins égal à G/ degré du diviseur; et, s'il en est
ainsi, le degré analogue co du quotient est donné a
priori par la formule

( 4 ) tu = (*>'— u>".

S'il existe quelque quotient ^ , dont le degré ana-
logue soit w, l'identité fondamentale Oïl = <D̂>̂  en-
traîne o>'= a / -h co ( i , VI), d ' oùu />o / et (4).



Maintenant, nous pouvons passer à l'examen de trois
cas simples, d'où se déduit la solution complète du
problème.

Auparavant, il faut noter que, pour un groupe
formé d'une seule variable u enchevêtrant le divi-
dende, le diviseur et le quotient aux degrés \J', u", u,
on a aussi bien

u = u'— i/,

cas particulier de (4) dont l'emploi est conlinuel.

V. Le dividende et le diviseur sont des formes

(OXL = ) M(s, t, . .., v) xïyi'... wty',
( X =)N($, t, . . . , v) x\* yn'... w*t',

monômes en x, y, . . . , w, ayant pour coefficients
des polynômes déchevêtrés de ces variables.

Si un quotient existe, son ordination par rapport au
même groupe (2) ne peut donner qu'un terme, car,
autrement, son produit par X , ordonné de la même
manière, en contiendrait plus d'un aussi, alors que 3ÏL
n'en a qu'un seul. Il est donc de la même forme

où Q(s, £, . . . , y), ç, Tj, . . . , ^ sont : un polynôme
déchevètré de x, y, . . . , w, des exposants entiers non
négatifs, à choisir de manière à donner identiquement

M (s, t, . . ., i>)xVy*'...wV(= DK = D
= [NU, t, . . ., v) QU, t, . . . , v)\ofi*+\ytf+ri%.. wty'+ty.

A cette fin, les conditions nécessaires et suffisantes
sont visiblement :

i° Pour que le premier membre soit semblable au
dernier, relativement hx,y, . . ., w, que Ton ait



( 2O2 )

d'où

a" Pour que les coefficients des termes semblables
dans leurs développements complets soient respec-
tivement égaux, que l'on ait identiquement

M ( « , t , . . . , o ) = N ( 5 , t , . . . , P ) Q ( * , *, . . . , P ) .

c'est-à-dire que M soit divisible par N et que Q soit
pris égal au quotient de cette division.

Si donc il y a possibilité, on aura

^ ( = DTL:2&) = (M :N)a?S-Ç>*T-ïl\.. w+-+',

ce gw ramène le problème au cas de deux poly-
nômes, M, N, impliquant des variables en nombre
inférieur à celui des primitives (i).

Vf. Le dividende DÏL est quelconque, le diviseur DX>
est déchevêtré des variables (2).

La possibilité de la di\ision exige, comme condition
nécessaire et suffisante, que les coefficients Mn M2, ...
du dividende 01 donné par rapport à ce groupe
soient tous divisibles par )b. Et, sous cette condi-
tion, ceux du quotient pareillement ordonné sont
les quotients M, : %, M2:£K>, . . . C'est ce que montre
bien facilement l'identification de Dïl au produit de JG
par un quotient hypothétique ^ordonné de la même
manière (Cf. V). Uopération est ramenée au cas de
polynômes dépendant des variables (3) seulement.

La condition formulée entraîne visiblement la
divisibilité par 2fc> des coefficients de Ou, ordonné
par rapport à tout sous-groupe des variables (2).

VII. Le dividende et le diviseur sont enchevêtrés
d^une même variable x, aux degrés m, w[̂ m
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Soient alors

( DTL = ) Mula?'« 4- M m _! x^-t -+- . . . ,

( X =)N, , a r« + N , H « H - 1 •+- . . . ,

les résultats de leur ordination par rapport à x suivant
ses puissances décroissantes, les M, N étant des poly-
nômes déchevêtrés de cette variable. On pourra com-
mencer et poursuivre la « division algébrique » du
premier par le second, comme si les M, N n'étaient
que des constantes, cela aussi longtemps que les degrés
en x, des premiers termes du dividende et des divi-
dendes partiels consécutifs, resteront ^» et leurs pre-
miers coefficients divisibles par Nn .

Quand ces divisibilités se trouvent exister jusqu'au
bout et qu'on arrive à un reste nul, on constatera bien
facilement que la division de Oïl par X est possible et
que le quotient ordonné par rapport à x se forme
terme à terme, comme si cette variable était la seule
de la question.

Quand il n'en est pas ainsi, on reconnaîtra avec la
même facilité que OÏL n'est pas divisible par ÙZ>.

Ceci ramène le problème à un cas précédent (V)
et à celui de polynômes dépendant de h — i va-
riables seulement, par la technique propre au cas
élémentaire où le dividende et le diviseur ne sont
enchevêtrés que d} une seule variable.

VIII. Gomme chacun de ces moyens déchevêtre
toujours de quelque variable, l'un au moins des poly-
nômes qu'il laisse à manier, et cela sans enchevêtrer
les autres, il est clair que leur enchaînement en ré-
currences convenables conduira sûrement à la ré-
ponse comportée par la division proposée.

IX. On aperçoit immédiatement, que tout polynôme



est divisible, tant par lui-même, que par une con-
stante quelconque {^é o). Dans le premier cas, le quo-
tient est i ; dans le second, on l'obtient en divisant
simplement les coefficients du dividende par la con-
stante diviseur (VI).

3. A la notion de divisibilité, les suivantes se rat-
tachent très étroitement.

I. Deux polynômes sont semblables quand l'un est
divisible par l'autre et que le quotient de leur division
se réduit à une constante, relation évidemment réci-
proque. Ils sont dissemblables s'il en esl autrement.

II. Les diviseurs d'un pol)nome donné sont ceux
de degrés > o qui le divisent, c'est-à-dire par les-
quels il est divisible (2). Parmi eux, se trouvent tou-
jours lui-même (1b. IX) et, visiblement, les poly-
nômes semblables à tout diviseur qu'on lui con-
naîtrait déjà.

On notera que les constantes ne comptent pas
comme diviseurs, bien qu'elles divisent tous les poly-
nômes quand elles sont y£ o (Ibid.).

Un polvnome est premier, quand, étant de degré
^ o, il n'a d'autres diviseurs que ses semblables (1) (lui-
même compris). Tel est, visiblement, un polynôme
quelconque du premier degré.

lu. Tout polynôme non premier peut être mis
sous forme d'un produit de facteurs premiers (dis-
semblables ou semblables); et le nombre de ces fac-
teurs est limité, puisque leurs degrés, tous > o, ont
celui de proposé pour somme. Ce polynôme est dit
composé (de tels facteurs).

(Dans le cas tout spécial dun polynôme à une
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seule variable, de degré w, ces facteurs premiers
sont de degré commun = i, et en nombre = w. Ceci
résulte du point fondamental de la théorie des équa-
tions entières à une inconnue.)

IV. Un diviseur est commun à plusieurs polynômes,
quand il divise chacun d'eux séparément.

Quand des polynômes ont un diviseur commun,
celui-ci divise aussi toute combinaison faite d1 eux
par des additions et soustractions ; le quotient est la
combinaison homonyme de ceux de leurs divisions
par ce diviseur.

Des polynômes sont premiers entre eux, quand
ils sont dépourvus de tout diviseur commun. Ils ne
sont alors divisibles simultanément, que par des con-
stantes ^ o.

Des polynômes dissemblables et premiers chacun
(dans le sens absolu du mot) sont toujours premiers
entre eux.

V. Les multiples d'un polynôme donné sont tous
ceux que celui-ci divise; ils se confondent évidem-
ment avec ses produits par tous les polynômes imagi-
nables; en particulier, ils comprennentses semblables.

Tout diviseur d'un polynôme divise l'un quel-
conque de ses multiples ; le quotient est le produit
de celui de la division du polynôme par le diviseur,
et du multiplicateur qui a fourni le multiple consi-
déré.

Les multiples communs de plusieurs polynômes
sont tous ceux que divise chacun des proposés.

4. La division algébrique est susceptible d'une
extension dont nous allons avoir besoin.



Les polynômes OTl, £fë> du n° 2, VII étant repris, on
peut en assigner un troisième ^|iJ déchevêtré de x,
qui rende possible la division algébrique du produit
(x IJOïi par X, c'est-à-dire qui permette la forma-
tion de Videntité.

(5) ^j>on = <eî -*-ia7

où €X et ï l sont des polynômes dont les degrés en x
ont des valeurs = m — u et < u.

1. Soient Nu^11 toujours, le premier terme de OT̂,
puis M,^ xlui celui d'un dividende partiel DXL^ ordonné
comme 0)1, )b l'ont ék'. Aussi longtemps que m/ sera
r^u, on assurera la possibilité de la division partielle
correspondante en multipliant 0Tl(^ par quelque poly-
nôme WpW déchevêtré de x, choisi de manière à
donner avec M^ un produit ^ J J ^ M ^ (jui soit divisible
par ]NU; à cette fin, il suffira de prendre, pour le mul-
tiplicateur (>r)J)(^,N,i toujours (3, V), un polynôme de
degré moindre parfois (16, inf.), i même seulement,
quand la division partielle à exécuter sera possible
d'emblée, c'est-à-dire quand M,̂  se trouvera divisible
par Nu.

En représentant alors par i](^ Je quotient

par Ml('+*> la différence W ^ O M U O — I J C ' ) ^ dont le
de^ré en x est <; m,;, il vient

11. En faisant successivement ici i = o, 1,2, . . ., on

trouvera



et l'on poursuivra aussi longtenps que i«*+< degré de
OÏL(H"° restera >u. Comme les entiers m, m o wi2, . . .
vont sans cesse en diminuant de i au moins chaque fois,
on atteindra certainement une différence D\iO+{) dont
le degré sera < H, à laquelle, en conséquence, on sera
forcé de s'arrêter; et la récurrence (7) se terminera par

Pour obtenir enfin la relation cherchée (5) , il suffit
maintenant d'ajouter membre à membre celles de l'en-
semble (7) et (8), multipliées respectivement par les
produits»

i U)j,(i;U)j,(2)Ur)_p(y) ^ (#>p 2) ix

( 9 )

puis de noter ^ f î , Cl et 1î les sommes des produits
de ces multiplicateurs par les ^ p , . . ., par les i^ . . . et

Le* multiplicateurs (9) étant, comme leurs facteurs
^ p, . . ., tous déchevêtrés de x, on observera : que
(J"'P est tel, que le degré de Cl en x est m — u puisque
ceux de i), i)r°, (\^2), . . . sont ut — u, mf —u, m> —-u, ...,
en suite sans cesse décroissante, que celui de

ebl < 11, ce que nous avons déjà vu.

III. Jl est essentiel de noter que la construction de
la 1 dation (5) comporte simplement Valgorithme
de la division algébrique à une seule variable ordon-
natrice, combiné avec le maniement de polynômes
déchevêtrés de cette variable, c1 est-à-dire en conte-
nant une de moins que les proposés. On supprime-
rait même toute difficulté dans ce maniement, en pre-
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nant invariablement Nu pour chacun des multiplica-
teurs (^p, u)p(o?

On pourrait donner à cette opération le nom de
quasi-division relative à la variable ordinatrice x, de
DXL par >X, à ces polynômes et à (ÜV, fl> ceux de quasi-
dividende, quasi-diviseur et quasi-quotient, quasi-
reste^ à ix)^ celui de préparateur.

La division algébrique n'étant que le cas particulier
qui se présente quand le préparateur se réduit à i, ces
dénominations lui seraient bien mieux appropriées que
celles du langage courant, puisque la divisibilité pro-
prement dite du dividende par le diviseur n'est qu'une
éventualité tout à fait exceptionnelle.

Au n° 16 (m/.), nous verrons qu'on peut toujours
s'arranger de manière à rendre premiers entre eux le
préparateur et le quasi-quotient.

5. Les mêmes polynômes ;)Tl, -X> (2, Vil), (4) étant
encore repris, on peut en assigne/' trois autres,

(9 9 tf

dont le dernier est déchevêtré de x, dont les deux
premiers sont non-nuls ( i , IV), avec des degrés p, c\
en x remplissant les conditions

p < », 0 < "t,

et qui, tous trois, donnent avec OTl, X la relation

I. La suite de polynômes

3 ï l , X , JÜ»!, . . . , # & i - i ,

:̂ ,
qui commence par les proposés et se poursuit par ceux
qu'on rencontre successivement à partir du troisième,
en prenant chaque fois le quasi-reste de la quasi-divi-



sion de Tantiprécédent par le précédent (4, III), s'ar-
rête forcément à un terme <%y+2 déchevêtré de x. Leurs
degrés en x forment effectivement une suite décroissante

(11) wt^ W > Mt > lij > . . . > ily+t > ity+,( = O),

puisque, dans toute quasi-division, celui du quasi-reste
est inférieur à celui du quasi-diviseur; et un entier non
négatif décroissant finit toujours par atteindre la va-
leur o.

Si ces quasi-divisions ont

( 1 2 ) l a p ) p, {x)Pi, . . . , (x)Pi, (x)Pl+ty • • "i i x ) P y i (x)Pj+ii

pour préparateurs et quasi-quotients, ceux-ci changés
de signes, elles seront formulées par les relations,

desquelles, en procédant de bas en haut, comme nous
allons l'indiquer, on déduira successivement celles-ci
en même nombre j 4- i :

(15)

-h Qi

y «D^y—1 - j - Q y JC>y = <DT3y_H2 ,

y-Hl <DToy -+- Q y + l «Kóy-+-1 = é^y-4-S»

. de Mathemat., 4* série, t. VII. (Mai 1907.)



Pour la dernière de ( i 5 ) , on prendra simplement
celle de (i4)? c'est-à-dire qu'on fera

( 16 ) Py-M = <*>fly+,, Qy-f-i = lly+i •

Ensuite et généralement, on formera celle de (i 5) où
l'indice commun de P, Q est i ( < / 4- 0 ' e n p r e n a n t

le résultat de l'élimination de J£>/+4 entre celle du même
tableau où cet indice est i-\- i, et celle de (i4) où
(J7)P? i| portent l'indice *, élimination faite de manière
à donner

(17) P/ = (ap)p/Q/+i, Q / = P/+i-+-q/Q/+i.

Tout ceci ayant été exécuté, il suffira, pour former la
relation cherchée ( io) , de prendre

(18) « = P, ^ = Q . ( ^ = 3^y+s,

où 3^y+2 est déchevêtré de #, et nous allons constater
que P, Q remplissent les conditions imposées à $, ^
par l'énoncé.

11. Nous représenterons par . . ., Xi, . . . les degrés
en ĉ (eflectifs) des polynômes (i3) tous non-nuls
comme quotients de quasi-divisions possibles à divi-
dendes non-nuls, et par . . . , Il/, . . . , par . . . , Xt-, . . . ,
ceu\ des . . . , P/, . . . , des Q/, . . . , dont nous allons
reconnaître la non-nullité.

i° On a

Conséquence immédiate de l'égalité y,- = w/_1

et des inégalités (i i).

2° -S/ /es inégalités

(19) P/_n^o, Q/^i^o,

(20) n,-.»_! <X |_ M



existent, on aura encore

(21) P

avec

(22)

d'où, soit

( 2 3 )

soit

(24) I l i X . si i = o, selon que ^ = ut— i t e s£2 :o ( /6.) .

A cause de Q/+1 7^ o (19), de l'inégalité de principe
^P/^zé o, la première formule (17) donne immédiate-
ment P/pd-o (21), puis II/==Xi+i (22), par sa combi-
naison avec le fait que les préparateurs (12) sont dé-
chevêtrés de x.

Pour la même cause, et parce que i } / ^ o, la der-
nière partie de l'expression de Q* (17) est non-nulle,
avec X|-f-X/+l pour degré (en x)\ la première partie
étant non nulle aussi (19), mais de degré Ui+i qui est
< X/+l (20), cette expression est non-nulle et de degré
XiH-X/+l. La seconde relation (19) conduit donc aux
secondes relations (21) et (22), d'où (23) ou bien (24)
suivant le cas.

3° A cause de (16) entraînant

IÏ/+1 = O, Xy+t = Xy-f-l > O,

les inégalités (19), (20) ont lieu pour / = ƒ + 1 ; elles
subsistent donc pour i = / , j — 1, . . . , 1, o (20).

4° En faisant i= 1, 2, . . . ,y successivement dans
la seconde égalité (22), se rappelant que Xy+1 = Zy+I

(i6) = ay — uy+1 parce que ^y+< est le quasi-quotient



de la quasi-division de ^y par «Xy+I, et ajoutant mem-
bre à membre, il vient

(25)

= M,—uy.,.,.

On en conclut II = X, (22) < rt (11).
Enfin, la seconde égalité (22) et (25) donnent im-

médiatement X = (m — it) -h (11 — "7+O == m — "y+<>
d'où X <C tn, dernier point nous restant à établir.

III. La formation de la relation (10) sous les condi-
tions posées peut se nommer Vélimination de x entre
les polynômes Oïl, X ; les polynômes (9 bis) en sont les
multiplicateurs et le (polynôme) final,

6. Quand un polynôme premier JG (3, II) divise
le produit J(ÖXL de deux autres (premiers ou com-
posés), mais non le second facteur Oïl, il divise
Vautre ^forcément.

Notre démonstration comporte l'examen, successif
des cas distingués ci-après.

I. 3fc> nyest enchevêtré que de tout ou partie du
groupe (3); ^ , DÏL le sont, tant de (3) que de (2) ;
le théorème a été démontré dans tous les cas où
chacun de ces trois polynômes ne Vest que de tout
ou partie de (3).

i° Sous ces hypothèses, et si notre théorème est
vrai quand 4 ,̂ OXL, enchevêtrés de (3), ne le sont en
outre que de quelque sous-groupe de (2), // subsiste
après Cadjonction d*une nouvelle variable x à ce
sous-groupe.



Cette adjonction ayant été faite, soient

= ) Mmxrn -h M w _ , a?"»-* - 4 - . . .

les résultats de l'ordination de ces polynômes par rap-
port à x, dont les coefficients L, M en sont déche-
vêtrés, et dont les termes ont été écrits dans Tordre
où leurs degrés (en x) décroissent.

Comme les M ne sont pas tous divisibles par D̂>, sans
quoi 011 le serait (2, VI), contrairement à l'hypothèse,
l'un d'eux au moins M^ sera non divisible à l'exclusion
de ses précédents Mm, Mm_M . . . , M ^ , et en écri-
vant

le second membre sera divisible par JG puisque les
deux parties du premier le sont (3, IV), l'une par hy-
pothèse, l'autre à cause de la même divisibilité des
coefficients M m, Mm_i, . . . , M[L_i. Mais on a

développement où le terme laissé en évidence n'en a
visiblement aucun autre semblable. Il faut donc (2, VI)
que L/M^, coefficient de ce terme, soit divisible par <DÇ>,
et, par suite, en vertu de l'hypothèse spéciale au pré-
sent sous-alinéa, que L/ le soit, puisque M^ ne l'est
pas.

On a ensuite

produit encore divisible par<D ,̂ comme les deux parties



du premier membre où L/ l'est. De même qu'à l'ins-
tant, et en vertu de la même hypothèse, la non divisi-
bilité de Mp entraînera la divisibilité de L/^^puis ,
successivement, de L/_2, . . . , Lo, puis finalement celle

2° L'exactitude du point en question ayant été ad-
mise pour le cas où J^, DÏL sont déchevêtrés de (2), ce
qui précède l'étendra à ceux où l'on introduit dans ces
polynômes les variables x d'abord, puis y après x,
puis z après x et y, puis . . . , puis w finalement.

II. Dïl ri'est enchevêtré que de tout ou partie de
(3) ; J^, X le sont de tout ou partie> tant de (2) que
de (3) ; le théorème a été démontré dans tous les cas
où chacun de ces trois polynômes ne l'est que de
tout ou partie de (3).

Nommons ^ le quotient de la division du produit
•Çj)ïl, par X , qui est supposée possible.

i° Si OTL est déchevêtré des variables (3) encore, il
se réduit à une constante, et le point en question est
évident. Car le quotient ^ : DTL est un polynôme entier
semblable à ^ ( 3 , I) , et l'identité

(26)

donne immédiatement 4^= (^ : OÏL) X .

20 Sinon, soient îttj, îtt2, ltt3, . . . , ttty des facteurs
premiers en lesquels OÏL peut être décomposé (Ib., III),
facteurs tous déchevêtrés de (2) puisqu'il en est ainsi
pour leur produit Oit (1 , VI). L'identité (26) s'écrira

(27) ^.niimjins.. .nty = ^j)î>,

et, comme W, divise le premier membre (3 , V), il di-
visera le second, mais non le facteur premier £& de



celui-ci ; car il lui serait semblable (Ib., II), et, divisant
mM 2f& diviserait DXi {Ib., V) contrairement à l'hypo-
thèse. Ce facteur tît̂  divise donc ^L(I), et, en nommant
^ , le quotient ^ : ltt4 de cette division, celle des deux
membres de (27) par le même diviseur conduit à

On prouvera de la même manière que Ut2 divise ^ ,
puis que îtt3, . . . , Itty divisent ^2» •••> ^y-i quotients
de ces divisions enchaînées. En nommant enfin Qj
celui de la dernière, on obtiendra successivement les
identités

dont la dernière formule précisément le fait à établir.

III. 4^, Oïl, 0T3 so/i£ enchevêtrés chacun, de tout
ou partie du groupe {6) et de x seulement dans
Vautre (2 ), ceci à des degrés quelconques f, « , u ; le
théorème a été démontré dans tous les cas o à cha-
cun des trois polynômes ne Vest que de tout ou partie
de (3).

Entre 011, ïfto nous éliminerons x par la relation

(28) ^

où W§ est déchevêtré de x, où les degrés (en x) de
<£, ^ sont p < u, c| < ui (o ) .

i° 5ow5 /e5 hypothèses actuelles (III), ê  si notre
théorème est vrai pour u == v, entier ^ 1 , «7 /^5^ e/i-
cor^ pour n = v 4- 1.

Supposons u = v H- 1.

A. 7W^ polynôme premier p öforc* /e degré {en x)
est Sv, e£ r̂w/ divise le produit ^ X , divise ^ aussi.
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Dissemblable au polynôme premier *)£>, comme étant
de degré inférieur àv + i degré de celui-ci, il ne peut
le diviser.

Si p est déchevêtré de x, il divise ^ par application
du dispositif de l'alinéa I.

S'il en est enchevêtré, ^ l'est forcément aussi. Au-
trement ^ serait non divisible par p, le dispositif de
l'alinéa II serait applicable aux trois polynômes Jb,
^ , p (substitués respectivement à ^ Dît, DX> du lieu
cité), et JG serait divisible par p contrairement à ce
que nous venons de constater. Les polynômes ^ , «D̂ ,
p sont alors enchevêtrés de x, tous trois; le troisième
est premier, de degré < v + i, et divise ^X sans di-
viser 3L ; il divise donc ^en vertu de l'hypothèse addi-
tionnelle propre au présent sous-alinéa i°.

B. Le polynôme {xKi est non-nul.

Autrement la relation (28) donnerait

ce dont nous allons reconnaître l'impossibilité.
Si <£ se réduit à une constante, — ̂  : ^ serait un po-

lynôme entier, et l'on aurait Ù\1 = (— ^ : <£)>%, chose
impossible puisque nous admettons que DXi n'est pas
divisible par JL.

Sinon, tout facteur premier de ^ diviserait «̂K»,
s^par suite (A), parce que son degré, égal au plus à
celui de fjf qui est essentiellement inférieur àv + i de-
gré de X, est £v. En raisonnant ensuite comme tout
à l'heure (II, 20), on trouverait que D)V est divisible
par DZ, contrairement à ce que nous avons supposé.

G. Finalement, si l'on multiplie (28) par £ , il vient

( 29)



ceci montrant que X divise Xjx^i comme divisant JÇjytL
par hypothèse, 3fL en fait, les deux parlies du premier
membre par suite (3, IV). Or, enchevêtré de x, il ne
peut diviser le second facteur ^§ de ce produit, qui,
non-nul (B), en est au contraire déchevêtré. Il en di-
vise donc l'autre facteur

2° Sous les mêmes hypothèses (III), notre théo-
rème est vrai pour u = i.

Les raisonnements sont identiques à ceux des sec-
tions (A), (B), (C) du sous-alinéa précédent (i°),
avec cette simplification pourtant que, p < u étant ici
= o, tous les facteurs premiers de <$ sont, comme
lui-même, déchevêtrés de x.

3" Sous les mêmes hypothèses (III), notre théo-
rème est vrai pour toutes les valeurs de H. Consé-
quence immédiate de la combinaison des sous-ali-
néas i°, 2°.

IV. 4 ,̂ DÏL, 3fZ> sont enchevêtrés de x, déchevêtrés
de toutes autres variables ; rien du théorème n'a
encore été établi.

Les raisonnements sont ceux de l'alinéa III, avec les
menues modifications suivantes :

Dans la section A de son sous-alinéa i°, p ne peut
être déchevêtié de x, puisque, ne dépendant alors
d'aucune variable, il se réduirait à une constante et ne
serait pas un diviseur du produit Qpz> (3, II); si ^
n'était pas enchevêtré de #, il se réduirait à une con-
stante pour la même cause, et, semblable alors au poly-
nôme premier <DÇ>, le produit en question ne pourrait
être divisible par p, contrairement à l'hypothèse spé-
ciale à cette section.

Dans la section B du même sous-alinéa, le polynôme
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non nul {x)§ se réduit à une constante <ï>, puisque, dé-
chevètré essentiellement de x, la seule variable de la
question, il ne dépend d'aucune.

Dans le sous-alinéa 2°, 9? se réduit à une constante II,
et la relation finale (29) prend la forme

sur laquelle la divisibilité de 4̂  par «X est plus visible
encore.

V. Des cas examinés ci-dessus, on passe à tous les
autres par la marche progressive dont les premières et
principales étapes sont indiquées ci-après, avec leurs
références.

a. — X, Oïl, £ sont- enchevêtrés de x seulement
[(IV)].

{3. — JG est enchevêtré de x seulement ; Oit, -£_ le
sont de x, y seulement [(a), (I)].

y. — <Dt> est enchevêtré de x, y seulement ; Oit ne
Vest que de y ; ^est comme X [(a), ([3), (II)].

2. — <Dç>, OU, J^sont enchevêtrés de x, y seule-
ment [{«.), ( ? ) , (y ) , (III)].

e. — X es* enchevêtré de x, y seulement ; Oit, 41,
âfc #,ƒ, z seulement [(a), (£), (y), (S), (I)].

7). — ^ est enchevêtré de x, y, z ; 011 ^e /'es*
de y, s) ^ est comme X [(a) , ( £ ) , (y ) , (S) , (e ) ,

(La condition imposée à X, Oit, 41 de dépendre des
variables successivement désignées, par voie d'enche-
vêtrement proprement dit, non à titre simplement
nominal, a eu pour but de donner brièveté et com-
plète précision à la spécification de ces divers cas, et



d'en montrer plus nettement la progression. Mais, dans
le cas (P) par exemple, l'un des polynômes Oîl, .(^pour-
rait être déchevêtré de y1 tous deux pourraient être
enchevêtrés d'autres variables quelconques accompa-
gnant x. Et de même dans les autres.)

7. Un polynôme premier JL qui divise le pro-
duit DTLh DÏL2... 3ïl>k de polynômes quelconques, di-
vise Vun au moins d'entre eux, lui est semblable en
conséquence si ce facteur est premier aussi.

Car dTo divise le produit de deux facteurs seulement
D\ii (DK-2-. -NL/t) = DTLi .. .011*; si donc il ne divise pas
OHL4, il divisera le produit Dïl2 • • • «NW (6). On verra de
même que, s'il ne divise pas OÏU, il divise Dïl3 . . . <)ïl*,
et ainsi de suite, puis finalement que, s'il ne divise
pas .Tïlrt-i^ il divise

8. En décomposant un même polynôme quel-
conque en facteurs premiers (3, IN), on ne trouve
jamais ceux-ci qu'en un même nombre et respecti-
vement semblables, pour chaque décomposition, à
ceux provenant de toute autre {conçus dans un
ordre convenable).

1. Quand un produit ,-|J) de ipolynômes premiers
DLi, . . . , &>i est semblable à un autre produit Wjl)
de j^i facteurs de ce genre, on a i — j , et les fac-
teurs de chacun sont respectivement semblables à
ceux de Vautre {conçus dans un ordre convenable).

Le facteur J&t de /|J divise évidemment le poly-
nôme semblable (^|J, divise en conséquence l'un £K>f

des facteurs de celui-ci (7), lui est même semblable
puisque d^tJ X'sont premiers (3, II), et les quotients
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,-|i : 3kl = Xa...3&«, Wfl : X ' = ( . . . ) ' sont évidem-
ment semblables aussi.

De là on conclut, de la même manière, que %2? fac-
teur de X 2 - ' * ^ / est semblable à quelque facteur 3K>"
de (...) ' , que tes quotients {f : (3&, X2), ^>fl:(X'<%")
le sont encore, et ainsi de suite, jusqu'à épuisement
des facteurs de / |J. A ce moment, le polynôme
/ | l : (X l Xa. . . 3k i ) , auquel ^ f ) : (X'X*. . . 3fcW) est
encore semblable, se réduit à une constante; il faut
donc que ce dernier se réduise aussi à une constante,
ceci entraînant i = j .

II. De là notre théorème, puisque deux décomposi-
tions quelconques conduisent à des groupes de facteurs
dont les produits sont égaux, au polynôme proposé
chacun, mutuellement par suite, semblables en parti-
culier.

9. Gomme on amène immédiatement des polynômes
semblables à l'égalité, en les multipliant par des con-
stantes convenables, on peut sous-entendre Vintro-
duction préalable de tels multiplicateurs, et, par
cette convention, simplifier considérablement le
langage. Au lieu de l'énoncé précédent (8), on dira
par exemple :

Tout polynôme peut, d'une seule manière, être
mis sous forme d'un produit de puissances de po-
lynômes premiers inégaux ( c'est à-dire dissem-
blables).

Le seul mot décomposition est très commode pour
désigner cette opération et aussi son résultat.

10. Une certaine suite de théorèmes intéressants
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découlent presque immédiatement de ceux des nos 6
et 7, qui sont fondamentaux ; mais, dans leurs énoncés,
dans leurs démonstrations, ils ont une telle analogie
avec ceux qui, en Arithmétique, se groupent autour de
la décomposition des nombres entiers en facteurs pre-
miers, qu'il serait tout à fait superflu de les exposer
ici. J'en mentionnerai trois seulement, le premier ap-
puyant tous les autres, le second et le troisième plus
particulièrement utiles.

I. La décomposition (9) du produit de plusieurs
polynômes est le produit des facteurs inégaux qui
appartiennent à l'ensemble des décompositions de
ceux-ci, chacun de ces facteurs premiers étant
pourvu d'un exposant égal à la somme de ceux
qu'il porte dans ces diverses décompositions*

II. Un polynôme [quelconque) qui divise un pro-
duit de deux facteurs en étant premier à l'un de
ceux-ci (3, LV) divise Vautre (Cf. 6).

III. Quand un polynôme est divisible séparément
par d'autres dont deux quelconques sont premiers
entre eux (3, IV), il Vest aussi par leur produit.

11. Des polynômes quelconques

(3o) A, i!b, . . . , £, #, . . . , 3t

étant donnés, si, dans l'ensemble des facteurs pre-
miers de leurs décompositions, on affecte chacun de
ceux-ci du moindre des exposants qu'il porte chez les
unes et chez les autres (o quand il ne figure pas dans
toutes), la multiplication de ces puissances donne un
nouveau polynôme unique A, dont les propriétés ca-
ractéristiques sont maintenant très visibles.
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i. Tout diviseur de A [lui-même compris) est di-
viseur commun pour tous les polynômes proposés.
Inversement, ceux-ci n'ont pas d'autres diviseurs
communs que ceux de A.

Ce dernier A est ainsi celui des diviseurs communs
des proposés, dont le degré (total) est le plus grand,
îaison pour laquelle on le nomme leur plus grand
commun diviseur.

[Des polynômes premiers entre eux (3, IV) n'ont
pas de plus grand commun diviseur proprement dit,
puisqu'ils ne sont divisibles simultanément que par des
constantes (Ib., II). Mais on leur attribue conven-
tionnellement parfois une constante pour plus grand
commun diviseur.]

II. Les quotients

sont premiers entre eux. Réciproquement, un poly-
nôme A est le plus grand commun diviseur des
proposés (3o), s'il les divise tous, en donnant des
quotients premiers entre eux.

III. Si le groupe (3o) est partagé d?une manière
quelconque en plusieurs suus-groupes

( 3 i ) (JU, \ll>, . . . ) , ( C , £ . . . ) , . . .

ayant respectivement AM A2, . . . pour plus grands
communs diviseurs, celui du groupe total est le plus
grand commun diviseur de A4, A2,

Cette observation réduit la recherche du plus grand
commun diviseur de polynômes en nombre quel-
conque, à de simples réitérations de celle concernant
deux polynômes seulement.
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12. En plaçant chaque facteur des décompositions
des mêmes polynômes (3o) sous un exposant égal au
plus grand de ceux qu'il porte dans les unes et dans les
autres, puis en faisant le produit de ces puissances, on
forme un autre polynôme V, unique encore, qui est
caractérisé par des propriétés inverses, en quelque
sorte, de celles du plus grand commun diviseur.

I. Tout multiple de V (lui-même compris) est un
multiple commun de tous les polynômes(3o), (3, V).
Inversement, ceux-ci ri ont pas dyautres multiples
communs que les multiples de V.

Ce polynôme est donc celui de moindre degré (total)
parmi les multiples communs des proposés; à cause de
cela, on le nomme leur plus petit commun multiple.

[Quand les polvnomes (3o) sont premiers entre eux
deux à deux, leur plus petit commun multiple est
leur simple produit (10, 111).]

II. Les quotients

1 . 1 1-
x ' ïïr>' •••' o c

sont premiers entre eux, et, si V est un polynôme
rendant de tels quotients premiers entre eux, il est
le plus petit commun multiple des proposés (Cf.

III. On peut obtenir encore le plus petit commun
multiple des polynômes (3o) en prenant celui de
Vf, V2, . . . , polynômes remplissant la même fonc-
tion pour les sous-groupes (3i) respectivement (Cf.
ib., m).

13. Le plus grand commun diviseur T et le plus
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petit commun multiple II de deux polynômes A, B
seulement, sont liés entre eux et à ceux-ci par la
relation

rn = AB.

En nommant A', B' les quotients des divisions de A,
B par leur plus grand commun diviseur F, on a
A ' B ' r = n , puisque A /BT:A = A /BT: AT = B' et
A / BT:B = A/ sont premiers entre eux (11, II),
(12, II). Et, multipliée par F, cette relation donne
bien Fn = A'B'F2 = AT . BT = AB.

Combinée avec les observations des nos 11 (III)
et 12 (III), cette proposition ramène la recherche du
plus petit commun multiple des polynômes (3o) à
celle des plus grands communs diviseurs d'une succes-
sion d'autres groupes se rattachant au proposé par un
enchaînement que sa simplicité rend très visible.

14. La recherche du plus grand commun diviseur
de polynômes donnés, celle aussi de leur plus petit
commun multiple (13), ne seraient que des jeux, si la
décomposition d'un polynôme en facteurs premiers
n'était une opération des plus ardues, dès qu'il dé-
pend de plus d'une variable et que son degré sur-
passe 2. Mais ici il y a surabondance dans les condi-
tions du problème, et, ainsi qu'il arrive en pareil cas,
cette circonstance le rend impossible ou bien lui donne
des facilités spéciales. La solution dérive du théorème
suivant, ou bien encore de celui du n° 17 (m/.), dont
l'application pratique semble moins laborieuse.

Pour des polynômes DTi, JÇ> tous deux enchevêtrés
de x et sans diviseur commun déchevêtré de cette
variable, soit

(32) §



( 225 )

la relation opérant entre eux Vélimination de x (5).

I. Si {x)§ est non-nul, J1L, <% sont premiers entre
eux.

II. Si W$= o, le plus grand commun diviseur fr
de <£, ^ est déchevétré de x, les quotients <£f — ̂  : ï>,
^ = ^l ï divisent OTt, <Dló respectivement, en donnant

(33) ^ = ^

^^ chacun de ces polynômes égaux est le plus grand
commun diviseur des proposés.

I. Si C(ÏL, X avaient un diviseur commun, celui-ci
serait enchevêtré de x, puisqu'ils n'en ont aucun qui
en soit déchevétré. Appartenant au premier membre
de (32), ce diviseur en diviserait le second ^x)$ aussi.
Or c'est impossible, puisqu'il est enchevêtré de x,
alors que (a7^, non-nul, en est essentiellement déche-
vétré.

II. i° Dans aucune des relations (15), les mul-
tiplicateurs P/, Qi n'ont un diviseur premier com-
mun qui soit enchevêtré de x.

Si un tel diviseur existait, il diviserait f<r;PtQi+4

d'après la première formule de la paire (17), Qi+i
deuxième facteur de ce produit par suite, puisqu'il n'en
divise pas le premier {x)Pi essentiellement déchevêlré
de x (6). Divisant ainsi Q; et Q/+< à la fois, il divise-
rait Pi+t aussi en vertu de la seconde formule de la
même paire. Divisant simultanément P*+<, Q/+i, on
trouverait semblablement qu'il divise P/+2, Q/+2? P«' s

P<+3̂  Q;+3, puis . . . , jusqu'à P 7 + l , Qy+I . Or ce der-
nier l'ait est impossible, puisque Py + 1 est donné par la
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première des formules (16), dont le second membre
est essentiellement déchevêtré de x.

2° En particulier, P, Q, dans la première de ces re-
lations, jouissent de cette propriété, <î, ^ aussi,
pris égaux à ces polynômes (18). Le plus grand com-
mun diviseur fc de ces derniers est donc déchevêtré

3° L'hypothèse (x)§ -=. o et la division simultanée de
, ^ par ï> réduisent la relation ( 32 ) à

(34) <£'DÏL=

celle-ci montrant que 9! divise le produit «̂X>. Mais
< ? ' = $ : * est premier à ^' = ^ : ï> (11, II); il divise
donc JÇ> (10, H). Pour une cause semblable, ^ divise
Oïl, et (34) conduit à (33).

4° Les quotients

étant premiers entre eux, comme nous venons de le
dire, chacun des deux membres de (33) est bien le
plus grand commun diviseur de 01L, <DÇ> (11, II).

15. Maintenant, et en supposant remplies les con-
ditions voulues pour l'existence du plus grand com-
mun diviseur, on peut amorcer comme il suit la
gradation qui conduit à celui de deux polynômes
quelconques OÏL, J&.

a. — Dît, X sont enchevêtrés d'une seule va-
riable x.

Comme ils ne peuvent avoir aucun diviseur com-
mun déchevêtré de x, le théorème (14) leur est immé-
diatement applicable. Pour cause semblable, <£, ^ sont
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premiers entre eux, et O T t : ^ = — X ! <£ est le plus
grand commun diviseur cherché.

^. — ,7Tl, X so/*£ enchevêtrés de deux variables x,
y seulement.

Soient . . .-4- MJ?'#'-+- . . . et . . . H- N^xJ-h . . . leurs
ordinations par rapport à x, et dy le plus grand com-
mun diviseur de tous les coefficients ..., M^1, ..., ...,
Ny, .... enchevêtré comme ceux-ci de ^exclusivement
(11, III), (a) . Les quotients Dïl'.dy, ^>\óy n'ont visi-
blement aucun diviseur commun déchevêtré de x; on
formera donc leurs polynômes connexes $y, ^ r puis
^'yi x̂ r> ensuite leur plus grand commun diviseur
( , m : d r ) : ^ r r = — ( X : d r ) : ^ (14, II) donnant visible-
ment 01L:^ r = — X>:9'y pour celui de JIL, X .

y. — «7ÏL, X sont enchevêtrés de trois variables x,
y, z seulement.9

En nommant ày^z le plus grand commun diviseur de
..., M^ , ..., ..., Ny^, ..., coefficients des ordinations
de DXi, X par rapport à x (11, III), (|3), puis ^r,z»
^ r , z et 9'y^, ^j,z? polynômes connexes à DTL l ày^z,
Z&\dy,z (14, II), on aura

pour le plus grand commun diviseur de ces quotients
et 2 1 i : ^ r , z = — 2K>:ÇyiS pour celui de DTTL, X .

8. — ;ïïl, X sont enchevêtrés de quatre variables
seulement.

Semblablement Et ainsi de suite.

16. Avant de poursuivre, nous avons un complé-
ment à donner au théorème du n° 4.
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Dans toute quasi-division, on peut, d^une seule
manière, prendre les préparateurs des quasi-divi-
sions partielles respectivement premiers aux quasi-
quotients correspondants, et Von confère ainsi la
même propriété relative à ceux, (a;)$J, €X, de toute
V opération.

I. De même qu'au lieu cité, nous représenterons par
NM, M[£j les coefficients de x11, x^i dans le quasi-divi-
reur 3L et le quasi-dividende D\l^} de l'opération par-
tielle exprimée par la récurrence courante (6), par
y(«) et 'jNĴ  'M^ , en outre, le plus grand commun divi-
seur de ces coefficients et les quotients de leurs divi-
sions par lui.

Pour que <*>ptoy<lVMi2t
 s o i t divisible par y^'N*, il

faut et il suffit que (^p ( / ) 'M,^ le soit par 'NM, puis, en
conséquence, que l&pW le soit par 'Nu, puisque ce
diviseur est premier à 'M^ (10, II). En nommant donc
xSi} le quotient de cette dernière division, on aura

polynôme dont le quotient de la division par

est xu ) /M^ t; et, pour que ce quotient soit premier au
préparateur U)p(^ = x(/)'Nlt,, il faut que x^ se réduise
à une constante, c'est-à-dire que WpM soit pris égal
(semblable) à ;Nu (9), cette condition étant évidem-
ment suffisante.

Désormais, nous supposerons que les prépara-
teurs de toutes les quasi-divisions partielles ont été
déterminés de cette manière.



II. Soient alors

(35) (xijpiM) WL,u+i) = eu+i) jç,

le résultat des éliminations successives de , ,
, . . , 01L^+3), 0R,̂ +2> entre les récurrences (7), (8) dont
les premiers membres montrent les accents j \ j — i ,
..., « 4 - i , et

celui de l'élimination de OTL(/+1) entre cette relation (35)
et la récurrence

-f-

qui se trouve immédiatement au-dessus des précé-
dentes.

Si' (" r )f) ( '+n , (flXc'+o sont premiers entre eux,
Ct(l) /e 5o/i^ aussi.

On a effectivement

moyennant quoi un diviseur premier commun v des
premiers membres diviserait w|(|('+o? sinon WpW (6),
et (^)||u+4)q(/)î (JX('+I) dans les deux cas, puisque
(aoyu+O est déchevêtré de ^r, que i|(i) est un monôme
en x de degré i*t,-— u > w,|+l — n degré du polynôme
(JX(i+O. Dans le premier cas, v diviserait à la fois
W^d+i)^ (Jl('+o? Ce qui est contraire à l'hypothèse.
Dans Je second, où il diviserait Wp& mais non ^|j|(«+^1

il diviserait aussi q{i), autre facteur du produit
(a?)"||(i+oij(«;7 Ce qui n'a pas lieu puisque i*)pi*\ qM
sont premiers entre eux (1 in fine).

111. Comme les préparateurs sont respectivement
premiers aux . quasi-quotients dans la dernière et
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J'avant-dernière des récurrences (7), (8) , le raisonne-
ment précédent (II) montrera qu'il en est de même
pour WjflU-*) relativement à <JW~^, puis, de là, pour
(*)||<y-a), €l(y-2), puis . . . , puis enfin pour ^ | ) , € t ,
préparateur et quasi-quotient de la quasi-division con-
sidérée.

17. Pour les polynômes «7ÏL, <DT> ofe n° 14, toujours
enchevêtrés de x et sans diviseur commun déche-
vêtré de cette variable, exécutons dans les condi-
tions du n° 16 les quasi-divisions (14) du n° o.

Si 2fLj+2^O) ces polynômes sont premiers entre
eux.

Si X y + 2 = o , les quotients JL'n Xy'+1 des divisions
de »JGy, 2fc>j^ par le plus grand commun diviseur
U)à des coefficients de leurs ordinations par rap-
port à x sont respectivement divisibles par ï|y+l,
U)Pj+M on a

(36) ^ L = Z _ ^ ± i ,

et chacun de ces polynômes égaux est le plus grand
commun diviseur des pi^oposés.

1. Tout diviseur commun de OTL, X divise aussi X>,y
X 2 i ... 5t/+ii ^>y+2- I' résulte en effet : de la pre-
mière des récurrences (i4) qu'il divise «Dt4, de la
seconde, qu'il divise <D̂ 2 puisqu'il divise 3^^3^i simul-
tanément, et ainsi de suite jusqu'à Xy+ 2 .

Les pol}nomes OTL, <D̂  sont donc premiers entre eux
quand C!)î)y+2 7Z^O> puisque leurs diviseurs communs,
s'ils en avaient, seraient enchevêtrés de x, alors que
«^y+2 e n es^ essentiellement déchevêtré.

II. En supposant maintenant (Dfky+2
==o) tout poly-



nome sans diviseur déchevêtré de x, qui divise
Xy simultanément, divise encore #&/_<, <D̂ y_2, • ••, <2̂ M,
X , 3\l. Car, en vertu de l'avant-dernière des récur-
rences (i4)» î' divise le produit {x)$j 3fc>j_\, son dernier
facteur 2fLj_i par conséquent, puisque, sans diviseur
déchevêtré de x, il ne peut en avoir aucun appartenant
aussi à {œ)Pj. Puis de même pour <Dky_2, ••• jusqu'à

III. Il y a identité ainsi entre le pins grand commun
diviseur de Jïl, X et celui de JL'p 3K>f

J+\. Car tout divi-
seur de DHL, X divise X y = ^ ( ) ^ , Xy+I =(J%) &&,'+,
(I), puis Xj , <X7'+i, comme étant sans diviseur déche-
vêtré de x, sans diviseur commun par suite avec x)d
déchevêtré de cette variable; car tout diviseur com-
mun de D^, <DT̂ +1 divise aussi 3^y, ^y+i sans avoir un
facteur déchevêtré de x, divise par suite 3R, J^ (II).

Comme JLj+2z=: o> la division par ^ d de la dernière
relation du groupe (i4) est possible et laisse

<*>;+, DL'j -+- q,+, X ; + 1 = o,

ceci conduisant à (36), parce que, rendus premiers
entre eux (16), (^}py+i, qy+i divisent ^ ; + i , %;' respec-
tivement. Et les membres de cette relation (36) sont
bien tous deux égaux au plus grand commun diviseur de
JGy', 2Ko'}+\, à celui de 0)1, >)b par suite, parce que les quo-
tients x;(x; .- i |y+ 1)=qy+* et x ; ( x ; + l :(a?)Py+o={x)Py+l

sont premiers entre eux.
Aussi bien que celui du n° 14, ce théorème peut être

employé à la recherche du plus grand commun divi-
seur de deux polynômes quelconques, dont la marche
générale a été exposée tout à l'heure (15).

18. Pour terminer, voici deux théorèmes utiles, qui,



au rebours des précédents, n'ont point de pendants en
Arithmétique.

Pour quJ un polynôme premier ££> divise un poly-
nôme 3X1 quelconque, il est nécessaire et suffisant
que toutes les valeurs des variables qui Vannulent
numériquement annulent DÏL aussi.

Le premier point est évident. Pour établir le second,
nous remarquerons que ces polynômes sont forcément
enchevêtrés tous deux d'une même variable au moins,
que nous nommerons x et que nous éliminerons entre
eux par la relation

(œ)§ étant déchevêlré de x, les multiplicateurs <£, ̂
ayant par rapport à x des degrés respectivement infé-
rieurs à ceux de 9L, DTL (5). Aux variables y, z, . . . ,
dont iJr)ri dépend à l'exclusion de x, nous attribuerons
ensuite un système quelconque y1, z'', . . . de valeurs
particulières.

Si ces valeurs annulent la totalité des coefficients de
l'ordination de 3Z> par rapport à a?, elles annulent X
forcément aussi, DÏL encore par suite et par hypothèse,
et, en vertu de (3^), on a numériquement.

(38) w$(y,z\ ...) = o.

Si, pour y =y\ z = z1, . . . , les coefficients des
termes de cette ordination, où x a des exposants > o,
ne s'évanouissent pas tous, l'équation en x

(39) W>(*,y,M' ...) = o

a quelque racines', donnant ainsi 3^{x\y'y z1', ...)== o,
puis, par hypothèse, 9ïl(xf, y', z', . . .) = o et (38)
encore, à cause de
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Si les mêmes attributions numériques annulent la

totalité des coefficients qui viennent d'être spécifiés,
l'équation Çig) ne peut êlre résolue; mais on verra
facilement qu'à quelqu'une des variables y, z, ..., à z
pour fixer les idées, on peut attribuer leur valeur ztf

infiniment voisine de z\ à x une valeur correspon-
dante x\ qui donnent <%(;r", y\ z"', ...) = o, d'où
Uïl(x", y'y z", ...) = o par hypothèse, puis

d'après la relation (37). Si maintenant on fait tendre
z" vers z', il vient

lim<*tf(/,*', ...)=» o = <*#(ƒ', z', . . . ) .

Le polynôme (x)^(y, z, ...) s'évanouit donc numé-
riquement pour toutes les combinaisons de valeurs de
ses variables, c'est-à-dire identiquement. La relation
(37) se réduit donc à

ceci montrant que <D£> divise le produit <£Oft, 3TU par
suite, puisque la supériorité de son degré en x, com-
paré à celui de <?, s'oppose à ce qu'il divise ce dernier
polynôme (6).

19. Pendant un instant, nous nommerons grade
d'un polynôme quelconque DJL1 relativement à un autre
premier donné X, l'entier M(^o) jouissant de la pro-
priété que 3K soit divisible par XM, non par <D̂ ,M+1, tel
ainsi, que l'on ait 3K = 2Ç>M ,̂ le quotient pétant non
divisible par X .

Si maintenant on représente par

(4o) 3U/, 01V, 31U', . . .
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des dérivées de 3TI par rapport aux variables dont «D̂
est enchevêtré, prises respectivement au hasard dans
les ordres (totaux) o, i, 2, . . . , on a ce théorème :

Le grade M de DJi est égal à l'ordre de la pre-
mière des dérivées (4°) qui n'est pas divisible par3t>.

Toute dérivation (première) de DXi par rapport à ces
variables diminue de 1 son grade (supposé > o ) . On
trouve effectivement, en prenant D pour signe de cette
dérivation,

et, comme £K> est premier, il ne divise ni DX ayant
un degré inférieur au sien par rapport à la variable de
dérivation, ni ^ par hypothèse. Il en résulte que le
dernier terme du second membre est divisible par
X*1"1, non par JC>M (7), puis, qu'il en est de même
pour tout ce membre ayant son autre terme divisible
par JLM. En d'autres termes, M — 1 est le grade de
D«m.

La réitération de ce raisonnement montre bien faci-
lement que les grades des dérivées (4o) calculées jus-
qu'à Tordre M sont

M, M — 1 , M — 2 , . . . ,

M — ( M — I ) = I , M — M = o,

comme il suffisait de le constater.
Soit directement, soit par sa combinaison avec la

précédente ( I 8 \ cette proposition peul rendre des
services dans la décomposition d'un polynôme en fac-
teurs premiers.


