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[K2e, K2¢]
SUR LE THEOREME DE FEUERBACH :

Par M. G. FONTENE.

1. Dans le Volume des Nouvelles Annales pour
1850, M. Mention a fait observer qu’une construction
donnée par Cauchy (lorsqu’il élait éléve a I'Ecole Poly-
technique) pour le probléme du cercle tangent 4 deux
cercles el passant par un point donné M, se simplifie
singulierement lorsque le point M appartient a Paxe
radical des deux cercles : on voit alors apparaitre une

\

tangente commune a ces deux cercles; et il a eu

I'idée trés heureuse de rattacher a cette construction le
théoréme de Feuerbach. La démonstration aujourd’hui
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classique de ce théoréme par I'inversion (*) fait préci-
sément intervenir la tangente commune dont se sert
M. Mention.

Il m’a paru intéressant de reprendre cette démons-
tration avec les ressources de la théorie actuelle des
cercles tangents a deux cercles; j’ai d’ailleurs considéré
les cercles I” et I” exinscrits dans les angles B et C,
afin d’avoir une figure trés claire, mais il va sans dire
(u'un raisonnement analogue est applicable au cercle
inscrit I et au cercle I exinscrit dans ’angle A.

2. Considérons (fig. 1) deux cercles I” et 1”7, un
8 )

cercle Q qui leur est tangent, les contacls étant de
méme espéce, un cercle G qui leur est également tan-
gent dans les mémes conditions; soient K” et K" les
points de contact pour le cercle @, L” et L” les points

(1) De qui est cette démonstration? Je croyais Pavoir vue dans
les Nouvelles Annales, mais je n’ai pas pu la retrouver.
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de contact pour le cercle C. D’une part, le point d’in-
tersection S’ des droites K"K” et L"L" est le centre de
similitude directe des cercles 1" et 17, et la puissance
de ce point relativement a chacun des deux cercles Q@
et C est égale a la puissance d’inversion des cercles 1
et I”, de sorte que le point S’ appartient a I’axe radical
des cercles @ et C. D’autre part, et d’une maniére
analogue, le point d’intersection M des droites K"L”
et K”L" est un centre de similitude (directe dans le
cas de la figure) pour les cercles Q et G, et ce point
appartient a 'axe radical des cercles I’ et 1”.

Si I'on substitue au cercle C une tangente commune
extérieure relative aux cercles 1" et 17, le point M,
toujours situé sur 'axe radical de ces deux cercles, se
trouve sur le cercle Q@ puisqu’il est pole d'inversion de
ce cercle et de la tangente commune, et la tangente en
ce point est parall¢le a la tangente commune L"L”. On
arrive a ce théoréme :

Trtorime. — Les cercles tangents a deux cercles
" et 17, les contacts étant de méme espéce, peuvent
étre caractérisés comme il suit :

1° La puissance du point §', centre de similitude
directe des cercles 1" et 1", par rapport aux cercles
considéres, est égale a la puissance d’inversion des
deux cercles 1" et 1"

2° dux deux points d’intersection de l'un des
cercles considérés avec U'axe radical des cercles 1"
et 1”7, les tangentes sont paralléles aux tangentes
communes extéricures relatives a ces deux cercles
(condition simple).

3. Cororrare. — Le cercle des neuf points d’un
triangle ABG est tangent au cercle inscrit et aux
trois cercles exinscrits.
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Ce cercle peut, en effet, étre caractérisé comme il

suit (fig. 2):

Fig. 2.

1° 1l passe au milieu M du coté BC, point qui appar-
tient & ’axe radical des deux cercles exinscrits 1" et 17,
et la tangente en ce point est antiparalléle & BC par
rapport a I'angle A, ou paralléle a la seconde tangente
commune extérieure L"L” relative a ces deux cercles;

2° Ce cercle passe au pied de la hauteur Aa, et, si
'on désigne par §' le pied de la bissectrice de I'angle
extérieur en A (centre de similitude directe des cer-
cles 1" et 1), par D" et D" les points de contact des
cercles 1" et 1” avec le coté BG, le point « est le conju-
gué harmonique du point ' par rapport aux points D"
et D”; cette division harmonique peut étre traduite par
la relation

S'M x S'a=SD" < S’D",

qui exprime que la puissance du point S’ par rapport
au cercle des neuf points est égale a la puissance d’in-
version des deux cercles I” et I”.

Le cercle des neuf points est donc tangent aux cer-
cles exinscrits dans les angles B et C.
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Les points de contact K” et K” sont situés sur les
droites ML” et ML".

4. L’axe radical des deux cercles 1’ et 1" est la bis-
sectrice de ’angle en M du triangle MNP, en appelant
M, N, P les milieux des cotés du triangle ABC. Le
second point de rencontre de cet axe radical avec le
cercle des neuf points est le milien X' de 'arc supé-
rieur Mo, et la tangente en ce point est paralléle a la
tangente commune extérieure BC. Les points de con-
tact K” et K" sont situés sur les droites X' D" et X'D".

5. Si, revenant au cas général, on envisage la figure
formée par le cercle Q, le cercle (C ou la tangente com-
mune L'L", le cercle I qui touche le cercle Q au
point K” et le cercle C ou la tangente commune au
point L”, le cercle 1" qui les touche aux points K”
et L”, on voit que cetlte figure est sa propre inverse
relativement au point M.

En ce qui concerne le théoréme de Feuerbach, la
démonstration classique de ce théoréme par I'inver-
sion résulte immédiatement de la détermination don-
née plus haut pour le cercle des neuf points : il faut
seulement traduire la division harmonique par la re-
lation

MD" =MD" = MS'x Ma.

(Le point X’ est de méme un péle d’inversion pour
le cercle Q et la dvoite BC, la puissance d’inversion
étant la puissance de ce point par rapport au cercle I
ou au cercle 1”; il suit de la que les longueurs égales
X'M et X'a sent égales & la longueur de la langente
menée de X' au cercle 1" ou au cercle 1”. Cette pro-
priété a é1é indiquée par M. Mannheim, dans le cas du
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point X milieu de I’arc inférieur Mo et des cercles I
etl')

6. Les six axes radicaux des cercles I, I, I, 1" con-
sidérés deux a deux sont les six bissectrices relatives
au triangle MNP, de sorte que les centres radicaux de
ces cercles considérés trois a trois sont les centres des
cercles tangents aux lrois cOlés de ce méme triangle;
ces quatre points forment un quadrangle orthogonal
dont le cercle des neuf points est le cercle MNP, les
milicux des six cotés du quadrangle étant d’ailleurs les

points X et X/, Yel Y, ZetZ.



