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( 151)

[K13a]
DEMONSTRATION D'UN THEOREME ATTRIBUE A LEIBNIZ ;

Par M. A. HILAIRE.

Dans une Note insérée au numéro de décembre 1go6
(p- 953) j’ai rappelé, en vue d’un probléme spécial,
'existence de ce théoréme. Il se présente sous deux
formes différentes que j'ai citées I'une aprés Paatre.
La deuxiéme seule est énoncée et démontrée partout;
quant & la premiére, elle est rarement énoncée et je
n’ecn connals aucune démonstration courante. Il m’a
paru intéressant de lui appliquer le procédé d’élimina-
tion trés symétrique et trés élégant dont M. Guichard
s’est servi pour autre (voir son Traité de Géométrie,
t. 1L, p. 179).

Je reproduis 'énoncé de la premiére forme.

A, B, ..., K, L étant n points,avec les coelficientsa,
8,...,%, %, T le centre des distances proportionnelles
pour le systéme et 7 la somme o + B4 %12,

n n
—2 —2 —2
© Y aMA = NT + Y BB .
1 1

Je traite d’abord le cas de deux points.

Soit T, le centre des distances proportionnelles pour
les deux points A et B, avec les coefficients a et 3;
J’applique dans le triangle MAB, pour le point T\,
I’égalité de Stewart :

MA’.T,B + MB .T,A = MT, .AB + AB.T,A.T,B;



(132)

J'y remplace T,A et T,B par leurs valeurs fj—Bﬁ et
2 AB
a+f8°

(a4 8)(2MA = BMB’) = (z + ﬁ)’M_’l‘,g—FzB-A_l—%’.

Je vais faire voir maintenant que, si le théoréme est
vrai pour n — 1 points, il 'est encore pour n points.

A, B, ..., K étant les n — 1 premiers points, avec
les coefficients o, 3, ..., %, T" le centre des distances
proportionnelles pour le systéme et <’ la somme

AP+

(de sorte que '+ k= <), Jai, par hypotheése,

n—1 n—1

—2 — —
) ¢ B aMA = <NT -+ Y afAB
1 1

T étant, par définition, le centre des distances propor-
tionnelles pour les deux points T’ et L avec les coeffi-
cients 7' et X, j'applique I'égalité pour le cas de deux
points :

—_ — —2 ——a

(< + 1) (#MT - AML") = (¢'+ 1 )2NT +<2AT'L’,

ou, en développant,
:'2W2+1')\W2+(1'+7\))\m2

(2) —2 —2
=(+A)?2MT +1AT'L;

jerécris I'égalité (1), en la multipliant par ;—:
n—1 X n—1
o ——2 o —2
(3) xzam = AMT +?2a3AB .
1 1

Jje récris 'égalité (3), en y remplagant le point variable



(153)
M par le point L et en la renversant :

n—1 n—1

(4) 1’)\ﬁ—’2+;'21@52=7\21m2:
1 1

J’ajoute membre a membre les égalités (1), (3), (3)
et (4), et je réduis :

n—1 \
(’:’+)\)(szz+lmg)

N1

n—1 n—1
=(:'+7\)7ﬁ2+2aﬁx—l§2+)\2‘amz;
1 1

finalement, ct remplacant ¢/ 4 % par < :

n

n
121m2=12M—T2+2aﬁm2.
1 1

c. Q. F. D.



