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[120a]
SUR LA COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES;
Par M. T. LALESCO.

1. Je désignerai dans celte Note par
(a, b, ¢)
la forme quadratique binaire a coefficients entiers
ax+—bry + cy?.

Le déterminant de cette forme est D = b2 — 4 ac.

La théorie de la composition des formes quadra-
tiques binaires repose sur quelques principes que Je
rappellerai tout d’abord.

Soitent (ay, by, ¢1), (@i, by, c;) deux formes de
méme déterminant D ; on dit qu’elles sont composables

by

. by + .
si les nombres a,, a, et -i:—— sont premiers dans

leur ensemble. On peut, dans ce cas, trouver d’une
infinité de maniéres deux entiers B et C tels que

(@i, by, e)X(an, B, a:G) et (ay by c3)%(as, B, 2,C),
le signe % désignant I’équivalence de deux formes.
Le nombre B satisfait visiblement aux congruences
B=b;(mod2a;), B=by(mod2a,), B2=D(modja;a,).
Les formes (ay, B, a,C) et (a,, B, a,C), telles que
le dernier coefficicnt de chacune soit divisible par le

premier coefficient de Yautre, sont dites immédia~
tement composables, et la forme

(aly [227) BC)
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est dite leur forme composée. C'est aussi une forme
composée des deux formes initiales (a, by, c;) et
(as, b,, cy). Toutes les formes composées de deux
formes composables sont équivalentes entre elles.
L’intérét de ces considérations résulte du fait que, si
deux nombres sont représentables respectivement par
les formes (a,, by, ¢;) et (az, by, ¢3), leur produit est
représentable par la forme composée (a,, as, BC). Cela
résulte d'une identité due a Gauss, et qui généralise
Videntité smivante de Lagrange :

(224 Ay (22 Ay?) = (22" -+ Ayy' P+ A(xy — 3y )2

Pour toutes ces généralités, je renvoie le lecteur au
Xe¢ Supplément des Vorlesungen iiber Zahlentheorie
de Dirichlet-Dedekind. La terminologie dont il est fait
usage ici est empruntée au Cours professé au College
de France en 19o6-19o7 par M. G. Humbert sur les
applications de I’Analyse a la Théorie des nombres.

2. Le théoréme fondamental de la théorie de la
composilion est le suivant :

Toutes les formes composables qui sont respecti-
vement équivalentes & deux formes fixzes ont pour
composées des formes équivalentes a une forme fixe.

La démonstration de cette proposition, telle qa’on
la présente d’ordinaire, exige des calculs longs et fas-
tidieux. Le but de cette Note est de montrer qu'on
peut I'établir simplement en s’appuyant sur le lemme
suivant :

Deuz formes (ay, by, ¢,) et (ay, by, c3) composables
et qui sont équivalentes jouissent de la propriété
caractéristiqgue suivante :
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1l existe deux entiers x ety qui satisfont a la fois
aux conditions

(1)

r+ by =o (mod 2 a;),

{ 22— Dy?r= 4 aa,,
z—byy =o0 (mod 2 a,),

D étant le déterminant commun des deux formes.

Mettons en effet les deux formes sous la forme im-
médiatement composable et écrivons qu’elles sont
équivalentes; nous obtenons

a; = aa?+ Bay + a1 Gy2,
B =2a;%8 + B (a8 + Py) + 2 ¢, Cv3,
ayC = a, 2+ BB3 + a, C32,

(2)

ol a, 3, v et & sont des entiers satisfaisant a la relation
(3) ad —By=1.

Multiplions la premiére égalité par 3, la seconde
par « et retranchons; nous oblenons, en tenant compte
de (3), larelation

(4) Cy+B=o

et celle-ci réduit les trois égalités (2) & la relation
unique

(5) a2+ By —a;0=o,
et (3)a
(6) @ Cyr=1.

Des égalités (5) et (6) on déduit
206 = Byxyjaias+ D2,

2a,a =—By = ‘/4a1a2-l—1)'1’,

(7)

les signes se correspondant dans ces formules. On a
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donc, puisque a« et & sont entiers, et en posant

u=:= \/461102 -+ DY2v

5 jajas + Dy2=u?,
(8)

By+u =o (mod2ay,),
—By+u =o (mod2ay).

Les relations (1) sont ainsi établies, car on a, comme
il est bien connu :

(9) B=1b, (mod2a,) et B=b, (mod2a,).

Réciproguement, prenons deux formes (ay, by, ¢,)
et (ay, b,, c;) composables et de méme déterminant D,
et supposons les relations (1) vérifiées pour des valeurs
entiéres de x et y. Les formes étant composables, nous
pourrons déterminer le nombre B de maniére a salis-
faire aux congruences (g); les relations (1) entrainent
alors les relations (8). Les congruences (8) écrites
comme égalités reviennent a (7) et celles-ci par sous-
traction et multiplication nous donnent les rela-
tions (5) et (6); simaintenant nous déterminons 3 par
la relation (4), on en déduira les relations (2), ce qui
prouve bien que les (ay, by, ¢,) et (as, b, c;) sont
équivalentes.

3. Le théoréme fondamental de la composition des
formes s’en déduit facilement.

Soient (ay, by, c,) et (my, ny, {,) deux formes d’une
classe K,, et (aq, b,, c3) ct (my, na, {;) deux formes
d’une classe K, les classes K, et K, étant primitives.

Supposons les- formes (ay, by, ¢,) et (a,, bs,c2)
composables et soit (a,, az, B, C) la forme composée
et de méme soit (m,, m,, N, L) la forme composée de
(my, ny, 1)) et (my, ng, ¢y). 11 s’agit de démontrer
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que les deux formes (a,,a,,B,C) et (m,, m,,N, L) sont
aussi équivalentes.

On peut d’abord supposer les nombres a, et a,
premiers @ m, et m,. En effet, puisque les classes K,
et K, sont primitives, on pourra déterminer dans la
premiére classe une forme (a, B, y/) et dans la se-
conde classe la forme (a,, B2, y2) de mani¢re que o,
et o, solent premiers entre eux et premiers aux
nombres a,, a,, m,, m,, et il suffira évidemment de
démontrer que la composée de ce dernier couple ap-
partient & la méme classe que chacune des deux formes
composées que nous avons considérées.

Dans ces conditions, les formes (a,, b, c¢;) et
(my, ny, 1) sont donc composables et équivalentes,
ainsi que les formes (a,, by, ¢2) et (ma, n,, l5); nous
aurons donc les relations

zi— Dyt =4aymy, 23— Dy = faymy,
(2) { axy+byy=o0 (mod2ay), Zo+ byys =0 (mod2a,),
1 —niyi=o0 (modam,), Zy — neys=o0 (modam,).

D’autre part, les formes composées (a,, a,, B, C) et
(my, my, N, L) sont aussi composables, puisque les
nombres @, a, et m; m, sont premiers entre eux. Donc,
d’aprés la réciproque du théoréme précédent, ces
formes seront équivalentes si les relations

s X2 —DY2 = ja;asm m,,
(B) X +BY =o (mod 2a,ay),
' X —NY =o (mod2my my)

sont satisfaites pour des valeurs entiéres de X et Y.
Or, en multipliant les deux égalités (o), on obtient

Tz D 2 z “+ ¥ozy \ 2
( 1 -z—*—2 }/1,}’:) —D( 2,71272 1) = fa, agm,m,.
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Les expressions

X = 2129+ Dy
2
et

Y — Ty Yo+ Ty )1

2

sont des nombres entiers ainsi que cela résulte immé-
diatement des égalités («).
Démontrons que ces valeurs satisfont aussi aux con-

gruences ({3). La premiére congruence s’écrira succes-
sivement

12y + Dy, ¥+ B(x1y1 +ya221)=0 (mod4a,;az),
z1(xe+ Bys) +y1(Bxy +Dys) =o0 (mod4aja,),

ou, puisque B2 = D (mod4a, a.),
(1 + By1)(za+Bys)=o0 (mod 4ayay),

et cette congruence est évidente, d’aprés les con-
gruences (o).

On vérifie tout aussi aisément le seconde congruence;
on aura

2129+ Dy1ye — N(Zo 1 + yax1)=0 (mod 4 mymy),
Ze(xy— Ny1) —y2(Nzy —Dyy) =o (mod 4 mym,),

et, puisque N*= D (mod4m, m,),
(ri— Ny)(xa—Nys)=o0 (mod 4 mymy)

qui résulte de la multiplication des derniéres con-

gruences (o). Le théoréme est ainsi complétement
établi.



