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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[K21d]
SUR LA RECTIFICATION APPROCHEE DES ARCS DE CERCLE ;

Par M. p’OCAGNE.

Soit, dans un cercle de rayon-1, ALB un arc égal
a w. Sur la corde AB de cet arc prenons le point M tel

1 .
ue AM = m et tirons le rayon OML. Nous allons com-
que g8 y

parer la longueur AL de la corde ainsi déterminée dans
le cercle & la longueur w de I'arc AB. Appelant « I’angle

AOM, et posant sin Z—6,0na
2
AL = 20,
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Or. le triangle isoscéle OAB donne

sina sin(w —a)
AM MB

’

ou
sina  sin(w—a)

m . 1—m

A, i—m
¢'est-a-dire, en posaut — =P,
sin(m—2) = psina,

Faisant usage du développement bien connu
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Dautre part, si Pon écrit o =22 ’ 1 a s
part, st Fon éerit o = 2~ et qu'on applique a 5
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Par addition des deux derniers développements ob-
tenus, 1l vient

©=2(p+1)0-3 (4p7—3p +D) B
—+—;‘6(48p5-—40p3—5p+3)95+...

ou, en remplacant p par ~, et multipliant les deux

membres par m,

m?2 —joam—+ 4 ,,
mw:zﬁ-}—g————“‘ﬁ-‘

3Im?2
115mé — 360m3 -+ f40m? — 240 m + {8 05 -
20 m* o
d’ou, en se rappelant que AL=126 et posant
t=20 —muw,
P gm?2—i2m -+ 4 03
B 3m*
115 m* — 360 m3 + f40m? — 240 m + 48 05 4

20Mm*

Ainsi, par rapport a § qui tend vers o en méme temps
que o (et méme plus rapidement, de facon sensible),
Ja différence & est généralement du troisiéme ordre.
Mais il suffit de remarquer que

gm?2 —r12m—+ 4= (3m—2)?,

pour en conclure que, si 'on prend

m =

wiw

’

la différence & n'est plus que du cinquiéme ordre en .

Si, d'ailleurs, on effectue la division par 3m — 2 du
polynome qui figure en numérateur dans le coefficient
de b5, on trouve pour reste — 37. La substitution de la
valeur 2 & m, dans le coefficient de 8%, a donc pour ré-



sultat
32
81 1
16~ 10
108[
et, par suite, pour m = 3,
Hs
= — +

Ceci montre que si I’on méne le rayon OL passant
auz 2 de la corde AB & partir du point A, la corde AL
ainsi déterminée dans le cercle est approximative-
ment égale aur 2 de Uarc AB.

Il suffit, par conséquent, de tirer la paralléle BP
& OL pour avoir approximativement en AP la lon-
gueur de Uarc AB.

Remarquons d’ailleurs qu’il est facile de tracer la
droite ML, méme si le centre O du cercle est inacces-
sible. Cette droite est, en effet, perpendiculaire au mi-
lieu de la corde commune au cercle donné et a tout
cercle ayant le point M comme centre, celui par exemple
qui a MB pour rayon.

[nversement, cette construction permetde porter sur
le cercle, a partir de A, un arc de longueur { donnée.

Il suffit, ayant tracé la corde AL de longueur %l et

'ayant prolongée en P tel que AP =1, de mener PB
parallélement au rayon aboutissant en L.

En particulier, on pourra reporter sur 'arc AB la
longuear de la corde AL, égale a ses deux tiers, ce qui,
au degré d'approximation que comporte cette construc-
tion, fournit un moyen d’opérer la trisection de I'angle.

Pour nous rendre compte du degré d’approximation
que comporte ce tracé, nous avons calculé I'erreur re-
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AP —arcAB
~ arcAB

lative

pour les diverses valeurs de 'arc AB croissant de 10°
en 10° (') dans un quart de circonférence. Ce calcul
est facile & faire. On a, en effet,

3

AP = 2 AL = 3sin %,
2 2

P’angle a étant lié a w par
. r .
sin(w—a) = - sina
2

ou

sinw sin ©
tanga = = .

1 w4+ w — 60
cosm—4—; 2 CoS - —_—

60
— Cos

Nous avons ainsi obtenu les valeurs suivantes :

w. €.

10° 0,000 01
20 0,000 O
30 0,000 05
40 0,000 I1
50 0,000 38
60 0,000 82
70 0,001 30
8o 0,002 51
90 0,005 34

Ainsi, jusqu’aux environs de w = 70°, I'erreur rela-
tive reste inféricure a 0,001, c’esl-a-dire au-dessous de
ce que, dans la pratique du calcal graphique, on peut
tenir pour négligeable.

1l est facile d’ailleurs, par des bissections successives,

(') La présence du terme }, égal i cos6o°, au dénominateur de
tanga, rend le calcul plus simple avec les degrés qu’avec les grades.
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de rendre toujours la valeur angulaire de l'arc & recti-
fier inférieure a celle que comporte le degré d’approxi-
mation relalive qu’on veut obtenir.

|M24m] ‘ '
SUR DEUN SURFACES DU QUATRIEME ORDRE LIEES
A L’0CTUPLE GAUCHE COMPLEY ;

Piar M. L. REMY.

Cette Note a pour objet I'étude géométrique de
deux surfaces du quatriéme ordre que nous avons dé-
finies précédemment (') au moyen des fonctions théta
i deux variables, et qui se trouvent liées a la configu-
vation de P'espace a laquelle M. Fontené a donné le
nom d’octuple gauche complet (*).

Il convient de rappeler la détinition de 'octuple
gauche complet : c'est la figure de V'espace formée par
(uatre couples de points :

(': 1,): (2, ?‘I)v (3$ 31)) (4 4,)1

tels que le plan déterminé par trois points pris dans
les trois premiers couples passe par 'un des points du
(uatriéme couple.

Ces plans sonl aunombre de huit, répartis également
en quatre couples :

pl:(‘it 1, 9, 3,)a l’/‘:(]", v, 2,3),
Pyt (hy 2,307, PLicd’y 2,3, 10),
Pai(4,3, 0,2, Pyi(q,3,1,2),

Poi(n, 28, 4), PLi(r, 2, 3,4,

(1) Comptes rendus, 26 mars et 19 novembre 1906.

(*) Bulletin de la Sociéte mathémathigue, t. XXXIV, n** I
et II1. '
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et, corrélativement, ces quatre couples de plans sont
tels que le poim commun & trots plans pris dans les’
trois premiers couples appartient 4 un plan du qua-.
triéme couple. :

I.

Il nous sera utile de résoudre tout d’abord le pro-
bléme suivant :

Quel est le lieu des sommets des cones du second
ordre circonscrits @ un octuple gauche complet ?

Le lieu des sommets des cones appartenant a un -
réseau ponctuel de quadriques est en général une
courbe du sixiéme degré. Dans le cas actuel, il com-
prend les quatre droites d’intersection des couples de
plans de l'octuple [Py, P}], ..., [Ps, P,]; la courbe
résiduelle est donc soit une conique, soil un systéme
de deux droites ne se rencontrant pas.

Nous écarterons la premiére hypothése en montrant
que la courbe rencontre en deux points chacune des
quatre droites joignant les couples de points de V'oc-
tuple [ay, ], ..., [as, a;]- Considérons en effet
parmi les quadriques circonscrites a I'octuple celles
qui contiennent la droite [a;, @; ]; elles forment un
faisceau ponctuel et se coupent toutes suivant la droite
[ai, a;] et une cubique gauche Ty, laquelle passe par
les six points de 'octuple autres que a;, @; et rencontre
la droite | @;, @] en deux points.

Ceux-ci appartiennent au lieu géoméirique, puisque
la cubique est projetée de chacun d’eux suivant un
céne du second ordre circonscrit & I'octuple. De la~
résulte que le lieu cherché se compose de deux
droites A, A'. :
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Si nous remarquons enfin que chacune des droites A,
A’ rencontre nécessairement le plan P; en un point de
sonintersection avec le plan P;, nous pouvons énoncer
le théoréme suivant :

Etant donné un octuple gauche complet, il existe
deux droites A, A' rencontrant a la fois les quatre
droites dintersection d’un couple de plans et les
quatre droites joignant un couple de points.

Chaque point de lU'une de ces droites est le sommet
d’un céne du second ordre passant par les huit
points de Uoctuple, et, corrélativement, chaque plan
mené par lPune d’elles contient une conique tan-
gente aux huit plans de Uoctuple (V).

Du fait que les points d’intersection de la droite
| ai, a;]avec les droites A, A" appartiennent a la cu-
bique I'; on déduit une proposition qui nous sera utile
un peu plus loin : la quadrique Q;x définie par les
trois droites [a,, @], [a, a;], [ax, a;] contient la cu-
bique gauche I'; définie par les six points a;, @/, aj,
iy ag, al.

Enfin nous nous bornerons a énoncer les théorémes
suivants relatifs aux droites A, A’ et dont il est aisé de
donner une démonstration analylique :

Les points de rencontre de la droite (P;, P}) avec
les droites A, A sont les points doubles de Uinvolu-
tion déterminée sur cette droite par les quadrigues
circonscrites & Uoctuple.

De la le corollaire suivant :

) .L“ seconde partie de ce théoréme .a déja éLé énoncée par
M. Bricard qui y avait été conduit par une voie différente ( Bul-
letin de la Sociéte matheématique, t. XXXIV, n° I).
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Les plans P;, P; et les plans déterminés par la
droite [D;, P;] avec les droites A, A' forment un fats-
ceau harmonique; de méme les points ot les droites
A, A" rencontrent la droite [a;, a;] divisent harmo-
niquement le segment a; a; .

Enfin le rapport anharmonique des quatre points
d’intersection de la droite A avec les droites [Py, P;]
est égal a celui des quatre plans déterminés par la
droite A avec les droites [ a;, a}].

IL

Les théorémes précédents nous permettent d’étudier
la surface £ dont voici la définition géométrigue :

Elle est du quatriéme ordre, elle admet pour
points doubles les huit sommets de Uoctuple et con-
tient les quatres droites [a;, a;].

Cette surface dépend linéairement d’un paramétre,
car toute surface du quatriéme ordre a huit points
doubles (formant groupe de Lam¢) a une équation de
la forme

.f(Py Qv R)::Oy

ou f désigne un polynome homogéne de degré 2, et
P=o0, Q =0, R = oles équations de trois quadriques
passant par les huit points doubles. Or la surface ¥ est
assujettie de plus a quatre conditions linéaires.
Celttesurface contient les quatre cubiques gauchesT;,
car elle rencontre chacune d’elles en quatorze points,
a savoir six points doubles et les deux points d’inter-
seclion de la cubique I'; avec la droite [ a;, a;].
Considérons dés lors U'intersection de X avec la qua-
drique - Q,3; définie par les trois droites [a., a,],
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[as, @3] [as, d,] : elle comprend ces trois droites et
la cubique gauche T'y. La courbe résiduelle se compose -
de deux génératrices de systéme opposé aux droites
[as, ab], -y [au, a,]-

En effet le long de toute biquadratique tracée sur la
surface £(P, Q, R) = o el passant par les huit points
doubles, on peut circonscrire une quadrique a la sur-.
face; soit donc Q, la quadrique circonscrite a S le long
de la biquadratique formée par la droite [a,, a,]et la .
cubique T',. Les quadriques Qs et Qsy, sont tangentes
en deux points de la droite [ a,, a, ] et, par suite, les gé-
nératrices d, d' de la quadrique Q,3; qui passent par
ces points y sont tangentes a la quadrique Qset ala
surface £, et dés lors sont situées tout entiéres sur cette .
surface.

D’ou ce théoréeme :

Toute surface du quatriéme ordre qui admet pour
points doubles les sommets d’un octuple complet
et contient les quatre droites | a;, a;] posséde en
outre quatre couples de droites d;, d;, les droites .
d’un méme couple d;, d; rencontrant les trois droites
Lajy &) Lany @i, Lo @) ]-

Cette surface admet une génération géométrique
simple : elle est I'enveloppe des quadriques Q cir-
conscrites & Foctuple et tangentes a une droite d s’ap-
puyant sur trois des droites [ a;, @;].

Cette nouvelle définition est équivalente & la pre--
miére, car la droite d et par suite I'enveloppe des qua-
driques Q dépend de un paramétre seulement, de
méme que la surface I; d'oti cette conclusion :

Les quadriques circonscrites a un octuple gauche
et tangentes « une droite d s’ appuyant sur trois des
droites (a;, a;) sont tangentes a sept autres droites. .
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Les huit droites d forment une configuration qu’il:
est aisé de consuuu-e, des que l'on se donne l'une
d’elles d;.

. L’équation de la suafaceE depend linéairement d’un
paramétre : quand il yarie, les deux droites d;, d; qui
apparliennent &.un’ méme systéme de génératrices dela
quadrique Qjx,; sont en involution, et I'on reconnait
aisément que les génératrices doubles de cette involu-:
tion sont les droites A, A’. Par suite, les points de ren=
contre. des droites d, d; avec la droite [ aj, &';} divi-.
sent harmoniquement le segment aj, a ' :

Considérons d’autre part les quatre coniques Cya3,
«++, Gyy2 sections des quadriques Q.2‘3, ceey Qa2 par
'un des plans de 'octuple; la surface T coupe ce plan.
suivant deux coniques G, U, et les points d’intersection:
des coniques C, C' avec la conique Gz, (en dehors des:
sommets de Poctuple) sont respectivement les traces
des droites d; et d; .

Ainsi, de la droite d, on déduit sans ambiguité la
droite d, puis les coniques C, (! eL, par saite, les trois
autres couples d;, d; .

III.

Nous avons établi (') que les surfaces Z sont hyper-
elliptiques, mais il y a des cas de dégénérescence.

Trois des surfaces 2 se décomposent en un couple
de quadriques : ce sont les couples

[S”; S.‘ih], [Sn’ Sﬁ#]) [Slbg 823]7

S;; désignant la quadrique qui passe par les huit som-

(') Comptes rendus 26 mars 1gob.
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mets de I'octuple et contient les deux droites [ai ;]
et [aj, a}]. .

Supposons d’autre part que la droite d coincide avec
la droite A; dans ce cas les huit droites d;, d;se con-
fondent avec la droite A qui est une droite double de
la surface Z,, et les deux coniques C, C' d’intersection
de la surface avec chacun des plans de Poctuple sont
confondues : la surface admet donc huit plans tangents
suivant une conique. Il en résulte que la section de la
surface par un plan quelconque mené par la droite
double A est une conique tangente aux huit plans de
octuple.

La surface admet donc deux définitions corrélatives :
d’une part, elle est 'enveloppe de la famille des cénes
du second ordre circonscrits a 'octuple dont les som-
mets sont situés sur la droite A; d’autre part, elle
est engendrée par la famille de coniques tangentes aux
huit plans de Poctuple dont les plans passent par cette
méme droite A.

Enfin la surface admet un plan tangent unique le
long de chacune des droites [a;, a;], puisqu’on peut
lut circonscrire un cone le long de cette droite.

Cette surface unicursale du quatriéme ordre a été
¢tudiée par Plicker. On peut donc considérer la sur-
face de Pliicker comme une dégénérescence de la sur-
face hyperelliptique X.

1v.

Nous étudierons en second lieu une autre surface du
quatrieme ordre S qui se trouve également lide a la

configuration de l'octuple complet et dont voici la défi-
nition :
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Elie est du quatriéme ordre et admet quatre plans
tangents chacun le long d’'une droite.

Pour construire une telle surface S on peut se donner
les quatre plans P,, Py, P3, P,; mais les droites de
contact Dy, ..., D, ne peuvent étre prises arbitraire-
ment dans ces plans. En effet, la surface S coupe le
plan P;, en dehors de la droite de contact, suivant une
conique C;, et celle-ci doit passer par les traces dj, dy,
d;, des droites Dj, Dy, D; sur le plan P;, et étre tan-
gente en ces points aux plans Pj;, Py, P;. Ceci exige
que les droites joignant respectivement les points d,
d, d;aux sommets Aj, Ax, A; du tétradédre formé par
les plans P; soient concourantes. Considérons d’autre
part les plans P; déterminés respectivement par la
droite D; et le sommet opposé du tétraédre A; : ces
plans forment un tétra¢dre inscrit et circonscrit au
premier; en d’autres termes, les huit plans P, P’ cons-
tituent un octuple gauche complet.

Inversement soit un octuple complet: ses huit plans
peuvent éire, de quatre maniéres différentes, répartis
en deux tétraédres P, P’ inscrits et circonscrits I'un a
Pautre ; chacun de ces tétraédres permet de définir un
systéme de quatre droites D; et de quatre coniques C;.

Prenons les plans P pour tétraédre de référence, et
soit So (z, ¥, 5, t)=o0 l'équation d’une surface du
quatriéme ordre passant par les quatre coniques C et
tangente aux plans P le long des droites D (*); I’équation
générale des surfaces S jouissant de cette propriété est
de la forme

(¢S] So(2, ¥, 3, t)+ hoyst =o.

(1) On reconnait par un compte de constantes qu’il est possible
de former effectivement une telle surface.



(14)
Au point de vue projectif 'octuple complet dépend
de deux paramétres et la surface S de trois paramétres.
La surface S posséde douze points doubles, trois sur
chacune des droites D; en effet I'équation de la sur-
face a la forme suivante :

Dz(""'vyv Z)C(wy,}’,z)+l-f(1‘y]» 3, t)=0’

D(z,y,s)=oet C(z,y, 3) = o étant les équations
de la droite de contact D et de la conique C dans le
plant=oet le polynome f(x, ¥, 2, t) étant du Lroi-
siéme ordre.

Les trois points d'intersection de la droite D avec la
surface f(z, ¥, 5, t) = o sont manifestement des points
doubles de la surface.

L’équation (1) de la surface S dépend linéairement
du paramétre %; de la plusieurs conséquences géomé-
triques.

Les points doubles a;, b;, ¢; situés sur une méme
droite D; appartiennent & unc involution linéaire du
troisiéeme ordre. Celle involution se laisse définir sim-
plement au moyen des droites D et des plans P. A cel
effet considérons les droites A, A’ qui s’appuient surles
quatre droites )3 on peut déterminer le parameétre A de

"maniére que la surface S conlienne la droite A, et dés

lors celle-ci est une droite double, puisque ses points
de rencontre ¢; avec les quatre droites D; sont des
points doubles de la surface (ce sont méme des points-
pince). Si 'on prend pour plans coordonnés X = o,
Y = o deux plans passant par la droite A et pour
plan T =0 le plan tangent le long de la droite D,
I'équation de la surface prend la forme

(aX - bY)? C(X, Y. Z)+T(PX2+ QXY + RY2) = o,

P, Q, R ¢étant trois polynomes homogénes du premier
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“degré en X, Y, Z, T. On en déduit que P'involution
des points a;, b;, ¢; a deux'de ses points confondus
avec le point g;. . :

Cetteinvolution est donc parfaitement définie puisque
I'on connait deux de ses points doubles, ¢;, ¢; et, de
plus, un groupe particulier formé par les points d’in-
tersection de la droite D; avec les plans P, Py, P,.

Les involutions du troisiéme ordre-ainsi définies sur
les quatre droites se correspondent homographi-
quement ; ceci résulte du théoréme suivant dont la dé-
monstration analytique ne présente pas de difficulté :

L’homographie H;;, qui fait correspondre respec-
tivement aux points d’intersection de la droite D;
avec les plans Pj, Py, P; les points d’intersection de
la droite Dj avec les plans Py, Py, Py, fait corres-
pondre les points d’intersection de ces droites avec
chacune des deux droites A, A'.

De la résulte que les points a;, b;, ¢;, d'une part, et
a;j, bj, cj, d'autre part, décrivent sur les droites D; et
Dj des divisions homographiques lorsque le para-
métre A varie. '

Les propriétés précédentes permettent de déterminer
sans ambiguité les douze points doubles de la surface S
dés qu'on se donne I'un d’eux. Nous allons en déduire
quelques propriétés géométriques de la surface.

Considérons le faisceau des quadriques qui con-
tiennent les droites D;, D, et passent par les points
d’intersection a,; et ay, de la droite D, avec le plan P,
et de la droite D, avec le plan P,. Elles déterminent
sur les droites D, et D, une correspoudanééﬁdrﬁo—
graphique qui coincide avec I'homographie H,, puis-
qu’elle a avec elle trois couples communs : ¢y, 6,3 3 , 03
et les points d’intersection z,; et .y de la droite D,
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avec le plan P, et de la droite D, avec le plan P;. Par
suile on peut mener une quadrique par les droites Dy,
Dy, parles pointsa, s, oy, et parun couplequelconque a,,
ay de Phomographie H,.. On en déduit aisément qu’il
existe une quadrique contenant les droites Dy, Dy et
passant par deux couples quelconques a,, a; et by, b2
de cette homographie. Ceci posé, soient une surface S
quelconque, ai, bi, c; ses douze points doubles; les
huit points (a;, b;) forment un groupe de Lamé puisque
P’on peut faire passer par ces points trois quadriques
n’apparlenant pas 4 un méme faisceau.

Donc les douze points doubles de la surface S se
répartissent en trois groupes de huit points de Lamé
(aiy bi), (biy ¢i), (ciy @) (*). Par suite la surface peut
étre considérée de trois maniéres comme l’enveloppe
d’une famille de quadriques passant par un de ces
groupes de huit points et bitangentes a chacune des
quatre coniques C.

Considérons celle des quadriques de la famille Qg 4
qui passe par le point ¢;; ¢’est nécessairement un cone
de sommet c¢;, circonscrit a la surface le long de la
droite D; et d’une cubique gauche qui passe par les
sept points doubles ¢;, aj, bj, ax, bk, @i, b;. La surface
posséde douze cubiques analogueé r,Tlay ..., T

et

V.

Parmiles surfaces S, il en existe quatre remarquables:
ce sont celles pour lesquelles les involutions liné-
arres «;, b;, ¢; ont un point double. Deux de ces sur-

(') On pouvait prévoir a priori que la surface appartient a ce
typed'apres laclassification des surfacesdu quatriémeordrea 12 points
doubles (RonN, Mathematische Annalen, t. XXIX, 1887).
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faces So, S, sont celles qui admettent respectivement
les droites A, A’ pour droites doubles; elles sont en-
gendrées par une conique dont le plan tourne autour
de 'une des droites A, A’ et qui rencontre en deux points
chacune des coniques C.

Considérons les deux surfaces S,, S correspondant
aux autres points doubles de I'involution. Pour chacune
d’elles les points a; et b; sont confondus : dés lors les
huit cubiques gauches T, et T, sont confondues en une
cubique I' qui passe par les huit points a; et ¢;. Cette
cubique est nécessairement une courbe double de la
surface, puisqu’elle est projetée de chacun des points a;
suivant un cdne circonscrit a cette surface.

Ainsi les surfaces Sy, S| sont des surfaces du qua-
triéme ordre a cubique double; elles peuvent étre en-
gendrées par une droite qui rencontre en deux points
la cubique T et qui rencontre également les quatre
coniques C. Comme les surfaces de ce type dépendent
de dix-sept paramétres, on en conclut que les surfaces
du quatriéme ordre a cubique double, de premiére
espéce (c’est-a-dire dont les réciproques sont du méme
type) sont une dégénérescence des surfaces hyperel-
liptiques S.

La cubique double de la surface S, rencontre la
droite D; en deux points : le point double de l'involu-
tion a;, b; qui est un point-pince de la surface, et le troi-
siéme point de I'involution ¢; ol elle est tangente au
plan P;. On reconnait aisément que ce point coincide
avec I'un des points d’intersection de la droite D; avec
la conique C;. Les points d'intersection des droites D;
avec les coniques C; sont donc des pomts homologues
dans les homographies H;;. :

En tout point de la cubiquée double I'le céne cir-
conscrit 4 la surface S, comprend le céne projetant la

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VII. (Janvier 1907.) 2
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courbe double, qui doit étre compté deux fois, et un
cone du second degré. La surface S peut donc étre re-
gardée comme Venveloppe d'une famille de cones da
second degré bitangents aux quatre coniques C.

Résumons en terminant la définition et les propriétés
du systéme des droites D et des coniques C.

Soient Py, P\, ..., Py, P| les couples de plans
d'un octuple gauche complet. Considérons d une
part les quatre droites D; d'intersection de deuxr
plans d'un méme couple P;, P; et, d'autre part, les
quatre coniques C; définies de la maniére suivante :
On répartit les huit plans de Uoctuple en deux té-
traédres inscrits et circonscrits Uun a Uautre etlUon
considére Lun de ces tétraédres Py, Py, P, Py, par
exemple; la conique C; est située dans le plan Py,
elle passe par les traces des droites Dj, Dg, Dy, sur
ce plan et elle est tangente en ces points aux
plans Pj, Pk, p/ (’)

Le systéeme des coniques C jouit des propriétés
suivantes :

Lesquadriquesbitangentes auz quatre coniques G
Sorment une famille deuz fois infinie.

1l existe deuzx familles de cones du second degré
bitangents auzx quatre coniques Cdont les sommets
sont situés respectivement sur deuzx cubiques gau-

ches et qui enveloppent deuz surfaces unicursales
du quatriéme ordre S, S, (2).

(') On peut répartir les plans de I'octuple en deux tétraédres
inscrits et circonscrits Pun a 'autre de quatre mauiéres différentes
et, par suite, étant donné un octuple complet, il existe huit systémes
analogues de quatre coniques C.

() On obtient quatre autres familles de cones bitangentsaux coni-
quesC en cousidérantlesconesdusecond ordre circonscritsaune sur-
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Il existe deux familles de coniques rencontrant
en deux points chacune des coniques C; les plans
des conigques d'une méme famille passent par l'une
des droites A, A' qui s’appuient sur les quatre
droites D et ces coniques engendrent une surface
nnicursale du quatriéme ordre.

Il existe quatre familles de droites rencontrant
les quatre coniques C; ce sont les deux systémes de
génératrices des deux surfaces S, et S|.

Enfin les points o la droite D; rencontre les
trois plans Pj, Py, Py, les droites A, A' et la conique C;
ont mémes rapports anharmoniques quelle que sott
la droite D; considérée. '

Or nous avons remarqué au début de cette Note que
lespoints de rencontre de la droite I); avec les plans P,
P} et avec les droites A, A’ forment une division har-
monique; en rapprochant cette remarque dua théoréme
ptécédent, on obtient la proposition suivante :

Etant donné un octuple gauche complet, les
points ot la droite d’intersection de deux plans
d’un méme couple rencontre les six autres plans de
Loctuple ont mémes rapports anharmoniques, quel
que soit le couple considére.

[Rie] . )
SUR LE SYSTEME ARTICULE DE HART;

Par M. G. FONTENE.

Mon but est simplement de faire connaitre aux lec-
teurs de ce Journal une propriété curieuse signalée en

face variable S et qui ont pour sommets les points doubles de cette
surface. " ’
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1893 par le D' Burmester (Zeitschrift fir Mathe-
matik und Physik...).

1. Le systéme articulé de Hart, généralisé par
Kempe, se compose d'un quadrilatére articulé MNPQ
<t de quatre tiges SA, SB, SC, SD articulées avec les

<btés de ce quadrilatére. Les divisions de points MAN
et QCP doivent étre semblables, ainsi que les divisions
de points MDQ et NBP; les quatre points A, B, C, D
doivent étre a un cercle. Sil'on désigne par a, b, ¢, d
les quatre c6tés du quadrilatére, et si 'on pose

QC=c.g, QD =d.h,
d'ou
MA =a.g, PB=1b.hA

£

cetle derniére condition se traduit par la relation dou-
blement quadratique

o a? az b2

TR s A —&
dont jai fait usage précédemment ( Nouvelles Annales,
1904, p. 23).

<y . ’ ‘
Sil'on regarde & et h comme les coordonnées carté-~
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siennes d’un point, la courbe représentée par I'équa-
tion précédente est une cubique circonscrite au qua-
drilatére complet dont les c6tés sont représentés par
les équations

g£=0, g=1, h=o, h=1;

deux sommets opposés de ce quadrilatére complet sont
a l'infini sur les axes. D’aprés la théorie des points
correspondants sur une cubique, on peut donc ins-
crire a la cubique considérée une infinité de quadri-
latéres complets ayant deux sommets a linfini sur les
axes ; en d’autres termes, si g et A sonl les coordon-
nées d’un point de la courbe, donnant lieu aux points
de coordonnées g’,h et g,h’, le point de coordonnées
gy " est aussi sur la courbe. Dés lors, en partant de
I'appareil simple MNPQ, SA, SB, SC, SD, conservons
les points B et D et remplacons les points A et C par
les points A’ et C/, ce qui remplace S par &, le qua-
drilatéere SBS’D étant un contre-parallélogramme
(Hart, Kemee, Nouvelles Annales, 1904, p. 25);
conservons de méme les points A et G, et remplacons
B et D par B” et D”, avec S" au lien de S; nous pour-
rons encore prendre comme points d’articulation les
deuz couples de points A', C' et B", D", en rempla-
cant S par S”. On a ce tableau :

AB  AC
BD s s
B'D" s s

2. Un point tel que S est foyer d’une conique ins-



(22)

crite au quadrilatére MNPQ. Oa sait que le lieu de
ces foyers est une cubique bicirculaire, dont les tan-
gentes aux points cycliques I et J se coupent en un
point S, de la courbe, foyer de la parabole inscrite;
une telle cubique bicirculaire est appelée focale. Les
deux foyers d’une méme conique sont, sur la courbe,
des points correspondants, au sens de ce mot rappelé
ci-dessus, et la correspondance en question est, parmi
les trois correspondances existantes, celle qui associe
les points cycliques; les points M et P sont des points
correspondants, de méme les points N et Q, et aussi
les points X et Y, en appelant ainsi les points de ‘croi-
sement des droites MN et PQ, MQ et NP.

Or, d’aprés le D Burmester, la droite SS' passe
en X, la droite S5” en Y. Il en résulte d’abord que
les droites XS" et YS’ se coupent en un point S” de la
courbe. En outre, 8" et §”, par exemple, sont les deux
foyers d’une méme conique inscrite au quadrilatére.

3. En particulier (voir la figure dans les Nouvelles
Annales, loc. cit., p. 22) si S est le foyer S, de la
parabole inscrite, les contre-parallélogrammes S BS'D
et SCS"A fournissent les points S’ et S”, dont chacun
donne lieu au guidage rectiligne d’un point (appareil
de Hart), et S” est & linfini. On a ici, en partant

de S,

c? a? d? b2
- +— =0 — 4+ =o0
h 1—nh ’ I T—g ’

’
g'=c, h = o,
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{R1e] . .
SUR UN SYSTEME ARTICULE ;

Par M. R. BRICARD.

1. On sait que si I'on réalise par des tiges rigides,
arliculées en leurs points de rencontre, un nombre
quelconque de génératrices d’un hyperboloide, on ob-
tient une figure déformable.

Bien que .ce résuliat soit trés connu, il ne se trouve
généralement pas exposé dans les Ouvrages classiques.
Aussi ne crois-je pas nutile d’en donner ici une dé-
monstration, qui me parait d’ailleurs particuliérement
simple.

Je dirai, dans ce qui suit, que deux points variables
sont liés quand leur distance reste constante. En em-
ployant cette expression, on peut énoncer le théoréme
sulvant :

Soit ABCD un quadrilatére gauche articulé.
Supposons qu’on le déforme de telle maniére que
les carrés des longueurs de ses diagonales satis-
Jussent a une relation linéaire

) «AC ~+ BBD =K,

a, B et K étant des constantes. Dans ces conditions,
tout point de AB est lié a un certain point de CD;
tout point deBC est lié a un certain point de HD. Les
droites joignant deux & deux les divers points liés
sont les génératrices d’un hyperboloide, déformable
dans les conditions rappelées au début de cette Note.

Soient, en effet, M un point de AB, N un point
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de CD. Leur liaison s’exprime par la relation -

MN = const.

Mais on a, en vertu d’un théoréme connu de Géo-
métrie élémentaire (théoréme de Stewart),

CD.E‘I—Nza— DN.M_(?—}— NC.M—E:= const.,

le second membre ne dépendant que des longueurs CD,
CN. On doit donc avoir

DN.MC + NC.MD "= &,

k, étant une constante. On a, en verlu du méme
théoréme,

AB.MG +BM.AC = A,

AB.MD 4+ MA.BD = 4,
k. et k; étant encore des quantités qui ne dépendent

que des longueurs AB, AM, AD et BC. En éliminant
MC, MD entre les deux relations, il vient

(2) MB.ND.AC -+~ MA.NC.BD = &,,

c’est-a-dire une relation de la forme (1). Les deux re-
lations sont identiques si 'on a

(3)

MB.ND _ MA.NC _ &,
2 - 8 - %’

ce qui peut étre vérifié pour une infinité de choix du
couple de points M et N. On vérifiera de méme que

deux points P et Q, appartenant respectivement 3 BC
et 4 DA, sont liés si I'on a

. PB.QD _ PC.QA
(-4) T = -—.p_.
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Le reste de 'énoncé s'établit treés- facilement au
moyen des relations (3) et (4). J'en laisse le soin au
lecteur. '

2. On peut obtenir une combinaison assez remar-
quable d’hyperboloides articulés.

Soient A, B, C, D, A/, B/, (/, D', huit points liés
entre eux, comme l'indique la figure 1. La figure est
celle d’'un hexaédre, a cela prés que les faces telles
que ABCD ne sont pas planes.

La figure étant constituée par 8 points assujetlis a
12 conditions dépend de 3.8 — 12 =12 paramétres;
6 de ces paramétres sont des paramétres de position.
La figure dépend donc de 6 paramétres de grandeur.

Il en résulte que si dans chacun des six quadrilatéres
tels que ABCD, on introduit une liaison entre deux
points appartenant & deux cdtés opposés, le systéme
sera généralement rigide. Il y a donc intérét & montrer
I'existence d’un systéme agencé de cetie maniére et
déformable.

Je procéderai a cet effet de la maniére suivante :

Construisons la figure 1 de tlelle maniére que les

points A et A’, B et B/, Cet C', D et D' soient deux a
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deux symétriques par rapport a une droite A. On
peut se donner a prioriles 4 points A, B, G,Detla
droite A. Les quatre autres points sont alors déter-
minés. La figure dépend donc de 4 <3 + 4= 16 pa-
ramétres, dont 10 sont des paramétres de grandeur.

Cela posé, assujettissons six des arétes, dont deux
quelconques ne sont pas symétriques par rapport a A,
a étre de longueurs constantes d’ailleurs quelconques
(on peut choisir, par exemple, les arétes AB, AD,

Fig. 2.

17

/
T
D
AC, BDY, (JB, C'D'). Les six aatres arétes, qui sont
¢gales aux premiéres, chacune i chacune, sont aussi
de longueurs constantes.

La figure dépend maintenant de 10 — 6 =4 para-
m¢tres de grandeur. Nous pouvons donc lui imposer
encore trois conditions sans qu’elle cesse d’étre défor-
mable. Nous les choisissons ainsi qu’il suit: chacun des
quadrilatéres ABCD, ABD'C/, ADB'C’ devra se dé-
former de telle maniére qu'il existe une relation
linéaire entre les carrés de ses diagonales. S'il en est

ainsi, chacun des quadrilatéres A’B'C'D’, A’B'DC,
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A'D/BC, qui sont égaux respectivement aux trois pre-
miers, satisfait & une condition de méme nature:

St alors on se reporte au théoréme qui a été établi
aun” 1, on voit que la figure ABCDA'B'C'D’ peut se
déformer de telle maniére que, dans chaque qua-
drilatére tel que ABCD, un point quelconque dun
coté soit lié a un point convenablement choisi sur le
coté opposé. Nous avons, par conséquent, réalisé un
assemblage de six hyperboloides articulés.

Un fait est intéressant & signaler : soit & un point
de AB, 3 le point de CD qui est lié¢ & «, y le point de
A'B’ qui est lié a §, 8 le point de C'D’ qui est lié a y;
le point 3 est lié au point a. On établit bien aisément
ce résultat au moyen de la relation (3).

Note. — Dans une Note ancienne ('), M. J. Larmor
étudie un systéme de 27 tiges articulées, constitué
comme l'indique la figure 2, et conclut que ce systéme,
construit d’une maniére aussi générale que possible,
est déformable avec ¢rois degrés de liberté (comme
c’est évidemment le cas lorsque les 27 tiges sont répar-
ties en trois groupes de g tiges paralléles entre elles,
la figure étant alors constituée par un assemblage de
parallélépipédes). S’il en était bien ainsi, les résultats
contenus dans le n® 2 du travail précédent ne présen-
teraient aucun intérét. Mais le raisonnement de
M. Larmor repose sur un compte inexact des équations
qui relient certaines variables, et ses conclusions ne
sont pas légitimes (2).

(1) On possible systems of jointed wickerwork, and their de-
grees of internal freedom (Proceedings of the Cambridge phi-
losophical Society, t. V, 1884, p. 161).

(?) L’auteur prend comme inconnues les 81 cosinus directeurs des
27 tiges du systéme, et cherche le nombre des équations indépen-
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Jai pensé (ainsi que M. Larmor, a qui j'avais com-
muniqué I'observation qui précéde) qu’il y avait lieu
de signaler I'inexactitude d’un vésultat qui parait avoir
été admis jusqu'ici sans discussion (*). On voil en
effet se poser une question intéressante : Est-il pos-
sible de construire un systéme articulé, du type de
la figure 2, déformable avec au moins un degré de
liberté? En dehors, bien entendu, du cas ou tous les
quadrilatéres de la figure sont des parallélogrammes,
et du cas ou le systéme est constitué par trois systémes
binaires égaux, reliés par des tiges égales et paralléles
(M. Larmor appelle systéme binaire la figure formée
par 6 génératrices d’un hyperboloide déformable, 3 d’un
systéme et 3 de l'autre).

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE,

Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Mouvement d’un corps solide
mobile sans frottement autour d’'une droite fize.

Cas ou la fixité de la droite est obtenue par celle de
deux points du corps. Calcul des pressions supportées par
ces points. Axes permanents et azes naturels de rotation.

II. Soient Oxyz un systéme d’axes rectangulaires dont

dantes, fournies par le théoréme des projections, qui relient ces
cosinus. Chaque contour fermé, par exemple le quadrilatére ABCD
de la figure 2, donne 3 équations. M. Larmor ne compte que
2 contours indépendants dans la figure, ce qui lui donne 72 équa-
tions. Il y a en réalité 28 contours indépendants, ce qui porte:le
nombre des équations a 84.

(') Par exemple dans VEncyklopddie der Mathematischen
Wissenschaften, t. 1V, p. 277.
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’axe Os est vertical, et les deux droites

Dgyzo’ D,g"":o’

z = a, z=—a,

situées respectivement dans les plans z0z, yOz.

Une tige matérielle pesante, homogéne, de longueur 21
est assujettie a glisser sans frottement par ses extrémités
sur les droites D, D'. De plus, chaque point matériel de la
tige est attiré par le point O proportionnellement a sa
masse et a sa distance au point O.

1° Trouver le mouvement de la tige;

2° Imaginant que la tige considérée appartienne a une
Jfigure plare dont le plan est assujetti a rester vertical,
étudier au point de vue cinématique le mouvement de cette
JSigure. Quel est le lieu décrit par un point quelconque
de la figure?

EPREUVE PRATIQUE. — On veut atteindre, avec un pro-
Jectile pesant 508, dont la vitesse initiale est de 10™ par se-
conde, un point situé, horizontalement, a 5™ de distance,
et placé a 3™ au-dessus du point de départ du mobile.

On demande de calculer : '

1° L’angle de la vitesse znztzale avec l horizon;

2° La grandeur de la vitesse finale et l’angle qu’elle
fait avec Phorizon; )

3° La perte d’énergie du projectile;

4° La durée du mouvement.

On ne considérera que la parabole de renversement et
lon négligera la résistance de l’air.

Accélération de la pesanteur, &£=09,81 (;?5) .

(Novembre 1906.)

Caen.

Erreuve KcrITE. — 1. Etablir les équations propres d
déterminer l’accélération, & un instant donné, des divers
points d’une figure plane qui se meut dans son plan
Centre des accélérations.

Trouver ce centre A dans le cas ou une chametle don-



(30)
née,appartenantau plan mobile, roule sans glisser sur une
droite fize, le point de contact se déplacant de maniére
que sa distance & l’aze de la chainette soit proportionnelle
au temps. Le point A est fixe pendant tout le mouvement,
sa vitesse relative au plan mobile garde une grandeur
constante.

I1. On considére deux tiges homogénes, égales, non pe-
santes, OA, AB articulées en A; OA peut tourner autour
du point fize O, et le point B glisse sur une droite fize OL.
Chaque élément des deux tiges est attiré vers OL par une
force égale au produit de sa masse par sa distance é& OZ..
Soient 8 l'angle ZOA, ¢ l'angle du plan OAB avec un
plan fixe mené par OL. Le systéme ayant un mouvement
initial connu, former et discuter les équations qui donnent
0 et §. Conditions tnitiales telles : 1° que 0 reste constant,
2’ que ;—2 s’annule pour 9 =§ : cela arrivera-t-il au bout
d’un temps fini?

SOLUTION.

. d s
sin?t 'd% = ¢} sintl,,
) . . do . . o
(1+ 3sin%0)sin? 6 —— = (sin20y -+ 3 sin*0,)82.

de
~+(sin?6,—sin?0)(sin? 0 — ¢ ? sin28,).

(Novembre 1906.)

Grenoble.

EPREUVE ECRITE. — Un solide pesant S est limité exté-
rieurement par une sphére de rayon a. La distribution
des masses est telle que le centre de gravité G de S coin-
cide avec le centre de la sphére, et que Uellipsoide d’iner-
tie relatif & ce point est de révolution; soit Gz U'axze de
révolution.

Le solide est posé a Uintérieur d’une sphére creuse % de
centre O, de rayon R + a. Cette sphére est fixe; la liai-
son est sans frottement.

Déterminer le mouvement de S, en employant successi-
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vement les théorémes généraux et les équations de La-
grange. :

On déterminera la position de S par l'angle § que fait
UG avec la verticale descendante Oz, du point O, par
Uangle Y que fait le plan GO z, avec un planvertical fixe,
et par les angles d’Euler {,, 0,, ¢y dé finissant ’orienta-
tion relativedesdeuz triédres trirectangles Gzyz,0z,y4 3y
le premier lié au solide S en est un triédre principal d’i-
nertie, le second est fixe. '

On appellera M la masse de S, A et C les moments d’iner-
tie relatifs @ Gz et Gs.

EPREUVE PRATIQUE. — Dans un triédre trirectangle fize
Ozyz Uaxe Oy est horizontal, et ’angle z0x admet
comme bissectrice intérieure la verticale descendante.

Le sommet O du triédre et un autre point O' situé sur O z
a la distance 2R du point O sont les deux extrémités du
diamétre limite d’une demi-circonférence homogéne pe-
sante de masse M. Cette circonférence peut donc tourner
autour de O z; la liaison est sans frottement.

1° La circonférence étant supposée située dans le plan
30z, déterminer les coordonnées de son centre de graviteé
et léquation de l'ellipsoide d’inertie relatif au point O.

2° On suppose que la circonférence placée dans le plan
30y soit abandonnée sans vitesse. Elle se met & osciller
autour de Oz. Déterminer les réactions exercées par les
points O et O' lorsque le plan de la circonférence vient
coincider avec le plan z0x. (Novembre 1906.)

Lille.

EpREUVE ECRITE. — Coums : Ewtension des équations de
Lagrange : .

1° Auz systémes dont la position n'est pds définie & I’ aide
du nombre minimum de paramétres;

2° Auz systémes non holonomes sans frottement;

3° Aux systémes doués de frottement.

ProsLEME. — 1. CINEMATIQUE : Déterminer le mouvement®
d’une figure plane duns son plan dans le cas ou le centre
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des accélérations est fixe dans le plan fixe et ou le centre

instantané de rotation décrit une droite dans le plan fixe
(roulante et loi d’orientation).

II. DyNAMIQUE : Un cylindre de révolution a axe vertical
tourne d’un mouvement uniforme autour d’une de ses gé-
nératrices G. Un point matériel pesant est assujetti a res-
ter sur la surface de ce cylindre, supposée parfaitement
polie; il est de plus attiré par la droite G proportionnelle-
ment & la distance. Etudier le mouvement relatif du point
sur le cylindre (conditions initiales quelconques; discus-
sion). (Novembre 1906.)

Marseille.

EPREUVE THEORIQUE. — Un disque circulaire homogéne est
suspendu par un axe A, placé a son centre, autour duguel

0

S

il peut tourner, a un point fize O, au moyen de deuz ﬁls
élastiques égaur qui s'allongent proportionnellement a
leur tension. Sur la circonférence du disque est enroulé

un fil flexible et inextensible qui porte & son extrémité un
poids P.
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A Uorigine, le systéme est en repos, les fils sont verti-
cauzx et les fils OA sont a l’état naturel.

On abandonne le systéme a lui-méme et l’on demande
de trouver son mouvement. On remarquera que les fils
restent verticauzr.

On néglige la-masse des fils et celle de l’axe A. Le
potds du disque est égal au poids P. Un fil OA a 3™ de:
longueur et doublerait sous l’action d’une tension égale
a 10 fois le poids P. On fera g = 10.

SoLuTION.

Soient z la distance de P a I'horizontale du point O, 0A = y;
6 'angle dont tourne le disque, 1 T la tension d’un fil OA,.
S celle de BP, on a

1
S=-T,
4
4
T= 3 mg(1—cosst),
17 2 .
= —= — = t
y=% 5 €085,
z= éz -+ o 12 — l‘,cosit,
15 3 15
RO:——A,—Q——IElg—i—-é:COSfit
15 3 15
EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque carrée plane et indé-

Sformable est suspendue aux quatre sommets d’un carré:
situé dans un plan horizontal, par quatre fils élastiques,
identiques, verticaur et de méme longueur dans leur étas
naturel.

Un point pesant, qui a le méme poids P que la plaque,
repose sur cette plaque et se trouve placé au quart de la
droite qui joint le centre du carré &' l’un des sommets. Ce
quart est compté & partir du centre.

Ce point pesant est en outre suspendu a un fil élastique,
vertical, identique aux précédents, et attaché & un point
JSixe du méme plan horizontal.

Primitivement la plaque est soutenue de maniére que

Ann. de Mathémat., 4* série, . VII. (Janvier 1907.) 3
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les fils ne soient pas tendus, puis on la laisse sabaisser
lentement jusqu'd ce qu'il y ait équilibre.
Les fils s’allongent proportionnellement & leur tension.
Trouver la tension de chacun d’euzx. On suppose qu'ils
restent trés sensiblement verticauz.
(Novembre 1906.)

Montpellier.

EpREUVE ECRITE. — Ezposer les théorémes des vitesses
virtuelles et de d’Alembert. Appliquer ces théorémes a un
systéme contenant des corps solides.

EPREUVE PRATIQUE. — Un losange articulé OABC formé
de quatre tiges identiques homogénes pesantes peut glis-
ser sans frottement dans un plan vertical. Le sommet O
est fize et le losange est primitivement en repos de ma-
niére que le sommet G soit sur la verticale du point O, et
que 'angle AOB soit de 60°. La longueur des tiges est
de (™. On demande la vitesse que posséde le point C quand
il arrivera au point O.

La valeur de g est 9,8088; l'unité de temps la seconde
de temps moyen. (Novembre 1906.)

LeREUVE criTE. — 1. Chute d'un point matériel pe-
sant d’une grande hauteur, en tenant compte de la rota-
tion de la Terre.

1. Etude de la suspension & la Cardan.

EPREUVE PRATIQUE. — Deuz barres pesantes homogénes
identiques OA, OB peuvent tourner autour d’une de leurs
extrémités fixées au méme point O dans un plan vertical.
Elles sont réunies par un fil élastique AB dont on néglige
le poids. Ce fil n’est pas tendu dans la position initiale;
la longueur commune des barres et du fil est alors de 1™.
De plus, le fil AB est alors horizontal. La tension d’un fil
élastique est proportionnelle & son allongement. On de-
mande d’achever de la définir en sappuyant sur ce que
le systéme abandonné & lui-méme arrive sans vitesse de
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Sagon que le fil AB soit sur I’horizontale qui passe par le
point O. Le poids de chacune des tiges est de 1%,
(Novembre 1906.)

EPREUVE EcRITE. — Deux points pesants M et M', de masses
égales, sont reliés par un fil sans masse, flexible et inex-
tensible. Le point M décrit sans frottement une verticale
Sizwe, et le point M’ est assujetti & se déplacer sans frotte-
ment dans un plan P qui contient cette verticale et tourne
autour d’elle d’un mouvement uniforme de vitesse angu-
laire w. A lorigine du mouvement, M est immobile; la
droite MM’ fait un angle de 45° avec la verticale descen-
dante issue de M; la vitesse relative de M' dans P, égale
a vy, est perpendiculaire @ M'M et dirigée par rapport a
cette droite du méme coté que la verticale ascendante.

Trouver le mouvement des deux points; montrer que le
Jil reste tendu pendant le cours du mouvement.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére le mouvement d’un
plan P sur un plan fixe 1.

1° Démontrer qu'il y a, @ chaque instant, un point du
plan P dont ’accélération est nulle. On appelle ce point
centre des accélérations.

2° On suppose que, lorsque P se déplace sur M, le centre
des accélérations reste fixe dans P, tandis que le centre
instantané décrit une droite fire de 1l.

Trouver la trajectoire du centre des accélérations sur
le plan 11 et celle du centre instantané sur P.

(Novembre 1906.)

Poitiers.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Un angle droit se meut de facon
qu'un de ses cotés demeure tangent & un cercle, tandis que
U’qutre est tangent & une ellipse concentrique : trouver
dans ce mouvement les deux courbes qui roulent sans glis-
ser ’une sur Uautre.

II. Mouvement relatif d’un poinrt matériel pesant a la
surface de la Terre sous l'influence d’une résistance de
milieu proportionnelle & la vitesse, en terant compte de la
rotation terrestre w. ' '
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NoTe. — On supposera que le mobile ne sort pas d’une
région o l'on peut regarder son poids (résultante de l'at-
traction et de la force centrifuge) comme constant en
grandeur et en direction, et l’on négligera les puissances
de w d’indice supérieur a 2.

EpREUVE PRATIQUE. — Une chaine homogéne pesante de
longueur 21 et de poids P est fixée par ses extrémités en
deux points A et B d’un méme plan horizontal dont la
distance est 2a. Le systéme étant en équilibre, on fize au
point le plus bas de la chaine un poids p trés petit par
rapport & P; calculer en premiére approximation les mo-
difications de la figure d’équilibre.

(Novembre 1906.)
Toulouse.

EpREUVE ECRITE. — L. Trouver la figure d’équilibre d’un
JSil flexible inextensible homogéne, attaché a ses deux ex-
trémités A et B, et dont tous les points sont soumis & des

R

Sorces paralléles R exprimées par la formule
R = asinm0,

0 étant ’angle aign que fait la direction de la force avec
la tangente a la courbe; a et m sont des constantes. Mon-
trer que. si I’on désigne par o le rayon de courbure en un
point, on a la relation

Rpsin?0 = const.

Calculer la tension en chaque point et examiner les cas
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particuliers suivants :
m = o, m=i, m=—1i, m=—ao, m=—3.

Il. Un point matériel M est assujetti a rester sur une
sphére dont un point fixe P est considéré comme péle, et
il est sollicité par une seule force R dirigée a chaque ins-
tant suivant la tangente au méridien MP et du cété de P;

p
:
'
|
«
]

elle est inversement proportionnelle au carré du cosinus
de la latitude et, par conséquent, exprimée par la for-
mule
my
= sin®6’
0 représentant l'angle MOP, m la masse et p un coeffi-
cient numérique. Déterminer le mouvement du point M en
supposant que la vitesse initiale est tangente au paralléle
passant par la position initiale du mobile.
Calculer la pression exercée sur la surface.

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque mince pesant o€ a la

forme d’une lemniscate représentée en coordonnées po-
laires par l’égquation

. . p? =a?cosa2w,
ou.a=o",5.
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1° Calculer le moment d’inertie de la plaque autour de
Daxe polaire Oz.

2" En supposant que cette plague soit animée, autour
de cet axe Oz, d’une rotation uniforme de 24 tours par
seconde, trouver la force de percussion appliquée au
point A de la plaque le plus éloigné de l’axe, perpendi-
culairement a la plaque, capable de la ramener au repos..

(Novembre 1906.)

GERTIFICATS I)'ANM.YSE SUPERIEURE.

Paris.

EPREUVE THEORIQUE. — I. 1° Démontrer qu’une fonction
uniforme d’une variable ayant partout a distance finie
le caractére d’une fonction rationnelle ne peut avoir plus
de deuxr périodes ;

20 Démontrer qu’une fonction uniforme de deux varia-
bles, ayant partout & distance finie le caractére d'une
Sonction rationnelle, ne peut avoir plus de quatre paires de
périodes. La démonstration devra mettre en évidence un
cas particulier o le théoréme est en défaut.

Il. 1° Combien une fonction théta d’ordre m & une va-
riable a-t-elle de racines dans un parallélogramme de
périodes ?

2° On considére la fonction théta a deux variables, avec
les périodes aw et 2mi pour x et y, satisfaisant auxr équa-
tions

8 (x+a, y+ f) = edr+A8(x, y),
8 (o, y+ @) =eVtd8(x,y),

d et ¢ étant entiers et la condition
c—da =o0

étant vérifiée. En désignant par 8 (z, y) et 7, (=, y) deux
de ces fonctions prises arbitrairement, trouver le nombre
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des racines communes auz deux équations
9(%.}’)=0: ’fl(z‘,.}')'—‘—o

dans un prismatoide de périodes.

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver les résidus de U'intégrale
double de fonction rationnelle

ff zdxdy
y?_z-b._[
(Octobre 1905.)

Paris.

EprEUVE THEORIQUE. — 1. Etant donné le tableaw de
quatre périodes géométriquement distinctes relatif aux.
variables x et y,

’

r|a2mi o a «a
y| o ami @ @
on constdére les équations

Sz +2ni, y)=f(z, 5); Sz, y+2m) =f(=z¥),
fle+a,y+P)=erxf(x,y); [fle+a,y+pf)=elvf(z,y),

o h et k sont des nombres entiers. A quelle condition
existe-t-il des fonctions entieres de x et y satisfaisant a
ces quatre équations?

Cette condition étant remplie, quelle est la forme de ces
JSonctions et combien y en a-t-il de linéairement distinctes?
Quelles sont aussi les inégalités & adjoindre a la condi-
tion trouvée ?

Il. Trouver les résidus de l'intégrale double de fonctton

rationnelle
dz dy
ffx’——ay’—by—c"

a, b, ¢, étant trois constantes.

EPREUVE PRATIQUE. — Quand une surface est donnée en
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<coordonnées polaires par U'expression de r en fonction des

angles \ et ¢, quelle est Uexpression de l’élément d’aire
sur cette surface? _

Appliguer la formule trouvée & la recherche de Uaire
de la surface fermée représentée en coordonnées rectan-
gulaires par l’équation

(@2 y2+422)2 = @2(2t— y2).

On commencera par se rendre compte de sa forme.
(a est une ligne donnée). (Juillet 1905.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2029.

(1905, p. 576; 1906, p. 430.)

On projette un point M d’une ellipse en P et Q sur les
diamétres conjugués égaux. Montrer que le milieu 1
de PQ est situé sur la normale a Uellipse en M et que le
point de Frégier relatif a M est le symétrique de M par
rapport a l. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTIONS GEOMETRIQUES
Par M. A. MANNHEIM.

La premiére partie de cet énoncé a déja été proposée
en 1842 dans les Nouvelles Annales. Flle fait 1'objet de la
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question 3 insérée dans le Tome I de ce Recueil sous la

signature de Steiner. Le méme Volume renferme deux solu-
tions analytiques de cette question, pages 142 et 429.

PREMIERE SOLUTION.

L’ellipse est le lieu des points dont la somme des carrés des
distances a deux droites est constante. On a donc

MP +MQ = const.;
d’ou
MPd.MP +~ MQd.MQ =o.

Prenons le point M' de l'ellipse infiniment voisin de M et
abaissons la perpendiculaire M'P’, on a

d.MP = MM' cosMM'P’,

de méme pour d.MQ. Portant ces valeurs dans la relation
précédente et supprimant le facteur MM’, on trouve que les
projections de MP et de MQ sur la tangente en M sont égales
et de signes contraires. Il résulte de la que la normale en M
passe par le milieu de PQ.

DEUXIEME SOLUTION.

Menons les paralléeles MB, MC aux diamétres conjugués
égaux. Appelons R, T les points ol ces diamétres sont
coupés par la tangente en M. Les produits OC < OT et
OB < OR étant égaux aux demi-diamétres conjugués égaux
sont égaux. On peut alors écrire

OT _ OB
OR — 0C’

Par rapport au grand axe de l’ellipse prenons les symé-
triques B’, M’, C' des points B, M, C. La derniére égalité
peut s’écrire ‘

OT _ OB’

OR — oC”’

ce qui montre que B'C’ est paralléle a la tangente en M.
q q p
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Les triangles MBP, MCQ sont semblables et donnent

MP _MB

Mg = MC’
_BM
~ B0

Les triangles MPQ, OB’M’ ont les angles PMQ, M'B'O
égaux et les cOtés qui comprennent ces angles proportionnels,
ils sont alors semblables. En outre, comme ils ont leurs cotés
homologues perpendiculaires, la droite MI qui passe par le
milieu de PQ est perpendiculaire a B'C’ qui passe par le
milieu de OM’.

La droite MI est alors normale a Pellipse, puisque nous
avons vu que B'C’ est paralléle & la tangente en M.

TROISIEME SOLUTION.

Les diamétres conjugués de ellipse forment un faisceau en
involution. Il en est de méme des perpendiculaires abaissées
de M sur ces diamétres. Prenons, dans le cercle de dia-
métre OM, les cordes sous-tendues par les couples de
rayons homologues de ce dernier faisceau, nous aurons des
droites qui passent par un méme point. Parmi ces cordes, il
y a la droite PQ, puis le diamétre VU qui joint les pieds des
perpendiculaires MY, MU abaissées de M sur les axes de
Iellipse, et enfin J]a normale en M, car cette droite joint les
pieds des perpendiculaires abaissées de M sur OM et sur son
diamétre conjugué qui est paralléle a la tangente en M a
Yellipse. D'aprés cela, si I est le point de rencontre de PQ et
de YU, la droite MI est normale a l'ellipse.

Les droites MP, MQ sont également inclinées sur MU. Le
point U est alors le milieu de 1'arc PUQ et le diamétre VU est
perpendiculaire a PQ, le point I est alors le milieu de PQ.

Il reste encore a traiter la deuxiéme partie de I'énoncé.

Prolongeons MV jusqu’a sa rencontre en M” avec lellipse.
La droite M'M" coupe la normale MI au point de Frégier
relatif & M. Ce point est le symétrique de M par rapport a I,

puisque U est le milieu de MM’ et que la droite UV est paral-
Icle & M'M”.
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2036.

(1906, p. g6.)

Soient ABC un triangle,” O et 1 les centres des cercles
circonscrit et inscrit a ce triangle, B’ et C' les milieux des.
cétés AC et AB. La droite symétrique de Ol, par rapport a
la droite B'C', passe par le point de contact T du cercle
des neuf points du triangle ABC et du cercle inscrit a ce
méme triangle. (R. B.)

SOLUTION
Par M. A. MANNHEIM.

Le cercle inscrit au triangle ABC ( fig. 1) a pour centre [,

Fig. 1
A
o
. D
i B’
i 1
B
C
A 3 P -

il touche BC au point E, dont le symétrique, par rapport a I,
est E'. Pour déterminer le point de contact I' du cercle des
neuf points de ABC et du cercle inscrit a ce triangle, j’ai fait
connaitre ce résultat (1) : la droite qui joint E'au milieu de Al
coupe le cercle inscrit au point T, qui est le point de Feuer-
bach.

Soit D le point de rencontre de E'T et de la hauteur AP,
les angles DT E, DPE étant droits, les points D, T, P, E sont
sur un cercle dont le centre est l¢ milieu de DE. Ce cercle

(') Bulletin des Sciences mathématiques et physiques élémen-
taires, 1go2, p. g5. :
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coupe EE’ au point I, quatriéme sommet du rectangle EPDI’,
I'angle I'TP est droit. Le segment AD est égal et paralléle
a E'l, et alors aussi a IE. Les droites AE, ID se coupent mu-
tuellement en parties égales; on voit ainsi que I' est le symé-
trique de I, par rapport & B’ C’, droite qui passe par le milieu
de AE.

Ainsi, la perpendiculaire TY a TP coupe EE' au point I'
symétrique du centre 1 par rapport a B'C'.

Prolongeons I'l' jusqu’a sa rencontre O’ avec la perpendicu-
laire & BC élevée du milieu A’ de ce coté. Les points O’, A',
P, T appartiennent a4 un cercle, mais A’, P, T sont sur le
cercle des neuf points du triangle ABC; donc O’ est aussi sur
ce cercle. Le centre O du cercle circonscrit au triangle ABC
est Vorthocentre du triangle A'B’'C’; donc O' et O sont symé-
triques par rapport a B'C'.

Ainsi, la droite T1', qui contient le symétrigue de 1 par
rapport a B'C/, contient aussi le point O', symétrique de O
par rapport ¢ la méme drotte.

Le théoréme proposé est ainsi démontré. On voit en outre
que la droite O'l' est perpendiculaire en T a la droite TP.

Remarques. — 1° Par rapport a B'C/, la droite symétrique
de O'I' est la ligne des centres Of, et la droite symétrique
de PT est une parallele a la droite PJ qui elle-méme est la
symétrique de PT par rapport & la hauteur PA. Mais la
droite O'I' est perpendiculaire & PT; par suite PJ est perpen-
diculaire & OI.

Ainsi, la symétriqgue de PT, par rapport a PA, est per-
pendiculaire & la ligne des centres Ol. Inversement, on
peut dire : la perpendiculaire Pl abaissée du pied de la
hauteur AP sur la ligne des centres Ol a pour symétrique,
par rapport a cette hauteur, une droite PT qui passe par
le point de Feuerbach.

2° Par T ( fig. 2) menons la corde I'Q du cercle des neuf
points parallélement & BC. On voit tout de suite que la
droite A'Q est paralléle 2 PJ et qu’elle est aussi la symétrique
de A'T par rapport a la bissectrice de I'angle B'A’C'.

D’aprés cela, A'Q donne la direction des diamétres de la
parabole tangente aux cétés du triangle A'B'C' et qui a T
pour foyer, c’est-a-dire que ces diamétres sont perpendicu-~
laires a Ol.

Mais le centre O est l’orthocentre de A'B'C'; donc la
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ligne des centres Ol est la directrice de cette parabole ().
3¢ Le cercle des neuf points de ABC contient deux points de
chacun des cotés de ce triangle. On compte en outre sur ce
cercle trois autres points qui sont les milieux des segments
compris entre l'orthocentre de ABC et les sommets de ce

Fig. 2.

A P €

triangle. On pourrait compter aussi les points tels que O, qui
sont les symétriques du centre O par rapport aux cétés du
triangle A'B’C’ et 'on devrait dire alors le cercle des douze
points.

Note de la Rédaction. — La question 2036 se trouve aussi
résolue par l'article de M. R. Bouvaist (1906, p. 510).

2040.

(1906, p. 142.)

Attachant aux mots de semi-plan et de semi-sphére les
sens que leur a donnés Laguerre, démontrer les théorémes
suivants :

1° Les cing semi-sphéres qui touchent cinq semi-plans
quelconques, pris quatre a quatre, touchent une méme
semi-sphére. ) :

20 Ktant données cing semi-sphéres qui touchent une
semi-sphére (8), il ewiste, outre (S), une semi-sphére qui

(') La droite de Simson de T par rapport au triangle A'B'C’ est
paralléle a OI. Cette propriété a été énoncée par M. Ch. Michel, et
i'en ai donné une démonstration directe (Bulletin elémentaire,
1904, p. 291). ' - ’ o
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touche quatre quelconques d’entre elles. Les cing semi-
sphéres ainsi obtenues touchent une méme semi-sphére.
(R. B.)

SOLUTION
Par M. THIE.

Un plan peut étre considéré comme une sphére de rayon
infini qui touche la sphére réduite au plan de linfini compté
deux fois. La premiére partie de I’énoncé n’est donc qu’un cas
particulier de la seconde, qu’il suffit de démontrer.

Appliquons a la figure la transformation de Sophus Lie.
Cette transformation fait correspondre a la sphére, de
centre (2, ¥, z) et de rayon R, la droite dont les équations
sont

X =al + p,
Y=0bL+gq,
par les formules

a=x+yi, b=z +R,
q=x—yi, p=R—az.

A une sphére, dont le rayon est donné seulement en valeur
absolue, correspondent deux droites, mais a une semi-sphére,
dont le rayon a un signe bien déterminé, correspond une
droite unique.

Comme la transformation change deux semi-sphéres tan-
gentes en deux droites qui se coupent, le théoréme a dé-
montrer est transformé en le suivant :

Sotent cing droites quelconques Ay, A, A;, Ay, A qui
rencontrent une méme droite B,. Il existe, outre By, une
droite By qui rencontre les quatre droites A,, A;, Ay, As;
une droite By qui rencontre les quatre droites A,, A,, A,,
As; etc. Les cing droites By, By, B3, B,, B; rencontrent
une méme droite A,.

Les droites Ah Ag, Aa, Ag, As et Bo, Bl’ Bg, Ba, B',, BS se
rencontrent en 25 points, comme 'indique la figure ci-aprés.
Il existe une surface du troisiéme ordre () qui passe par
les 19 points entourés sur la figure d’un petit cercle. Cette
surface contient les 11 droites considérées, comme on le voit
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immédiatement (par exemple, contenant quatre points de la
droite A4, elle la contient tout entiére, etc.).

Ceci posé, il existe, outre Ay, une droite qui rencontre By,
Bs, B et Bs. Désignons-la par A,. Je dis que A, [qui appar-

tient évidemment 4 (X)] rencontre B;. En effet, §'il en est

3,%,\5

Ae A A A AAL

autrement, considérons la section de (2) par le plan (B A,).
Cette section, comprenant les deux droites B; et A,, doit
comprendre une droite C,, et Ay qui ne rencontre ni By ni A,
doit rencontrer Cy. Il en est de méme de A;. Autrement dit,
il existe sur (Z) une droite G, qui rencontre Ay, Ay et B;. On
reconnait de méme 'existence de trois autres droites de (2),
Cs, C, et Cs, qui rencontrent toutes Ay, Ay et By,

Ces quatre droites Gy, Cs, G, C; appartiennent a la qua-
drique (Q) déterminée parles droites Ay, A; et By.

(Q) et (=) auraient donc en commun les sept droites A,,
A,, By, Cy, C3, Gy, G5, ce qui est impossible, si (Q) ne fait pas
partie de (£). Comme on suppose que (2) est une véritable
surface du troisiéme ordre, I’hypothése faite est inadmissible et
A, rencontre By. Le théoréme est ainsi démontré.

La configuration constituée par les douze droites Ay, ..., Aget
By, ..., Bg est bien connue sous le nom de double-siz de
Schlafli.

2041.

(1906, p. x92.)

Démontrer U’identité suivante, relative au triangle
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arithmétique :

2 3 4 ... n
3 6 10 ... .
Ay,=|4 10 20 ... . |=n
n . ..
(G. FoNTENE. )
SOLUTION

Par M. P. SoNDAT.
Dans le déterminant A, remplacons les horizontales succes-
sives Hh Hg, H:’, HL, ... par H,, Hz—Hh H3—2H2+ Hh
H,—~3H;+ 3H,—H,, ..., et nous aurons

'a 3 4 5 ... n
1 3 6 10 ... .
o 1 4 10

Ap= '
oo 1t 5 ... .
0O 0o 0 0 ... n

Dans ce nouveau déterminant opérons de méme sur les
verticales Vy, Vo, V3, Vi, ..., et il viendra

2 1 o o0 cee . O
1 2 1 O ... . O
1 2 1 .o o
Ap=
o 1 2 . o
o 0O O o ... L 2

ou
Ap=28p_1— dp—2.
Comme
n=2(n—1)—(n—2)

si I'identité a lieu pour n —2 et n—1, elle aura lieu aussi
pour n. Or Ay =2, A; =3, et par suite

A, =4, As=5, ceey Ap=n.
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[Ala]

SUR UN CERTAIN DOMAINE HOLOIDE, COMPLET
ET BIEN DEFINI;

Par M. LEon AUTONNE.

INTRODUCTION.

On sait que les polynomes f(z) =f(%, ..., %a), &
n variables indépendantes, se comportent, au point
de vue formel, comme des nombres entiers, en ce
qui concerne les quatre opérations élémentaires (addi-
tion, soustraction, multiplication, division) et la divi-
sibilité.

On peut de méme donner du p. g. c. d. (plus grand
commun diviseur) une définition identique pour les
nombres entiers et les polynomes f.

La voici : Lep. g. c. d. D de deux quantités (en-
tiers ou polynomes) A et B est : 1° Un diviseur com-
mun a A et B; 2° Divisible par tous les diviseurs
communs a A et B.

D existe toujours, pour tout choix de A et B, et
s'obtient par un nombre fini d’opérations, d’une na-
ture déterminée.

Pour exprimer toutes ces diverses propriétés, nous
dirons avec M. Konig (Julius), dans son livre, Ein-
leitung in die allgemeine Theorie der algebrais-
chen Grossen (Teubner, 1903), que les polynomes f
constituent, comme les nombres entiers, un domaine
holoide, complet et bien défini (ein echter holoider,
vollstindiger und wohldefinierter Bereich).

Ann. de Mathemat., §* série, t. VII. (Février 1907.) 4



(50)

L'algébre formelle de pareils domaines coincide
avec I'arithmétique ordinaire, & cause de I'existence du
p. g ¢. d. Ainsi :

Tout facteur irréductible (divisible par lui-méme et
par I'unité seulement) est aussi premier (ne divise pas
un produit de deux facteurs sans diviser au moins un
des facteurs)

La décomposition en facteurs premiers esL Loujours
possible et d'une seule fagon, etc.

Si les variables, qui figurent dans les polynomes f,
au lieu d’étre indépendantes, sont liées par une ou plu-
sieurs relations algébriques, le p. g. c. d. n’existe plus
en général, et le domaine est incomplet. L'algébre des
domaines incomplets est incomparablement plus com-
pliquée et dilficile.

1y a donc intérét a signaler un domaine de poly-
nomes, qui reste complet, malgré I'existence d’une re-
lation algébrique entre les variables.

Voici le domaine dont il s’agit :

(Vest celui des polynomes homogénes

F(’z): F(Zh (RS b'n),

les 3 ¢tant liées par la relation ¢uadratique homogeéne
w(s)=o, ol

w(3) =5} +...+ 33,

¢’est-a-dire une forme quadratique quelconque, a dé-
terminant non évanouissant.

Dans le présent travail, jétablis qu’un pareil domaine
est holoide, complet et bien défini.

Notons cependant que l'on a supposé n supérieur
a 4. Le cas de 4 et de 3 variables homogénes appclle
des recherches spéciales.

Daus les notations et les raisonnements, on trouvera
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une cerlaine analogie avec la deuxiéme Partie de mon
Mémoire Sur les Formes miztes (Paris, Gauthier-
Villars; Lyon, A. Rey, 1905), inséré aux Annales de
’Université de Lyon.

Comme application de la présente théorie, je signa-
lerai le champ de la géométrie réglée.

Les six coordonnées homogénes p d’une droite sont
six variables, liées uniquement par la relation quadra-
tique

w(p) = p1P2+ P3Py ~+Psps = 0.

Il n’est donc pas douteux que le théoréme du pré-
sent Mémoire ne trouve son emploi dans les recherches
sur les complexes algébriques de droites

F(pi, ..., ps)=o.

GENERALITES.

1° On renverra au livre de M. Konig (Julius), Ein-
leitung in die allgemeine Theorie der algebrais-
chen Grossen (Teubner, 19o3) pour explications
détaillées et précises sur les domaines et notamment
sur les domaines holoides. On ne rappellera ci-aprés
que les principes essentiels de la matiére et encore trés
rapidement.

2° Soit Q un systéme de quanltités z,, Zz, .... Dé-
finissons deux opérations a effectuer sur les z, I'addi-
tion et la multplication.

L’addition est :

Univoque : &4+ Z, bien déterminé et unique;
Commutative : Ty Ty = Ty + X1 ;
Associative : X1+ (X +23) = (&1 + Z2) + T3.
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Elle admet un module, le zéro, tel que z; + o = x,

pour tout z,.
La multiplication est :

Univoque : x4, bien déterminé et unique;
Commutative : 2Ty = X374

Associative : 21 (22%3) = (24 22) 23) ;
Distributive : Z1 (29 + X3) = 212y + T4 23

Elle admet un module (1 ou unité absolue) tel que
1xy =, pour tout z,.

Si la somme et le produit de deux termes x, et z,
du systéme Q font encore partie de Q, Q devient un
domaine (Bereich).

L’addition et la multiplication peuvent, d’ailleurs,
a condition de suivre les régles ci-dessus, étre définies
avolonté.

3° Le domaine Q devient holoide (echter holoider
Bereich) si, en sus des propriétés précédentes :

1. En additionnant, autant de fois qu’on veut, 'unité
absolue avec elle-méme on n’obtient jamais zéro (I'unité
absolue fait partie de Q);

II. Pour un choix convenable de termes x, et z,
de Q, I'équation

21§ = x5

n’a pas, dans Q, de solution .
Le mot holoide rappelle que le domaine Q se com-
porte comme celui des nombres entiers ordinaires.

4° Dans Q, le terme a divise le terme c, s'il existe,
dans Q, un terme b tel que ¢=ab.

Deux termes a et b de Q ont un p. g. c. d. (plus
grand commun diviseur) d, si le terme d de Q :



(83)
I. Divisea et b;
IL. Est divisible par tout diviseur commun a @ et b.

En général, dans un domaine holoide, pour deux
termes pris a volonté, le p. g. c. d. n’existe pas. Le do-
maine est-incomplet.

Le domaine est complet (vollstindig), si, pour tout
choix des termes a et b, leur p. g. c. d. existe.

Le domaine holoide et complet Q est, en outre,
bien défini (wohldefiniert), si l'on posséde une
méthode pour obtenir le p. g.c. d. d de a et b, en
effectuant sur @ et b un nombre fini d’opérations
d’une nature déterminée.

5° Dans le domaine holoide Q, tout diviseur de
I'unité absolue est une unité. Est dit irréductible tout
terme qui n’est divisible que par lui-méme et les unités.
Est premier tout terme qui ne peut diviser un produit
de deux facteurs sans en diviser au moins un. Tout
facteur premier est irréductible, mais la réciproque
n'est vraie que pour les domaines complets.

6° Ces derniers suivent les régles formelles de
l'arithmétique ordinaire en ce qui concerne :

Les quatre opérations élémentaires;

La divisibilité;

Lep.g.c.d.;

La décomposition en facteurs premiers, etc.

Les choses sont incomparablement plus compliquées
pour les domaines incomplets. 1l est, par suite, trés in-
téressant de reconnaitre si un domaine holoide donné
est ou non complet et bien défini.

7° Est complet, par exemple, le domaine des poly-
nomes a n variables indépendantes z,, ..., x,. Pour
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préciser celte notion de variables indépendantes, je
dirai : soit un polynome

f=Ff(2y, ..oy Tns @y, as,) .0 ),

pris ¢ volonté, mais avec un au moins des coefficients @
différent de zéro; on doil pouvoir trouver au moins un
systéme de valeurs

‘legly ey z'n*:Em
tel que

S(Ey oo B ay, ag, L)) O,
Un polynome nul, & variables indépendantes, est

donc nul identiquement, c’est-a-dire a tous ses coeffi-
cients nuls.

8° Le domaine, au contraire, est incomplet, en géné-
ral, quand les variables sont liées par une ou plusieurs
relations algébriques.

9" L’objet du présent travail est précisément de
montrer que le domaine holoide Q des polynomes ho-
mogénes F(5) =F (3, ..., 3,) reste complet et bien
défini, lorsqu’on introduit, entre les n variables, une
relation quadratique

w(5)=3}+...+32=o0.
10° Je suppose connue du lecteur la théorie :
Des Tableaux
‘a)‘p-l: ;7\:'»213)”-714;H="2"'~:Mln

a L. lignes et M colonnes
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Des matrices L-aires ou Tableaux carrés, L=M;
Des collinéations, des formes bilinéaires, etc.

On consultera par exemple le livee de M. Pascal,

Die Determinanten (Leipzig, Teubner, 1goo). '

CHAPITRE I.

Domaine holoide Q@ des formes F (z9).

1° Soient z4, ..., 3, des variables indépendantes et
m \ 7
F < z) un polynome homogéne, de degré m par rap-

port aux z. Si 'on a soin d’additionner ensemble séi-
lement des polynomes F de méme degré, les F sont les
termes d’un domaine E,,.

Si m=o0, on a une constante C. Si C =1, on a
'unité absolue, module de la multiplication ; si C=o,
on a le zéro, module de ’addition.

E, est holoide, car, par exemple, I’équation

=23}

ne posséde pas, dans E,, de solution &.

Le domaine E, est-il complet et bien ordonné ?

Oui, et voici pourquoi :

Le p. g. ¢. d. D(5) de deux termes A(z) et B(z)
s'obtient toujours par les procédés de Talgebre élé-
mentaire.

Reste a montrer que D(z) appartient a F,, c’est-
a-dire est homogéne. Si D n’est pas homogéne, on
écrira pour D

D=Dy+ Dy+...+ Dy

{D,y étant homogeéne avec le degré p,, D, avec le
degré py, .oy o<y <...< x|, et, pour le quo-
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tientK:AlD,

K=Ky+ Ki+...+ K,

{ K, étant homogene avec le degré ), K, avec le degré
My oo Mo< M <o <A

Le produit A =KD contiendra sirement les deux
expressions K,D, et KDy de degrés inégaux ko + o
et kg ik, ho < hgy pro << h; cela est absurde; K et D
sont homogénes. :

2° Nommons w(z) une forme quadratique n-aire, a
déterminant non nul. On peut toujours écrire
(1) w=3}+...+ 33,
ou encore, ou bien
(2) . W= 312y + 333, ~+...~+ Zap'—1 Jun’

sin=par=2n';
Ou bien, si n = impair = 2n'+1,

(3) W= 313y +...+ Ban'—1 330+ S3n'+1-
En effet (i2+ 1=0o0),
324 23 = (3,+ (39)( 3 — 133)....
Posons v = 35,3, — {; la forme quadratique
—L=2333,+...,

a n — 2 variables, a encore son déterminant non nul.
Si n=14 ou 3, il vient —{ =135, ou z2. { n'est
plus irréductible.
Jusqu’a nouvel avis, on prendra n25 et ¢ irréduc-
tible.

3 Altérant la synonymie habituelle des mots forme
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et polynome homogeéne, je dirai que le polynome ho-
mogéne F (’:), terme du domaine E,, devient une

Jforme, si,aulieu d’étre indépendantes, les n variables z
sont liées par la relation w(z) = o.

Les z sont alors les coordonnées homogénes d'un
point z pris sur une quadrique Z, dans un espace a
n—1 dimensions. Sur Z, il y a n — 1 variables indé-
pendantes 33, ..., 35, la n'*™® z, s’obtenant par la for-

mule
35+,
= o BBt
22 29
Des notations telles que F(, F('2, .. indiquent
q ) ’

que dans la forme F manque la variable z,, ou man-
quent les deux variables z, et 3,, etc.

Comme les n —1 variables de F(*) sont indépen-
dantes, les F® constituent un domaine tel que E, (1°),
c’est-a-dire un domaine E,,_,.

De la une conséquence évidente : Une forme F(),
nulle pour tout point z de la quadrique L, est nulle
identiquement, c’est-a-dire a tous ses

!
p(m) = ({'Zi;’)—z ;l")z

coefficients nuls.

4° Tutorime. — Si une forme F <':> est nulle

pour tout point z de L, le polynome homogéne F
est divisible par w.

Divisons le polynome, en z,, z;"F(':) par le bi-

nome en 3y, w = 2,3, — &. Il viendra I'identité

o (D)= (o) ()
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Le reste R(" de la division ne contient plus z, et est
une expression F(' du domaine E,_, (3°).
En un point zde Z, w = o et, par hypothése, F =o.
Donc, en vertu de lidentité (1), R =o, et (3°, in
fine) R est identiquement nulle. 1l reste I'identité

P =wqQ,

3, ne divise pas w; 3 doit diviser Q. Si

P<m~2>=Q:3f2”,

F4

F('il\);—_w <2>P<mz_2)- C.Q. F. D.

5° Pour exprimer que o divise I, on écrira

il vient

F=o (mod w),

Iy

ct U'on diva que F est congrue & zéro suivant le mo-
dule .

Deux formes de méme degré A <’:> et B <n:> sont

Squivalentes ou indistinctes a U'équivalence prés, si
elles sont égales pour tout point 3 de Z. Il faut et il
suffit pour cela que A —B=o0(modw), ou A=B
(modw), c’est-a-dire
m— 2
B=A+owP < . >~

Ne sont a étudier pour des formes A, B, ... que les
propriélés permanentes, qui subsistent quand on rem-
place, par exemple, A par une quelconque de ses
formes équivalentes.

6° Je suis maintenant 2 méme d’introduire le do-
maine Q, objet principal des présentes recherches.
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=° Les lermes de Q sont les formes F(z), dont cha-
cune n'est définie qu’a ’équivalence prés (5°). Ainst
I’égalité ordinaire de I’Algeébre est remplacée par la
congruence suivant le module w.

L’addition (entre formes du méme degré) et la mul-
tiplication, dans le domaine Q, sont les opérations de
méme nom en algébre ordinaire, mais a I'équivalence
prés.

Le domaine E,_, des expressions F") (3°) est con-
tenu dans Q.

Quelle est I'unité absolue dans Q?

Raisonnant sur un terme F*) de Q, on voit que cette
unité absolue ne peut étre que 1=F(2>, forme de
degré zéro. Le zéro, module de I’addition, est toute
forme divisible par .

8° Lemme. — Soient A (;) etB <@> deux formes,

9
avec AB=0 (modw), mais A=o (modw). Alors
B =0 (modw).
On a, comme au 4°,

Az;:wdb(Qiz—g)—i—ﬂ\,(Qa),

- 2p—2 2B,
Bzg_w'vb< 2 )—%—”,(z),
z"z‘“"?‘ AB=24, %, (modw).

A, et iﬁ. sont des expressions F(*) (3°) pour lesquelles
la congruence (modw) et I'égalité ordinaire se con-
fondent.

Donc AB = o (modw) entraineiﬁm. =o0. X, # o,
sans quol w diviserait A; on aurait, contrairement &
I'hypothése, A = o (modw). Il vient

$,=0, B=o (modw). ¢. Q. F.D.
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9° D’autre part, I’équation AX = B (modw), ot A
et B sont deux formes données et X une forme incon-
nue, n’a pas toujours de solutions dans Q. 1l en est
ainsi, par exemple, pour A =3,, B=1z].
De tout cela résulte que le domaine w est holoide.

10° La forme A (’:) divise (modw) la forme
C <m -: m’>, s'il existe une forme B (':'> telle que
C=AB (modw).

Une forme est irréductible (modw), si elle n'est
divisible (modw) que par elleeméme ou une con-
stante.

Une forme-facteur est premiére (modw), si, divisant
(mod ) un produit de deux facteurs, elle divise (mod w)
au moins 'un d’eux.

11° Soient quatre formes A, B, C, D de degrés o,
B8, v, 6. Les deux fractions

B ¢ D
A% T
sont équivalentes ou congrues (mod w)

g E—CD- (modw),

si AD — BC = o (modw), avec, bien entenda,
x+8=8+y e Ago, C#o0 (modw).

L’addition et la multiplication des fractions s’ob-
tiennent par les formules

+2= AD + BC |

C  AC '

XB _B_D ;(modm).
G AC

]

Plwm plw
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12° L’objet principal du présent travail est d’établir
que le domaine o est complet et bien défini (Généra-
lités, 4°).
Il est nécessaire pour cela d'introduire certaines for-
mations, qui seront étudiées au Chapitre suivant.

CHAPITRE II.

Invariants et résiduelles d’une forme F(3z).

13° Si un polynome homogéne F(':) est divisible
par w, le quotient Q (nl:'l) = F:w est unique et bien

déterminé, puisque, en algébre élémentaire, la division
des polynomes, quand elle est possible, est une opéra-

tion univoque.

(m~4n—n)!
(n—1)tm!
de F(z; a) et b leso(m —2) coefficients de Q(3z; b).

L'identité¢ F = wQ fournit ¢(m) relations

Nommons a les ¢(m)= coefficients

(1) ax=zlxyb;u
w

PA=1,2, ..., 9(m); .=1,2, ..., 9(m—2) |,

ou les b, sont des entiers nuls ou positifs, lesquels ne
dépendent que de m et de n.

Je dis que le Tableau [bLy] a ¢(m) lignes et
¢(m — 2) colonnes posséde son rang mazximum
p(m —2).

Si, en effet, ce rang était moindre que ¢(m — 2),
on pourrait satisfaire au systéme (1) en annulant tous
les a, un au moins des b n’étant pas zéro.

Q n’étant pas identiquement nul, on aurait, ce qui



est absurde,

14° L'élimination des @(m — 2) lettres b entre les
@ (m) équations (1), introduira entre les a eractement

M (m)=g¢(m)—o¢(m—2)
_(m+n—n!  (m+n—3)!

(n—1)!m! (n—r1)l(m—2)!

_(m+n—3) (am4+n—2)
- m!(n—2)!

relations linéaires distincles, savoir

o=Aq(a)=N amds,  la=1,2,..., (M)},
2

ol les dgy sont des nombres entiers réels qui ne dé-
pendent que de m et de n.

Le Tableau [dy] a 91t (m) lignes et ©(m) colonnes a
son rang maximum IJIL(m), sans quoi les I (m) ex-
pressions A,(a) ne seraient plus linéairement dis-
tinctes. On peat donc exprimer linéairement tous les
@ (m) coefficients a a I'aide :

1. Des 91U (m) quantités Ay;
1. De o(m — 2) paramétres arbitraires

Aps B=1,2 ..., 9(m —2).

Cela permet d’écrive I'identité
m _ m L~ M
@ (T ) =T () + By (7)),
« n

ot les polynomes homogénes @, et Q sont connus,
en vertu da calcul précédent, dés qu'on posséde m
eLn.
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15° Les 9t (m) conditions A, = o sont nécessaires
ct suffisantes, quels que soient les paramétres ay, pour
que w divise F.
L’égalité (o) donne, pour Ay =o,

wQ =Y a;, Qu(2),
[

pour tout choiz des ay,, en particulier, quand on
annule tous les @;, sauf un. Donc Q, est divisible par w
et (0) devient

(1) F=wQ+24>aA“.
x

16° Changeant légérement les notations, je dirai
que :

Tout polynome homogéne ¥ de degré m, a n va-
riables, peut identiquement s'écrire

F =Zaa¢a+ wQ,
o

ol les constantes ay, au nombre N(m), et les coeffi-
cients, au nombre de ¢ (m — 2), du polynome homo-
gene Q, de degré m — 2, changent avec les o(m)
coefficients de ¥, tandis que les d(m) poly-
nomes ®, homogénes de degré m peuvent étre
choisis une fois pour toutes, dés qu'on sest donné
metn.

Les a, sont les invariants du polynome F. Leur
évanouissement simultané est la condilion nécessaire
et suffisante pour que F admette le diviseur w.

Les ®,(z) sont les formes résiduelles élémen-
taires pour le degré m et le nombre n de variables.
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17° La formule (1) du 15° montre que F se confond,
a l’équivalence prés, avec I'expression F= Eaad)a,

a
pulsque

F

]

F (modw).

Je dirai que la forme F est la résiduelle de F,
les ®q étant les résiduelles élémentaires.
Dans le domaine Q, chaque forme F ne figure que

par sa résiduelle F, c’est-a-dire par ses invariants,
puisque les résiduelles élémentaires sont fixes pour m
et n donnés.

Toute expression

RKomn —_—.Z Ky ®q, Kq = const.
-3

est larésiduelle d'un polynome F, de degré m a n va-
riables, dont les K4 sont les invariants.

18° SiF =ef+€f +..., les e étant des constantes
et les f des formes de degré m, comme F, I'invariant
ai¢me de K est évidemment

eag +€'ay +...,
a, étant 'invariant o™ de f, etc.

Tuatorime. — Les O (m) résiduelles élémen-
taires ®, sont linéairement indépendantes.

En effet, admettons qu’on ait
m
[ =Zgay‘lfy ( 3 >, &ya = const.,
Y
a=1,2, ..., N(m); Y=1,2, ..., M; M <IN (m);

les Wy étant linéairement indépendantes.
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Prenons le polynome F(z; a), aux ¢(m) coefficients
indéterminés a, savoir (16°)

F=wQ +23a¢a =wQ +2‘PY A &ay
a oy

=wQ +2 WYE A gay-

Y -3

Pour rendre F divisible par v, il n’est pas nécessaire
d’écrire, comme l'exige le 14°, entre les a, I (m) re-
lations linéaires distinctes. 1l suffit d’en écrire seule-
ment M < M (m), savoir

O=ZaagaY7 ,“(=l,2, '~~1M‘n
@«
ce qui est absurde.

19° Tutorkme. — Pour [léquivalence de deux
formes F et G, de méme degré, il faut et il suffit
que les invariants correspondants soient égaux, ou
les résiduelles F et G identiques.

Soient, en effet, {ay, by, = invariants |,

F:Zaaq)a, 6:2 by Py,
o o

F=F, G=G (modw).
Par hypothése et en vertu de 18°

G—FEE—FE(G—F)EE(aa—ba)Cban (modw).

-3

Donc F — G, pour étre = o (mod w), doit avoir tous
ses invariants a, — b} nuls.

by = aq, F =G. C. Q. F. D.

Ann. de Mathémat., §* série, t. VIL. (Février 1907.) )
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20° Soit R une matrice I (m)-aire, a coefficients
constants, | R | o.
La résiduelle F = Eaafba ne change pas quand on

-2
effectue :

Sur les invariants a, la collinéation R;

Sur les résiduelles élémentaires ®, la collinéa-
tion R’~*, inverse de la transposée de R.

Les invariants et les résiduelles élémentaires ne
sont définis qu’a une collinéation 1L (m)-aire prés.

21° Soit
S = [s4], Vi, j=1,2, ...,n}, |S|s#o,

une matrice n-aire.

Par hypothése, la collinéation S admet pour inva-
riant absolu la forme quadratique w. Comme w, aa
choix des variables prés, est une somme de n carrés,
S est, au choix aussi des variables prés, une matrice
orthogonale.

Posons 5= S[y ], c'est-a-dire

= DSy
-
m c/m
F<z;a> =F<S[y]’a)—3(y;b>'
On a évidemment

M N=1,2 ...,0(m)],

2 =2pw ay, b=P[a],
)\:
P =] étant une matrice o(m)-aire, dont le coef-
ficient py est, par rapport aux s;;, une forme de
degré m.
Les invariants by de F se construisent avec les b,
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comme les invariants a, de F se constraisent avecles a,
c’est-a-dire linéairement. D’autre part (14°), les a
s'expriment linéairement avec les a, et ¢(m—2)
autres paramétres aL, fp=1,2, ..., o(m— 2)|.
Comme b="P[a], on a finalement

(o) b,:Z hmvaw—q—nga{p
@ n

| haars ap. = const.; aya=1,2, ..., M(m)l.

Pour que w(y) divise F(y), il faut et il suffit que
w(z) divise F(z). Ainsi dans (o), dés que tous les a
sont nuls, les b, doivent tous s’évanouir, pour tout
choix des indéterminées a;. De la déja goy =o.

Mais les invariants b ne peuvent s'évanouir tous que
si les a s'évanouissent tous, donc le déterminant
des hyy est différent de zéro.’

En résumé, b=H[a], ot H=[Aqyy] est une ma-
trice L (m)-aire avec|H| 5 o.

Ainsi, le changement de variables z=S[y] se
traduit sur les invariants par une collinéation
I (m)-aire H. Cela (20°) peut Btre considéré comme
indifférent.

La propriété des formations a,(a) est donc projec-
tive; de la lear nom d’invariants.

22° On a nommé, au 15°, résiduelle R, toute
combinaison linéaire, homogéne, a coefficients con-
slants des résiduelles élémentaires ®. Il est évident
que la résiduelle Ry, =ZK® ne peut devenir =o
(modw)qu’en s'évanouissant identiquement avec toutes
les constantes K.

23" On a (16°)

F=F+wQ=.ﬂmn+wQ<mz_2>;
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a son tour

Q") = Rmean o (™),

2 Z

et ainst de suite. Bref

§s=0
F= E WS R n—sgs.ny

$=0

o étant jm ou y(m —1) suivant que m est pair ou
impair.

Ecrire F sous celte expression c’est ordonner F par
rapport aux puissances croissantes de w.

L’opération est univoque.

Admettons, en effet, qu'on aitala fois

F = A0+A1m+ A2w2+...= BO+ Bim+"“

Il vient
Ag—By=o (mod w);

mais A, — B, esl une résiduelle R,,,, donc (22°
A, = B,. Aprés déparl de w, on aurait de méme

Al—Bi=R,9n=0 (modw) et A;=By, ....

C. Q. F. b.

CHAPITRE III.

Domaine holoide Q, complet et bien défint.

24° Posons, comme au 2°,

= 3;3,— {, — L =333,+...,

de fagon que

3333 =1{ (modw).
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Les formes F(V, ot z, manque, ou F(2), ou z, et 3,
manquent simultanément, constituent (Chap. T) des
domaines E,_; ou E,_, complets et bien définis, qui
suivent les régles de I'algébre ordinaire.

Vis-a-vis des n — 2 variables z; z,, ..., z,, la for-
mation {(3) joue le méme réle que la formation w
par rapport aux n variables z,, ..., z,.

On peut donc, toujours et d’une seule fagon (23°),
ordonner F('2) par rapport aux puissances de § et
écrire

Fu2) = Ay + LA+ §2A,+.. .,

les A étant des résiduelles aux n — 2 variables
D2y .. vy Bne

Entre expressions F() ou F(*2) toute congruence
(modw) est une égalité ordinaire.

25° Pour diminuer les accumulations d'indices, je

poserai
=, B =1,

et j’étudierai la divisibilité (modw) d’une forme F
par le facteur ¢, lequel est (10°) irréductible (modw).
Je montrerai que ¢ est aussi (10°) premier (modw).

26 Mettons, dans F, ¢ en factecur dans les termes
qui le contiennent; on aura

F, ne contient pas ¢; c’est donc un polynome en z, &
coefficients du type F('2, Chacun de ces coefficients
peut étre ordonné par rapport aux puissances de § (24°)
et I'on écrira

(F=t(...)+¢(..)+F,

(1
) ) F’=x9AP+xP-‘AP_,,+...,
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ou les A sont des résiduelles, par rapport a{,an— 2
variables 34, ..., z,.
L’expression F' est permanente (5°), car elle ne
change passi I’on ajoute a F P'expression

wP=(xt—C)P.

27° Lemme. — Pour que F soit divisible (modw)
par t, il faut et il suffit que ¥ s'évanouisse identi-
quement.

La condition est suffisante, en se reportant a la
formule (1) du 26°, puisque { = x¢ (modw).

Montrons que la condition F'= o est nécessaire. Si ¢
divise (modw) F, on a

F=t(.)+o(.)=1t.)+..).

F= o0 pour t = { = o, quel que soit 2.

La formule (1) du 26° montre que F' doit s’évanouir,
pour toute valeur de z, dés que { = o.

{ étant irréductible (2°), divise donc Ay, A, _y, ...
ces expressions sont des résiduelles vis-a-vis de {. Alors

Ap=Apy=...=0, F=o. ¢. Q. F. D.

28° Treorime. — Si ¢ ne divise (modw) ni' A, niB,
t ne saurait diviser (modw) le produit AB, aulrement
div : le facteur t est premier (modw).

Appliquons a A el B la formule (1) du 26° et écri-
vons :
A=t(...)+C(...)+ A,
B=t(..)+%(..)+B,
AN=apAg + 2P 1A -+.. .,
B =29Bs;+ 8- 1Bg_y+...,
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ou les Ay, ..., By, ... sont des résiduelles par rapport
aux n — 2 variables zg, ..., 3,.
Comme ¢ ne divise (modw) ni A ni B, on a (27°)
A'z£ 0, B'3£ 0 et, en particulier, A, 5 o, B; 7 o.
Or
AB = t(...)+4(...)+A'B,
A'B'=2p+0A;Bs + 2P+0-1(...)+....

Si ¢ divise (mod w) le produit AB, on a(25°) AB=o
pour ¢t =§ =o quel que soit z.

A'B'=o0 pour { =0 quel que soit z; nolamment
A,B; =0 pour { = o. Nous sommes en algébre ordi-
naire; §, qui est un facteur irréductible et premier,
doit diviser le produit A;B,; sans diviser par hypo-
thése ni A, ni Bs. Si, en effet, T divisait les rési-
duelles A, ou B,, on aurait A, =0 ou Bs=o0, ce qui
est contre I’hypothése.

Bref, t ne peut diviser (modw) le produit AB.

C. Q. F.D.

¢ élant (modw) a la fois irréductible et premier, le
diviseur ¢ se comporte, dans le domaine Q, suivant les
régles de I'arithmétique ordinaire.

29° Désignons :

Par des majuscules latines A, B, C, ... des formes
de Q, non divisibles (mod w) par t;

Par des minuscules grecques «, 8, v, ... des entiers
non négatifs;

Par des minuscules latines a, &, ¢, ... des formes
du type F) (c’est-a-dire ou z = z, ne figure pas), non
divisibles par t.

Je dis que dans une relation
(0) taA<':>Ea<m+a>y ou Asti:l (mod w)

/ 3
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supposée existante, chacune des expressions A ou a,
supposée donnée, définit sans ambiguité ['autre
expression, ainsi que l’exposant a.

I. Donnons-nous A et supposons un instant qu’on
ait a la fois, o/ 2 a,

t*A=a et t*A=a (modw);
il viendrait, puisque @ el a’ sont du type F*),
Ya=1t*a (modw), a =t¥-%a.

Or t ne divise pas a'; alors o/ = o, ' = a.
C. Q. F. D.
II. Donnons-nous a et admettons qu’on ait a la
fois
a=t*A=(t*A'" (modw); 22 a.
Il viendrait

A= ¢2-2A’ (modw);

cela est absurde pour o/ — a.3£ o, puisque ¢ ne divise
pas (modw) la forme A.
Donc o = o et

A=A (modw).

A est délinie, dans le domaine Q, & I'équivalence
pres, c'est-a-dire sans ambiguité.
La relation

a=(*A (modw)
établit donc entre les expressions A, d'une part, ct a,

d’autre part, une correspondance biunivoque.

30" Construisons A, connaissant a. Grice aux ex-
plications des 26° et 27°, on connaitra I'exposant,
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entier et non négatif a, tel que a admette pour divi-
seur (modw) ¢*, mais non plus 2+, Alors A est le
quotient (modw) de a par %,
Construisons a, connaissant A. Ordonnons A par
rapport aux puissances décroissantes de z, = z,

A=xPK +2P 1K +... i les K du type F |,

On peut admetire que t = 3, ne divise pas K. En
effet, si K = (L, on a, puisque o = tx —,

A =ar-1Ltr +2r1K| +...
=, 'L(w +§)+ 2P Ki+...
N I (modw).

Eu égard a I’équivalence, I’exposant maximum de z
serail p —1 el non pas p, et ainsi de suite.
Bref, on admettra que ¢ ne divise pas K et I'on
écrira
A =x%K + z2—1K; +...,
t*A=(txr)*K-+t(tx)1K  +...

=02K+ 0 1tK +...=a (modw),

a est bien du type F; a n’est pas divisible par ¢,
puisque K ne l'est pas.

Les procédés ci-dessus fournissent un certain a par-
ltant d'un A donné, ou un certain A partant d’'un a
donné. Mais on sait (29°) que A et a se définissent
mutuellement sans ambiguité; donc la correspondance
bilunivoque est effectivement réalisée, entre les ex-

pressions (29°) A, B, C, ... et a, b, ¢, ... qui seront
dites correspondantes A avec a, B avec b, ... par la
relation

a

t*A =a, ou AEtu

(modw).
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31° Tutorime. — Pour que A divise (modw) la
Jorme G, il faut et il suffit que a divise c.

I. La condition est nécessaire. — En effet, s’il
existe une forme B telle que C= AB (modw), on
aurait

(modw) aEt&A, b=1tPB, c=tYC;
| to+B+YC = to+Be = t2+B+YAB = 1Y ab;
t+Be=trab (modw),

et, comme nous sommes dans le type F(),
tr+Be = trab;

¢t ne divise ni @, ni b, ni ¢; donc y=a+§ et a
divise ¢, puisque ¢ = ab.

I. La condition est suffisante. — Nommons b le

quotient ¢ : a el B la forme telle que B = b(mod w).
Il viendra

¢c=ab=11C=*+BAB ) (modw)

tyC=t2+BAB | ’

Siy<a—+§, ¢ divise (modw) la forme C, ce qui

est absurde.

Si vy > a8, ¢ divise (modw) le produit AB. Or

t est un facteur premier (modw); ¢ doit diviser

(mod w) soit A, soit B, ce qui n’est pas. Alors y=a+ §,

C=AB (modw). C.Q.F.D.

32° Soient :

deux formes de Q, A et B, non divisibles (modw)
par ¢, telles que

a= (%A, b=18B (modw);
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d, le p. g. c. d. des deux formes a et b du type F*);
ce d existera toujours, car le domaine des formes F(V)
est complet; ¢, ne divisant ni @, ni b, ne divise
pas d;

D, la forme de Q telle que

t®D=d (modw).

Jedisque D estle p. g.c. d. (modw) de A et B.

En effet, puisque d divise a et b, D divise (modw)
tant A que B (31°).

Soit d’autre part D', avec

#D'=d (modw),

un diviseur (modw) quelconque, commun a A et B.
En vertu de 31°, d' divise a et b et aussi d, qui est
leur p. g. ¢. d. Donc, toujours d’aprés 31°, D’ divise
(mod w) la forme D.

D est donc bien le p. g. c. d. (modw) cherché des
deux formes A et B.

La construction de D s’effectue par des opérations
déja décrites, connues et en nombre fini.

On retiendra donc ceci :

Deux formes A et B prises a volonté dans Q, mais
dont aucune n’cst divisible (modw) par le facteur ¢,
admettent toujours (modw) un p. g. c. d. D, lequel
non plus n’est pas divisible (modw) par le facteur ¢.

33° Pour avoir deux formes tout a fait quelconques
dans. Q, prenons

L=nA

M= iuB ; (modu.)), avec  ASp.

Nommons D le p. g. ¢. d. (modw) de A et B obtenu
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par la méthode du 32°, et posons

A=PD, B=QD (modw).

Kcrivons enfin

A=AD (modw).

Je dis que L et M admettent A pour p. g. c. d.
(mod w).

Cela suffit pour établir que le domaine Q est com-
plet et bien défini.

1. A est (modw) un diviseur commun & L et M.
Cela devient évident si I'on écrit

L = A= PD = AP g( d
M= t+B=trQD = Att—2Q modw).

Il. Toute forme A = t?R, pZo0, qui est (modw)
un diviseur commun a L et M, divise (modw) aussi
la forme A.

Ecrivons
L=0tA=4"trS |

(modw),

M= wB=A'¢T |

ol t°S et T sonl les quotients (mod w) LA’ et M:A';
ou bien
A =p+oSR |
(modw).
ttB=1tp+7TR |

Le facteur ¢, qui est (modw) & la fois irréductible et
premier, ne divise (modw) ni A, ni B, mi R, m1 S,
m T.

Done
i=h—ao=p—r, A=RS e B=RT (mod w).

Par suite, o <%, R est (modw) un diviseur de D (en
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vertu du 32°), et
A=1tPR

est (modw) un diviseur de A = D (modw).

-

C. Q. F. D.

34° Fai ainsi achevé la démonstration du théoréme
annoncé dans ['Introduction.

On a exclu toutefois les cas (2°) ot { n'est pas irré-
ductible, c'est-a-dire

n =4, -

aX X

= 5334,
n =3, — (=233

Ces cas appellent une discussion spéciale, que je
publierai ultérieurement.

[B2a]
SUR LES RAPPORTS ANHARMONIQUES GENERALISES ;
Par M. Georces REMOUNDOS.

1. Dans deux articles insérés dans les Nouvelles
Annales de Mathématiques (), je me suis occupé
d’une généralisation tout a fait naturelle de la notion
de rapport anharmonique de quatre quantités; c’était,
en effet, un défaut de ne parler que du rapport anhar-
monique de quatre quantités, en écartant ainsi le cas
d’un nombre supérieur de quantités, d’autant plus que
les propriétés caractéristiques de ces rapporls ne
supposent qu’un nombre pair de quantités. Ma généra-
lisation concerne donc le nombre des quantités

(') Mai 1go4 et aout 19od.
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données et consiste en ceci : Nous appelons rapport
anharmonique de plusiewrsquantités yy,¥a,¥s,« ..
Yan, OU rapport hypel anharmonique une expressxon
de la forme :

.

—_ (.yk,*—y), ) (..}’k:_‘y)-a)' . -(.}’A-,.*"}’).,;)’
(Ya—x8,) (Yar—08:) - (Va,— F&,)

les k; et I; étant tous différents d’entre eux, ainsi que
les a; et 6; (*).

L’utilité de ces rapports est due a trois propriétés
caractéristiques, qui sont pour ainsi dire fonctionnelles
et qui s’énoncent comme il suit :

1° Pour qu’ils s’annulent, il faut que deux quantités
deviennent égales;

2* Pour qu’ils deviennent infinis, il faut aussi que
deux quantités deviennent égales;

3° La substitution homographique

aw; + 6
'\(wi-}—a

yi=
ne les change pas. Au point de vue de la théorie des
formes, leur construction présente le caractére sui-
vant : ils sont des rapports de deux formes plusieurs
fois linéaires (c’est-a-dire a plusieurs séries de
variables) d’une certaine classe élémentaire caracté-
risée par la possibilité d’'une décomposition en d’autres
formes unilinéaires.

Parmi les trois propriétés citées plus haut, il est
remarquable que I'importance caractéristique des deux
premiéres, qui m’a conduit & Pextension des rapports
anharmoniques aux cas d’un nombre de quantités

() Jai, dans mon premier article, calculé le nombre des rapports
hiyperanharmoniques que l’on peut former avec 2n quantités don-
nées.
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supérieur 4 quatre, m’a été suggérée par la théorie des
fonctions; on s’en rend surtout compte dans quelques
applications a la théorie des équations différentielles
du premier ordre, avec laquelle paraissent se rattacher
d’une fagon profonde la théorie des rapports anharmo-
niques et ses généralisations (voir mon premier article
des Nouvelles Annales, mai1go4 : Sur une extension
ile la notion des rapports anharmoniques et les
équations différentielles du premier ordre) et mon
Mémoire Sur les fonctions ayant un nombre fini de
branches (Journ. de Math. de M. Jordan, 1906,
fasc. I).

2. Dans mon second article des Nouvelles Annales
(aolt 1905), j'ai fait l'assertion que les rapports
hyperanharmoniques ne sont pas tous des produits de
rapports anharmoniques: pour préciser, j'ajoute ici
que cette assertion est exacte si l'on exige I'emploi de
rapports anharmoniques n’ayant aucun élément com-
mun; dans le cas contraire, il est toujours possible
d’exprimer les rapports hyperanharmoniques comme
produits de rapports anharmoniques : c’est ce que je
me propose de démontrer dans la suite.

Considérons, par exemple, le rapport hyperanhar-
monique des six quantités :

R (123§ (56)
T(3)45)(26)

€n posant pour abréger

yi—yr=(ik).
On a

_(12)(34) (24)(56) _ ’
R= (13)(24) (45)(26) —('234)(2456),



(8)

La notation (1 2 3 4) désigne un rapport anharmo-
nique des quantités yy, ¥s, ¥s, V-

Je démontrerai maintenant que cela est une pro-
priété générale de tout rapport hyperanharmonique; a
cet effet, je prouverai que tout rapport hyperanharmo-
nique de 2n quantités peut se mettre sous la forme
d’ur produit d’un rapport anharmonique et d’'un
rapport hyperanharmonique (ou anharmonique) de
an — 2 quantilés et, en général, d’un nombre inférieur
de quantités.

Considérons le rapport suivant de 27 quantités :

Rap = T =00 Pk = 90) - (Fhe =10) _ Y= g,
" Va—re) Ya—ya)- (Va—8)  Ya—yi,

k, étant, par suite d’un choix convenable, égal a «,, ce
qui est toujours possible, puisque lindice Ay doit
figurer aussi dans le dénominateur; le deuxiéme
facteur est un rapport qui n’est pas hyperanharmo-
nique ou anharmonique, puisque la quantité y; ne
figure pas dans le numérateur de Q,,_» el y¢, ne figure
pas dans le dénominateur de Q,,_,. On a évidemment
i # 6y, puisque, autrement, le rapport donné ne
dépendrait que de an — 2 quantités; soit (') y,— ),
le facteur de Q,_. qui contient y; et y,—y; le
facteur de Q,,_» (dans le numérateur), qui contient
Y6, el mettons
Q2n~2= Zﬁ‘__zé' Q!n—b'

YN
On aura

(yr, =) (Ys—¥8,)
1 R,, = 1 1 1 .
) T (Ya—8) (Yo— ) Qn

(1) Il est clair que ce facteur ne peut pas coincider avec le
premier )a,— y§,, puisque, aulrement, l'on aurait : A, =6, et
o = a,; ce facteur serait commun au numérateur et au dénomina-
teur, et notre rapport ne dépendrait que de 22— 2 quantités.
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Pour aller plus loin, il faut faire attention sur les
inégalités suivantes :

P?"ﬁ)\h P?’ﬁkh P#aiy P¢61)
°¢6h G #Z ay, .6#11,

qui sont évidentes; il en résulte que p doit exister
dans le numérateur de Q,,_, et ¢ dans le dénominateur
de Q3,_s; d’autre part, les éléments y;, y), et yg ne
figureront pas dans Q,,_,, parce qu'ils figurent dans
les deux termes de la fraction

) k=) (Yo ¥8,)

ky= H
(.}’a.—ysg)(yp—y)\n) (ks 1‘)

en outre, les éléments qui ne figurent pas dans
cette fraction figurent dans la fraction Q,,_, d’une
fagon anharmonique (j’entends par la qu’ils figurent
en numérateur et en dénominatleur linéairement).

Cela bien compris, écrivons la formule (1) sous la
forme suivante :

(=) (Fe—x8) (Ya—I\)
3 Ryn = ! ! 4y
( ) : (}’m‘*.}’t’u)(}’c—}’)xl) (yp-y)\n)Qm ¢
(ky = a2y).

Dans le cas ol o =, cette transformation est inu-
tile, puisque la fraction (2) serait bien un rapport
anharmonique des quantités y,, ¥, , Ys €t ¥s et
Q2n_s serait un rapport hyperanharmonique ou anhar-
monique de 2n— 4 quantités (les quantilés yy, »i,
Ys €L yg y manqueront lotalement). Dans ce cas,
donc, le rapport hyperanharmonique donné est
décomposé en un rapport anharmonique et un
autre hyperanharmonique ou anharmonique de
2n— 4 quantités; ces deux rapports n’ont aucun
élément commun.

Ann. de Mathémat., 4 série, t. VIL. ( Février 1907.) 6
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Posons-nous maintenant dans le cas p # o et remar-
quons que la premiére fraction du second membre de
la formule (3) est bien un rapport anharmonique
des quantités y;, >, Ys et ¥, et le second fac-

teur ;-/”———-‘%Q,,,_, est un rapport hyperanharmo-
P 1

nique ou anharmonique de 272 — 2 quantités (ce sont les
quantités y; et yg qui y manquent); ces deux rap-
ports auxquels se décompose R;, ont deux éléments
communs y; et yq. On adonc

Ren= Ry Raps,

R, désignant un rapport anharmonique. On en déduit
immédiatement le théoréme suivant : Tout rapport
hyperanharmonique est égal a un produit de
rapports anharmoniques.

3. La réciproque n’est pas vraie : un produit de
rapports anharmoniques n’est pas toujours un rapport
hyperanharmonique, parce qu’il est possible que ce
produit soit égal 4 une fraction & termes non linéaires
par rapport a chacune des quantités y;. De méme, une
fonction de plusieurs rapports anharmoniques ayant ou
non des éléments communs n’est pas toujours un rap-
port anharmonique ou hyperanharmonique, puisque la
seule propriété qui subsiste toujours est la troisiéme,
d’aprés laquelle ils sont invariants par la substitution
homographique.

On peut aussi démontrer que les seules fonctions de
rapports anharmoniques, linéaires (') par rapport a
toutes les quantités (a chacune séparément), qui

(') Ou plutét quotients de deux fonctions entiéres linéaires; on
pourrait dire aussi : homographiques par rapport a chacune des
quantites.



(83)
jouissent des deux premiéres propriétés citées plus
haut (n° 1), sont les rapports hyperanharmoniques.
Considérons, en effet, une fonction f(y yays... ),
quotient de fonctions linéaires par rapport a chacune
des quantités y; et ne dépendant que de rapports
anharmoniques, et supposons qu’elle jouisse de la
propriété suivante : Pour qu’elle sannule ou devienne
infinie, il faut que deux quantités y; soient égales.
La fonction f(y4, 32, ¥3y «++,¥20) sera d’abord
homogéne par rapport aux quantités 3y, ¥2, «++, Yan
et de degré zéro, parce qu’il en est ainsi de chacun des

rapports anharmoniques, soit :

Si( 172 ¥ay -y Yan),
fi(}’ly}'hy& '--,}’m)’

f(,}’h}’!;,}/m ---,J’zn) =

il est clair que les quantités y; doivent figurer dans les
deux termes (tous les deux); autrement, la propriété
ci-dessus posée ne serait pas vérifiée ; si, par exemple,
¥ nlexistait que dans le numérateur, la fonction
donnée f deviendrait infinie pour y, = o, quelles que
soienl les autres quantités.

Envisageons a part le numérateur fi (¥ ¥2¥3+ + + Y2n)
qui est de la forme :

fi= A (YaYs.  Yan) (Y1— v )

Yy, étant une des autres quantités y; (I =2, 3,...,2n)
et la fonction A, ne contenant ni y, ni y,; de méme,
I'on aura

A= (Y2 —J0v.) A,,

Yy, étant différent de y,, ¥, ety et A, ne contenant
ni y, ni yy,; nous continuons de la méme fagon et
nous arrivons & la conclusion que le numérateur f; sera
de la forme

fi = ci(.yl—.in) (,}’2"'.7]’.)- . '(y""yYn)'
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On aura de méme
Sfo=ca(y1—x3 ) (y2—08). - (Yn—Yi.),

¢y et ¢, étant deux constantes. Tout cela n’est qu’une
conséquence immédiate de la condition ci-dessus
supposée. On aura donc

& (=) (Fr=yra)e - (Fn=2va)
2 (1 —y8)(Y2—y3) - (Fn—y8.)

S(riye . ym)=

ce qui prouve que la fonction donnée est, a un facteur
constant prés, un rapporl hyperanharmonique de
2n quantilés.

Nous pouvons méme ajouter que ’hypothése d’apres
laquelle f dépend de rapports anharmoniques n’est
pas nécessaire, comme le montre la démonstration que
nous venons d’exposer; cette hypothése est une con-
séquence des aulres. Nous avons donc la conclusion
que les deux propriétés 1° et 2° du n° 1 de ce travail
sont caracléristiques pour nos rapports hyperanhar-
moniques ou anharmoniques.

VARIETES.

UN JOURNAL MATHEMATIQUE EN ESPERANTO.

Nous sommes heureux de pouvoir annoncer I'appa-
rition prochaine d’un journal mathématique, Gaseto
Matematika Internacia, qui sera rédigé enliérement
en langue intlernationale esperanto. Les Nouvelles
Annales, qui sont revenues a diverses reprises sur
I'intérét considérable que présente 'esperanto pour
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les mathématiciens, salueront avec joie ce nouveau
confrére.

Le programme de Gazeto Matematika Internacia
est rédigé en cinq langues (esperanto, hollandais,
francais, anglais, allemand). Nous mettons sous les
yeux de nos lecteurs le texte francais.

JOURNAL MATHEMATIQUE INTERNATIONAL.

Nous avons formé le projet de publier un périodique pour
les Sciences mathématiques, en esperanto, donc accessible
pour tous les mathématiciens du monde.

On comprendra aisément la grande utilité d’un tel pério-
dique. Le nombre des lecteurs pourra étre beaucoup plus
grand que celui d’un périodique écrit dans une autre langue;
donc nombre d’études et de communications intéressantes
pourront étre lues par tous les mathématiciens de tous les
pays.

Le nouveau périodique comprendra tout ce qui se rapporte
aux Sciences mathématiques, aussi bien la théorie que I'appli-
cation, la Mécanique et la théorie de la Physique, les grandes
dissertations aussi bien que les petites communications
(scientifiques ou pédagogiques), des problémes, une corres-
pondance, des comptes rendus de livres parus, une chronique
{historique et biographique), et, en outre, les traductions
d’articles qui ont déja paru dans une autre langue. D’autres
périodiques pourront, avec 'autorisation de l'auteur, mettre
ces traductions dans leur propre langue.

Ainsi on formera un lien solide entre les périodiques qui
existent déja, car, au moyen de cette nouvelle publication,
une dissertation pourra en peu de temps étre traduite en plu-
sieurs langues.

Ce périodique ne prétend donc nullement remplacer les
périodiques qui existent déja; il tichera seulement de leur
étre un appui solide.

Le nombre des feuilles et le prix de cette nouvelle publi-
cation (Gazeto Matematika Internacia)dépendrontnaturelle-
ment du nombre des souscripteurs et du nombre des articles
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que la rédaction recevra. Pour commencer, I'abonnement
pour l'année entiére (douze feuilles, soit 192 pages) ne sur-
passera pas 12", 50. Quand le nombre des souscripteurs le
permettra, on réduira ce prix ou 'on augmentera le nombre
des feuilles.

Ceux qui veulent souscrire sont priés d’envoyer leur nom
et leur adresse, résidence et pays (bien lisibles) a M. F. J.
Vaes, Mathenesserlaan, 290, 2 Rotterdam (Hollande) ().

Ceux qui pourront préparer quelques articles pour cette
nouvelle publication sont priés de nous les communiquer
aussi vite que possible, en en annongant I'étendue probable...

En outre, chaque lecteur est prié d’en faire part a son
entourage, et nous mettrons aussi a sa disposition des bulle-
tins de souscription pour distribuer entre ses amis.

CERTIFICATS D’ASTRONOMIE.

Grenoble.

EPREUVE ECRITE. — Les éléments d’une planéte étant
connus, calculer ses coordonnées équatoriales ® et ® pour
une époque t donnée.

EPREUVE PRATIQUE. — Passage des coordonnées azimu-
tales d’un astre a ses coordonnées écliptiques.
Données numériques :

Azimut...................... A = 250°16'30",2
Hauteur..................... h =— (6°5823" 8
Heure sidérale............... Hy= 15"48"9%, 228
Latitude du lien............. A = 45°u1'57"

Obliquié. ... .............. o = 23°2727" 78

(INovembre 1906.)

Marseille.

EPREUVE ECRITE. — Aberration de la lumiére.
Aberration des fixes. Lieu vrai; lieu apparent.

(1) On est pri¢ d'affranchir les lettres avec un timbre-poste de
2d c., et les cartes postales & 10 c.
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1° Calcul de l’aberration annuelle en ascension droite
et en déclinaison;

20 Calcul de U’aberration annuelle en longitude et en
latitude ;

3° Calcul de l’aberration diurne en ascension droite et
en déclinaison.

Aberration planétaire.

EPREUVE PRATIQUE. — Passages d’un astre de déclinai-
son 8 au premier vertical d’un lieu dont la latitude est ¢.

Connaissant ’ascension droile a de l’astre et le temps
sidéral local By au mid: moyen, qui précéde le passage, on
demande de calculer :

1° L’angle horaire h de l’astre au moment du passage;
2° L’heure sidérale locale 8 de ce passage;

3° L’heure moyenne locale t,, de ce passage.

Données numériques :

o =43°18'17",5
8 = 28°54'48",25
a = 7"19"37 75

By = 4"52™15° 75

Nota. — On rappelle que le premier vertical est le grand
cercle, perpendiculaire au méridien, qui passe par le zé-
nith et que :

s.m.
1 heure sidérale = 1 heure moyenne — 9,8296
1 minute » = I minute » — 0,1638 '
1 seconde » =1 seconde » — 0,0027
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SOLUTION DE L'EPREUVE PRATIQUE D'ASTRONOMIE.
cosh = tangd.cotangg

(on doit avoir 9 > & en valeur absolue),

0 =h+«q,
tm=10—"8
(exprimé en temps moyen).
) Log.
tang 8., 1,7422025
COtaNg @ ....vvivnnnnnn.. 0,02571285
[ L e, T,76791535
hyenarc..... 54°7'31",29
h m s h m s
hyentemps... 3.36.30,09 hs,entemps... 20.23.29,91
Ceraeennnennns 7.19.37,75 il 7.19.37,75
[N 10.56. 7,84 fOgeuven.n..... 3.43. 7,66
Boeeeenennn.. 4.52.15,75  Ogeiiiiiiit. §.52.15,75
0 —0p...... .« 6. 352,09 bOy—0p........ 22.50.51,91
Temps moy.... | < Temps moy.... ,
Temps sid..... ) 59,61 Temps sid..... { 3.44,58
Epmgre e onenns 6. 2.52,48  tmogee.e..nn. 22.47. 7,33
(Novembre 1906.)
Montpellier.
EPREUVE ECRITE. — (° Développement en séries de !'ano-

malie excentrique, de [’anomalie vraie et du rayon vec-
teur dans la théorie du Soleil. On fera les calculs jusqu’'a
et y compris la quatriéeme puissance de l’excentricité.

2° Parallaxe annuelle des étoiles.

EPREUVE PRATIQUE. — On a mesuré ¢ midi vrai a quelques
Jours de distance du Soleil :

8 =16°39'24",5
8 =17°44" 1",5

La différence des ascensions droites du Soleil a été me-
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surée
R — R =15"32,57

On demande de calculer BR', R et l’inclinaison de 1’é-
cliptique sur ’équateur. (Juillet 1906.)

EprEUVE ECRITE. — Formules générales de la parallaze.
Développements en séries. Cas d’une étoile. Ellipse de pa-
rallaze.

EPREUVE PRATIQUE. — Un observateur fixe observe une
étoile A de distance polaire & qui se couche a l'horizon
géométrigue, et une autre étoile B de distance polaire ¥’
encore au-dessus de l’horizon et exactement dans lesméme
azimut que A.

La différence d’ascension droite entre A et B est a.

Trouver la distance zénithale de B.

Quelle erreur aura-t-on sur la distance zénithale de B
st a est une erreur de +=1°?

Données numériques :

3 = 63028 15"
3’ = 470 16 7”
a = "25™ 128,
EprevvE EcrITE. — . Discussion de [’équation
q

uw—esinu = m.

Rayon de convergence du développement suivant les
puissances de e.

II. Déduire des mesures des azxes du méridien les di-
mensions de la Terre. (Novembre 1906.)

Poitiers.

Epreuve EcrITE. — Définition et mesure du temps : jours,
années, temps sidéral, temps vrai, temps moyen. Temps
sidéral a midi moyen. Equation du temps; ses zéros.

Eencuve pratioue. — Sachant que le crépuscule finit
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quand le Soleil est a 18° au-dessous de 1’horizon, on de-
mande :
1° Pour quelle distance polaire de cet astre la durée du
crépuscule passe-t-elle a Poitiers par un minimum ;
2° Quelle est la durée de ce crépuscule minimum?
Latitude de Poitiers 46°34'55". (Novembre 1906. )

Toulouse.

EPREUVE EcRITE. — 1. Détermination des constantes ins-
trumentales de la lunette méridienne.

1. En un lieu de latitude o.

1° Montrer que les corrections dues & la réfraction, de
Pangle horaire H et de la distance polaire P d’une étoile
sont données par les formules

AP sing sinP — cosw cosP cos H
4 a — e ’
sing cosP + cospsinP cos H

Ii

_ cosop sin H
AH —asinP(sincpcosP—f—coscpsinPcosH)’

dans lesquelles = 57",3 désigne la constante de la ré-
Sraction.
2° Déduire de la les expressions de

d(AP)  d(sH)
dH df

3° Appliquer ces derniéres formules au calcul de la dif-
JSérence de marche horaire qu’il faut imposer au mouve-
ment d’horlogerie sidérale d’un équatorial pour l'obliger
a suivre exactement, en angle horaire, malgré la réfrac-
tion, le mouvement diurne d’une étoile située dans l’équa-
teur.

NoTte. — On suppose la réfraction proportionnelle a la
tangente trigonométrique de la distance zénithale.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére les deuz stations dé-
JSinies par les coordonnées suivantes :
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I. Observatoire de Toulouse,

Altitude .. ........... 194™
Latitude............. 43°36' 45"
Longitade .......... . 0°53' 44" Ouest

I1. Sommet du Canigou,

Alutude............. 2785™
Latitude............. 42° 112"
Longitude ........... o° 7' 6" Est.

On demande :

1° L'angle des deux rayons terrestres aboutissant a ces
deux stations;

2° Sachant que les distances du centre de la Terre a
U’Observatoire de Toulouse et au sommet du Canigou sont
respectivement égales a

6367 3500™ et 6370685™,

d’ezaminer st le sommet du Canigou sera visible de 1’0b-
servatoire de Toulouse.

NoTte. — On fait abstraction des montagnes situées entre
les deux stations et de la réfraction.
(Novembre 1906.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2042.

(1906, p. 336.)

Soient, dans un plan vertical, Ox une droite horizon-
tale, Oy une droite verticale dirigée de haut en bas.
Construisons : 1° une cardioide ayant son point de
rebroussement en O et son axe dirigé suivant Ok; soit A
son second point de rencontre avec O k; 2° une lemniscate
ayant son point double en O, tangente & Oz et Oy et
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située dans langle xOy et dans Pangle opposé par le
sommet.

Urn point matériel pesant M est abandonné sans vitesse
initiale en A et assujetti a décrire la cardioide (on fait
abstraction des résistances passives de toute nature). Pour
chaque position du point M, on construit la bissectrice de
langle  OM, qui rencontre la lemniscate en deux points.
Démontrer que chacun de ces points décrit la lemniscate
d’un mouvement uniforme. (R. B))

SOLUTION
Par M. G. F.

Considérons un point matériel M assujetti 4 se mouvoir sur
1a courbe dont I'équation est

<€) pr=ancos nw;

et supposons que ce point est sollicité par une force F, per-
pendiculaire & I'axe polaire, telle que 'on ait

1
2(1—n) Fy.

me?=

(1)

SRR

a. La courbe étant d'abord quelconque, divisons membre &
membre la relation des forces vives

I
d<; nw’) = Fdy,

et la relation (1); nous avons

d.logvt=2(1— n)d.log y,
et, par suite,

(2) 9 = Cyi-n,
(3) F =m x (1— n) G yt-2n;

il en résulte

; I ds
4y =c /) 7=



(93)
Par la courbe (C), on a
pr—t.dp = — a” sin nw dw,
pr—t.odw = a”cosnwdw,
d’odi, par élévation au carré et addition,

prt.ds = arduw;
on a donc

a” @ dw
(5) t——Ej‘)‘n ( >_u C o, 51nl—nw

P

. . 1 .
Si I'on fait n = 5o etsi I'on remplace C? par 2g, la courbe

(CG) est une cardioide placée comme I'indique I’énoncé, et I'on
est dans le cas d’un point matériel pesant :

-;-mvzsz, vi=92gy, F=mg;

pour y = o, on a bien v = 0, comme le demande I'énoncé.
Avec n< » les formules (2) et (3), ol 'on fait y =o,

montrent que le mobile ne peut pas partir du point A qui
correspond a la valeur w = o; on prendra comme conditions
initiales y = y,, v = vy, aucune de ces deux quantités n’étant
nulle, et ces conditions déterminant la constante G.

Voici alors linterprétation exacte de la relation (1) : le
travail de la force entre les posilions M, et M est une

Sraction parfaitement déterminée, ———— de la diffé-

2(1—n)
rence Fy — Foy,, la vitesse v étant de plus infiniment petite,
en méme temps que Pordonnée y.

b. Considérons alors la courbe auxiliaire
chH r"=b"sm;-
On a pour la différentielle de P'arc

1
ds' = b7 db _ bdo ,

1 N . B \1—n
n sin —
(o)




et, par suite,

s' n f n
-— == —-————1—_——-
b 0 (sin g) "
n
A chaque valeur de w relative a la courbe (C) faisons
correspondre pour la courbe (C’) une valeur de § donnée par
la formule

(6) = nw;
nous aurons

s nGC
(7) P

de sorte que le mouvement du point M’ sur la courbe (C')
sera uniforme.

1 - . .
Pour n = -, la courbe auxiliaire est une lemniscate placée
2

. . ’ ’ w
comme l'indique ’énoncé, et I'on a alors 6 = 5

Autres solutions par MM. LAUREAUX, LETIERCE et PARROD.

QUESTIONS.

2059. Soient A, B, C trois coniques homofocales. Par un
point variable de A on méne une tangente & B et une tangente
a G. Démontrer que ces deux tangentes font, avec la tan-
gente a A au point considéré, des angles dont les sinus ont
un rapport constant. ’ (BILLAv.)

2060. Les angles d’un pentagone gauche ont chacun deux
bissectrices, I'une intérieure, I'autre extérieure. Ginq bissec-
trices issues de sommets différents appartiennent a une méme
congruence linéaire, si les bissectrices extérieures sont en

nombre pair. (R. B.)
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2061. Au lieu du pentagone de I’énoncé précédent, consi-
dérons un hexagone. Six bissectrices issues de sommets
différents appartiennent a un méme complexe linéaire, si les
bissectrices extérieures (ou intérieures) sont en nombre pair.

(Comparer a ces deux questions la question 2051, 1906,
p. 480.) (R. B.)

2062. Soit p un nombre entier qui divise 'un des nombres

p—1 p—t
22 41, 2 -—1I,

et qui, écrit dans le systéme de numération binaire, a

2P—1—1

n chiffres. Le nombre » écrit dans le méme systéme,

présente en son centre n — 1 chiffres 1 encadrés de deux zé-
ros, ou bien n — 1 zéros encadrés de deux chiffres 1.
(R. AMSLER.)

X . . 2Pl—q .
2063. p étant premier, chercher les nombres ——— qui,
p
écrits dans le systéme de numération binaire, présentent une
symétrie parfaite. (R. AMSLER.)

2064 (1). Un point C se meut sur un cercle de rayon égal
a l'unité. Un autre point, situé orviginairement au centre O
du cercle, se meut avec la méme vitesse que le point C sur
une courbe dont la tangente passe constamment par ce point.
Démontrer que le rayon de courbure en un point quelconque
M de cette courbe est égal au segment intercepté par le
rayon OC sur la normale en M. (D" W. KAPTEYN.)

2065. On considére le rayon de courbure p de la courbe
dont il s’agit dans la question précédente comme fonction de
la distance p de l'origine a la tangente a cette courbe. For-
mer |'équation différentielle qui relie p a p.

(D" W. KAPTEYN.)

(') Les questions 2064 & 2073 sont extraites des Wiskundige
Opgaven ( Nieuwe opgaven, Deel X).
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2066. Intégrer I'équation différentielle

ay
Az =P @iy s,
ou p, g, r, s sont fonctions de x, sachant que cette équation

admet l'intégrale particuliére p = — 31- .

(D" W. KAPTEYN.)

2067. Construire un quadrilatére inscrit dans un cercle
donné, sachant que ce quadrilatére est circonscriptible 4 un
cercle (d’ailleurs inconnu), et connaissant l'aire du quadrila-
tére ainsi que la longueur d’une de ses diagonales.

(W. MANTEL.)

2068. Quand le centre de gravité d’un tétraédre se confond
avec celui des six arétes ou bien avec le centre de gravité de
la surface, les arétes opposées du tétraédre sont deux a deux
égales. (Dr F. Schun.)

2069. Déterminer les lignes asymptotiques de la surface,
lieu du milieu des cordes de la courbe gauche

xr = t”, y= tn——i’ 3 = th—2,

(D" J. DE VRIES.)

2070. A quelles conditions doit satisfaire un tétraédre pour
que Jes droites qui joignent chaque sommet au centre du
cercle circonscrit a la face opposée f appartiennent a un
méme hyperboloide ? (D" P. Zeeman Gz.)

2071. Le tétraédre dont les sommets ont pour coordonnées
tétraédriques (@, b, ¢, d), (b,c,d, a), (¢,d, a, b), (d,a,b,c)
est, de quatre maniéres différentes, en relation hyperbo-
loidique (1) avec le tétraédre de référence.

" (D" P. ZermaN Gz.)

(1) Deux tétraédres sont dits en relation hyperboloidique quand
les quatre droites joignant les sommets de ’'un aux sommets con-
venablement associés de I’autre sont quatre génératrices de méme
systéme d’un hyperboloide.
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I'BUVRE D’AMEDEE MANNHEIM ;

1. Avec Amédée Mannheim vient de disparaitre un
des mathématiciens les plus remarquables que la France
ait produits au xix® siécle. Son talent, profondément
original, lui fait une place & part dans la Géoméirie
pure. Ses méthodes, qui lui appartiennent en propre,
onl éLé entre ses mains un instrument d’une puissance
singuliére, capable de rivaliser avec I’Analyse de péné-
tration et de fécondité.

L’ceuvre de Mannheim frappe a la fois par I'unité des
principes qui ont dirigé ce savant daus toules ses re-
cherches, et par la diversité des applications qu’il en a
faites dans les domaines les plus variés. Aussi la tiche
est-elle particuliérement difficile d’exposer cette ceuvre
dans un ordre satisfaisant. Il ne peut étre question de
s’attacher a I'ordre chronologique. Comme beaucoup
d’inventeurs féconds, Mannheim menait de front plu-
sieurs recherches, laissant momentanément de c6té un
sujet pour y revenir plus tard, et deux Mémoires qui se
complétent mutuellement ont ainsi paru a des époques
différentes. D’autre part, une classification établie
d’aprés la nalure des sujets traités sera nécessairement
arlificielle et quelque peu défectueuse : il arrive qu'un
travail de Mannheim, spécialement consacré aux pro-
priétés du déplacement d’une figure, renferme de re-
marquables théorémes sur les surfaces, et qu’un autre
Mémoire, relauf aux pinceaux de droites, vaut surtout
par le role qu’y jouent les considérations cinéma-

Ann. de Mathémat., 4° série, t. VII. (Mars 1g07.) 7



(98)

tiques. Néanmoins, il faut se déierminer, et jexami-
nerai successivement Lrois groupes de travaux en
lesquels peut se répartir 'ceuvre principale de Mann-
heim : les travaux de Géométirie cinématique pure, les
travaux relatifs a la théorie des surfaces et a celle des
pinceaux, les travaux relatifs & la surface de I'onde.
Ces derniers, bien qu’ils aient un objet trés particulier,
m’ont semblé mériter une mention toute spéciale; c’est
a leur occasion que Mannheim a peut-éire le mieux
donné la mesure de son ingéniosité vraiment surpre-
nante, el manifesté son senliment si personnel de
I'élégance géométrique.

2. Avant d’aborder cette étude, il convient de men-
tionner des inventions et des travaux étrangers a la
Géométrie pure, a laquelle Mannheim a consacré la
meilleure partie de son existence : son heureuse modi-
fication de la régle a calculs; son « vernier de vernier »
qui permet de mesurer une longueur a 5 prés, par
exemple, en employant deux vérniers a4 10 divisions
au lien d’un seul vernier a 100 divisions; sa contribu-
tion & P’étude des phénoménes d’interférence, pendant
’éclipse totale du 18 juillet 1860; des services impor-
tants rendus a la construction du matériel d’artillerie.
Tous ces travaux, qui se rapportent au début de sa
carriére, Lémoignent d’un esprit oviginal et inventif,
dont Pactivité aurait pu s’exercer dans d’autres do-
maines que dans les Mathématiques pures.

Le premier travail géométrique de Mannheim est
daté de 1851 (I'auteur avait alors vingt ans) : 1l est re-
lauf 4 la transformation par polaires réciproques, et a
Papplication de cette transformation aux propriétés
métriques. Son Mémoire, paru a une époque ou la no-
tion de transformation, si prodigieusement étendue
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aujourd’hui, commencaiL a peine a prendre corps,
doit étre considéré comme fort remarquable. Il attira
Pattention de Steiner qui discerna dans le jeune géo-
métre un talent plein de promesses.

Puis Mannheim publie successivement d’autres tra-
vaux, relatifs soit au méme sujet, qu’il enrichit de dé-
veloppements nouveaux, soit a diverses questions de
Géométrie infinitésimale. 1l serait impossible de si-
gnaler tous les résultats élégants qui abondent dans
ces Mémoires. Citons, presque au hasard, les con-
structions des centres de courbure de diverses courbes,
en particulier de 'ovale de Descarles, et des caustiques
par réfraction d’une courbe donnée; l'application de
Pinversion & la cyclide de Dupin; I'étude des poly-
gones inscrils ou circonscrits aux coniques et qui va-
rient d’aprés certaines lois; des théorémes curieux sur
les arcs de courbes planes ou sphériques spéciales, etc.

Plusieurs des résultats obtenus au cours de ces pre-
miéres recherches se trouvent réunis dans une Note
que Poncelet a lenu a ajouter au deuxiéme cahier de
ses Applications d’ Analyse et de Géoméirie (1865).

Peu de temps aprés, Mannheim va prendre une haute
place dans la Science en publiant son premier Mémoire
relatif a la théorie du déplacement, qui sera pour lui

Poccasion de découvertes d'une importance primor-
diale.

3. On ne connaissait que des théorémes isolés surle
mouvement d’une figure de grandeur invariable, quand
Mannheim entreprit 'étude systématique de ce vaste
sujet. Ses recherches aboutirent hientdt a un Mémoire
fondamental, qui fut, en 1868, I'objet d’un rapport
élogieux de Chasles, et dont I'’Académie des Sciences
ordonna I'impression aux Mémoires des Savants étran-

~



( 100)
gers. La Géométrie cinématique, tel est le nom que
Mannheim devait donner a cetle partie de la Science,
s’y trouvait pour la premiére fois constituée en corps
de doctrine. Comme ce travail est d'une importance
historique considérable, il convient de I'analyser avec
quelque détail.

Mannheim étudie les propriétés du déplacement infi-
niment petit d'une figure assujettie a cing conditions et
résout divers problémes qu’'on peut se poser au sujet
d’un tel déplacement : construire, pour une position
donnée, I'axe inslantané de rotation et de glissement, le
pas du mouvement hélicoidal infiniment petit, le plan
normal a la trajectoire d’'un point, la caractéristique
d’un plan, etc. Ses solutions sont complétes et défini-
tives.

Il aborde ensuite 'étude du déplacement & deux ou
a trois paramétres. Dans le premier cas, les normales
aux surfaces trajectoires forment une congruence li-
néaire, comme nous dirions aujourd’hui. Dans le se-
cond cas, les divers points de la figure ne décrivent
pas, en général, a partir d’une position donnée, d’élé-
ments de surfaces trajectoires déterminées. Il n’y a
d’exception que pour les points d’un certain hyperbo-
loide. Ces théorémes avaient déja été énoncés par
Schénemann en 1855 ; mais le travail du géométre alle-
mand, qui avail passé inapercu, était ignoré de Mann-
heim, dont la découverte est absolument indépen-
dante.

Ces généralités constituent la premiére partie du
Mémoire. La seconde renferme des applications d’une
haute importance a la théorie des courbes et a celle des
surfaces, & I’hélicoide réglé.

La plupart des résultats contenus dans ce travail
sont aujourd’hui classiques et forment, & ’Ecole Poly-
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technique par exemple, la base de ’enseignement géo-
métrique.

Dans ses travaux ultérieurs consacrés a la Géormélirie
cinématique, Mannheim aborde des problémes difficiles
relatifs aux propriétés infinitésimales du second ordre
des déplacements. Ces propriétés concernent les plans
osculateurs et les rayons de courbure des trajectoires,
dans le cas du déplacement a 5 conditions, les rayons
de courbure principaux et les plans principaux des sur-
faces trajectoires, dans le cas du déplacement a 4 con-
ditions. Voici par exemple quelques-uns des résultats
obtenus au cours de ces recherches gui exigent une
pénétration singuliére (je choisis ceux qui se rapportent
au déplacement a deux paramétres) :

Le lieu des centres de courbure principaux des
surfaces trajectoires des points d’une droite est une
courbe gauche du sixiéme ordre.

Le lieu des points d’une figure qui sont points
paraboliques sur leurs surfaces trajectoires est une
surface du siziéme ordre qui contient "ombilicale.

Le lieu des points d’une figure dont les surfaces
trajectoires ont leurs rayons de courbure égaux est
une surface du huitiéme ordre.

Le lieu des points d’une figure dont les surfaces
trajectoires ont leurs rayons de courbure opposés
est une surface du cinquiéme ordre.

C’est encore 4 'occasion du déplacement a deux pa-
ramétres que Mannheim fait une étude approfondie du
conoide de Pliicker ou cylindroide et découvre de
nouvelles propriétés de cette remarquable surface.

D’autres travaux se rapportent a des sujets plus par-
ticuliers : il examine, par exemple, le cas spécial ou la
figure mobile de grandeur iuvariable est constituée par
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un faisceau de plans. I| mel en évidence les particula-
rités curieuses que présente le mouvement du double
cone employé dans les expériences de physique élé-
mentaire. Souvent, pour mieux illustrer la valeur de sa
méthode, Mannheim 'applique de préférence a des pro-
bléemes déja résolus par d’autres voies. Il estimait en
effet qu’un résultat inédit importe moins au progrés de
la Science que la découverte d’une théorie coordonnant
les théorémes connus, permettant d’en épuiser les con-
séquences et d’en saisir plus intimement le sens et la
raison d’étre. C’cst ainsi qu’il approfondit, aprés Hal-
phen, 'étude du mouvement d'une droite dont tous les
points décrivent des coniques. 1l traite un probléme

déja résolu par M. Darboux :

Déterminer le mouvement le plus général d’une
figure de grandeur invariable dont tous les points
décrivent des courbes planes.

Citons encore son étude synthétique de I'hyperbo-
loide articulé de M. Greenhill, et sa démonstration du
théoréme connu :

L’herpolhodie de Poinsot n’a pas de points d’in-
Slexion.

11 faut enfin mentionner une intéressante méthode
de transformation des propriétés cinématiques, par la
considération originale des files de sphéres. Pour
donner une idée des propositions auxquelles conduit
cette méthode de transformation, je rappellerai 'un
des théorémes cités plus haut :

Dans un déplacement & deux paramétres, le licu
des centres de courbure principaux des surfaces
trajectoires des points d’une droite est une courbe
gauche du sizieme ordre.
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I} se transforme en celui-ci :

Les surfaces auzxquelles les plans d’un faisceau
de grandeur constante restent tangents ont leurs
centres de courbure principaux sur une courbe
gauche du sizieme ordre.

4. La méthode cinématique a conduit Mannheim a
considérer la théorie des surfaces sous de nouveaux
points de vae et a4 Penrichir de résultats nombreux et
inléressants.

Un premier travail concerne la généralisation du
théoréme de Meusnier; ce théoréme célébre est relatif
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