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[L:21b, Rie]

SUR UNE PROPRIETE DE L'HYPERBOLOIDE ORTHOGONAL
ET SUR UN SYSTEME ARTICULE:

Par M. R. BRICARD.

1. Proposons-nous tout d’abord le probléme sui-

vant :

ABCD etant un quadrilatéere gauche, soient Aa,
BB, Cy, D3 les perpendiculaires élevies des points A,
B, C, D, respectivement aux plans (DAB), (ABC),
(BCD), (CDA). A4 quelles conditions doit satisfaire le
quadrilatére ABCD pour que les quatre droites Ao,
BB, Cv, D38 appartiennent a une méme hyperbo-
loide ?

Comme on va le voir, il se présente le fait remar-
quable que les conditions, qui seraient, a priori, au
nombre de trois, se réduisent a deux distinctes, d’ail-
leurs bien simples : le quadrilatére ABCD doit avoir
ses cotes opposés égaux deurx a deux.
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2. Prenons le plan (ABD) comme plan de la figure
(fig- 1). La droite Aa se projette orthogonalement sur

Fig. 1.

ce plan au point A, les droites B, Cy, D& se pro-
jettent suivant des droites B2,, Cyv,, D&, qui sont
respectivement perpendiculaires & AB, BD, AD. Si les
droites Aa, B#3, Cy, D3 sont sur un méme hyperbo-
loide, il existe une droite I, paralléle a Aa, qui ren-
contre BB, Cy, Dd. Cela exige que les trois droites
B2, Coyo, D3y concourent en un méme point E. Il
revient au méme de dire que le point C (de I'espace) et
le point d’intersection E des droites By, et Dy3,
doivent avoir les projections orthogonales sur BD con-
fondues en un méme point c. Mais le point E est diamé-
tralement opposé au point A sur le cercle qui passe par
les points A, B, D. Le point ¢ est donc symétrique,
par rapport au milieu de BD, du point a, projection
de A sur BD, et ’on a

Ba =¢D, Bc=aD;
d’ou ’on conclut

—2 —2 —2 ——2 —2 —3 —2 ——2
AB — DA =Ba —aD =¢D — B¢ =CD —BC
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—2

1) AB 4+ BC =CD + DA .

Réciproquement, si cette relation entre les longueurs
des cotés du quadrilatére ABCD est vérifiée, il existe
une droite paralléle 4 Ao, et rencontrant BB, Cy, D3,
et, 4 cause de la symétrie de la relation, une droite
paralléle a Cy et rencontrant A«, B3, D3.

11 existera de méme une droite paralléle & D et
rencontrant Aa, BB, Cy, si la relation suivante est
vérifiée :

(2) DA’ +AB =BC +CD .

Si les relations (1) et (2) sont simultanément satis-
faites, on a

(3) AB =CD, BC=DA.

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il existe quatre droites distinctes rencontrant
Ao, BB, Cy, D3, cest-a-dire pour que ces quatre
droites appartiennent @ un méme hyperboloide. Cest
le résultat annoncé au n° 1.

3. Soient ABCD un quadrilatére satisfaisant aux
relations (3), et (H), 'hyperboloide qui contient Aa,
B8, Cy, D5. La figure constituée par ABCD et (H)
dépend de 12 — 2 =10 paramétres. Donnons-nous,
a priori, '’hyperboloide (H), et cherchons & cons-
truire le quadrilatére ABCD de telle maniére que les
droites Aa, Bf, Cy, D3 soient des génératrices de (H).
Il semblerait que le probléme est simplement indé-
terminé, quel que soit (H), puisque nous imposons
neuf conditions aux dix paramétres dont dépend la
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figure. On va voir qu’en réalité, I’hyperboloide (H)
doit satisfaire & une condition, et que, cette condition
étant supposée satisfaite, le probléme est doublement
indéterminé.

Il est tout d’abord bien évident que le quadrila-
téere ABCD admet un axe de symétrie (c’est la droite
joignant le milieu des diagonales AC et BD) et que
cet axe est un axe principal de 'hyperboloide (H).
Rapportons cet hyperboloide a ses axes principaux et

soit alors
Ax?4 B}/z—+— Cz2=1

son équation. Le quadrilatere ABCD doit éure, d’apres
ce qu'on vient de dire, symétrique par rapport a 'un des
axes de coordonnées. Supposons que cet axe soit Oz.
Si Pon appelle (x4, 34, 5/) et (x4, )2, 25) les coor-
données des points A et B, celles des points C et D sont
respectivement (— Xy, — ¥y, 2;) ¢t (— Ty, — )2, Z2).

Le plan ABD a pour équation

T Yy & 1
x4 Y1 5 1
=0
Xy Y2 Zy I
— Ty — Y2 B2 1
ou
T ¥y 3 1

ry Y1 5 I

0 0 33 I

zy ¥y 0 O

d’oul’on tire sans peine les équations de la droite A« :

r—x y—n __ 3=z
Yo (23— 32) — Z9(31—B3) T y1— Ty )2

Pour cxprimer que la droite Aa est sur (H), il suffit
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d’écrire qu’un point quelconque de la droite Aa, dont
les coordonnées sont

= -z'l+)\.y2(zl — 2,),
N =}’1—)\-’l‘2(zl — Z3),

3 =21+ M@ y1— 21)2),

appartient a cette surface. On forme ainsi une équa-
tion du second degré en A qui doit étre identiquement
satisfaite.

Il nous suffira de retenir la condition obtenue en
annulant le coeficient du terme en A

On trouve ainsi
() | Az y2(81— 22) — Boe yi (21— 2,)

{ + Czy(zyy1— &1 y3) = 0.

On trouvera une condition analogue c¢n écrivant
que BB est sur (H). 1l suffit de permuter les indices 1
et 2, et I'on obtient

(2) Az, y (52— 31) — By yo(52— 3y)
+ Ca(zy yo— X2 1) = 0;
d’on, en ajoutant les équations {1) ct (2),

(Z1y2—2291) (31— 3) (A+B—C) =o.

Les deux premiers facteurs de la relation précédente
ne sont pas nuls, sans quoi le quadrilatére ABCD serait
dans un plan, soit passant par Oz, soit paralléele 3 2Oy
On doit donc avoir

Ce qui montre bien que ’hyperboloide (H) n’est pas
quelconque : la condition (3), de forme bien connue,
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exprime qu'il est orthogonal, c’est-a-dire qu’il a des
génératrices et des plans cycliques perpendiculaires (*).

4. Réciproquement, soit (H) un hyperboloide ortho-
gonal. Je dis gue l’on peut construire une double infi-
nité de quadrilatéres ABCD, tels que les perpendicu-
laires Aa, BB, Cy, D8, menées des sommets A, B, C,
D du quadrilatére, respectivement aux plans (DAB),
(ABC), (BCD), (CDA), soient des génératrices de
méme systéme de (H).

Ce théoréme peut étre considéré comme résultant du
compte de paramétres, fait au début du n° 3. Mais on
obticnt une démonstration plus rigoureuse et plus
instructive par des considérations d’un ordre diflérent.

5. Dans ce qui suit, je considérerai un hyperbo-
loide (H) quelconque, mais distinct d’un paraboloide;
je dirai, pour abréger, que les génératrices de (H)
sont (1) ou (2) suivant qu’elles appartiennent a un
systéme ou a ’autre.

Soient G une génératrice (1) fixe, I et I deux géné-
ratrices (1) variables, telles que les perpendiculaires
communes a G et a T d’une part, a G et aI" de Iautre,
aient leurs pieds sur G confondus. Il existe entre T’
ct T une correspondance dont nous allons chercher la
nature.

La perpendiculaire commune a4 G et a T engendre,
comme l'on sait, un cylindroide ou conoide de

(*) D'une facon plus précise, sur les six plans cycliques d’un
hyperboloide orthogonal, il y en a deuz qui sont perpendiculaires
a des génératrices de la surface. Ces deux plans, supposés diamé-
traux, se coupent suivant un axe principal. Il faudra toujours
entendre, dans ce qui suit, pour aze de ’hyperboloide, I'axe dont
il s’agit.
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Pliicker (P), dont G est la droite double. Donnons-
nous I’y et soit X la perpendiculaire commune a G et
a T. X ne peut étre perpendiculaire commune a G et &
aucune génératrice (1) autre que T, sans quoi (H)
aurait trois génératrices paralléles & un méme plan, ce
qui contredirait ’hypothése faite que (H) n’est pas un
paraboloide. Mais, par le point ot X rencontre G, il
passe une autre génératrice X’ du cylindroide (P), et X/
est perpendiculaire commune a G et & une seule géné-
ratrice (1) I'.

La correspondance entre I et I est donc biunivoque;
comme elle est, en outre, évidlemment symétrique, on
voit que T' et T' sont conjuguées dans une involu-
tion (J).

11 est aisé de définir I'involution (3) par deux cou-
ples particuliers de génératrices conjuguées (T',T") :
construisons ( fig. 2) les deux génératrices (1) I'y et T,

Fig. 2.

qui sont perpendiculaires a2 G. Il existe une généra-
trice (1) ', autre que G, perpendiculaire a I',, et une
génératrice (1) T',, autre que G, perpendiculaire a I;.
Soit enfin T, la génératrice (2) paralléle aT,; T, est la
perpendiculaire commune a2 G et a T',. Désignons par a
le point on I'; rencontre G; comme G est perpendicu-
laire au plan (I'y,T%), a est le pied sur C de la perpen-
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diculaire commune a G ¢t a I',. On voit donc que T,
et T, sont conjuguées dans 'involution (). De méme
I, et T,. Ainsi, !’involution (3) est définie pour les
deux couples de genératrices conjuguces (T,T)
et (', T)).

Cela établi, supposons que (H) est un hyperboloide
orthogonal, et représentons en Q sa trace sur le plan de
Pinfini (fig. 3). Représentons aussi en S I’ombilicale

-

ctsoient m, n, m', n' les quatre points d’intersection
de S et de Q; puisque (H) est orthogonal, deux des
cordes communes & ces deux coniques ont leurs péles,
par rapport & S, sur Q; par exemple, les tangentes & S
aux points m ct n vont concorder en p sur Q, et les
tangentes & S aux points m’ et n’ vont concorder en p’
sur Q.

On peut considérer le contour mpn comme consti-
tuant un hexagone degenéré, inscrit a Q, et dont les
sommels consécutifs sont conjugués par rapport a S;
les sommets de cet hexagone sont, dans I'ordre, les
peints 1, 2, 3, 4, 5, 6, disposés comme le montre la
figure.

1l existe donc, en vertu d’'un théoréme connu, une
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infinité d’hexagones inscrits a Q et dont les sommets
consécutifs sont conjugués par rapport a S ('). Soit
gY1Y28'Y:Y2 un tel hexagone. Ses sommets sont les
waces, sur le plan de I'infini, de génératrices (1) de (H),
que nous appellerons respectivement G, T, T,, G/,
I, T, (G,Ty), (Ty,T3), ..., (T2, G) sont des couples
de génératrices rectangulaires.

Ou voit donc que deux génératrices, conjuguées dans
I'involution (J) définie plus haut, ont pour traces sur
le plan de Vinfini deux points de Q, conjugués dans
I'involution (i) définie sur cette conique par les couples
de points (Y4, ¥) ¢t (Ya, ¥'). D’autre part, quand on
fait varier ’hexagone gv,v,8'Y, Y2, on sait que deux
sommets opposés de cet hexagone sont conjugués dans
une involution définie, on le reconnait immédiate-
went, par les couples (m, n), (m’, n"). L’involution ()
s¢ confond donc avee celle-la. Par conséquent, I’invo-
lution () ne dépend pas de la génératrice G. Deux
génératrices conjuguées dans cette involution ont leurs
traces sur le plan de linfini en ligne droite avec le
point de rencontre de mn et de m'n’, ce qui revient a
dire que ces génératrices sont symétriques par rapport
a I'axe de I'hyperboloide.

Nous sommes donc parvenus au théoréme suivant :

Soient (H) un hyperboloide orthogonal, G, T et I’
(rois génératrices de meme systéeme de cet hyperbo-

(') mpn peut aussi étre considéré comme un quadrilatére dégé-
néré inscrit & Q et circonscrit 2 S. On peut donc énoncer le théo-
réme suivant (qui a sans doute été déja remarqué) :

Deux coniques Q et S doivent satisfaire aux mémes conditions
pour qu'il y ait des quadrilatéres inscrits a Q et circonscrits a S,
et pour qu'il y ait des hexagones inscrits a Q et ayant leurs
sommets consécutifs conjugués par rapport a S.

.
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loide, T et I étant symeétriques par rapport a l'axe
de la surface. Les perpendiculaires communes a G
et T d’une part, a G et a ' de 'autre, ont leurs pieds
sur G confondus.

La réciproque énoncée au n° 4 s’en déduit immédia-
tement.

6. Je vais maintenant montrer que les résultats pré-
cédents conduisent a la connaissance d’un systéme arti-
culé, trés intéressant, découvert par G.-T. Bennett (1),
el retrouvé indépendamment par M. Emile Borel (2)-

Soient toujours ABCD un quadrilatére gauche 2
cOLés opposés égaux, Aa, B, Cy, Dd les perpendicu-
laires élevées des sommets A, B, C, D aux plans (DAB),
(ABC), (BCD), (CDA). Considérons les droites Bf$ et
Cy comme formant une figure de grandeur invariable.
Puisque Aa, BB, Cy, D8 sont sur un méme hyperbo-
loide, on peut donner a la figure (B3, Cy) un déplace-
ment infiniment petit,'tel que les droites B3 et Cy
aient respectivement Ao et D3 pour droites conjuguées
dans le complexe linéaire atlaché a ce déplacement in-
finiment petit. Autrement dit, dans le déplacement,
Bf tourne autour de A«, Cy tourne autour de D3.
Nous pouvons encore donner a ce résultat I'expression
suivante : On peut déformer infiniment peu la figure
(Aa, BB, Cy, DZ), (Ax, BB), (BB, Cy), (Cy, D3),
(D3, Aa) constituant quatre figures invariables.

Aprés cette déformation infiniment petite, ABCD
est encore un quadrilatére a cotés opposés égaux; donc

(') Engineering (décembre 1903, p. 777) : A new Mechanism.
(%) Memoires des savants e€trangers (t. XXXIII, n° 1, p. 56) :
Mémoire sur les deplacements a trajectoires spheriques.
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Aa, BB, Cy, D3 sont encore sur un méme hyperbo-
loide, et la figure peut recevoir une nouvelle déforma-
tion infiniment petite; et ainsi de suite. Nous arrivons
donc a cette conclusion que la figure est susceptible
d’une déformation finie. Ainsi :

Soient ABCD un quadrilatére gauche dont les cétés
opposés sont égaux deux & deux, et Aa, BB, Cy, D3
les perpendiculaires menées des points A, B, C, D,
respectivement aux plans (DAB), (ABC), (BCD),
(CDA). On peut déformer le systéme, les couples de
droites (Aa, BR), (BB, Cy), (Cy, D3), (D3, Aa) for-

mant quatre figures de grandeurs invariables.

On a ainsi formé une chaine fermée de quatre
couples rotoides, pour employer le langage introduit
par M. Keenigs dans sa Théorie des mécanismes, c’est-
a-dire un systéme articulé constitué de quatre corps
rigides, articulés deux a deux suivant des charniéres

qui sont les quatre droites Aa, B3, Cy, D3.

7. On peut d’ailleurs donner une démonstration
directe bien simple de la déformabilité du systéme en
question : toul revient a démontrer, on le voit tout de
suite, que le quadrilatére ABCD peut étre déformé de
telle maniére que ses diéedres restent tous de grandeurs

constantes (j’appelle, par exemple, diedre ﬁi du qua-
drilatére, celui que forment les deux plans (DAB),
(ABC).

Le quadrilatére ABCD peut étre évidemment déformé

de telle maniére que le diédre ﬁi restc de grandeur
constante (puisque ce quadrilatére posséde deux para-
métres de déformation). Je vais montrer que fous ses
autres diédres restent aussi de grandeurs constantes.
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On a en effet (voirla fig. 1), daus le triedre BACD,
sin@ — sin{B\D.
sinﬁk sinﬁ\D

Mais les deux triangles ABD, CBD sont égaux comme
ayant leurs trois cotés égaux chacun a chacun. On a

donc
PNV
CBD = ADB.
Donc
N
sinBG _ sinABD _ AD
AN XX T AB
sin BA sinADB
ou
2\ N\
sin BC = —AKE sin BA,

N
ce qui établit bien la constante du diédre BC.
On vérifiera de méme que les autres diédres du qua-
drilatére sont de grandeurs constantes.



