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SUR LA LIMITE DE ( i -+- ^ ) > QUAND m AUGMENTE Ali DELÀ

DE TOUTE LIMITE;

PAR M. V. JAMET.

Préoccupé par le désir d'atteindre au maximum de
simplicité dans l'exposition de cette question toujours
effrayante pour les débutants, je me suis aperçu qu'elle
perdrait beaucoup de sa difficulté pour un élève qui con-
naîtrait préalablement le développement en série en-
tière de (i — x)~m, au moins pour les valeurs entières
et positives de m. Ce développement, on peut le faire
dériver du théorème sur la différentiation des séries
entières, appliqué m — i fois de suite au développe-
ment connu de (i — •#)"% s a v° i r

Mais procéder ainsi, ce serait simplement déplacer la
difficulté, car le théorème invoqué présente, à mon avis,



( 6 4 )

des difficultés du même ordre que la recherche de la

limite de ( i + — j • J'ai pensé, en conséquence, qu'il
y avait intérêt à établir le développement de (i — x)~m,
par un procédé qui suppose acquis un minimum de
connaissances préalables, savoir le calcul algébrique,
et les propriétés les plus élémentaires des séries.

1. Tout d'abord, on reconnaît que la série

m m ( m -h i ) m ( m H- I ) ( m -h i ) _
I H X H X- H ~ X3 - i - . . .

1 1.2 l .'2.3

est convergente, quel que soit m, pour toute valeur
de x comprise entre + i et — i. Soit donc, pour une
telle valeur de x, ym la somme de cette série, et
soit j f f l ) ? la somme de ses q -f- i premiers termes. Par
la multiplication des polynômes, on trouve

o —-tf).r/«,'/

I y i ^/?i(/»+i)...(m + /) — i) /?i(/?n- i)...(/n+ p — 9/

ou bien

( i - x)ym%q

^

Mais, si le nombre ^ augmente au delà de toute
limite, le dernier terme du second membre tend vers
zéro, car il est égal au terme général d'une série dont
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convergence. On

(m + i ) . . . (m -+-/>-

— i ^ ( m — i ) m

I 1 .2

(ni — i) ni(m ~\- i) ^

1 . 2 . 3

en conclut

X' ,

2. Supposons désormais que m soit un entier positif.
JNous trouverons de même

I (i —
Mais

— 2 3 _ T

On en déduit

En multipliant membre à membre les égalités ( J ) ,
(2), (3), et supprimant, aux deux membres de l'égalité
résultante, les facteurs c o m m u n s ^ , y2, - . . , J^m-o o n

trouve

(1 — x)mym = 1 ou bien ym = (1 — a?)-'",

c'est-à-dire
m (m -\-

l .'2

7W -4- T V . A ni -+- 7) T ,

1 1.2

m (m -h i ) . . . ( m -\- p — i )

Ann. de Mathémat.^ l\* série, t. VI. (Février 1906.)



(66)

3. Dans cette égalité, établie pour toute valeur en-

tière de m, faisons x = — Nous trouvons

( i = 1 - + - -

m

m (m -t- i )
i .9..m2

m ( m -4- i ) . . . ( ni -+- p — i ;
p ! mi>

Or le (p + i)lèuje terme de cette série, égal à

H H ) . . .( 1+ £ )
_

est évidemment supérieur à —p et Ton en conclut

/ l \-m
i > e.

\ m/

i. D'autre part, le développement de ( i -\ J par

la formule du binôme montre que le (p-\- i)ièm* terme
de ce développement est égal à

. - - Î - ) ( i — - - J M
m \ m V m,

et par conséquent inférieur à —̂ • On en conclut

(4)

Si donc on veut démon Irer que les nombres

/ i \m / T \-m
H y I

V m) \ m)
tendent l'un et l'autre vers e7 quand m augmente sans
limite, en prenant des valeurs entières et positives, il
suffit de faire voir que Jeur différence tend vers zéro.



Or

En vertu de l'identité qui permet de décomposer
xm—am e n u n produit de facteurs entiers, on trouve

i \ m / i \ m— H — )
m — 1/ \ m I1

m. —

I

i -

m - \ m) ' " \ m) J

On en conclut

H ) - H < (n ) ;
\ m — i/ \ m] m — 1 \ m — i/

et, en vertu des relations (4) et (5),

/ i\~m f i \ m ^ e
\ m) \ m] m — i

ce qui démontre la proposition.


