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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(GONCOURS DE 1906).

SOLUTION DE LA QUESTION D’ANALYSE (');
Par M. PARROD.

1° Eliminons y, p, 5 entre les qualre premiéres
équations, apreés simplification, il vient

zdu+da—qxdi=o

(') Voir I'énoncé dans le numéro de septembre, p. 408.



ou
z(ugde + ug df) +da—qz dp = o.

Identifions et résolvons les équations

I ’
1’———7&-, P:u—ﬁug,

A
y =Bz, = ug.
z=a—+uux,

Lorsque
Ugr = 0, u=aH + Hy,

H et H, étant des fonctions de B seule; alors z, y et 5
sont seulement fonctions de 3, la surface S se réduit
a une courbe.

Cette condition est nécessaire, en effet; 1l faut que
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17 - 7 = 7 7
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or

I+ ugx =o,
donc ces égalités n’ont lieu que si
zy=0 ou Uys = O.
L’équation générale des lignes asymplotiques est
Ddat+ 2D dxdB + D"df2=o.
Le plan tangent ayant pour équation
—s=pX—2)+9(Y —y)
on a
D = pxy: + q¥ur — 3ar =+ Uga T,
D' = pxap-+ g yap— 3ap=o0,

D'=ng’ +q}/”3, -—,Z”B, = — u'é,z.
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L’équation demandée est
g da®— up, dt = o.

Le coefficient de do dB est nul, donc les « = const.,
{3 = const. sont conjuguées sur S.

L’équation du plan tangent nous permet de voir que
ce plan passe par le point fixe (0, 0, a); ce point est le
sommet du cdne, le licu est I'axe des s.

2° Dérivons trois fois le premier membre de I'équa-
tion du plan tangenl

(u—(ﬂuQXﬁ—uéY—Z—i—a:(‘),

on a ,
(g —Buag)X + uggY +1=0,
(uar—Buop) X +ug:gY  =o,
(u::—pu';ag)x-}— u:-pY = 0.

Les deux dernitres équations doivent étre iden-
tiques:
" v
Ugr _ Ug2B

" - "
Uy uaaﬁ

Intégrons, on a d’abord

u:Mui;—kaN—i—P,

M, N et P étant des fonclions quelconques de §3 seule.
Pour achever 'intégration, posons

u=vK 4+ aB;+ By,

K étant une fonction de 3.
L’équation différentielle devient

v(K—MK') =v;’5MK

en posam
: B;= MB) -+ N,

B,= MB;,+ P,
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K— MK’
loge _f—wd@ + logA,

el

1

. B
7 est une fonction & de § seule; donc

le produit ¢
u = AB + aB;+ B,.

Cette condition est d’ailleurs suffisante; I'équation du

plan tangent devient

[AB + aB;+ By— B(AB'+ aB} + B;)]X
+ (AB'+ 2B+ By)Y —Z +a=o0.

Ce plan passe le point fixe

(B—BB)X +B'Y =o,
(By— BB)X+B,Y+1 =o,
(B;—BB,)X+B,Y—Z=o.

Lorsque
u = AB + aB; + B,,

ug = AB'+ aB} + Bj.
L’équation différentielle linéaire est
(u— aB;—By)B'— (uj— 2B} — B})B = o,
ol
u=p-+qL, p=Z, =g, a=z—paz—py
la substitution donne une équation de la forme
Pp+Qg=R.

Les équations d’une caracléristique sont
%:ﬁ et z—pr—gqy=a,

ou p et ¢ sont des fonctions de% et du paramétre a:

A étant une fonction quelconque donnée de a.
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Les surfaces intégrales sont les surfaces S, et les
équations qui définissent le sommet du cone relatif &
une ligne (3 = const. sont indépendantes de o et
de A.

3° Les équations de la droite D étant

ax+biy+c¢ =o

(c1ca7# 0),

@y + by N-c23=0

le systéme formé par ces deux équations et les trois
équations précédentes, définissant le sommet du céne,
doivent avoir une solution ; donc

aiB'— b, (B—BB') + ¢;(BB, — B,B') =0,

ayB' — by (B — BB') + ¢y (BB, — B,B’) = o.

La fonction B étant quelconque, mais donnée,

BB, —B,;B’
—‘LBTl— = f(B).
Intégrons
B, = F,(P) -+ B x const.,
de méme
By=F3(P) + B x const.;
donc

= (A <+ ax const.+ const.) B+ aF(B)+ Fy(B).

Posons
Bl = hi B -+ kh

B2 = }lz p -+ /('2.
Les deux équations différentielles deviennent

B(hicy—by) +B'[B(by—hycy) +a;—kicy] = o,
B(hgey— by) - B'[B(b2— hycs)~+ by— ksca] = o.

Ces deux équations sont satisfaites quelle que
soit B, si
[)1 ay

’L1=—, 1(‘1:—-’ h-_)=—, kg:——:'
C, Cq Cqe Cq
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L’équation différentielle des lignes asymptotiques
est dans ce cas

A"Bdx*— AB"dBt=o.

Les variables sont séparées

En rapportant ces surfaces a de nouvelles coordon-
nées ayant pour axe des z la droite D, le lieu des som-
mets des cbnes relatifs aux lignes o = const. sera le
nouvel axe des z, c’est-a-dire la droite D, et I'autre
lieu sera I'ancien axe des 5. D’aprés le théoréme de
Kénigs, les plans passant par la droite D et les cones
circonscrits ayant leurs sommets sur cette droite dé-
terminent également deux réseaux de lignes conju-
guées; donc les courbes « = const. sont situées dans
des plans passant par la droite D : 1l est facile de le
vérifier en éliminant B et B entre les expressions des
coordonnées qui suivent, on a

Ay 4- bey — c23
ax + by + ¢y

= f(a).

Les équations de l'axe des z primitifs dans ce nou-
veau systéme d’axes étant

azxr + b3}’+ 03% = 0,

a,v+ b,y —c,z=o0.

Cette réciprocité nous montre que, dans le nouveau
systéme d’axes, les expressions des coordonnées se-
raient de la méme forme que dans l'ancien systéme
aprés avoir permuté o et 3 puis remplacé les coeffi-
cients @y, ..., Ca par as, ..., Cs.

On obtiendra les expressions des coordonnées d’un
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point d’une surface du deuxié¢me groupe en remplacant
les coefficients a,, ..., ¢, par a;, ..., c;.
Rendons homogenes les coordonnées, on a pour les
deux groupes de surfaces

prr=—r,

pry=—¢

P13 =aA'B—AB + Pl(}lgj’-l—kgl'),
p1t =A'B—p(hyy+ kz);

P2 = —1,

Py =—3,

p22 = aA'B— AB + oy (A y + k),
pat = A'B—ps(h3y + kyx).

L’un des groupes se déduait de P'autre par la trans-
formation homographique

.z'=X, J’=Y1
z3—hyy —kyx =4 —h, Y — kX,
t+hy+bkix=T+hY + k3 X.

D’ailleurs, la transformation homographique

zr=—1X,
_}’=—Y,
z—lhoy—bkox= I,
t+hy+kxz= T

- raméne I’équation d’une surface du premier groupe a

la forme plus simple

1
x

Il

2

pr =1, A'B
ey =20 B

oz =aA'B—AB, = JTXB’
pt:A'B zza_%.

z est une fonction de « seule; donc P'équation d’une
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surface est de la forme

z=f(2)¢ (ﬁ)

f et © étant des fonctions quelconques.



