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[D3ba]

SUR L4 SÉRIE DE TAYLOR ET SES POINTS SINGULIERS ;

PAR M. EUGÈNE FABRY.

On sait qu'une série de Taylor représente une fonc-
tion analytique qui a, au moins, un point singulier sur
la circonférence de convergence. Ce théorème, qui
résulte des propriétés des fonctions analytiques, peut
se déduire directement de l'ordre de grandeur des
coefficients par rapport MU rayon de convergence, et



( M )
des relations bien connues sur l'ordre de grandeur du
module maximum.

Soit la série

(i) f(z) = a -̂h axz

dont le rayon de convergence est supposé ramené à i.
La plus grande limite de \Z\an] est alors égale à i;

ire que, quel que soit £, au a

à partir d'un rang déterminé et

pour une infinité de valeurs de n.
Soit

z =; re™,
OÙ

^ ikiz
r < i, w ss; >

A* prenant les JJL valeurs entières de o à JX — i. Formons
la gomme

où |JL > m. Le coefficient de anrn est une progression

géométrique dont la somme est nulle lorsque

n'est pas entier; Telle est égale à (x lorsque n — m est
un multiple de [x. On a donc

*=o



( 5o5 )
r étani fixe, soit M le maximum du module de/( '
lorsque w varie de o à 2«. On a

M >
kSt\

re V-P

|amr«| -r|

[ji peut être choisi assez grand, pour que le dernier
terme soit aussi petit que l'on vaudra, puisque la

série j^anr
n est absolument convergente. Donc

Sur une circonférence de rayon /*, inférieur à i, il y
a un point tel que \f{reP*)\ soit aui moins éigal au mo-
dule d'un terme quelconque anr

n.

Dans le cas où la série 3M#«| e s t convergente, on

peut, dans cet énoncé, supposer r = i.
Si !es coefficients an ne restent pas finis, la plus

grande limite de \an\ étant infinie, soit A un nombre
quelconque, aussi grand que l'on voudra. ïl existe des
termes tels que |an | > 2 A. n étant ainsi fixé, prenons r

compris entre — et 1, alors

et, sur la circonférence de rayon r, il y a u4n point
tel que

|/(re»Olè|«»r»|>A.

Il y a donc, dans la circonférence de convergence,
des valeurs de z telles que | / ( s ) | dépasse tout nombre
donné. Et il y a au moins un point singulier sur la cir-
conférence.

Si les coefficients an restent finis, mais ne tendent



( 5o6 )
pas tous vers zéro, nan ne reste pas fini. Il en résulte
que la dérivée f'{z) ne reste pas finie sur la circonfé-
rence de convergence.

Enfin, si nPan ne reste pas fini, p étant un entier
positif,

ne reste pas fini sur la circonférence de rayon i ; cette
fonction a, au moinb, un point singulier sur la circon-
férence, et aussi f(z).

Si i n n'augmente pas indéfiniment avec toute

suite de valeurs de /i, c'est-à-dire s'il existe une suite
L —

infinie de valeurs de n telles que -7—— reste fini, il

existera un nombre p tel que, pour ces valeurs de n,

±\<nr

et fp+\(z) ne restera pas fini sur la circonférence de
rayon 1.

L
Supposons donc que — — -̂ augmente indéfiniment

avec rc, pour toute suite infinie de valeurs de n. Quel
que soit /?, |a/t|/i^+2 tend vers zéro, et la série (2)
est absolument convergente sur la circonféience de
rayon 1. Il en résulte que le maximum du module
çle fpie***) est au moins égal à

n(n — 1 ) . . .(n — p -h i)\an\j

quel que soit n.
Si la fonction f{z) n'avait aucun point singulier sur



la circonférence de rayon i, le développement

où 1̂ 1 = i, aurait un rayon de convergence supérieur

à zéro, etty ^p
 } • aurait une plus grande limite finie.

A l lIl existerait alors un nombre fini A tel quer quel, que
soit/?, on ait

\fp(z)\<kPxp\

tant que \z\ = i; le module maximum de fp(e
üil) serait

alors inférieur à A^ X pi et Ton aurait

\an\n(n — i ) . . . ( n

i n(n — i ) . . .(n — p -hi)

en donnant à p les valeurs i, 2, . . ., n,

expression qui tend vers 1 -\- — lorsque n devient infini.

La plus grande limite de v/|a«| serait au plus égale

à 7- et le rayon de convergence de la série 1 serail

S'il n'y avait aucun point singulier sur la circônfé^
rence de rayon 1, le rayon de convergence serait supé-
rieur à 1. Donc, dans tous les cas, il y a au moins un
point singulier sur la circonférence de convergence*


