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[Qia]

THEORIE DES PARALLELES BASEE SUR LA TRANSLATION
RECFILIGNE ;

Par M. CarLo BOURLET.

Les Instructions qui accompagnent les programmes
officiels (27 juillet 1905) de I’enseignement de la Géo-
métrie, dans le premier cycle de I'Enseignement Secon-
daire, recomiandent aux professeurs de « faire un
appel constant 3 la notion de mouvement » et de « lier
le parallélisme a la notion de translation ». Beaucoup
d’entre eux se sont émus de ces Instructions, el a
bon droit, en se demandant si dorénavant on ensei-
gnerait dans nos lycées deuzx Géométries: l'une, au
premier cycle, ot les paralléles seraient définies par la
translation ; I'autre, au second cycle, ot I'on conser-
verait 'ancienne méthode.

La question qui se pose est alors de savoir si I'on
ne pourrait pas, en définissant les paralleles par la
translation, construire une Géométrie aussi rigoureuse
que celle que 'on enseigne actuellement et qui puisse
étre conservée d’un bout & I'autre de 'Enseignement
Secondaire. C’est pour y répondre que j'ai rédigé ce
petit travail qui n’est, en somme, que le premier Cha-
pitre d’'une nouvelle Géométrie ot 'on ferait un appel
constant a la notion de déplacement et on 'on donne-
rait & la méthode des groupes de transformations
une place prépondérante.

C’est M. Charles Méray qui, a4 ma connaissance du
moins, a pour la premiére fois, dans ses Nouveaux
Eléments de Géométrie, dont la premiére édition
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remonte a 1874, fait usage de la translation pour défi-
nir les paralléles. En lisant I'Ouvrage de M. Méray,
J'avais été frappé de la place qu’y tenait le postulat
qu’il y a introduit, a savoir que deux translations
peuvent étre remplacées par une troisiéme; mais
P’éminent professeur de I'Université de Dijon, ayant
surtout en vue la fusion des deux Géométries plane et
de l'espace, ne s’était pas préoccupé de réduire le
nombre de ses postulats et, a c6té de celui que je viens
d’énoncer, 1l en admet hien d’autrves. Il admet, par
cxemple, P'existence d’une infinité de glissiéres dans la
translation rectiligne; il admet aussi que, lorsque deux
plans se déduisent I'un de I'autre par translation, Loute
droite qui rencontre 'un rencontre I'autre. Je me suis
alors demandé si, en se placant, ce que n’avait pas fait
M. Méray, au point de vue de la théorie des groupes,
on ne pourrait pas bétir une Géométrie élémentaire
dans laquelle le postulat de M. Méray serait 'unique
postulat fondamental remplagant celut d’Euclide.

Reprenant ainsi la chose de fond en comble, je suis
parvenu a établir la théorie qui suit, qui différe totale-
ment de celle de M. Méray quant a lesprit et s’en
écarte nolablement quant a l'ordre et a la nature des
propositions. Il est clair que, dans un Traité complet
de Gdéométrie, que je pense pouvoir faire paraitre
bientdt, on étudierait les angles et les rotations, I’ho-
mothétie el la similitude dans le méme esprit.

Je suis actuellement convaincu que l'introduction
d’une telle Géométrie dans notre Enseignement Secon-
daire constituerait un réel progrés.

Cette nouvelle méthode, substituant aux démons-
trations artificielles actuelles d’autres plus naturelles,
est plus intuitive, car elle fait voir a I'étudiant les
déplacements qui permettent de comparer les figures.
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Définissant les figures géométriques par les cons-
tructions mémes par lesquelles on les obtient, elle donne
lieu a des applications graphiques immédiates. Dés
qu’on y a défini le parallélisme de deux droites, on sait
tracer deux droites paralleles. On n’est pas obligé
d’exposer, comme cela a lieu maintenant, deux Livres
entiers de Géométrie, avant de pouvoir justifier la
moindre construction élémentaire.

Enfin, et ce n'est pas la I'un de ses moindres avan-
tages, cette nouvelle Géométrie se préte admirable-
ment aux simplifications nécessaires pour les débutants,
et cela sans en modifier ni Uesprit ni Uordonnance.

J’ai pu, en effet, en conservant I'ordre exact des pro-
positions de ce petit Mémoire, rédiger un Volume tout
a fait élémentaire a 'usage du premier cycle (1), en
me contentant de le dépouiller de sa forme abstraite et
de substituer, aux démonstrations trop délicates, des
vérifications expérimentales au moyen des instruments
ordinaires du dessin. La comparaison des premiers
Chapitres de ce Volume avec le présent travail mon-
trera les ressources de cetie nouvelle Géométrie.

Elle descend plus bas et monte plus haut que celle
qui a cours. Présentée sous une forme expérimentale
aux enlants, elle leur est plus accessible et est plus
attrayante. Présenlée avec tous ses détails, sous une
forme abstraite, dans les classes élevées, elle initiera
nos jeunes éléves aux méthodes fécondes de Sophus Lie
qui ont droit de cité dans notre enseignement.

J’ai volontairement donné a I’exposé qui suit une
forme abstraite, en employant la notation symbolique
habituelle des groupes de transformation. On peut évi-
demment se passer de cetle notation, mais les démons-

(') Cours abrége de Géometrie, chez Hachette et C'*; 19o6.
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trations seraient moins rapides et peut-étre moins
claires. D’autre part, pour mentrer la rigueur et la
généralité du raisonrement, je n’ai fait imtentionnelle-
ment aucune figure. Le lecteur pourra aisément en
construire, s’il te juge utile. J'ai également réduit cet
exposé au strict minimum, en €¢lagnant les apphcations
nombreuses dont il faudrait Uillustrer dans un cowrs
de Ivcée. Il ne suppose d’ailleurs que la notion préa-
lable du point, de la droite, du plan et de leur déter-
mination ; en d’aulres termes, les prélimimaires ordi-
naires qui servent d’introduction i toute Géemétrie
élémentarre.

Pour plus de rapidité, j'ai rédigé a la fois la théorie
dans le plan et dans I’espace. Rien n’est plus favile que.
de séparer la Géoméirie plane de celle de I'espace si
on le désire ; mais on détruit ainsi la parfaite harmonie
des parties 11, III et 1V, ol I'on remarquera certaine-
ment 'exacte correspondance de 'ordre des proposi-
tions dans les trois parties.

I. — TRANSLATIONS RECTILIGNES.

1. Le déplacement d’une figure invariable peut étre
envisagé de deux maniéres dillérentes : soit simplement
au poiat de vue du résuliat produit, soit dans son en-
semble. Dans le premier cas on n’envisage que les deux
positions initiale et finale de la figure mobile, sans se
préoccuper des positions intermédiaires ; dans le second
cas on eanvisage, en outre, 'ensemble des positions
intermédiaires de la figure, c’est-a-dire les trajectoires
de ses divers points.

En nous plagant successivement a ces deux points de
vue, nous dirons que:
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1° Deux déplacements sont kquiviLEnTs §'ils trans-
portent une méme figure mobile, partant de la
méme position initiale, a la méme position finale.

2° Deux déplacements sont keavx s’ils sont équi-
valents et st en outre les trajectaires décrites par
un point mobile quelconque, dans les deux dépla-
cements, sont identiques.

2. Deérimvition. — Soient P un plan fixe dit plan
de glissement et D une droite fixe de ce plan que
nous appellerons glissiére fixe Considérons, d’autre
part, un plan p et -une droite d de ce plan, dite
glissiére mobile. 8¢ nous plagons le plan p sur le
plan P de facon que la droite d coincide avec la
droite Dy nous pourrons fawre glisser le plan p sur
le plan P de sorte que d glisse sur D. Nous réalise-
roRs ainst wn MOUVEMENT DE TRANSLATION RECTILIGNE
de plan de glissement P et de glissiére D.

Toul point m de 'espace supposé lié invariablement
au plan mobile p sera entrainé avec ce plan et subira
ainst wn déplacement, et il en sera de méme, d’une
maniére plus générale, de toute figure javariable f
‘(plane ou non) liée invariablement au plan p.

Soient alors M, et F, les positions initiales d'un
point m et d'une figure f; et sorent M, et F; leurs
positions finales lorsqu’on leur a fait subiv une cer-
taine translation rectiligne T. Nous dirons que M, se
déduit de My, et que la figure F, se déduit de ¥, par
la translation rectiligne T. Les points M, et M,,
ainsi que les figures F, et F,, sereat dits homologues
dans la translation rectiligne T.

Dans la suite, comme il s’agira toujours de transla~
tions rectilignes, nous nous coutenteeans, pour abeé-
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ger le langage, de dire simplement une translation,
en sous-entendant 'épithéte rectiligne.

3. TransLaTions tcALEs. — D’aprés ce qui précéde,
deux translations T et T’ seront dites égales, et 'on
écrira

T=T,
si, non seulement les positions finales, mais encore les
trajectoires décrites par tout point mobile, partant de

la méme position initiale, sont identiques dans les
deux translations.

4. TransLaTiONs INVERsks. — Soit T une transla-
tion qui ameéne une figure mobile f de F, en F,. La
translation de méme glissiére et de méme plan de glis-
sement, qui raméne f de I, en F, en faisant décrire a
tous les points de la figure mobile f les mémes che-
mins que la translation T, mais en sens inverse, est ce
que nous appellerons la translation inverse de la
translation T et nous la désignerons parla notation T—*.

5. Transvarion 1pENTIQUE. — Un mouvement de
translation rectiligne est manifestement un mouvement
a un parameétre, car la position du plan mobile p, et~
par suite de tout point lié invariablement a ce plan,
dépend d'un seul paramétre, par exemple J'abscisse
d’un point de la ghssiére mobile d sur la glissiére
fixe D. Dés que la valeur de ce paramétre est donnée
les positions de tous les points mobiles sont bien déter-
minées ; ce qui revient a dire que, si I'on fixe la position
d’un seul point 11é invariablement au plan p, celles de
tous les autres points entrainés avec p sont bien déter-
minées.

En d’autres termes, si dans une translation rectiligne
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un seul point reste fixe, a un déplacement nul, tous les
autres points mobiles restent fixes, c’est-d-dire ont des
déplacements nuls.

Une translation de ce genre qui ne déplace aucun
point est ce qu’'on appelle une TRANSLATION IDEN-
TIQUE.

I 'y a évidemment qu'ure translation identique,
car deux translations identiques sont égales, confor-
mément a la définition du n* 3.

Ce qui précéde prouve que :

Pour qu’'une translation soit identique il faut et
i suffit quelle laisse un point fixe, c’est-a-dire que
la trajectoire d’ux seuL point soit nulle.

On représente la translation identique par le
symbole 1.

Il est clair que la translation identique est égale &
son inverse.

6. Propuir DE DEUX TRANSLATIONS. — Supposons
qu’une premiére translation T fasse passer une figure
mobile £ de la position F, a la position I';; puis qu’une
seconde translation T’ transporte f de F; en F,. La
ligure invariable f aura subi un déplacement total de
F, en Iy qu'on appelle le produit des deux transla-
tions T et T'.

7. PostuLar. — Il existe une translation recti-
ligne et une seule équivalente au produit de deux
translations rectilignes et indépendante de l'ordre
des facteurs.

En d’autres termes, nous admettrons que, si une
translation T améne une figure fde F, en F; et si une
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seconde translation T’ transporte f de F, en F,, il
existe une translation rectiligne et une seu/e qui trans-
porte f de F, en F,.

Nous désignerons cette translation rectiligne par
le symbole TT'.

De plus, sil’on effectue d’abord la translation T’, elle
transportera f de F, en une certaine position F}, puis
la translation T raménera précisément f de F, en F,.

Les deux translations rectilignes TT' et T'T sont
égales (au sens précis du n® 3), ce qui s’écrira

TT =T'T.

Voici le postulat qui, dans cette nouvelle Géométrie,
remplace I'ancien postulat d’Euclide. Ceci revient done
a dire que I'on admet que les translations rectilignes
forment un groupe et, puisque ce postulat est le seal
dont nous aurons besoin dans la suite, on en doit con-
clure qu’il caractérise la Géoméirie euchdienne lors-
qu’on se place au point de vue de Sophus Lie ().

8. PropulT DE vLUSIEURS TRANSLATIONS. — La défi-
nmtion du produit de deux translations, grice au postu-
lat qui précéde, s’étend immédiatement, de proche en
proche, & un nombre quelconque de facteurs. Les
produits de translations ainsi deéfinis jouissent des
mémes propriétés commulatives et associatives que les
produits de nombres.

En particulier, le produit de m fois la méme trans-
lation T sera nommé la puissance miéme de T et sera
représenté par le symbole T™.

(') Mon collégue et ami M. Tresse m’a communiqué que les
travaux de Lie ont établi que le groupe des mouvemeuts euclidiens
est le seul qui contienne un sous-groupe distingue et que ce sous-
groupe est celui des translations.
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Les deux propositions suivantes sont d’ailleurs évi~
dentes :

Le produit d’une translation par la translation
identique est égal a cette premiére translation.

Car la translation T4 est celle obtenue en effectuant
d’abord la translation T, puis la translation 1 ; or, cette
derniére ne change la position d’aucun point, dong

T1=4T=T.

Le produit de deux translations inverses est égal
a la translation identique.

Car si, sur une figure f, on effectue successivement
les deux translations T et T~!, d’aprés la définition
méme de T~', on la raméne a sa position initiale. On

a donc
TT-1=1.

Ceci mountre que — 1, dans T~!, se comporte comme
un véritable exposant négatif.

9. Tutorkne. — Il n’y a qu’une seule translation
qui améne un point donné A en un autre paint
donné A'.

Soient en effet T et T’ deux translations qui aménent
Aen A

La trapslation F'T! laisse A fixe, car T’ améne A
en A’ et T~! raméne A’ en A. On en conclut que

T'T-1=#,

car (n° 8) la seule translation qui laisse un point fixe
est la translation identique. On en déduit, en multi-
phant par T,

TT-1T=4T
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ou, comme l'on a
T-1T ={,

et que I'on peut remplacer T~!T par le produit effec-
tué,
T=T.

10. Tutorime. — Dans toute translation recti-
ligne :

1° La trajectoire d’un point mobile est un seg-
ment de droite et cette droite est une glissiére ;

2° Tout plan passant par une glissiére est un
plan de glissement.

Soient M et M’ les positions initiale et finale d’un
point mobile 7 dans une translation rectiligne T, et P
un plan quelconque passant par la droite MM'.

La translation T’ de glissiere MM’ et de plan de glis-
sement P qui améne M en M’ est, d’aprés le théoréme
précédent, égale a T.

Or, dans cette translation T', le point m a pour tra-
jectoire MM/, la droite MM’ est une glissiére et P un
plan de glissement, il en est donc de méme pour T.

InvErRsEMENT, toute glissiére est évidemment la
trajectoire commune de tous les points mobiles si-
tués sur elle.

On en conclut qu'il r’y a pas d’autres glissiéres
que les trajectoires des points mobiles, et que, par
suite, par tout point de l’espace il passe une glis-
siére, et une seule, qui est la trajectoire de ce
point.

On peut prendre, comme glissiére d'une translation,
toute droite joignant deux points homologues dans la
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translation, et pour plan de glissement tout plan pas-
sant par deux tels points.

Il en résulte qu’une translation est parfaitement
définie dés qu’on se donne un couple de points ho-
mologues A et A'.

Car elle aura pour plan de glissement un plan quel-
conque P passant par AA’et pour glissiére la droite AA’.
C’est donc la translation obtenue en faisant glisser un
plan mobile p sur P, de fagon qu’une droite d de p
glisse sur AA’, et qu’un point @ de p décrive le seg-
ment AA’, ce qui détermine le déplacement de p.

II. — DROITES PARALLELES.

11. Derintmion. — Deux droites de Uespace sont
dites paralléles lorsque U'une se déduit de Uautre
par une translation rectiligne.

12. Tatorkme. — Deux droites paralléles D et D’
qui ont un point commun A coincident.

Soient en effet T la translation par laquelle D’ se dé-
duit de D, et A’ I'homologue de A dans cetle transla-
tion.

1° Si A’ coincide avec A, la translation T est égale
a1; tout point coincide avec son homologue, donc D’
coincide avec D.

2° Si A’ et A sont distincts, A’ est situé sur D’ ho-
mologue de D. Or, par hypothése, A est aussi situé
sur D'. La droite D' coincide donc avec la glissiere AA' :
c’est une glissiére de T et elle coincide avec son homo-
logue D.
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13. Tutorime. — Deun droites paralléles dis-
tinctes D et D' sont situées dans un méme plan et ne
se rencontrent pas.

D’abord il est évident que les deux droites n’ont au-
cun point commun, car, sans cela, d'aprés ce qui pré-
céde, elles ne seraient pas distinctes.

Soient alors A un point de D et A’ son homologue
sur D' dans la translation T qui améne D en D'. Dési-
gnons par P le plan déterminé par le point A’ et D.

La droite AA’ étant une glissiére, le plan P qui la
contient est un plan de glissement; par suite, dans la
translation T, la droite D reste située dans le plan P,
qui contient donc D'.

14. Tutorime. — Deux droites D et D' paralléles
a une troisicme D" sont paralléles entre elles.

Soit T la translation qui améne D en D” et T’ la
la translation qui améne D¥ en D’; la translation TT
améne D en D',

15. Tutorimr. — Par tout point O de U’espace on
peut mener une paralléle & une droite donnée D, et
l'on ne peut en mener qu’une.

En effet, soit A un point de D. La translation de
glissiere AO, qui améne A en O, améne D en la paral-
lgle D’ passaut par O.

Cette paralléle est d’ailleurs la seule, car toute paral-

lele a D. passant par O est aussi paralléle a D et, par
suite, coincide avec D' puisqu’elle la rencontre en O.

16. Tutonime. — Dans une translation rectiligne
toutes les glissiéres sont parailéles entre elles.
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Soient D et D, deux glissiéres d’une translation T,
A et A’ deux points de D homelegues dans cette trans-
lation, et B un point de D,. Désignons par T’ la trans-
lation de glissiére A’B, qui améne A’ en B et améne D
en une position I, paralléle a D passant par B.

La translation TT' améne A en B, car T améne A
en A’ et T’ transporte A’ en B; TT’ transporte donc
aussi D en D'.

Nous allons prouver que D' coincide avec D,.

Exécutons, en effet, les translations précédentes en
ordre inverse. La translation T"améne A en un point C
de D’; puis la translation T ameéne C en B, car comme,
d’apres le postulat,

TT = T'T,

la translation T'T doit amener A au méme point B
que TT'. Or, C et B sont tous deux sur D’ e, comme
ce sont deux points homologues dans la translation T,
on en conclut que CB, c’est-a-dire D', est une glissiére
de T. D’ coincide donc avec D, puisque (n° 10) par
un point B il ne passe qu’une glissiére.

17. ReéciproQue. — Lorsque plusieurs droites sont
paralléles, dans toute translation pour laquelle
Uune d’elles est glissiére, les autres le sont aussi.

Soient D et D’ deux droites paralléles et T une
translation de glissiére D. La glissiére D, de T qui
passe par un point O de D est parallele a D, donc elle
coincide avec D',

18. SecMENTS EcAUX ET PARALLELES. — Considérons
deux droites paralléles indéfinies D et D’ et, sur ces
deux droiles, deux segments égaux AB et A’B’.

Par une translation amenons A en A': les deux
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droites D et D’ coincideront. Si B vient se placer
sur D’ du méme c6té de A’ que B/, les deux segments
égaux AB et A’B’ coincident : nous dirons alors qu’ils
sont de méme sens. Sinon, nous dirons que les deux
segments sont de sens contraires. En d’autres termes :

Deux segments égaux sont paralléles et de méme
sens st l’on peut les faire coincider par la transla-
tion qui ameéne leurs origines en coincidence.

Deux segments égaux sont paralléles et de sens
contraires st la translation qui fait coincider leurs
origines les place en prolongement U'un de Uautre.

19. Tutorime. — Dans une translation recti-
ligne tous les points mobiles décrivent des segments
égaux, paralléles et de méme sens.

Soient a et m deux points mobiles dans une trans-
lation T, A et M leurs positions initiales, A’ et M’ leurs
positions finales. Les trajectoires de ces deux points
sont AA' et MM'. .

Les droites AA’ et MM’ sont paralléles comme étant
des glissiéres.

Les droites AM et A’M’ sont également paralléles
comme homologues dans la translation T.

Si donc on prend AM pour glissiére, A’M’ le sera
aussi, et la translation T/, qui transporte A en M, trans-
portera A’ en un certain point de A’M'. D’autre part,
cetle translation améne la droite indéfinie AA' en coin-
cidence avec la droite indéfinie parallele MM'; par
suite, elle améne aussi A’ sur MM'. La translation T,
amenant & la fois A’ sur A’M’ et sur MM/, transporte A’
en M’; elle fait donc coincider les deux segments AA’
et MM’ qui, par suite, sont égaux, paralléles et de
méme sens.
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20. Remarque. — Si 'on nomme parallélogramme
un quadrilatére dans lequel les c6tés opposés sont deux
a deux paralléles, la démonstration précédente prouve
que :

Dans un parallélogramme les cétés opposés sont
égaur.

Car elle pronve que, dans le quadrilatétre AA’M'M

qui, par hypothése, est un parallélogramme, on a

AA'= MM'.

21. Tatorime. — Etant données quatre droites pa-
ralléles D, Dy, Dy, D, situées dans un méme plan
et coupées par deux sécantes A et A' respectivement
auz points Ay, Asy Ay, Aset By, By, By, By, sil’on a

ALA, = A3A,,
on a aussi
B,B, = By B,.

Supposons que les segments Ay A, et Ay A, soient de
méme sens. Effectuons alors sur 'ensemble des deux
droites D, et D,, considérées comme formant une
figure invariable, une translation de glissiére A qui
ameéne A, en A;; le point A, viendraen A, et D, et D,
viendront respectivement coincider avec Dyet D;. Les
points B, et B, viendront se placer en B et B, sur Ds
et Dy, de telle sorte que le segment B/ B}, soit parallele
a A’ et égal a B,B,. La figure B B, B,B; est alors un

parallélogramme, et l'on a
B‘Bg = Bll B; = B3Bl,.

De plus, les deux segments B, B, et B; B, sont de
méme sens.
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22. ‘Cororratxe. — 8% dans la figure précédente
on a
AzA, = n.AA,,

n étant un nombre entier quelconque, on a aussi

B;B, = n.B, B,.

23. Tutorime. — Lorsque deuz droites D et D’
sont paraltéles, toute droite A de leur plan qui ren-
contre l'une rencontre ’autre.

Remarquons d'abord que, D et D' ne se rencontrant
pas, tous les points de 'une sont situés d’un méme
c6té de Tautre.

Supposons alors que A coupe D en A. Le théoréme
sera évidemment démontré si 'on peal prouver qu’il
existe un point de A situé sur D' ou de I'autre coté
de D’ que D.

A cet effet, prenons un point'B sur D et un point B’
sur D, et tracons le segment de droite BB'. Faisons
effectuer & D une translation de glissiere A du cété
de D’. Le point A viendra occuper une position A,
sur A, du méme coté de D que D', et D viendra en une
position D,, paralléle & D, et passant par A,.

Si A, est situé sur D' ou de l'autre c6té de D' que D,
la proposition est établie.

Sinon, le point A, étant situé entre D et D', il en
sera de méme de tous les points de D,; et les deux
points B et B', étant de part et d’autre de D,, la droite
D, rencontrera BB' en un point B, situé entre B et B'.

Choisissons alors un nombre entier n, tel que n.BB,
soit égal ou supérieur a BB/, et effectuons sur la droite D
la translation Tn.

Le point A viendra en un point A, de A, du méme
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coté de D que D’ et tel que

AAn = n, th'.

Ce point A, sera situé sur D' ou de I'autre c¢6té de D'
p . . . .
que D; ear, s’il n’en était pas ainsi, Fa parallele D, a D
passant par A, serait comprise entre D et D'. Elle cou-
perait BB en un point B, compris entre B et B’ et, par
suite, tel que
BB, < BB'.

Or ceci est impossible, car, puisque

AA, =n.AA,,
on a aussl
BB, = n.BB; 2BB'.
24. Tatorime. — Deux droites D et D' situées

dans un méme plan et ne se rencontrant pas sont
paralléles.

Menbns en effet par an point O de D’ une paralléle A
& D. Elle coincidera avec D/, car, s'il n'en évait pas
ainsi, I, rencontrant A, rencontrerait D paraii¢le a'A.

III. — PLANS PARALLELES.

25. Dérivition. — Deux plans sont dits paral-
leles lorsque U'un se déduit de U’autre par une trans-
lation rectiligne.

26. Tutorime. — Deux plans paralléles P et P/
qui ont un point commun A coincident.

Seient en effet T la translation par laquelle P’ se dé-
duit de P et A’ ’homologue de A dans cette translation :
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1° Si A’ coincide avec A, la translation T est égale
a1 et les deux plans coincident.

20 Si A’ et A sont distincts, la droite AA’ est une
glissiére située tout entiére dans le plan P’ qui contient
a la fois A et A’. Le plan I est donc un plan de glisse-
ment et coincide avec son homologue P.

27. Tutorkme. — Deuz plans paralléles distincts
n’ont aucun point commun.

Car, s’ils en avaient un, ils coincideraient.

28. Tutoreme. — Deux plans P et P’ paralléles a
un troisiéme P" sont paralléles entre eux.

. Car, si T est la translation qui transporte P en P’ et
T’ celle q'ui transporte P’ en P’, la translation TT’ trans-

porte Pen P'.

29. Tutorime. — Par tout point O de Uespace
on peut mener un plan paralléle a un plan donné P
et un seul,

On obtient évidemment un tel plan P’ par une trans-
lation qui améne un point de P en O. Clest d’ailleurs
le seul, car tout aulre plan paralléle & P et passant
par O est aussi paralléle 3 P’ et par suite coincide avec

“lui puisqu’il le rencontre en O.

30. Tutorime. — Les droites d’intersection D
et D' de deux plans paralléles P et P, par un troi-
siéme Il qui les rencontre, sont paralléles.

_ Soient O un point de D et O’ un point de . Si I'on
“fait effectuer a4 P la translation de glissiere OO’ qui
"améne O en O, le plan II, contenant OO’, sera un plan
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de glissement, la droite D restera’'donc dans H et, comme
P viendra coincider avec P, la droite D viendra bien

par cette translation coincider avec l'mtersection D'
deM et P.

31. Tutorime. — E'tant donnés quatre plans pa-
ralléles Py, Py, Py, Pyrencontios per denr scoantes A
et A' respectivement aux points A, A,, A;, A et
By, B,, B;, By, si l'on a

AjA.= AjA,,
on a ausst
B, B, = B;B..

Supposons les segments A;A, et Aj;A, de méme
sens. Effectuons surl’ensemble des deux plans P, et P,,
considérés comme formant une figure invariable, la
translation de glissiére A qui améne A, en A; : le
"point A, viendra en A4, et Py et P, viendront respec-
tivement coincider avec Py et P;. Les points B, et B,
viendront se placer en B et Bj sur les plans P; et P,
de telle sorte que le segment B} B} soit paralléle a A’ et
égal a B, B,.

Les droites B, B; et B, B, seront paralléles comme
intersections des plans Py et P, par le plan des deux
paralléles B} Bj et A'.

La figure B} B, B, B; est donc un parallélogramme et
I'on a

B, B;= B| B}, ='B;B,.

CororLAire, — Si¢ lon a
A3 A/,= n.A, Az,
n étant un nombre entier quelconque, on a aussi

B3B5= n.BlB,.
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32. Tutorime. — Lorsque deux plans P et P’ sont

paralléles, toute droite A qui rencontre l’un ren-
contre Uautre.

La démonstration est identique a celle du n° 93,

On pourrait d’ailleurs, par un renversement de
I'ordre des propositions, placer celle-ci la premiére et
alors en déduire le théoréme du n® 23.

33. Tutorime. — Lorsque deux plans P et P' sont
paralléles, tout plan 0 qui renéontre l’un rencontre
Uautre.

Supposons que [T coupe le plan P suivant une droite D.
Si par an point O de D on méne, dans le plan II, une
droite A distincte de D, cette droite rencontrant le
plan P en O rencontrera le plan parallele P’ en un
point O" appartenant a la fois & P’ et 4 II.

34. Tuiorime. — Deux plans P et V' qui n'ont
aucun point commun sont paralléles.

Menons ¢n effet par un point O de P’ un plan [ paral- .
lele a P. Ce plan II coincide avec P/, car, s’il n’en était
pas ainsi, P/, rencontrant II, rencontrerait le plan P pa-
ralele a II.

IV. — DROITES ET PLANS PARALLELES.

35. Derivition. — Urie droite D et un plan P
sont dits paralléles s’il existe une translation qui
améne D a étre contenue dans le plan P ou, ce qui
revient au méme, s’il existe une translation qui
améne P a contenir D.
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36. Tutorime. — 8¢ une droite D paralléle & un
plan P a un point A commun avec ce plan, elle est
située tout entiére dans le plan B.

Soit T la translation qui améne P & occuper une posi-
tion P’ passant par D et soit A{ ’hospelogue de A daos
cette translation. Il suffit de prauygr, que P' caincide
avec P.

1° Si A’ coincide avec A, c'est évident, puisque
T=1.

2° S A ne caincide pas avec A, la draite AAS est
tout entiére dans le plan P, car Atest situé sur D con-
tenue dans P’ et A’ est ’homologue d’un point de P.
AA' étant une glissiére, lg plan P’ est un plan de glisse-
meant et coincide avec son homologue P.

37. Tukorime. — Une droite D paralléle a un
plan P et non située dans ce plan n’a aucun point
commun avec ce plan.

Car, si elle en avait un, elle serait tout entiére dans
le plon.

38. Tutoreme. — Lorsque deur, droites I) et D'
sont paralléles, tout plan P paralléle a l’une D est
paralléle a I'autre D'.

Car, si T est la translation qui améne D a coincider
avec ) et T' celle qui améne D) & étre contenue dans P,

la translatiqn TT" améne la drojte D’ a étre située dang
le plan P.

Cis particuLier. — Lorsque deux droites sont
paralléles, tout plan passant par [’une est paral-
lélea l’autre, ou, ce quirevient au méme : Loysqu’une
droite est paralléle a une droite d’un plan, elle est
paralléle a ce plan,
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39. -CororLAtre. — 8¢ par an point O d’un plan P
on méne une droite D' paralléle a une autre droiteD
paralléle au plan P, la droite D' est tout entiére si-
tuée dans le plan P.

Car D' est également paralléle au plan P et a un
point O commun avec lui.

40. Tutorkime, — Lorsque deux plans P et P’ se
coupent, toute droite D paralléle a la fois aux deux
plans est paralléle a leur intersection; et réciproque-
ment, toute droite D paralléle a ’intersection est & la
JSais paralléle aux deux plans.

Si D est paralléle 4 P et 3 P’ et que par un point O
de leur intersection on méne une parailéle A 4 D, cette
droite A est située  la fois dans les deux plans (n° 39);
donc elle coincide avec leur intersection.

La réciproque résulte immédiatement du cas parti-
culier du n° 38.

41. Tatorkme. — S¢ une droite D est paralléle &
un plan P, tout plan 11, passant par D, qui coupe P,
le coupe suivant une droite D' paralléle a D.

Car D est ala fois paralléle a P et aIl; done elle est
paralléle & leur intersection I/,

42. Tutorime. — Lorsque deuz plans P et P' sont
paralléles, toute droite D pdaralléle a P est paral-
lele a P,

Car, si T est la translation q‘u’i améne P' & coincider
avec Pet T/ celle qui améne P passer par D, la trans-
lation TT" améne P’ & passer par D. '

Cas particuLier. — Lorsque deux plans sont pa-
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ralléles, toute droite contenue dans U'un est paral--
léle a Uautre.

43. Tutorime. — Par tout point O de l’espace
on peut mener une infinité de droites paralléles'da’
un plan donné P. Le lieu géométrique de ces droites
est le plan P' paralléle a P passant par O.

|

Car toute droite passant par O et située dans P’ est,
d’aprés ce qui précéde, parallele a P; et, réciproque-
ment, toute droite paralléle a P passant par O est éga-
lement paralléle & P’ et, par suite, est située dans P’
puisqu’elle y a un point O.

44. Tutorkme. — Toute droite D qui ne rencontre
pas un plan P est paralléle a ce plan.

Soit en effet P’ un plan paralléle 4 P et passant par
un point O de D. La droite D est située dans le plan P/,
car, s’il n’en était pas ainsi, la droite D, rencontrant P/
en O, rencontrerait le plan paralléle P.



