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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONCOURS
DE 1 9 0 6 ) . SOLUTION DE LA QUESTION DE MÉCANIQUE
RATIONNELLE ( ' ) ;

PAR M. LE COMTE DE SPARRE.

1. Soient :

OR la trace du plan xOy sur le plan %Or\;
OQ la perpendiculaire à OR dans le plan xOy, qui

est, par suite aussi, la trace du plan zOÇ sur le
plan xOy;

<|i l'angle de OR avec O£;
o celui de Ox avec OR et 9 celui de Oz avec OÇ,

comptés de gauche à droite, par rapport à OÇ, OZ
et OR.

Désignons de plus par /?, q, r les composantes de la
rotation OR, OQ et OZ (2).

OR, OQ, OZ étant axes principaux d'inertie, si C
désigne le moment d'inertie axial, suivant OZ, et Aie

(*) Voir Ténoncé dans le numéro de septembre (p. 410)-
(2) Dans l'énoncé on désignait par p et q les composantes de la

rotation suivant Ox et Oy, mais il n'y a aucun intérêt à intro-
duire ces composantes, et il vaut mieux considérer celles suivant
OR et OQ.



moment d'inertie équatorial, suivant OR et OQ, on a,

pour la force vive totale,

sT = A(/>2H-22)-H Cr2.

D'ailleurs

ƒ> = 6', gr=i)/sin8, r = <p' -h ty' cos8,

de sorte que

2T = A(6'2 -h <J/2 sin26) H- C(cp'-h <|/ cos8)2.

On a ensuite, pour la fonction des forces,

U = — fkMpdp = — -/<;Mp2 = — 1 £Mrf2Sin»e.

Si l'on désigne par to et X les valeurs initiales de r

et A', on aura alors, en vertu des équations de Lagrange

en o et ^ ,

(1) çp'-h <]>' cos6 = a»,

(2) A sin2ö^' = Ga»(cos60 — cosô ) -+- AX sin280

A ces deux équations, on joindra celle des forces vives,

qui, en tenant compte de (1), s'écrira

j A(ö'2-t-t)/2sin2 6) = AO2 -+- X2 sin260)
( ) | — Â:M^(sin2e — sin*60),

où [JL désigne la valeur initiale de 6'.

Les équations (1), (2) et (3) déterminent 9, <j> et ^

en fonction de t, et résolvent par suite la première

partie du problème.

En tirant de (2) la valeur de <|/et la portant dans (3),

on aura

(4) [AX sin260-+- Ca)(cos6o— cos6)]*



( 458 )
Le second membre de cette équation est positif pour

9 = 80, il est au lieu de cela négatif pour 9 = o, à moins
que l'on ait

Î
— Cw(i — cosô0)

Il est également négatif pour 6 = 7t, à moins que l'on
ait

AX sin260 H- Go)(i-f- cos60)
(G) A / A

= i cos'2 — ( i AX sin* — + G wo I = o.

On voit qu'en général 9 variera d'un maximum à un
minimum.

Toutefois, si la condition (5) est satisfaite, on aura

(4')
AG'* = A(fx2-+-X2sin260)

C2w2

-4-£Md2(cos2e — cos260) —-tang2 - ,

et 8 variera de 9j à —6! (4) en passant par zéro.
Si, au lieu de cela, c'était la condition (6) qui était

satisfaite, [(5) et (6) ne peuvent être satisfaits eu même
temps], on aurai»

[ Aô'2 = A(fjL
2-t-X2sin260)

( 4 } ) -+-A:M^(cos26-cos2e0)— 2l^! C ot 2 - ,
f A 2

et 6 varierait de 62 à 2ir — 82 (2) en passant par iz.

2 . Si l'axe du solide est placé perpendiculairement

(*) 8, étant la racine comprise entre o et it du second membre
de (4') égalé à zéro.

(2) 82 étant la racine comprise entre o etir du second membre
de (4") égalé à zéro.



( 4 5 9 )
à OÇ et que l'on imprime au solide une rotation autour
de OZ, on aura

6 = 90 0 , JJL = X = o ,

et, par suite, (4) devient

A6'2 = cos2Ô (kM d* - ?*.*** )\ Asm2 6/

et la valeur initiale de 6 = 90°; cette équation ne peut
être satisfaite que pour

Ö = 90°, 6' = o .

Si l'on a

donc, dans ces conditions, on aura indéfiniment, pen-
dant toute la suite du mouvement,

0' = o, e = 90°.

On peut d'ailleurs facilement vérifier que, si l'on dé-
range légèrement l'axe en donnant à pi et X des valeurs
très petites, et prenant de plus 90 = 90°+ £0>

 o u e0
 e s t

très petit, 6 restera toujours très voisin de 90° pendant
toute la suite du mouvement.

Posons, en effet,

0 = 900 -h e.

Si nous négligeons les termes en s3, ainsi que ceux
en Xe2, on aura



ce qui peut s'écrire

( £?!! - » (kUd* C»co»\ 2

(8)

l
Si nous supposons la condition (7) satisfaite, les ra-

cines du second membre sont réelles, car ce second
membre est positif pour e = e0, et, au lieu de cela, né-
gatif pour e = ± 00.

Si donc, on désigne par y\ et r^ ces deux racines,
yj étant la plus grande, on devra avoir

de plus, si

(9)

n'est pas lui-même très petit, les racines r\ et 7^ se-
ront elles-mêmes très petites, car nous supposons e0. JJL
et A aussi très pelits. En effet, pour pi = X = e0 = o,
71 et 7̂1 sont tous deux nuls.

Donc, 9 reste très voisin de go° lorsqu'on trouble
très peu le mouvement.

Si d'ailleurs on néglige, ainsi que nous l'avons fait,
les termes en e3, on aura, en vertu de (8) et (9),

ndt —
— râl)

de

V\ * ) v
d'où l'on déduit, en supposant t = tQ pour e = 7|,

/ l ( ^ — ^o) = a r C COS I



ou

On aura ensuite, avec la même approximation,

dty = -nr(e— zo)de + Idt.
A

C'est-à-dire, en tenant compte de (10),

Gw .
<

Mais

. GCO

de sorte que

G o j

On voit que, si le solide est dérangé tant soit peu de sa
position d'équilibre, qui correspond à

£0 = X = \i = o,

6 restera très voisin de 900, mais l'axe aura un mouve-
ment de rotation très lent, le mouvement de précession
moyen ayant lieu toujours dans le même sens, à moins
que l'on ait

auquel cas il y aurait un simple mouvement d'oscil-
lation, la condition (7) étant supposée remplie.



( 46a )
Si, au lieu de cela, on avait

<

on tomberait sur les fonctions exponentielles au lieu
des fonctions circulaires, et, par suite, s ne resterait
pas très petit, quelque faible que fût le déplacement
initial, el la rotation ne serait par suite pas stable.

On doit remarquer d'ailleurs qu'il faut non seule-
ment que

soit positif, mais que de plus ce ne soit pas une quan-
tité très petite de l'ordre de X, JJL et e0, car, s'il en était
ainsi, T, et i\{ ne seraient plus très petits.

3. Pour que 8 tende vers 90°, pour t infini, il faut
que 9 = 90° soit racine double du second membre de
l'équation (4)-

D'abord, pour que ce second membre soit nul pour
9 = 900, il faut

('0
A( fi* -h X« sin2 0o) — kM <P cos^B,

( A X sin2 60 -h G w cos 60 )
2

En tenant compte de cette relation, l'équation (4)
s'écrira

~~À-Mycose

(lu.) AS'2 = cosO

[ (AXsin2e0H-Cwcos60)2cose )
| — îC M (A l sin2 e0 -h G CD cos 0o) -h G2 w2 cos 6 (

As in 2 6

Mais 6 = 90° devant être racine double de la valeur
de 9'2, la quantité entre crochets doit être nulle pour
9 = 900, ce qui exige

( i 3 ) AX 5111*60-1- Gto c o s 6 0 = o.
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Mais, si Ton tient compte de cette relation, l'équa-
tion (i i) devient

u2-+- A2 sin260 — cos280 = o.
A

Si l'on suppose (o et 60 donnés, on déduira de ( i3)

. Gwcosfl0( T 5 )

( . 6 )

Asin 2 6 0

C2w2

V sin260,

Pour que cette valeur de JJL soit acceptable, il faut

Si cette condilion est remplie, on aura deux valeurs

de JJI égales et de signes contraires répondant à la ques-

tion et une seule valeur de Â.

Si l'on lient compte des relations ( i3) et ( i4) ' a v a~

leur (1 2) de 9/2 peut s'écrire

Asin26ô'2 =

ce qui peut s'écrire

sinÖrfO
(18) = dt,

' •' C 2 2 \ A M ^ 2

A A2 / cos2 6 A

f o r m u l e d a n s l a q u e l l e , en ve r tu de ( 1 7 ) , on a

A A2

Posons maintenant

a* = —



( 464 )
la formule (18) deviendra

. d(sécO)
(ig) xdt = ± y/séc2Ö — sé

formule dans laquelle il faudra prendre le signe -+- si 0

croît avec t, donc si pi est positif et le signe — si 9 dé-

croît lorsque t croît, donc si JJL est négatif. On aura

donc

. séc 0 -h y/séc2 6 — séc"261

(20) db a£ = L
séc60 -+- y/séc2 0o— séc26,

On a d'ailleurs, en vertu de (17),

et l'on en déduit

cos280 <

donc
eo>61 .

Posons maintenant de nouveau

_ _ séc60-h y/séc0o — séc2Ot
a x~ u séci; '

ts étant par suite positif en vertu de (19).

Nous aurons alors

_i_ T sécö-f-/séc26 —
+ O ^

d'où Ton déduit

sec G = ^ - i ( ea(^^ +

OU

9. COSÖt
(21) cosÔ =
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Si i*. est positif, auquel cas il faut prendre le signe -h,

lorsque t croîtra de o à oo, cos 9 décroîtra de cos90 à
zéro, et, par suite, 9 croîtra de 90 à 900. Si, au lieu de
cela, [ji est négatif, il faudra prendre le signe —, et
lorsque t croît de o à t{, cos9 croît de cos90 à cos9<,
et, par suite, 9 décroît de 90 à 9M puis, lorsque t croît
de ti à oc, cos9 décroît de cos9< à o, et 9 croît par
suite de 9{ à 900.

On aura ensuite, pour le calcul de <];, en tenant compte
d e ( i 3 ) ,

,, Cw cos6

ou, en vertu de (19),

A a sinOy^i — séc2Ö1cos'20
Mais

Aa

de sorte que l'on peut écrire

dty = zp tangÖj
sin^O 4/_ r-L_ — séc^! cot̂ O

y sin26

ou
,, h tang61^(cotQ) #

y/i — tang2O, cot2ö

on en d é d u i t

^ — bx = zp arc cos(tangO! cot6) ( J )

ou

(22) tang6 t cotO = cos(<^ — d^).

Supposons maintenant que Ton ait pris, pour plan

(l) <]>j étant par suite la valeur de ^ qui correspond à 9 = 9 r

^l/2«. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Octobre 1906.) 3o



( 466 )

^ 0 £ , celui dans lequel se trouve l'axe OZ pour 6 = 64,
auquel cas on a

<W = 90°.

L'équation (22) devient

Si d'ailleurs £, ^, 'C sont les coordonnées d'un point
de OZ, on a

£ = p s i n O c o s ( 6 — 9 0 ° ) = p s i n

rt = p s i n 0 sin(<J; — 9 0 0 ) = — p s i n 0 cos t j ;

avec

et l'équalion (22') revient à

ou

(•23)

Le lieu de OZ est donc un plan.
On a ensuite

donc

tangO, cosO dft
= co dt — cos 6 rf^ =

sin 0 y/i — séc2 Üj cos2 O

OU

, . tang6t d(coséc0)
dcp = to dt zp ,

/coséc2 0 — séc2 0! cot* 0
ou enfin

s i n 6 ! c?( c o s é c f))
> = to dt ijz

— sin*6t coséc1
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Donc, en définitive,

<p — ?! = w(* — *4) ± arc cos

4. Dans le cas particulier on a

/2\/ n - =
2/2

M = 2 m.

L'ellipsoïde d'inertie pour le point O est donc dans
ce cas une sphère.

De plus

2

de sorte que

et l'on en déduit

i
a» = - , secse1 = 2, e1 = 45'.

L'équation du plan lieu de OZ est donc, avec le
choix que nous avons fait du plan

De plus, on a

cotO = sin^t

cos 6 = -r-7rf r m '

: arc cos [

ty =

K\/i sinO,

séc60-f- /séc2Ö0— 2

fi
( !) ç1 étant la valeur de o pour 6 = 6i et tx la valeur correspon-

dante de t.
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On voit en définitive que ce cas ne présente rien de

remarquable; toutefois, l'ellipsoïde d'inertie étant une
sphère, le théorème des mouvements des quantités de
mouvement appliqué par rapport à OÇ donne

A(<]/-h cp'cosO) == const.,
donc

t|/ -h ip'cosö = const. = o (1).

Il est facile de vérifier ce fait, on a en effet dans ce cas

d'où l'on déduit
<|/-h <p' COsO = O.

Donc, si l'on décompose la rotation instantanée sui-
vant les trois directions fixes O?, Or4, OÇ, la compo-
sante suivant OÇ est nulle. On conclut de là que le lieu
de l'axe instantané par rapport aux axes fixes OSj, Ot),
OÇ est le plan 0£Y).

Il semble que ce soit la seule particularité qui se pré-
sente dans ce cas particulier.

5. Si l'on imprime au solide une percussion perpen-
diculaire au plan ZOÇ, donc parallèle à OR, la somme
des moments des quantités de mouvement par rapport

( ' ) O n a e n effet,

<yo=^> ?; = u>-*cose 0 ,
et, par suite,

4s> "+" ?i cos60 = "X sin260 -h w cos80 = o,

en vertu de l'équation (i3) qui, si A = G, se réduit bien à

X sin260 -h o cosÔ0 = o.



à OR ne changera pas, et, comme cette somme est A9',
la valeur de 9' ne changera pas pendant la percussion.

Or nous pouvons prendre comme instant initial du
mouvement précédant la percussion un moment quel-
conque de ce mouvement, et, si nous prenons celui qui
précède immédiatement l'instant où la percussion se
produit, on aura, au moment de la percussion,

0' = [x, <|/ = X.

Or, d'après ce que nous venons de dire, 6' ne change
pas pendant la percussion. On aura donc encore, après
cetle percussion,

6'=,*.

Si d'ailleurs )M désigne la valeur de ), et w, celle de to,
après la percussion, on devra avoir, d'après ce que nous
avons vu, pour que, dans le mouvement subséquent,
OZ tende vers une position particulière perpendicu-
laire à OÇ ( ' ),

Cwi cos6rt
1 = As in*0 o '

Ces équations doivent ici servir à déterminer co, etX,.
D'ailleurs to et), (valeurs avant la percussion) vérifient,
en vertu des relations (i5) et (16), les équations

. _ Cto cos6 0

( 1 ) Équations ( i5) et (16).
( 2) 60 désigne ici la valeur de 6 au moment où la percussion se

produit.
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On déduit par suite de là

les signes se correspondant.
Comme on ne peut prendre <o = <*)<, X = XM car il

faudrait alors qu'il n'v eût pas de percussion, on devra
prendre

10 = (JÙ\ , À = — Àj .

Désignons alors par P la percussion et par u et v les
coordonnées de son point d'application dans le plan
QOZ, par rapport aux axes OQ et OZ, le théorème des
moments des quantités de mouvement par rapport
à OQ et OZ donnera, si l'on désigne par 'V{ et r\ les
valeurs de <]/ et /* après la percussion,

A sin0o(d/— M) — P^ =o (]),
Cir — r^-h Pu.

D'ailleurs, d'après ce que nous venons de dire, on a

tj/ = x = — 4̂ i> /* = M = — r p

On aura donc

i\\ sin0o— Pç = o,

et l'on en déduit

(24) Ctop -+- AX sin80w = o.

Mais les composantes de la rotation instantanée dans
le plan ZOQ sont

to et XsinÔ0,

suivant OZ et OQ.

(l ) 90 désignant toujours ici la valeur de 8 au moment où la per-
cussion se produit.
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De sorte que l'équation de la projection de l'axe in-

stantané sur le plan ZOQ est

(20) V = r r-jr- U]

A sin0o

de plus, l'équation de la section de l'ellipsoïde d'i-
nertie par le plan ZOR est

(26) \ K * - + - C P » = I,

et l'équation du diamètre conjugué de la direction (25)
dans Tellipse (26) sera précisément la droite (24).

Donc, pour que le mouvement qui se produit après
la percussion, OZ, tende vers une position limite per-
pendiculaire à O Ç, il faut que cette percussion soit
appliquée suivant une ligne d'action qui e.st le diamètre
conjugué, dans la section de l'ellipsoïde d'inertie par
le plan ZOÇ, de la composante de la rotation instan-
tanée dans ce plan, au moment où la percussion se pro-
duit.

Quant au mouvement subséquent qui se produit
après la percussion, comparé à celui qui se serait pro-
duit sans l'intervention de la percussion, il en diffère,
d'après ce que nous avons vu, par le changement de w
en — (o, et de X en — X.

Or, dans l'expression de 6', co ne figure que par son
carré (*), donc les valeurs de 9 seront les mêmes dans
les deux cas, puisque 9 part de la même valeur ini-
tiale.

Au lieu de cela, les valeurs de <J/ seront égales et de
signes contraires, et il en sera de même de celles
de <p'.

( * ) II faut d'ailleurs prendre dans les deux cas le même signe dans
l'expression de 6', puisque la percussion ne modifie pas cette quan-
tité.



II résulte de là que, si ^0 est la valeur initiale de <i
au moment où la percussion se produit, on devra, pour
passer d'un mouvement à l'autre, remplacer A — à0

par <\>0 — <i», et, de plus, les composantes de la rotation
suivant OZ seront égales et de sens contraire.

On conclut de là que le nouveau déplacement de
l'axe OZ, aprcs la percussion, sera sjmétrique par rap-
port au plan passant par OÇ, et la position de OZ au
moment où la percussion se produit, de celui que OZ
aurait pris sans la percussion.

Remarque. — Je crois devoir faire suivre cette so-
lution de la remarque suivante : ce problème est sans
aucun doute très bien choisi et intéressant, mais on
ne s'explique pas très bien pourquoi l'on a ajouté le
n" 4, en demandant l'étude du mouvement dans ce cas
particulier, et en se bornant à en demander ses circon-
stances principales dans le cas général (n° 3). Le cas
général se traite en effet tout aussi simplement que ce
cas particulier, et les résultats sont tout aussi simples.

Il semble qu'il n'y ait autre chose à faire que de trai-
ter d'une façon complète, ainsi que je l'ai fait, le cas
général (n° 3), et d'appliquer ensuite les résultats au
cas particulier (n° 4), en se bornant à constater qu'il
ne présente rien de spécial.

Si, au lieu de cela, on suivait la marche que semblent
indiquer les données, en se bornant à une étude som-
maire du cas général, et en traitant complètement le
cas particulier, on serait, pour cette étude du cas par-
ticulier, conduit»aux mêmes calculs que Pon aurait eu
à faire pour traiter complètement le cas général, et l'on
aurait été conduit à traiter successivement deux ques-
tions qui n'en font au fond qu'une.

Il y a lieu aussi de remarquer que la note qui sui-
vait l'énoncé indiquait de considérer les composantes



de la rotation suivant Ox et O^, tandis qu'il était plus
simple de considérer, ainsi que je l'ai fait, les compo-
santes suivant OR et OQ, d'autant plus que l'on était
par là plus naturellement conduit à reconnaître que,
dans le n° 5, la ligne d'action de la percussion doit êlre
le diamètre conjugué de la composante de la rotation
dans le plan ZOQ.


