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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONCOURS
DE 1906). SOLUTION DE LA QUESTION DE MECANIQUE
RATIONNELLE (');

Par M. L Comte DE SPARRE.

1. Soient :

OR la trace du plan 2Oy sur le plan EOx;

0Q la perpendiculaire & OR dans le plan 20y, qui
est, par suite aussi, la trace du plan z0¢ sur le
plan zOy;

¢ 'angle de OR avec OE;

v celui de Ox avec OR et § celui de Oz avec OF,
comptés de gauche a droite. par rapport a OF, OZ
et OR.

Désignons de plus par p, ¢, rles composantes de la
rotation OR, OQ et OZ ().

OR, OQ, OZ étant axes principaux d'inertie, si C
désigne le moment d’inertie axial, suivant OZ, et A le

(') Voir I'énoncé dans le numéro de septembre (p. 410).

(?) Dans I’énoncé on désignait par p et ¢ les composantes de la
rotation suivant Oz et Oy, mais il n’y a aucun intérét i intro-
duire ces composantes, et il vaut mieux considérer celles suivant
OR et 0Q.
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moment d’inertie équatorial, suivant OR et OQ, on a,
pour la force vive totale,

2T = A(p2+ ¢2)+ Cr2.
D’ailleurs

p=y, q = {'sinb, r =29 4+ ¢ cosb,
de sorte que

2T = A(8"2 + ¢'2sin20) 4 G(9'+ ¢ cosh).
On a ensuite, pour la fonction des forces,

U =—kopdp=~—%/{Mpz-: — 2 kMdt sin®0.

Si l'on désigne par w et A les valeurs initiales de r
et ¢/, on aura alors, en vertu des équations de Lagrange
en o et ,

(1) ¢+ cosb = w,
(2) Asin?20¢’ = Cw(cosBy — cosl) + A sin28,

A ces deux équations, on joindra celle des forces vives,
qui, en tenant compte de (1), s’écrira

A(0’2 ~+ 4"2 sinze) = A(p.z -+ A2 Siﬂ’eo)

3
(3) — kM d2(sin2 0 — sin26,),

ol p désigne la valeur initiale de §'.

Les équations (1), (2) et (3) déterminent §, ¢ et ¢
en fonction de ¢, et résolvent par suite la premiére
partie du probléme.

En tirant de (2) la valeur de {/ et la portant dans (3),
on aura

A0'2 = A(p2+ A2sin20y) + AM d2(cos?0 — cos?6,)

(4) . [AXsin26, + Cw(cosBy— cosb)]?
A sin29 )
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Le second membre de cette équation est positif pour
8 =48,, il est au lieu de cela négatif pour § = o0, 4 moins
que l'on ait

AAsin28,— Cw(1 — cosfy)

5
) =zsinﬂ%<2A)\cos2%"—C¢n>=o.

Il est également négatif pour § ==, a moins que 'on
ait
AXsin20y + Cow(1+ coshy)

6
(%) =2cos'-’%3<2A7\sin2%—'+Cm>=o.

On voit qu’en général § variera d’'un maximum a un
minimum.
Toutefois, si la condition (5) est satisfaite, on aura

A0? = A(pu2+ Asin20,)
4"

2?2

+ kM d?(cos?6 — cos?6,) — Gt

0
\ tang? 5?
et O variera de 6, a — 0, (*) en passanl par zéro.
Si, au lieu de cela, c¢’était la condition (6) qui était
satisfaite, [(5) et (6) ne peuvent élre satisfaits en méme
temps], on aurait

& A2 == A(p2 + A?sin26,)
(4 ) ? C2w? cot? 0

+ kM d?(cos?6 — cos20,) — i 3

et 6 varierait de 6,4 2= — 0, (2) en passant par =.

2. Si l'axe du solide est placé perpendiculairement

(') 6, étant la racine comprise entre o et © du second membre
de (4') égalé & zéro.

(?) 8, ¢tant la racine comprise entre o et © du second membre
de (4") égalé a zéro.



( 459)
a OF et que I'on imprime au solide une rotation autour

de OZ, on aura

0 = go°, p=A=o,

et, par suite, (4) devient

C2w?
2 2 2 __
A6 cos 0<kMd Asin’@)
cot2

= (kM d2A — C2w?— kMA d?cos?0),

et la valeur initiale de § = go°; cette équation ne peut
étre satisfaile que pour

6 = goo, 0'=o.
Si lon a
kMd2A
(7) WS> —m—
donc, dans ces conditions, on aura indéfiniment, pen-
dant toute la suite du mouvement,

0 = 0, = go°.

On peut d’ailleurs facilement vérifier que, si 'on dé-
range légérement I'axe en donnant a w et A des valeurs
trés petites, et prenant de plus 0, = go°—+ ¢y, ou1 ¢, est
trés petit, O restera toujours trés voisin de go® pendant
toute la suite du mouvement.

Posons, en effet,

6 = go° + e.

Si nous négligeons les termes en &3, ainsi que ceux
en Ae2, on aura

de? 2 2(ec2 2
A= =A(p2+N)+ AMd?(e2—e})

[AX —- Cw(gg— €)]2
dt - !

A
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ce qui peut s’écrire

det . kM d2 + Ctw?\ ,  2ACw .

g )BT A R A iy S
{

(8) 2Cw X Cw \E (C‘lw‘l kMd2 .
( _A<__A_e°)_A2_A e

Si nous supposons la condition (7) satisfaite, les ra-
cines du second membre sont réelles, car ce second
membre est posilif pour e = ¢, et, au lieu de cela, né-
gatif pour ¢ = %= 0.

Si done, on désigne pav v el n, ces deux racines,
n étant la plus grande, on devra avoir

. n>e>m;
de plus, si
Ctw?2 kMa2
(9) = e A

n’est pas lui-méme trés petit, les racines 7 el 7, se-
ront elles-mémes Lrés pelites, car nous supposons «,. @
et 7 aussi trés petits. En effet, pour p=2%=¢, =0,
7, et iy sont tous deux nuls.

Done, § reste tees voisin de go® lorsqu’on trouble
trés peu le mouvement.

Si d’ailleurs on néglige, ainsi que nous I'avons fait,
les termes en 3, on aura, en vertu de (8) et (g),

=+ ds

Vin—e)(c—m)
de

V- ()

d’ol 'on déduit, en supposant t = ¢, pour ¢ =1,

ndt =

==

e M
2
n(t—ty) = arc cos
T—m
2
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ou
(10) e=n+2—m +n————2—ﬂlcosn(t——to).

On aura ensuite, avec la méme approximation,

dy = CAm(a——so)dt+)\dt.

C’est-a-dire, en tenant compte de (10),

Wy Cp (1zn

C
——su) -+ ET(:(YA —m1)cosn(t —t,).

dt ~ A
Mais
N+ Cw Cw _ GQw? kMa?

> Z*“Am(k_Te")’ M= T TR
de sorte que

Cw /n+m _ kMd2A Cuwe,
)\+K_n_’( > —s")—C?m’—«kMd1A< A ”k)’

kM d2A Cwe,
q’_“"’“cmz—/fMd?A( A _x>¢
Cw

+ M—A(n—m)sinn(t——to).

On voit que, si lesolide est dérangé tant soit peu de sa
position d’équilibre, qui correspond a

te=A=p=o,

B restera trés voisin de go°, mais I’axe aura un mouve-
ment de rotation trés lent, le mouvement de précession
moyen ayant lieu toujours dans le méme sens, & moins
que P'on ait

Cwe,

A

:)\7

auquel cas 1l y aurait un simple mouvement d’oscil-
lation, la condition (7) étant supposée remplie.
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Si, au lieu de cela, on avait

w? <L é‘f\/_lct:;/\,
on tomberait sur les fonctions exponentielles au lieu
des fonclions circulaires, et, par suile, ¢ ne resterait
pas trés petit, quelque faible que fit le déplacement
initial, et la rotation ne serait par suite pas stable.
On doit remarquer dailleurs qu’il faut non seule-

ment que
C?w?— ikMd2A

soil positif, mais que de plus ce ne soit pas une quan-
lité rés petite de 'ordre de A, p et ¢, car, s'il en était
ainsi, 7, el m, ne seraient plus trés petits.

3. Pour que § tende vers go°, pour ¢ infini, il faut
que § = go" -oit racine double du second membre de
I'équation (4).

D’abord, pour que ce second membre soit nul pour
§ = go°, il faut

A(p2+ Asin?0,) — AM d2 cos?b,

(1) (AXsin26y+ Cw cosfy)?
_ 5 =0

En tenant compte de cette relation, 'équation (4)
s’écrira
kMd2 cosb
(AXsin20,+ Cwcosfy)2cosh )
—2Cw(AXsin20y+ Cwcos )+ C2w2cosh
A sin29

(12) A2 = cos

Mais § = go° devant étre racine double de la valeur
de 2, la quantité entre crochets doit étre nulle pour
b = go°, ce qui exige

(13) AXsin?8, + Cw cosf, = o.
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Mais, si I'on tient compte de cette relation, ’équa-

tion (11) devient

kM d>
A

’

(14) u2 + A?sin20, —

cos20, = o.

Si I'on suppose w et , donnés, on déduira de (13)

et (14)

- Cw cosfl,
(1) A== Kent,’
cos2fl, C2w?
2 = 2 .
(16) pr = 22 <AkMd Simeo>

Pour que cette valeur de . soit acceptable, il faut

kM dz2A sin20,

(17) w? L o0

Si cette condition est remplie, on aura deux valeurs
de u égales et de signes contraires répondant a la ques-
tion et une seule valeur de A.

Si I'on tient compte des relations (13) et (14) la va-
leur (12) de 2 peut s’écrire
C2w?

A

A sin200'2 = cos?0 (/:Mdz— —/ch200520>,

ce qui peut s’écrire

(8) sin0 d0 —dt

20 kMd? (Qlw? 1 kMd?
cos ( A A )cos’ﬂ_ A

formule dans laquelle, en vertu de (17), on a

kM d? C2w?

TA T A 0
Posons maintenant
, kM diA — Cro? rg . AMdeA
»= A2 ’ SN = TN @A — G’
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la formule (18) deviendra
d(séch)
Vséc? — séc28, ’

formule dans laquelle il faudra prendre le signe + si 6
croit avec ¢, donc si p. est positif et le signe — si 6 dé-
croit lorsque ¢ croit, donc si p est négatif. On aura
donc

(19) adt ==+

(20) top o, SEC0+ Vsecth — sécih,

séc By + /séc20, — séc2h,

On a d’ailleurs, en vertu de (17),

20 C2w?
st > M@ s
et I'on en déduit
kMd2A — G2 w?
2 —_— — — 2 .
cos?8, < IV A = cos?0;;
donc
9, > 6.

Posons maintenant de nouveau

sécl, + y/sécl, — sécl,
b

aty =L n
! séc

ty étant par suite positif en vertu de (19).
Nous aurons alors
séch + y/séc2 — sec2h,

+¢)= 1 ——
HaE0=1 séc O, ’

d’ou I'on déduit

séc 0,

sécl = (exity=t) 4 e—-at(t‘zl))

ou

2 cos 0

(21) cosf = P Ip—)
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Si . est positif, auquel cas il faut prendre le signe +,
lorsque ¢ croitra de o & oo, cosf décroitra de cosf, a
zéro, et, par suite, § croitra de 6, & go°. Si, au lieu de
cela, mn est négatif, il faudra prendre le signe —, et
lorsque ¢ croit de o 3 ¢,, cosf croit de cosf, a cosh,,
et, par suite, § décroit de 8, a §,, puis, lorsque ¢ croit
de t, & oo, cosl décroit de cosf, a o, el § croit par
suite de 8, a go°.

On aura ensuite, pour le calcal de ¢, en tenantcompte

de (13),

Cw cos
|
4 =— Fmn %
ou, en vertu de (19),
dp =+ £© 8 .
A2 5in0 /1 —séc20, cos? 0
Mais
Cw
tangf, = i’

de sorte que I'on peut écrire
dl

. I
sin26 - — séc?h 2f)

dy = == tangb,

ou

dy === tang0; d(cot0) ;
Vv {— tang®0, cot20
on en déduit

¢ — &, = = arc cos(tanghy coth) (1)
ou

(22) tangf; coth = cos(Y — &y).

Supposons maintenant que ’on ait pris, pour plan

(') ¢, étant par suite la valeur de ¢ qui correspond a 6 = 6,.

Ann. de Matheémat., §* série, t. VI. (Octobre 1go6.) 3o
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ZOE, celui dans lequel se trouve I'axe OZ pour 6 =6,
auquel cas on a

$1 = 9o°.

L’équation (22) devient

(22") tangf =

Si d’ailleurs §, 1, < sont les coordonnées d’un point

de OZ, on a

£ =opsinfcos(y—go°)=  osinf sind,
7 =psinl sin(Y — go°) = — psinficosd
{ =pcosh,

avec
pr=1E 4wt

et ’équation (22') revient a

3

E = tangl,,
ou
(23) £ =7 tangh,.

Le lieu de OZ est donc un plan.
On a ensuite
¢ = w—4¢ cosb,
donc
tang 0, cos db

sin0 /1 — séc20, coszl

d0=mdt—-0050d1{1=wdti

ou
0, d Sc 6
dg = w dt 5 tangf; d(coséch) ,
v/ cosécth —séc20;cot?0

ou enfin
sin®, d(coséch
do = wdt inf, d(coséch) .
V1 — sin?6; cosécth
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Donc, en définitive,

¢ — 93 = w(t—t;) =k arccos (sslineel> O]

4. Dans le cas particulier on a
C=2ml2
1 2 |
A= 2(— ml2+m —> =am{?=C(,
2 2
M=om.

L’ellipsoide d’inertie pour le point O est donc dans
ce cas une sphére.

De plus

s kd? =12 W= —)

de sorte que
kMd2A = 4m2ls,
C2w? = am2l*,
et 'on en déduit

1 , .
a2 = 3’ séc2l; = 2, 0; = 45'.

L’équation du plan lieu de OZ est donc, avec le
choix que nous avons fait du plan {O§,

t=t.

De plus, on a

cott =siny,

V2

=] e
eV 1o V2

cosb =

1
¢ = wtarccos | —— ’
V2sin8
—  sécly + y/séc20, —
t1=‘/‘ZL 0 ‘/ 0 .

Ve

(1) ¢, étant la valeur de ¢ pour 6 = 6, et ¢, la valeur correspon-
dante de ¢.
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On voit en définitive que ce cas ne présente rien de
remarquable; toutefois, I'ellipsoide d'inertie étant une
sphére, le théoréme des mouvements des quantités de
mouvement appliqué par rapport 8 Of donne

A(Y'+ ¢'cosl) = const.,
donc
Y+ ¢'cosb = const. = o ().

Il est facile de vérifier ce fait, on a en effet dans ce cas
w cosf
V==
sin?0

w
~%n’
sin2f

o =w—4Y cosh =

7

d’ou 'on déduit
'+ ¢’ cosl = o.

Donc, si 'on décompose la rotation instantanée sui-
vant les trois directions fixes O, O+, OY, la compo-
sante suivant O¢ est nulle. On conclutde la que le lieu
de I'axe instantané par rapport aux axes fixes O, O,
OTest le plan O&x.

Il semble que ce soit la seule particularité qui se pré-
sente dans ce cas particulier.

5. 81 I'on imprime au solide une percussion perpen-
diculaire au plan ZOZY, donc paralléle 8 OR, la somme
des moments des quantités de mouvement par rapport

(') On a en effet
=%, %) =w— Acosh,
et, par suile,
dy+ ©p cosB, = Asin?b, + w cosf, = o,
en vertu de I'équation (13) qui, si A = C, se réduit bien a

Asin®, + o cosb, = o.
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a OR ne changera pas, et, comme cette somme est A,
la valeur de §' ne changera pas pendant la percussion.

Or nous pouvons prendre comme instant initial du
mouvement précédant la percussion un moment quel-
conque de ce mouvement, et, si nous prenons celui qui
précéde immédiatement l'instant ou la percussion se
produit, on aura, au moment de la percussion,

0, = IJ.’ Lp, = )\,

Or, d’aprés ce que nous venons de dire, §' ne change
y dap q ) 8
pas pendant la percussion. On aura donc encore, aprés
cetle percussion,

0= p.

Si d’ailleurs %, désigne la valeurde X et w, celle de w,
aprés la percussion, on devra avoir, d’aprés ce que nous
avons vu, pour que, dans le mouvement subséquent,
OZ tende vers une position particuliére perpendicu-
laire 8 OZ (1),

A — Cw, cosb,

Y77 TAsin0,

. _ cos2f), . - Clw? .
W= — AiM d Sin?0, (2).

Ces équations doivent ici servir a déterminer w, et},.
D’ailleurs w et A (valeurs avant la percussion) vérifient,
en vertu des relations (13) et (16), les équations

Cw cosf, cos20,
et I8 P =
A sin2f, A2

A=—

(AkM G )

sin2,

() Equations (15) et (16).
(%) 8, désigne ici la valeur de 6 au moment ou la percussion se
produit.
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On déduit par suite de la

().)l:iu), )\1=i)\’

les signes se correspondant.

Comme on ne peut prendre v =w,, A=24,, car il
faudrait alors qu’il n’v edt pas de percussion, on devra
prendre

0 = — Wy, )\:'—*)\1.

Désignons alors par P la percussion et par u et ¢ les
coordonnées de son point d’application dans le plan
QOZ, par rapport aux axes OQ et OZ, le théoréme des
momenls des quantités de mouvement par rapport
4 OQ et OZ donnera, si 'on désigne par 4, et r, les
valeurs de ¢’ et r aprés la percussion,

Asin0({'—¢)) —Po =0 (1),
C(r—ry)+ Pu.

Drailleurs, d’aprés ce que nous venons de dire, on a
V=h=—1, r=w=—r.

On aura donc

2ALsinly— Py =o,
2Cw—+ Pu =o,
et I'on en déduit

(24) Cwe 4+ AAsinbyu = o.

Mais les composantes de la rotation instantanée dans
le plan ZOQ sont

w et Asin0,

suivant OZ et 0Q.

(1) 6, désignant toujours ici la valeur de 6 au momeat ou la per-
cussion se produit.
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De sorte que I’équation de la projection de I’axe in-
stantané sur le plan ZOQ est

~ w .
(25) v-mu,

de plus, I'équation de la section de Iellipsoide d’i-
nertie par le plan ZOR est

(26) Auz+ Cot =1,

et ’équation du diamétre conjugué de la direction (25)
dans l'ellipse (26) sera précisément la droite (24).

Done, pour que le mouvement qui se produit aprés
la percussion, OZ, tende vers une position limite per-
pendiculaire & O, il faul que cetlte percussion soit
appliquée suivant une ligne d’action qui est le diamétre
conjugué, dans la section de 'ellipsoide d’inertie par
le plan ZOg, de la composante de la rotation instan-
tanée dans ce plan, au moment oti la percussion se pro-
duit.

Quant au mouvement subséquent qui se produit
aprés la percussion, comparé a celui qui se serait pro-
duit sans 'intervention de la percussion, 1l en différe,
d’aprés ce que nous avons vu, par le changement de
en — w, et de ken — .

Or, dans I’expression de /, w ne figure que par son
carré ('), donc les valeurs de 0 seront les mémes dans
les deux cas, puisque § part de la méme valeur ini-
tiale.

Au lieu de cela, les valeurs de ¢/ seront égales et de
signes countraires, et il en sera de méme de celles

de ¢'.

(1) 1l faut d’ailleurs prendre dans les deux cas le méme signe dans
Pexpression de 6, puisque la percussion ne modifie pas cette quan-
tite.
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Il résulte de la que, si ¥, est la valeur initiale de ¢
au moment ou la percussion se produit, on devra, pour
passer d’'un mouvement a l'autre, remplacer ¥ — 4,
par ¥, — &, et, de plus, les composantes de la rotation
suivant OZ seront égales et de sens contraire.

On conclat de 1a que le nouveau déplacement de
V'axe OZ, apreés la percussion, sera symétrique par rap-
port au plan passant par O, et la position de OZ au
moment ou la percussion se produit, de celui que OZ
aurait pris sans la percussion.

Remarque. — Je crois devoir faire suivre cette so-
lution de la remarque suivante : ce probléme est sans
aucun doute trés bien choisi et intéressant, mais on
ne s’explique pas trés bien pourquoi 'on a ajouté le
n° 4, en demandant I’étude du mouvement dans ce cas
particulier, et en se bornant & en demander ses circon-
stances principales dans le cas général (n°® 3). Le cas
général se traite en effet tout aussi simplement que ce
cas particulier, et les résultats sont tout aussi simples.

Il semble qu’il n’y ait autre chose a faire que de trai-
ter d’une fagcon compléte, ainsi que je l'ai fait, le cas
général (n° 3), et d’appliquer ensuite les résultats au
cas particulier (n® 4), en se bornant a constater qu'il
ne présente rien de spécial.

Si, au lieu de cela, on suivait la marche que semblent
indiquer les données, en se bornant & une étude som-
maire du cas général, et en traitani complétement le
cas particulier, on serait, pour celte étude du cas par-
ticulier, conduit.aux mémes calculs que ’on aurait eu
a faire pour traiter complétement le cas général, et 'on
aurait été conduit a traiter successivement deux ques-
tions qui n'en font au fond qu’une.

Il 'y a lieu aussi de remarquer que la note qui sui-
vait I'énoncé indiquait de considérer les composanles
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de la rotation suivant Oz et Oy, landis qu’il était plus
simple de considérer, ainsi que je I'ai fait, les compo-
santes suivant OR et OQ, d’autant plus que I'on était
par la plus naturellement conduit & reconnaitre que,
dans le n° B, la ligne d’action dela percussion doit éire
le diamétre conjugué de la composante de la rotation

dans le plan ZOQ.



