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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(GONCOURS DE 1906).

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
ELEMENTAIRES (*);

Par M. C. CLAPIER.

I. Nous supposerons que le triangle ABC soit orienté
de maniére que chacun de ses c6tés puisse étre envi-

(') Voir I’énoncé, page 406.
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sagé comme axe de segment dont le sens positif est le
sens de parcours :

BC =a, CA = b, AB =g, 2p=a+b+ec.
Cherchons le lieu S, correspondant a I'équation
(1) bm2+ c:'\—’laz—ai'l_IX?:abc.

Les points du lieu qui sont & une distance donnée R
du point A satisfont & la relation

(2) bﬁg—kc—M—C—Z:a(bc—f-R?);

d’aprés le théoréme de Stévin, ces points sont situés
sur une circonférence dont le centre A,, déterminé
AB

par la condition AC=" %’ est précisément le pied de
1

. . IN .
la bissectrice de I'angle A du triangle.

Fig. 1.

Son rayon s’obtiendra en délerminant les points M
situés sur le diamétre BC; il suffit de substituer dans
I'expression (2)

MB = A,B—A,M,
MC = A, C — A, M;



(413)

et, en tenanl compte des valeurs de

—ac ab

AB=g0 AMC=gr0
il vient
(b+c)A M = aRt+ abe L2 —=2,
b—+c

Si nous prenons le point M a l'intersection de la
circonférence dont le rayon est donné par 'égalité
précédente et de la circonférence de centre A et de
rayon R, nous voyons que le lieu cherché S, peut étre
déterminé par la relation

(3) (b+c)ﬁA_12—am2=abcé;Z—i——c——a.

Le théoréme de Stévin nous montre que S, est une
circonférence dont le centre I, situé sur la bissec-
A, _ a |
1A b+c

Or, sil’on désigne par r le rayon du cercle exinscrit
relatif & Uangle A, par A la hauteur correspondante,
nous avons

trice AA,, est fixé par la condition

d’autre part, la surface du triangle ABC a pour expres-
sion
r/h__( ,__b—é—C-—-a'
5 =W a)r= 2
et ’'on déduit

r a
r+h _ b+c

Donc, le point I coincide avec le centre du cercle
exinscrit envisagé.
Si dans l'équation (2) nous remplagons R? par
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— R2, nous serons conduits aux deux relations équi-
valentes : -

bIT’l—B.Z—a- cKI_C—z—»- am2= abe,

b4+c—a

—2 —_—2
(b+c)MA;, +aMA = abc b o

)
le lieu correspondant est un cercle 8, dont le centre I
est tel que'on a

Les quatre points A, A, I', I sont conjugués harmo-
niques et le point I’ est le centre du cercle inscrit dans
le triangle ABC.

En résumé, si Pon prend dans les équations (1) les
combinaisons de signes jj__:, on obtient comme lieux

du point M deux cercles §' et S, concentriques respec-
tivement aux cercles inscrits dans l'angle A du
triangle donné.

C. . + —
Les deux combinaisons de signes N donnent

des cercles Sy et S concentriques aux deux autres
cercles exinscrits du triangle.

Les quatre autres combinaisons de signes résultent
des précédentes en donnant au second membre des
équations (1) une valeur négative; les lieux correspon-
dants n’ont aucun point réel.

Remarque. — La relation (3) devient identique
lorsque b + ¢ = a, c’est-a-dire lorsque les trois points
A, B, C sont en ligne droite.

Dans ce cas, quel que soit le point M de l'espace, on
a I'identité de Stewart,

b.—\ﬁz -+ cKl—é? — amz = abe.
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Il est clair que tous les points de I'espace situés sur
la sphére qui passe par le grand cercle S, satisfont &
I'équation (3) et par suite a I’équation (1) équivalente.

Il. Pour déterminer le rayon p, de la circonfe-
rence S, nous allons chercher les points de ce lieu
situés sur la bissectrice Al ( fig. 1).

Les deux triangles AMB, AMC nous dounent les

relations

_

— ) _
MB =MA —+¢ —2cMAcos%,
—2 —12 2 J— A
MC =MA +b —2b6MA cos 3’
d’ou
—2 —2  —— = A
ObMB 4+ cMC = (MA +bc)(b+c)— 4bcM\ cos —>
et, comme le premier membre a pour valeur
amz—i—abc.
nous avons I'équalion

be cus%

—_2

MA —2

|

=

A+ bc=o,
/) -— a
qui délermine les points cherchés M et M’
Les segments AM et AM' situés sur le diamétre Al
de la circonférence S, vérifient les relations

AM.AM' = b,

AM—AM 0 p

2
COS —

2
La premiére nous donne la puissance du point A et
la seconde nous donne la position déja trouvée du

centre de la circonférence S,.
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On peut en déduire le rayon

pr— bc cos? %

/AN —AMY\:
A=\—) = A
cos? —
. R S, A — . .
et, substituant a cos? = sa valeur £_(p__a_2, il vient
2 be

G , . _abe
4) fa= p—a

Supposons que le triangle ABC se déplace de ma-
niére & rester circonscrit & un cercle de rayon r' et
inscrit dans un autre de rayon R; je dis que, dans ce
cas, 1l est possible d’exprimer la s5omme

I - 1 - I
U T B
a Paide de R et r'.
En effet,
I p—a 1 p—>b 1 p—c,
0} abc er  abc’ e}~ abc’
la surface du triangle est
abe ,
R =pr,
donc
i t 1 p
AW el abe T IRF

II1. Nous avons trouvé que la puissance du
sommet A par rapport au cercle S, était positive et
égale a bc; cela nous permet de construire ce cercle.

On peut remarquer que, sil'on désigne par I,1,1",1”
les centres des cercles inscrits au triangle ABC, on a
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les égalités

Al' AT = be.
Al AI" = — be
et
AT = be,

AT étant la distance du point A au cevcle S,.
lLies puissances des deux autres sommets B et C se

calculent de la méme maniére; elles sont négatives et
ont pour valeurs absolues respectives ca et ab.
La puissance du centre I' est

—2 abce a? abe

et 'on trouve de méme, pour la puissance des centres I”
et 17, les valeurs respectives
c? N b2
c—f e
cos? — cos? —
2 2

2
— Pi>

qu’il est facile d™exprimer a I'aide de a, b, c.
Ann. de Mathemat., }* série, t. V1. (Septembre 1906.) 27
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Les points d’intersection M et M’ du co6té BC du
triangle avec la circonférence S, sont déterminés par
les deux relations

BM.BM' = — ca,
BK =p —c¢,

K étant le milieu de MM'; I’équation qui détermine les
points M, d’intersection des c6tés AC ou AB est

mi —2p.AM; + bc =o.

IV. Le rapport

BM.BM’ ca c

= — —

CM.CM' ab b
. . A
Si, les points B et C restant fixes, le rapport ic
demeure invariable, les points M et M’ satisfont a la
relation
(BM —a)(BM'—a) &6 onst
BM.BM' T T eomt

Ils décrivent sur BC deux divisions homographiques
en involution dont les points doubles sont donnés par
I’équation

—_— b
BN <l — Z)—-—'za.BN + a?=o.

Donc le cercle S, coupe orthogonalement la circon-
férence décrite sur ces points doubles N et N’ comme
diameétre.

V. On donne le cercle S, dont le rayon p est donné
par Uexpression (4)
abe

p—a

p? =
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La corde MM’ est supposée fixe et se trouve a la
distance IK = r du centre 1; cherchons comment se
déplace le sommet A du triangle ABC, dont les cotés
AB et AC restent tangents au cercle exinscrit (fig. 2).

D’abord le rayon R du cercle circonscrit au triangle
variable reste constant; nous avons, en effet, les trois
expressions équivalentes de la surface,

ah _ . abe
5 = p—ar= IR’
d’ou 'on déduit
. be p?
(0) h = —Q—E, R = -4-7-

La premiére de ces relations peut s’écrire

—_—2
AT

N 2R = const.

et, d’aprés un théoréme de Chasles (Géométrie supé-
rieure), le lieu du point A est une circonférence T qui
passe par les points M et M'.

La droite BC est 'axe radical des deux cercles S,
et T.

La droite PQ qui joint les points de contact des
cotés AB et AC avec le cercle exinscrit est la polaire
du point A par rapport a ce cercle; son enveloppe est
la polaire réciproque de la circonférence T, relative au
cercle précédent; c’est une conique admettant pour
fover le point T et pour axe la perpendiculaire IK qui
est la ligne de symétrie des trois cercles.

Remarque. — Sil'on désigne par d la distance du
centre 1 du cercle exinscrit au centre C du cercle
circonscrit au triangle, nous savons que 'on a

d?=R24-2R~r.
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Le point C décrit donc une circonférence de centre I
et le cercle circonscrit au triangle ABC enveloppe
deux circonférences concentriques.

VI. Nous avons déja remarqué que l'équation (3)
était satisfaite pour tous les points de la sphére obtenue
en faisant tourner la circonférence S, autour du dia-
métre AA,. Le lieu demandé est donc la sphére qui
passe par le cercle correspondant.



