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[I9b]
SUR LA DENSITÉ DES NOMBRES PREMIERS INFÉRIEURS

A UNE GRANDEUR DONNÉE ;

PAR M. PAUL LÉVY.

Partons de la décomposition en facteurs premiers du
produit n ! L'exposant d'un facteur premier a dans cette
décomposition est

[x] désignant, d'après une notation de Gauss, la partie
entière de x\ le dernier terme non nul est le terme de

rang , • On peut donc écrire

<•> - . . - 2 * .
a représentant successivement tous les nombres pre-
miers inférieurs à n.

Cherchons une valeur approchée du second membre.
Pour cela, remplaçons le coefficient de Joga, que

nous désignerons par A, par la valeur plus grande

( 2 ) â + ^+"-+-TW
aLlogaJ

Les termes de cette somme sont en progression géo-
métrique. Lesp premiers ont pour somme

i
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L'expression (2) s'obtient en donnant à p la valeur

<-[&]••
on augmentera une seconde fois A en remplaçait / / par
la valeur plus grande

„ losr/i

puisque sp croît avec/?; il vient ainsi

Cherchons maintenant une limite de Terreur com-
mise. L'erreur commise dans la première approxima-
tion est inférieure au nombre p' des termes. L'erreur

commise dans la seconde est sp»— sp') je dis qu'elle
est inférieure à p' — / / . Pour le voir, traçons la courbe
représentant la variation de sp en fonction de p. Figu-
rons sur cette courbe les points M', P, M d'abscisses
croissantes p"— 1, p1 p,"'. On a

SP SP-1- ap>



d'où
v —v- i = | =/>"— (p'f— 0-

Le coefficient angulaire de la droite MM' est donc
égal à l'unité. Celui de MPest alors inférieur à l'unité,
et

comme nous l'avons annoncé.
L'erreur commise sur la valeur de A est donc in-

férieure à

et Ton a

d'où, en tenant compte de l'égalité (i), et en appe-
lant v le nombre des facteurs premiers distincts de ni

l o g / i ! < > log a < log n!-h v log AI

ou

log#i! y loga log/i! | v log/^
n — i Jmd a — i n — [ n — i

L'on peut de cette inégalité déduire une valeur ap-
prochée de la densité des nombres premiers entre o

et AI. II semble intuitif que l'expression \ —-—? dans

laquelle a représente successivement tous les nombres
premiers inférieurs à n, aura une valeur plus ou moins
grande suivant que cette densité sera plus ou moins
grande. Cependant, comme les nombres premiers sont
en groupements plus denses dans le voisinage de cer-
taines valeurs, il peut y avoir dans la somme surtout
des termes de faibles valeurs, ou au contraire plus de
termes plus grands, et le nombre des termes n'est pas
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en rapport bien défini avec la valeur de la somme. Tl
importe donc de préciser ce raisonnement.

Soit a4, a2, . . . , av, . . . la suite des nombres pre-
miers rangés par ordre de grandeur; considérons, par
une sorte d'inversion du problème, v comme variable,
et av comme fonction inconnue. On peut, dans l'iné-
galité (3), remplacer n par av. Il vient ainsi

(4)

Essayons de voir si une suite (^, (32, • . •, pv< . . . de
croissance plus rapide que la suite des a, et telle que

Pv > av,

satisfait à cette inégalité. Les (3 peuvent d'ailleurs
n'être pas entiers, on remplace alors (3! par la fonc-
tion eulérienne F(i -f- [3).

La fonction — , qui ne diffère de log# que

d'une grandeur, ne devenant pas infinie avec x, croît
avec x, à partir d'une certaine valeur de# , tandis que

—— décroît. Il s'ensuit que, si l'on remplace les a par

les (3, sans changer la valeur de v, les membres extrêmes
de l'inégalité (4) augmentent et le second membre di-
minue. Il pourra alors se faire que la première partie
de l'inégalité ne soit plus vérifiée; cela pourrait au
contraire avoir lieu pour la seconde si la croissance
des p n'était pas assez rapide. On voit ainsi comment
l'on saura si une suite arbitrairement formée est de
croissance trop rapide ou trop lente.

La série dont le terme général est - est divergente.

D'autre part, le rapport — devient infini avecv. Ces ré-



sultats s'établissent aisément, et nous les supposerons
connus. L'idée la plus naturelle est donc de poser, pour
le premier essai,

pv = v logv.

Introduisons un paramètre X et posons

^y = XV lOgV.

Proposons-nous de calculer les quantités qui figurent
dans l'inégalité (4) avec des erreurs ne devenant pas

infinies. On peut alors remplacer — ®- --^- - par

i o /i\ i i 1°S3/ 1°£?*' i
logpv(M; on peut alors remplacer ft par—§-£- > la

p/ — i p*
différence Q /Q étant le terme général d'une série
convergente, puisque p/ >> ̂ ; /À % peut a son tour

être remplacé par j ^ v eh. Le premier membre de

l'inégalité (4) devient alors

logv -f- log logv -h logX;

le troisième n'en diffère que d'une quantité finie. Le
second devient

log logv 7 r logX <tfvr log logv , r
J Avlogv J Xv logv

ou
l- logv-f- ^- (log logv)2 4- -Î^L log logv.

On en déduit que, pour X >> i, la première partie de
l'inégalité (4) n'étant pas vérifiée, l'on a un mode de
croissance trop rapide. Le contraire a lieu pour X = i.

(x ) On peut remarquer que log fiv devient infini pour v = i. Mais
il est évident que le raisonnement subsiste tout de même.



On est donc conduit à poser en second lieu

Pv = v[logv-4-y(v)],

<s(v) étant une fonction de croissance moins rapide
que logv, et que nous supposerons au plus de l'ordre
de grandeur de log logv.

La valeur approchée du premier et du troisième
membre est toujours

logv -+- log logv.

Cherchons celle du second membre. On a

vlogv logv

et

= logv -h log logv •+• p—- • • •,

d'où
log(3v i log logv — <p(v)

Pv ~" v vlogv

les principaux termes non écrits contiennent au déno-
minateur v(logv)2, et les numérateurs, d'après l'hypo-
thèse faite sur <p(v), sont au plus de l'ordre de gran-
deur de (loglogv)2; ces termes croissent donc moins

rapidement que — yf̂ :> <r étant compris entre o et i *

Leur intégrale est donc convergente pourv infini, et le
second membre peut s'écrire, en ne négligeant aucune
partie infinie, -

(5) io gv+ r ;
5 J vlogv

Si nous posons

cp(v) = log logv — i,



valeur qui justifie l'hypothèse faite a priorisur cp(v),
nous obtenons pour le second membre logv + loglogv.
La suite des (3 ainsi formée vérifie alors l'inégalité (4),
à condition d'ajouter des constantes convenablement
choisies aux membres extrêmes. Il ne peut en être de
même d'aucune autre suite formée en ajoutant à cp(v)
une fonction de signe constant et constamment supé-
rieure en module à un nombre tixe p, car alors la va-
leur approchée (5) du second membre se trouve aug-
mentée ou diminuée d'une quantité supérieure à

•ƒ; = ploglogv,
- log\

c'est-à-dire devenant infinie.
On peut donc admettre que la suite

Pî, ?3, • - , (3V =v(l0gV -hloglogV —I)

donne une idée approchée de la croissance des nom-
bres premiers. Par inversion de cette formule, les ex-
pressions

log/i — i logtt (log/i)2

peuvent être prises comme valeurs approchées du
nombre d'entiers premiers inférieurs à /i.

Riemann a donné pour celte même grandeur la va-
leur

Li(x) — - Li'U*)—...+ (—i)™ — Li'U«),

hi(x) désignant le logarithme intégial / : > et en

prenant pour m tons les nombres entiers qui ne sont
multiples d'aucun carré parfait.

Les termes les plus importants de Li(#), qui sont
aussi les plus importants de la fonction définie par ce



développement, sont

x
logar '

Ce sont ces deux premiers termes que nous venons
de retrouver par une méthode relativemenl élémen-
taire.


