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[P4h]
SUK UNE GÉNÉRALISATION DE L4 ! KWSI (MHIVTIOV

BIRATIONNELLE;

PAR M. H. LAURENT.

Soient £, i', i", . . . les racines d'une équation algé-
brique

ƒ(*) = <>

de degré m. On sait que toute fonction rationnelle de i
est réductible à la forme o{i), o(z) désignant un poly-
nôme entier de degré m — i au plus.

Considérons une fonction de m variables

de la forme
XQ H- iXi -4- . . . -t- l'"*-
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et une expression de la forme

a'y -h b'

a, b,a\ b' désignant des quantités indépendantes des a?
mais pouvant contenir i et ses puissances. Si Ton rem-
place a, 6, a', b1\ y par leurs valeurs exprimées en
(onction de j , Y prendra la (orme

Y = Xo •+- X, *'-*-.. .-h X /w_, *'™-i.

Pour lui faire acquérir cette forme on observera
que Y est de la forme

où les w et les ^ sont fonctions linéaires des x, le nu-
mérateur et le dénominateur pouvant être remplacés
par le reste de leur division par /(i). Cela fait, on
multipliera le numérateur et le dénominateur de la
fraction précédente par

qui est une fonction symétrique des racines de • .,
et qui, par suite, est entier en /; après cetle opération,
le numérateur et le dénominateur de Y seront des po-
lynômes entiers en x0, xK, . . . , xm_{ de degré m au
plus et Je dénominateur ne contiendra plus «, Y aura
donc la forme

. typ + ^ i t + . . . -f tym-i im~x

I = ; >

les <|/ étant des fonctions entières des x de degré m.
On aura donc



Or, la racine i étant Tune quelconque des racines de
J (2 ) = o, la formule précédente aura lieu en y rem-
plaçant i par iv,/", ..., elle aura lieu pour m valeurs de «
et l'on aura

Ces formules sont birationnelles, c'est-à-dire que
Ton peut les résoudre par rapport aux x et exprimer
leurs valeurs en fonction rationnelle de Xo , X<, ..., Xrt.
Ce sont des formules analogues à celles de la transfor-
mation quadratique dans l'espace à deux dimensions.

Et, en effet, de la formule ( i )on tire

AY-+-B
J " A 'Y+B"

A, B, A', B' étant des polynômes entiers, et, en repre-
nant mot pour mot ce que nous venons de dire, on
aura

les W étant entiers et de degré m — i en Xo , ..., XTO-«.
Les formules (2) sont celles d'un groupe dont il est

facile de trouver des invariants différentiels. En consi-
dérant Y et y comme des variables complexes formées
avec les clefs z', i2, , . . , im~*, Y sera fonction de y et

aura une dérivée - j - bien déterminée, alorsdy

dX
/àX0 . àX0 , \ ./dXl , \
( -— dx0 -f- - — dxx - + - . . . 1 H - i -— dx0 - + - . . . ) . . .
\àx0 ôxx ) \ox0 J

dy dxx -+- i dxt - h . . .

ne dépendant pas de dx^\dxK \dx2\. •., on aura

dXo .dXz 1 fâXo .dXi \_
dx0 àx0 1 \àx0 dxi }
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et ces équations se décomposeront encore en d'autres
après avoir été rendues entières en i, en observant
qu'elles ont encore Heu en changeant i en i1, i"', . . . .
Toutes ces équaiions ont pour solutions

Si, par exemple, f(z) = z2 + i, on aura

( a -h a i ) ( x0 -h xx i) •+• 6 -h p i
~~ (a' -h a'i)(x0 -+- xx i) -h 6' H- $'i

ax0— oLXi + 6 + i(oicr0 -h axx H- P)
a'XQ — a!xx->t- b'-\- i {a!

(ax0 — QLXx-\-b)(a'x0—a'

(a'XQ — eu'x^ -+- b')2-h (<x"x0 -h a' Xi -h p ' )2

Ces équations sont de la forme

uu!-\-vv' u! v — v'u

(a'x

et Ton aura

(ax0— a^ +

{a'x0 —

— a'X\ -f- b'')(a

a'^i 4- 6'

'! + *') +

,+?)- («*, -«»•:t - h 6 ) ( a / a ? o — • • • ) •

(H-a'^-f-p')

M, u!', ^, v' désignant des fonctions linéaires. Si v' est
nul, on a

Xp _ X t _ i


