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[P4h]
SUR UNE GENERALISATION DE LA TRANSFORMATION
BIRATIONNELLE ; ‘

Par M. H. LAURENT.

Soient £, I/, ", ... les racines d’une équation algé-
) ) b g
brique

f(z)=o0

de degré m. On sait que Loute fonction rationnelle de ¢
est réductible a la forme (), ©(z) désignant un poly-
nome entier de degré m — 1 au plus.
Considérons une fonction de m variables
oy Xp. ceey Tm—
de la forme

To+ L@y + .. Uy, =y,
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et une expression de la forme
g_y+b _
(l) av}/+ b! - Y!

a, b,d, b’ désignant des quantités indépendantes des z
mais pouvant contenir Z et ses puissances. Si 'on rem-
place a, b, @/, &', y par leurs valeurs exprimées en
fonction de ¢, Y prendra la lorme

Y=Xo+Xji+...+ X,y im-1.

Pour lui faire acquérir cette forme on observera
que Y est de la forme

Uy —+ Uy {4...+ Um—1 gm—1
g g b
Vot 01l + ... Opyygim—1

ot les u et les ¢ sont fonclions linéaires des x, le nu-
mérateur et le dénominateur pouvant étre remplacés
par le reste de leur division par f(i). Cela fait, on
multipliera le numérateur et le dénominaleur de la
fraction précédente par

(00+ 0y U4 .)(00-1'—91 "+ ..)(Vo-+' Vtim+. ..).- .

f(3)
z—1
et qui, par sulte, esl enlier en 7; aprés celle opération,

le numérateur et le dénominateur de Y seront des po-
lynomes entiers en x4, 2y, ..., Zm_, de degré m au
plus et le dénominateur ne contiendra plus Z, Y aura
donc la forme

qui est une fonction symétrique des racines de

Y= Yo+ Ui+ + bygimt
= v ,
les ¢ étant des fonctions entiéres des z de degré m.
On aura donc

im—t — l)/o -+ an + .. m ‘Pm—l .

2

Xo+ Xyt +. o X,y
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Or, laracine ¢ étant I'une quelconque des racines de
f(z) =o0, la formule précédente aura lieu en y rem-
placant i par ¢, ', ..., elleaura lieu pour m valeurs de ¢
et I'on aura

(2) Xo=%” X:=%’ LR Xm— 1—4)':{:1
Ces formules sont birationnelles, c’est-a-dire que

I'on peut les résoudre par rapport aux z et exprimer

leurs valeurs en fonction rationnelle de X,, X, ..., X,,.

Ce sont des formules analogues & celles de la transfor-

mation quadratique dans l'espace & deux dimensions.
Et, en effet, de la formule (1) on tire

_ AY+B
~AY +B”

A, B, A’, B étant des polynomes entiers, et, en repre-
nant mol pour mot ce que nous venons de dire, on
aura

W W,
$0=T0‘7 Cey xrn~i=—'lij.—t7
les W étant entiers et de degré m —1en X,, ..., X,_;.

Les formules (2) sont celles d'un groupe dont il est
facile de trouver des invariants différentiels. En consi-
dérant Y et y comme des variables complexes formées
avec les clefs ¢, i2, ,..y 171, Y sera fonction de y et

aura une dérivée bien déterminée, alors

17)7
()Xo 0. 1

ﬂ (dodo+;—dx1+ )+z< dx0+...>...
dy — dry+idri+...

ne dépendant pas de dxo:dx,:dx,:..., on aura

Xo 0%y _1/% oK )
e zdxo+...~. P e
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et ces équations se décomposeront encore en d’autres
aprés avoir été rendues entiéres en I, en observant
qu’elles ont encore lieu en changeant {en 7/, ', ....
Toutes ces équations ont pour solutions

=h . O
X0_¢’ Xl—ql,

Si, par exemple, f(z) =32+ 1, on aura

_ (a+ai)(Ze+z0)+ b+ i
T (a+di)( @+ l)+ 6 + Pe

_ axy—ar + b+ i(axy+ axy + B)
T azy—dzy+ b +i(dwy+az+ B)

(azxy—azi+b)(@xy—ad' 2+ b)+(axy+axy+ B) (@' xo+a' z + )
(@'xg— A1+ b 2+ (d'xyg+a' x+ P')?

(a'xy —d' 2+ b )(azg+axy + B)— (azy— 21+ b)(a’xo—...)i
(a'zy—...)...

et I'on aura
Xo
(azxg —ax;+b) (@' xy—2'21+ )+ (2zy +a.vs+B) (@' o+ a'x, + B')
T (@ xg—od' @y + b ) (axo+ axy+B)—(axy—az+b)(d' wo+a'zy+ F)

1
T (dxy—d x4+ b )2+ (" wy + a' x4 +(3')2.

Ces équations sont de la forme

Xo Xi _ 1

= = -,
un' + o0 we—ou o242

u, u', v, o' désignant des fonctions linéaires. Si ¢/ est

nul, ona
Xo

X| . 1
uu' vu' 2



