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[P1f]
UN THEOREME SUR L\ COLLINEATION ET LA RECIPROCITE ;

Par M. STUYVAERT.

Le point de départ de ce travail est un théoréme
que nous appellerons théoréme de Reye et dont voici
I'énoncé :

Toutes les cubiques gauches passant par cing
points percent un plan fixe en des ternes de points
qui sont les sommets de triangles conjugués par

rapport a une méme conique. (Zeitschr. f. Math. u.
Phys., 1. XII1.)

Cette propriété a é1é démontrée trop souvent pour
qu’une nouvelle méthode de I'établiv présente encore
quelque intéréL en elle-méme. Mais on peut analyser
les relations du théoréme de Reye avec des théories
apparenlées; ces recherches, poussées dans deux di-
rections différentes, nous ont donné des résultats.

En considérant la gerbe de cubiques par cing points
comme un cas particulier de systémes plus généraux,
nous avons montré (Comptes rendus, novembre 19o3)
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comment les caractéres spécifiques de cette gerbe en-
trainent le théoréme de Reye.

Ici, au contraire, nous allons regarder cette propo-
sition comme un analogue supérieur du théoréme de
C. Sturm sur les faisceaux de coniques, et nous
étendons a Pespace une méthode qui réussit dans le

plan.

1. Le théoréme de C. Sturm peut se déduire de
celui de Desargues. Ce dernier repose a son tour sur
la propriété suivante :

Six et X, y et Y sont deux couples d’éléments
homologues de deux formes projectives superposées
du premier ordre (ponctuelles ou faisceauz), les
couples (x,Y), (y, X) et les éléments doubles de la
projectivité sont en involution.

Cherchons 'analogue de ce théoréme dans un espace
a deux, trois ou méme plusieurs dimensions. Pour la
facilité du langage, bornons-nous a 'espace ordinaire:
nous aurons a démontrer le théoréme que voici :

St le point Y et le plan U sont respectivement les
homologues du point y et du plan u dans deux es-
paces collinéaires (le déter minant de la collinéation
étant différent de zéro), Y est le pdle de uet y le
pole de U dans un systéme polaire ayant pour té-
traédre conjugué le tétraédre fondamental de la
collinéation.

M, C. Servais nous a communiqué verbalement une
démonstration synthétique de cette propriété. Celle
que nous donnons ici est analytique; nous n’avons
donc pas a nous occuper du cas des imaginaires.

Prenons les points doubles, supposés distincts, de
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la collinéation pour sommets du téiraédre de vélé-
rence. Les formules de la projectivité peuvent alors
s'écrire
pY,=a;yi(i=1, 2,3, 4).

Un plan U =23 U;X, répond a un plan u=3Uo;z;,

que 'on peut désigner par X w;z;; on a alors
SU; = % U,‘.

Or, dans un systéme polaire ou le tétraédre de réfé-
rence est un tétraédre conjugué et ou le point y est le
pole du plan U, on a des relations de la forme

) . P yi=P:Us;
par suite ausst

plaiyi = a; B Uy,
ou, d’aprés les formules précédentes,
pp' Yi=afiui;

dans ce systéme polaire, le point Y est donc bien le
pole du plan «.

Le raisonnement, fait en sens inverse, démontre la
réciproque :

Si les points Y et y sont respectivement les péles
des plans u et U par rapport a un systéme polaire,
le point Y et le plan U sont respectivement les homo-
logues du point y et du point u dans une collinéa-
tion ayant pour tétraédre fondamental un tétraédre
polaire quelconque du systéme proposé.

2. La demonsnauon précédente suppose que ] les
points doubles de la collinéation soient distincts. Le
raisonnement qui va suivre établit le méme théoréme
dans tous les cas.

Ecrivons les équations de la collinéation sous la
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forme
]=4%

PY¢=2au}’j (i=1, 2,3, 4).

=1

En général a,, différe de a,,, et la seule restriction a
faire est que le déterminant des quantités a,; ne soit
pas nul.

Le plan U=3U,X, répond au plan u=3U,2q,z,
et, si 'on désigne ce dernier par Tu,x,, on a

=4

cu,= E a; U,.

=1

Soient fix les coefficients réels d’'une quadrique f
réelle ou 1maginaire; on a donc fix= f. S1 Uest le
plan polaire du point y par rapport a cette quadrique,

on a
k=4

U= N futh
k=1
d’ou

=4 k=4«

oTu, = Zal,Zf;kyk.

=1 k=1

Si le plan u est le plan polaire du point Y par rap-
port a la méme quadrique, on a de méme

=4

i, = Eft/Yu

=1

=4

k=4
pvu, = quzatk}’k-
k=1

=1

Les deux systémes de valeurs trouvés pour les quan-
tités u; ne peuvent coexister, en genéral, que pour un
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nombre fini de points y (ce nombre est 4). Mais elles
sont compatibles, quel que soit le point y, si 'on a

=4 i=4

2aijfik=2fijaik (6,7 =1,2,3, 4).

i=1 i=1

Ces conditions sont vérifiées identiquement, si I'on
a j = k. De plus, les égalités demeurent inaltérées, si
I'on permute j et k. On ne doit considérer que les cas
ou j par exemple est supérieur 4 & et, comme les nom-
bres 1, 2, 3, 4 présentent six combinaisons, les rela-
tions précédentes sont au nombre de six entre les dix
cocfficients homogénes fix; il v a donc, en général,
=3 quadriques satisfaisant a la condition d’avoir pour
plans polaires de deux points homologues quelconques
» et Y deux plans homologues aussi, mais en ordre
mverse, U et u.

Démontrons que tout point double de la collinéation
est le pole d’un plan double par rapport a chacune de
ces quadriques. Si un point z est double, il existe une
valeur de o telle que I'on ait

j=b
s = Ea,-jzj;
j=1

soit ¢ le plan polaire de 5 par rapport & une des o3
quadriques trouvées, on a alors

done

mais, & cause des condilions imposées aux quadriques f
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et écrites plus haut, ces relations deviennent

iz=4 j=4
PTYEr = Eaik Ef,'jz_i
i=1 ]=1

et, puisque ¢ est le plan polaire de z, on a enfin

i=4

TV =1 E 227298

=1

ceci exprime que ¢ est un plan double, donné d’ail-
leurs par la méme valeur de o qui a fourni le point
double z. Ainsi, tout point double de la collinéation
est le pole d'un plan double par rapport a chacuné
des o® quadriques f. Il est visible que I'une de ces sur-
faces est déterminée, en général, par la condition que

¥ est le pole de U.

3. Voici, en passant, une application. Supposons le
complexe tétraédral défini par deux espaces collinéaires
(voir Reve, Géométrie de position). Soient a et b
deux rayons du complexe; a passe par deux points
homologues y et Y; b est l'intersection de deux plans
homologues « et U. D’aprés le théoréme du n° 1, y est
le pole de U et Y le pole de u par rapport & une qua-
drique ayant pour tétraédre conjugué le tétraédre fon-
damental de la projectivité; donc a et b sont deux
droites conjuguées par rapport a cette quadrique. Les
droites conjuguées du rayon a par rapport aux oo
quadriques f ayant le tétraédre fondamental pour té-
traédre polaire sont toutes des rayons du complexe. Ou
encore le complexe est conjugué a lui-méme par rap-
port 4 chacune de ces quadriques. (Ces propriétés sont
connues.)

Ann. de Mathémat., §° série, t. VI. (Aot 19o6.) 23
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4. Les n>1 et 2 sont indépendants du nombre de
variables. Dans un plan, par exemple, on a la propriété
suivante :

Si y et Y sont deux points homologues, u et U
deux droites homologues de deur systémes plans
collinéaires superposés, y est le péle de U et Y celui
de u dans un systéme polaire ayant pour triangle
conjugué le triangle fondamental de la collinéa-
tion. Et réciproquement.

Cette proposition conduit au théoréme de Reye sur
les cubiques gauches.

En effet, les rayons qui projettent les points d’une cu-
bique gauche de deux d’entre eux, G et H par exemple,
forment deux gerbes collinéaires et marquent, sur un
plan p, deux systémes plans projectifs dont les points
doubles sont les traces A, B, G de la cubique sur le
plan u.

Soient D, E, F trois points de la courbe; appelons
DK, F les traces respectives de GD, GE, GF sur le
plan w et D, K", F” celles de HD, HE, HF.

D’apres le théoréme qui vient d’étre énoncé, I et
D" sont respectivement les poles de E'F” et E'F’ par
rapport a une conigue admettant le triangle ABC comme
triangle conjugué.

Si 'on intervertit les réles des points G et D, on voit
que, dans la méme conique, définie par son triangle
conjugué¢ ABC et par la condition que D' est le péle de
E'F", on a maintenant la trace I de GH pour pole de
la droite d intersection des plans DEF et . Par inter-
version successive des points D, E; F, G, H entre eux,
on reconnail ainsi que le plan w coupe chaque face du
pentaédre DEFGH suivant une droite et chaque aréte
opposée en un point et que ces dix droites sont les
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polaires respectives de ces dix poinls par rapport a
une méme conique qui admet ABC comme triangle
conjugué.

Cette propriété est I'analogue du théoréme de De-
sargues relatif aux coniques; elle est connue ainsi que
les cas particuliers que 'on peut en tirer lorsque cer-
tains sommets du pentaédre coincident.

L’analogue du théoréme de C. Sturm en résulte im-
médiatement : toutes les cubiques gauches passant par
les cinq points D, E, F, G, H percent le plan u. en des
ternes de points A, B, C formant des triangles conju-
gués par rapport & une méme conique; celle-ci est
en effet complétement déterminée par le pentaédre

DEFGH.



