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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1906.
COMPOSITION IWALGEBRE ET TRIGONOMETRIE.

SoLuTioN PAR M. JEaAN SERVAIS.

xr—1

1. Etudier lavariation de la fonction y =L

)
xr —+ 2

ot L désigne un logarithme népérien.

L, [ 4
Il. Evaluer ’intégrale A , et cal-

A (-).x'l—+—|)\/a"'2—1—|

\ I\ I
culer sa valeur a 35 prés quand a = —-

100 ﬁ
Il. Léquation z3— a2+ Bz — Y=o a pour
racines les longueurs des cétés d’un triangle ABC.
Former Uéquation ayant pour racines cos A,
cos B, cos C.

IV. On donne une fonction f(x).

Deux autres fonctions ¢(x) et ¥(z) sont définies
par les relations suivantes, ou K est un nombre
constant :

o(z) = Kff—‘,i(%, F(z) = f(z)¢(z).

Démontrer qu’on a identiquement :

Fiz) _ f"=) , ¢(=), 2K
F(z) ~ flz)  o(z)  flz)e(z)’
_F‘”l(x) _ f///(z‘) + (P’”(Z').

F(z) = fz)  ‘o(=)

I. Pour que y soit réelle, il faut que ’on ait :

soit x >1, soit < —2,
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Dans les deux intervalles (— o0, — 2) et (1, - )

. . x —
la fonction

1 . .
5 est croissante : dans le premier

intervalle elle croit de 1 & 4 o0, dans le second de o
a 1. Comme le logarithme népérien varie dans le méme
sens que le nombre, on a immédiatement le Tableau
suivanl et la courbe ci-jointe :

z ¥ V///y
Z
=K Z/
croit %
—2 | +» /? x
+1 | —x /
croit %Z
+ > o /é

IL. Pour évaluer l'intégrale

[ e
= — 4
b (222 )Yz

posons x = lango; supposons le radical pris avec le
signe —+ et désignons par B larc positif, plus petit

S

™
que >» tel que
tang P = a;

P'intégrale devient :

B coso d
= P _ i — ar i
J —[ Tsintg [arc tang sm?]% = arc tang (sinP).

Or, lorsque

tang P = %
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on a

sinf = —l:

Donc, dans le cas particulier ou

on a
1 T .
J = arc tan{:‘/—g =5= 0,523.

IlI. Soient a, b, ¢ les trois cotés du triangle. On a,
comme on sait,

(b+c—a)(b+c+a)
2bc

1+ CosA =

_(a+b+c—2a)(a+b+c)a
- 2abc

Or, en vertu des relations entre les coefficients et les
racines, on a

a+b+c=a, abe = y.
D’ou l'on tire
aa(x—2a)

2Y

1+ CcosA =

Si donc nous désignons par z I'une quelconque des
racines de I'équation donnée

(1) 3 —axr+ for—y=o,

et par y la racine correspondante de I'équation cher-
chée, le probléme proposé revient a faire la transfor-
mée définie par

azx(a—2x)
2 I - ——
(2) +y Y

Y

Il n’y a donc qu’a éliminer z entre cette égalité et
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I'équation (1). L'égalité (2) s’écrit
(3) 2022 —az + 2y (y +1) =o.

En multipliant celle-ci para, I’ equatlon( ) par — 2a,
et ajoutant, on obtient

(4) atr?+42[y(y + 1) —aflz + 22y =o.

[’équation cherchée est le résultant des équations (3)
et (4). Clest done :

[4a2y — 222y (¥ + D)2+ [4ay (¥ +1) — 202 B + at]
[202y -+ 472 (y +1) — o2fy (¥ +1)] = 0.
Ce qui donne, en ordonnant par rapport a ¥ +1,
BY2(y + 1)+ fay (22— 4B) (¥ +1)?

—2a2(a2PB— 4P+ 20y) (¥ +1) + a3(a3— faf +8y) =o.

IV. L’égalité donnée
s =k f 755

revient a celle-ci

(1) ¢(2)f(z)=K
qui donne, par dérivation,
(2) ¢’ (@) f'(z) + 9" (2) f'(z) =o.

En prenant les dérivées logarithmiques des deux
membres de ’égalité
F(z)= f(z) 9 (=),
on a .
3 Fez) _ fi(z)  ¢(x)
) F(z) f(z) w(x)’

qui, en dérivant, donne

Py _ L) o) P S fie),
() = f(2) " ele) T Fia) T fi(a)  ¢(@)

@)
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En remplacant dans cette égalité Fl(2)
F(zx)
tirée de (3 ), simplifiant et tenant compte de I’égalité (1),

on obtient la premiére égalité demandée

F'(z) _ f'(z)  ¢(=) 2K
F(z) ~ f@) 9@  F@) ¢@)

par sa valeur

(%)

Dérivons, a leur tour, les deux membres de I'éga-
lité (5) et nous obtlenons

Smm_ﬂm+wg

F(a) — flz) T elx)
Fluz)F(z) [(z)f(z) o (x)¢ )

(6) * TR S (=) o' ()
( _2K[f'(z)o(z)+9'(x) f(x]
S ()92 (z)
Remplagons, dans cette égalité, ¥(x) E (2) par sa

F2x)
valeur obtenue en multipliant membre & membre les
égalités (3) et (5) et nous obtiendrons, loutes simpli-
fications failes, la seconde des égalités demandées :

E’"(i):flll(x)+?lll(z).
F(z)  f(=) ?(®)




