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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 9 0 6 .
COMPOSITION DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE ET MÉCANIQUE.

SOLUTION PAR M. PHILBERT nu PLESSIS.

On considère un système d'axes rectangulaires
fixes, O / , Oy,Oz, et, dans le plan xO<y, un cercle (C)

de rayon a animé d'un mouvement de trans-
lation j dans lequel son centre C décrit dans le sens
de la flèche F, et avec une vitesse angulaire

(i — /n)w, un cercle de centre O et de rayon —-—a.

En même temps que ce cercle (C) se déplace, un
point P est mobile sur sa circonférence, et la par-
court dans le sens de la flèche f \ avec la vitesse an-
gulaire (i -h m)d). Il décrit ainsi une courbe (E)
(Epicycloïde).

Fig. i.

Les quantités a, a), m sont trois constantes posi-
tives, dont la dernière est moindre que l'unité.

I. On demande d* exprimer en f onction du temps



t, les coordonnées x, y du point P, sachant qu'à
F époque t = o les points C et P sont tous deux sur
la partie positive deOx, P à la distance a du point C.

II. Le point P est la projection d'un point M, mo-
bile dans Vespace : on demande d'exprimer sa
cote z en fonction du temps t, sachant qu'elle est
nulle à V époque t =. o, et que la vitesse v de M. f ait
avec Vaxe Oz un angle constant 9 quelconque
d'ailleurs.

On montrera que la trajectoire (K) du point M
s'obtient en coupant le cylindre dont (E) est la sec-
tion droite par un ellipsoïde de révolution autour

de Oz : —- -+-,- = i, où la longueur b varie
avec S.

On introduira, au lieu de 6, la constante b dans
la représentation de la cote z du point M.

II[. Calculer la grandeur et les cosinus direc-
teurs a, [3, y de la vitesse v du point M, ainsi que
C arc de la courbe (K) parcouru par ce mobile pen-
dant le temps t. Exprimer, en jonction du temps,
le rayon de courbure R de la courbe (K.), et vérifier
que la vitesse lui est proportionnelle.

IV. Après avoir f orme V équation du plan oscu-
lateur de la courbe (K), on démontrera que, à une
époque t, tous ceux de ces plans qui correspondent
aux diverses courbes (K) qu'on obtient en faisant
varier b, passent par une même droite A du plan
xOy.

V. Montrer que, lorsque t varie, cette droite A
enveloppe une épier cloïde (E') homo thé tique à celle
que décrit le point P; diamétralement opposé au



point P dons le cercle (C). — Faire voir que la
courbe CE!) a pour développée Vépicyloïde (E).

I. Au bout du temps t, les coordonnées du centre C,
rapporté aux axes fixes O x et Oy, sont :

— —cos(i — m) ut et sin(r — m)u>t,

celles du point P, rapporté aux axes menés par C pa-
rallèlement à Ox et Oy,

(i — m)a (i — m)a . .
cos(i -f- m)u> t et sin(i -t- m)iùt.

Les coordonnées de P rapportées à Ox et Oy sont
donc

l x = - [ ( i -h m)cos(i — m)(x>t -h( i — /n )cos ( i -\-m)u>t],

] a
[^ = — [(f -h /n) sin ( i — m)u>t-\-(\ — m ) sinfi — m)co£|,

qu'on peut encore écrire

( a? = a (cos w^ cos mojt -f- ms inw/ si» /?KO £),

\ y = a( sin to ̂  cos,

II. On tire immédiatement de là

dx

U)
= — a(i — m2) (x) sin tx> t cos mix) t,

-j- = a(i — m2) cocos u>t cos muj t,

et, par suite, pour la vitesse u du point P,

-—- ) -+-(-7-) = a(i — m'2) 10 cos m lu t.dt J \ a t )

Mais, puisque la vitesse du point M fait l'angle
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( 274 )
constant 6 avec MP, on a

/ o . dz u a(i — /n2)w
(3) —r- = r = ~—cos/nwf,v ' dt tango tangO '

et, par suite, en intégrant et tenant compte de ce que

z = o pour t = o,

(4) * mtang6

Or, des formules (î tó), on tire immédiatement

(5) x2-\-y2 = a2(cos2mu)t -h m2 sin* mixit).

Donc,

—— = (i — m2) sm2moit = -
a2 v 7 a

et Ton voit que Ton a bien

si l'on pose (*

mtange

Remplaçant tang9 par sa valeur tirée de là dans (4),
on a

(/^bis) z — b ̂ i — m2 sinmu)t.

III. On a maintenant pour la vitesse v du point M

i dz a(\ — m2 ) tu

v = =
(7)

5 — = .

(*) II est facile de voir que, si Ton pose m = coscp, 9 est l'ano-
malie excentrique des points de rebroussement (points les plus
hauts) de la ligne d'égale pente tracée par le point M sur l'ellip-
soïde de révolution.



et pour ses cosinus directeurs

(8)

i dx .
a = — = — sin 8 sin to t,

v dt '

i d'y
P = - —= sin6 cosÜ)^,

= r f ? = c o s e '

cette dernière expression fournissant une vérifica-
tion (*).

Quant à l'arc de courbe, vu les conditions initiales,
il est donné par

(g) s = / vdt= — :—A— sin m oit.

Si maintenant a', p', yr sont les cosinus directeurs de
la normale principale, on a

cosa>^,R a

v r

T\*

, d0L

' ~~ dt

dü
1 =dt

d'où, faisant la somme des carrés et tenant compte de
ce que a'2 + 3 /2 + y'2 = i,

ç

(io) — = a) sin6,
K

C1) Si, dans ces formules et dans les suivantes, on voulait intro-
duire b au lieu de 6, il suffirait de remarquer que de (6), qui peut

,, . A a \l\ — m2

s écrire tango = , on tireb bm

. ö a di — ni1 . mbsin 9 = i coso = —
1 — rri1



( 276 )

et, en rapprochant de ( 7 ) ,

(11) R = . . f t cos m fa) f.
sin2ô

On a, en outre,

IV. Le plan oscillateur au point (#, r , s) a pour
équation

AX+BY-hGZ = CiP + B^ + Ca

avec (puisqu'il contient la tangente et la normale prin-
cipale)

A B C
ftr'—P'Y " Ta '— Y'* 3$' —a'P

ou
A B G

cosOsinwl —cosOcostotf sinO

ou encore

sineuf —costsit tango

Or, si l'on multiplie les formules (1 bis) respective-

ment par sinco£ cl — cosco/, la formule (\) par tang6,

et si l'on additionne, on a

( 1 2 ) # s i i i ( j i ) £ — y costal - h s t a n g 0 = — s i n m tot.

C'est donc là l'équation du plan oscillateur, si l'on y
regarde x,y, z comme des coordonnées courantes.

La trace A de ce plan sur le plan Oxy est

indépendante de 9, donc de b.

V. Pour avoir l'enveloppe de cette droite A, il faut
éliminer t entre cette équation (i3) et sa dérivée par



rapport à t, qui peut s'écrire

(i4) oc costoJ -\-y sin tot — a cos ww t.

Au lieu d'éliminer t, on peut représenter cette en-
veloppe paramétriquement en tirant de là

et
x — — ( sinw/sinmw^+ m cos, tût cosmw?),

a
y = — (— cosa>£ sin /nw ^ -t- ?̂i sinto^ cosmw^) .

Or, pour avoir le lieu du point P' diamétralement
opposé à P dans le cercle (C), il faut dans les for-

Fig. 2.

mules (i bis) remplacer tùt et rrnùt par ces mêmes an-

gles augmentés de -» ce qui donne précisément les der

nières formules écrites, à cette différence près que

c'est a au lieu de — qui figure en dehors de la paren-

thèse.



Donc l'enveloppe de A est une épicycloïde (E') ho-
mothétique de celle que décrit le point P' par rapport

à l'origine O, le rapport d'homothétie étant — •

Remarquons maintenant que la droite (i3), qui
passe par le point où A (i3) touche son enveloppe, est
perpendiculaire à cette droite; c'est donc la normale à
(E'), et son enveloppe s'obtient en éliminant t entre
(14) et sa dérivée par rapport à t

(15) rpsintoÊ—y cosu>£ = am sinmwf.

Or, on voit immédiatement que, si Ton tire x et y
de (i4) et (i5), on retombe sur les formules (i 6«), ce
qui montre que la développée de (E') se confond avec
le lieu de P.

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

I. La vitesse relative du point P [tangente au
cercle (C)] et sa vitesse d'entraînement (équipollente à
celle de C, par suite, perpendiculaire à OC) sont toutes
i / i ^ i — tti2Wior , , . ,

deux égales a Leur resultante, vitesse ab-
solue de P, est donc dirigée suivant la bissectrice PT
de leur angle, T étant le point où le rayon OC pro-
longé rencontre le cercle (C). Par suite, la normale à
la trajectoire (E) de P passe par le point l diamétrale-
ment opposé à T, et, comme ce point I est le même
quel que soit le point P choisi sur (C), c'est le centre
instantané de rotation du cercle sur lequel serait mar-
qué le point P. Le lieu de ce centre I sur le plan du
cercle (C) est ce cercle lui-même ; sur le plan fixe, c'est
le cercle de rayon 01. Donc, le mouvement de P peut
s'obtenir par roulement du premier de ces cercles sur



( 279 )
le second, et la courbe que décrit ce point est une épi-
cycloïde (E).

On peut remarquer, en outre, que, d'après l'énoncé

a?OC = (i — m)wt, a?LP = (i •+- m)oity

d'où l'on déduit

ICP' = irruat.
Et, comme

01 = OC — CP = ma,

on vérifie immédiatement l'égalité des arcs PJ>I et IP'
donnés respectivement par

arcP'o I = ma(i — m)iût
et

m , (i — m)aarc IP = '

Remarquons encore que l'on a

OT = OC-f-CP =
et

/ v ^ TCP'
PIT = —

d'où l'on déduit

PKx = = ut.

II. La vitesse absolue u du point P, dirigée suivant
PT, fait avec la vitesse relative, dirigée suivant la tan-
gente en P au cercle (C), un angle égal à PIT ou rmot.
Et, puisque, comme nous venons de le voir, la vitesse
d'entraînement est égale à la vitesse relative, c'est-à-dire
x a(\ — m2)iù

a _i , nous avons
a 2 ( i — m2)2ci>*

M* = 2 ; ( I-H COS 2 m bit)

4
= a2(i —



Or, la vitesse v du point M fait avec sa projection u

un angle constant égal à 9; on a donc

a a) ( i — m2 )
v = :—;

C'est la formule (7) ci-dessus. Pour en déduire z, il
suffit de remarquer que, le lieu du point M étant une
hélice, on a

dz
- = ,cos6;

d'où, par intégration, la formule (4). Pour faire voir
que l'hélice en question se trouve sur l'ellipsoïde ci-
dessus défini, il suffit donc d'établir directement la
formule (5). Or, rien n'est plus simple; abaissons, en
effet, de O la perpendiculaire OH sur PT; cette perpen-
diculaire fait avec OC un angle égal à PIC ou irtiùt, et
l'on a

= OT cos2mu)t •+• 01 sin2moit

= a2 cos2 m a) t -\- m2 a2 sin2ma>£.

C'est précisément la formule (5).

III. La formule (7) vient d'être obtenue. Il suffit de
remarquer qu'en vertu d'une propriété eonnuede l'hé-
lice, on a

COSÖ

pour déduire de (4) la formule (9). Reste à obtenir
les formules (8) et (10). Or, rien n'est plus aisé géo-
métriquement. En effet, la projection PT du vecteur

vitesse fait avec 0 # un angle égal à - -f-10 £, et, d'autre



part, ce vecteur fait lui-même avec Os un angle égal
à 9. On a donc

a = sin6 cos ( h w n = — sin6 sin wt,

V2 /
p = sin6sin( h w M = sinöcosw^,

Y =cos6.

Ce sont les formules (8). De plus, la considération
de l'indicatrice sphérique (ici un cercle parallèle au
plan Oxy) donne immédiatement pour l'angle de con-
tingence de

de = sin 6 dt hwn = oo sin 6 dt.

D'où
ds

de de 10 sin 6
dt

C'est la formule (10).

IV. Le plan oscillateur à l'hélice décrite par le
point M contenant la normale principale, c'est-à-dire la
normale au cylindre mené par(E) parallèlement à O^,
normale qui se projette sur Oxy suivant PK, a pour
trace sur ce plan Oxy, la parallèle à PK (c'est-à-dire la
perpendiculaire à PT) menée par le point V où la tan-
gente à Thélice rencontre Oxy. Or, la sous-tangente PV
étant égale à l'arc PP0 de l'épicycloïde (E) décrite par P,
est indépendante de l'angle 6 de l'hélice, et, par suite,
il en est de même de la trace du plan oscillateur.

D'autre part, puisque le plan oscillateur a pour ca-
ractéristique la tangente, la trace de ce plan osculateur
touche son enveloppe au point V où elle est rencontrée
par cette tangente. Ceci montre que VP est normale à
cette enveloppe qui est, par suite, une développante
de (E).



Reste à faire voir qu'elle est homothétique de l'épi-
cycloïde décrite par le point P', par rapport au point O.
Or, la sous-tangente PV est donnée par

PV = z tango

ou, en vertu de la formule (4), par

PV = sin moi t.
m

On a donc

TV = PV — PT
a(\ — ni1) .

= s\nmu)t — a(i — m) sin mu>t
m v '

a(i — m) .
= -smmiût.

Mais, d autre part,

IP'=aIGsiB

Par suite,

!CP'
i

TV
FF -

a(i — m) sin/nto^.

comme, d'ailleurs, TV et IP' sont parallèles (comme
perpendiculaires à PI), et que Ton a aussi

91-1
ÖJ ~" m '

on voit que les points P' et V sont en ligne droite avec
le point O, et que l'on a

QV _ r
OP' " m'

ce qui démontre la proposition annoncée.
Remarque. — En vertu de la construction de Savary,

ou mieux d'Euler, le point Q est le centre de cooirbure



de Tépicycloïde (E). Or, le triangle OP'C, coupé par
la transversale PIQ, donne

d'où

et

Par

OQ
QP'

suite,

PC
PP'

QO PP'
QP' PC

01 i
IG 2

ÜF'

en vertu de la

OQ
OV

' IG
ïô= i ;

ma i — m
(i — m)a m

i

= m.

dernière égalité ob

d'où ce théorème connu que la développante et la dé-
veloppée d'une épicjcloïde sont homothétiques.


