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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
DU GONCOURS D’AGREGATION DE 1905;

Pir M. A. VACOUANT,

1* On donne les dewx droites D, D' definies respec-
tvement par les équations

) y o, s=h,

(|‘) g s

It

h,

les axes de coordonnees ox, oy, oz élant supposes
rectangulaires. Trouver Uequation ponctuelle de la
surface S liew du sommet d’un paraboloide variable
qui passe par ces deur droites. Trouver I'équation
tangentielle de la méme surface.

» Caleulerles coordonnées d’un point quelcongue M
de la surface S en fonction de I’abscisse « et de ['or-
donnée 3 des dewr points N, N' ol une droite, menée
par M, rencontre respectivement 1) et B, Soit P le
[#

% dans le plan xo) . Lieu du

point M quand P decrit une droite (]uPlconque du

potnt de coordonnecs a,

plan xoy. Etude de Uintersection de la surface S avec
une quadrique quelconque qui passe par D et D', Lieu
correspondant du pownt P. Cas out cetle intersection se
decompose.



(1)

3° Démontrer que la surface S est sa propre polaire
réciproque par rapport a une infinité de quadriques (),
dont on cherchera lI'équation générale ponctuelle. On
envisagera plus particuliérement parmi elles les para-

boloides Q,. Trouver l'enveloppe des quadriques Q.
I. Les deux droites D, D' définies respectivement par
les équations

(D) ¥ = o, z=nh,

(D) T =o0. 3 =—1

seront rencontrées par une droite avant pour équalions

r=asz+p,

y=bz—+gq.
sil'on a
bl +—~q = o, —ah+p=o
et, par suite,
(G) r=alz—h), y=biz—h

sont les équations d’une droite (x rencontrant D et D'
en des points N et N’ ayant respectivement pour
abscisse et pour ordonnée

%= ah, b =—0bh.

Pour gue G reste paralléle au plan
Ar + By + Gs =o,

il faut
Aa ~Bb -G =o.

Le paraboloide engendré par G a pour équation

A.’I’IBJL

s—h z—h

4 C=o0
ot

Ariz—h)+By(z+h)+Ciz—h)(z+~h)=o0



(o2 )

G2+ \N715+ Bys—Ahr—Bhy —Ch?=o.

(ny)
Ce paraboloide ayant pour plans directeurs

Az + By —Cz=o0,

< T 0,

la direction de son axe a pour équations
Le point Ma, . z) sera le sommet de w si le plan

tangent en M est perpendiculaire a Tave, ¢’est-a-dive

si l'on a
Bz hy A\r -By +>0C3
*.‘ 0 o

h B
;
Les coordonnees du sommet M de ® sont donc défi-

-

’

nies pai Jes equations
\er+B) —>Cz—o

\ 2

I +~B2z—+l)r=o0,
fiy+ By —hy— Ciz —h)(z3—h) = o.

\ris
En eliminant C entre les deux derniéres equations,
h—>rz)=o0

on obtient equation
s h )+ By —h(:

A7z -
\i(z—h)r—B)izs+hr2=o.

ou
En eliminant A et B entre cette équation et la

premiére des trois précedentes on a l'équation ponce-

tuelle du lieu de M :

foyv s —h)y—xr2z—hy(z3+h)=o.

<

yrs
\ptes suppression du facteur (z — h)(z + h) qui
donne Penscmble des deux plans paralléles a xoy



(23)
menés par D ¢t D', on obtient une surface S ayant pour
équation ponctuelle

(S) YU+ hP+r2(z -h)3=0

ou
T h—3)p =y h+3),

¢’est-a-dire une surface réglée du cinquiéme ordre ayant
pour génératrice la droite

2
y =2z, h—3z=M(h=+3),

paralléle au plan zoy et s’appuyant sur I'axe des z qui
est une ligne double de la surface. Tout plan passant
par zz' coupe S suivant 2z’ et trois autres droites paral-
leles a oy dont une seulement est réelle. La surface S
est done un conoide ayant pour axe 5z’, pour plan
directeur xoj .
Les coordonnées homogénes u, v, w, r d’un plan tan-

gent a S au point (x, ¥, 7) sont

w =our(3—h),

v = yis+ h),

w=3y2s+ h)?+31%3—h)

r=3hy2zs+hP—3hzris—h)

d'ou

w_ oz hr

¢ yls+hp T
w @ hp k- hP(E—h2 s—h (3+h)
r Rl iz Rz h)3(z—h)2]  hiz —hzah)

ou

€
|-

En portant les valeurs de Zr et de z dans (5) on
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obtient I'équation tangentielle de la surface S

—r 3 r 3
(1) u’(T—‘—h) —1—6'(—;—1{)
ou
(Sy) u(hw — 1)) —o2(hw 41 )3 =o.

Il. Les équations (G) peuvent s’écrive

2 14
2:"—7(5—%/1}, y=— —(s—nh

> h
Ces équations. jointes a I’équation pouctuelle de S,
savoir
(3 —h)y 4+ y2z+ h)3=o,

donnent les coordonnées x, v, z d’un point quelconque
M de la surface S en fonction de deux paramétres a
et B. L'élimination de x et y donne I'équation

a(s—h)+B2(zs+h)=o.
D’ou
s—h _z+h 23 h
2 22 q?— p_’_u:_lg_"

Par suite les coordonnées du point M sont

Py
= e
o
(.)) /y: mv
' h(12 (52)
Tari P

Supposons que le point P(a, 8, 0) décriveune droite A
avanl pour équations

(4) 3 =0, ar+by+c=o,
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on aura

(3) . aa+bB +c=o.

Le licu de M est ane courbe définie paraméirique-
ment par les équations (2) et (3), c'est-a-dire une
cubique gauche T. On obtiendra les équations ponc-
tuelles de cette cubique en éliminant a et 3 entre (2 )
et (3), ou encore entre les équations

z Y =

; +E =1
r_J =z

a 9 R
ax —fBy =P

ax+bB+c=o.

Des deux premiéres on tire a et

o1y 2 2V 2
——I+hy ﬂ =1 II’
2hx 2hy
= PTaw

En portant dans les deux derniéres on obtient 'équa-
tion de S, comme cela était a prévoir, et ['équation
d'un paraboloide w passant par D et D'; de sorte que
la ligne lieu de M guand P décrit A cst définie par les

équations
(S) x2(z— h)$3+y2 (3 + h)3=o,

(wy) 2ahx(h—sz)+2bhy(h+ 2)+c(h—3)(h+ 3)=0.

L’intersection de la surface S et du paraboloide w,
qui est du dixiéme degré se compose de D et I, droites
doubles de S, de la droite de lintini t=090, z=0
comptée trois fois et de la cubique T.

L'équation (w,) éiant lindaire et homogeéme par
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rapport aux trois paramétres a, b, ¢, on peut dire que
cetle équation peut représenter un paraboloide quel-
conque passant par D et IV; alors le calcul précédent
montre que Pintersection de la surface S et d’'un para-
boloide quelconque passant par D et D' se compose des
droites D, D' comptées deux fois, de la droite a 'infini
du plan zoy compiée trois fois et d’une cubique gauche.

Etudions maintenant I'intersection de S avec une
quadrique quelconque H passant par D et D'. L’équa-
tion de H est de la forme

(H) Ar(zs—h)+By(s—+h)+ C(z—h)(z+—h)+Dzxy=o.

Pour tout point commun (x, y. z) a Het a S les
parameétres o et 3 seront liés par une relation obtenue
en remplacant dans I'équation (H) les coordonnées x,
Y- z par leurs valeurs (2). En remarquant que

—2h®2 s h— 2 ha?
;T;ﬁi’ s+ ”12_}_[(52’

3 - h=
cette relation est
—2Ah32 +aBABa2— (Ch2a2B2+ DasfP3=o.

Elle se décompose en deunx :

(%) a2f82=o,

(h) Da—2Aha+2BAh3 — 4Ch2=0.

L.a premiére donne sur 8 les droites D et D’ complées

deux fois, car pour 2 =0 ou 3 = o on a respectivement

x = o, y=258 3=— (droite D),

h
Y=o, xr = 2, 3= h (droite D).

I e lieu correspondant du point P(a, 3) dans le plan xoy
est axe oy ou I'axe ox.

L 'équation (5), qui est une relation homographique
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entre a et B, définit sur S une courbe du sixiéme
degré Cq. Le lieu correspondant de P dans le plan xoy,
défini par I’équation (5), est une hyperbole équilatére
dont les asymptotes sont paralléles aux axes ox, oy.
Si D n’est pas nul, c’est-a-dire si H n'est pas un

paraboloide, de (5) on déduit .
__2h(A2+2Ch)
b= Da—+ 2Bk

et d’aprés les formules (2) on obtiendrait aisément les
coordonnées d'un point de Cq4 en fonction du seul para-
metre a.

La courbe Cq¢ se décompose quand la relation (5) se
décompose; alors (5) prend la forme

(ma+n)(m'p+n')=o,

ce qui a lieu, comme on le voit sur I'expression précé-
dente de B, quand on a

U:J!O

A.—
5=

L’hyperbole (5) se réduit a deux droites respecti-
vement paralléles a ox, oy etla courbe Cg se décompose
en deux cubiques planes; car, si 'on appelle A la valeur
commune des rapports précédents, on a

A=D1},  GC=B),
et I’équation (H) devient
[y +Mz—h)][Dar+B(z+h)]=o,

c’est-a-dire que la quadrique H se réduit a deux plans
passant respectivement par D, D' et déterminant dans S
deux cubiques.

Si D = o, la quadrique H est un paraboloide, et I'on
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retronve les résultats indiqués plus haut : la courbe Cg
est remplacée par une cubique gauche I' et la droite a
Vinfini du plan xoy comptée trois fois; I'hyperbole (5)
¢st remplacée par une droite quelconque du plaq xoy .
La cubique T devient plane si A = o0 ou B = o, auquel
cas le garaboloile se décompose en un plan paralléle
a xoy passant par I'unc des droites D, IV et un autre
plan passant par I'autre droite. Le lieu de P est une
droite paralléle 4 ox ou oy.

HI. Les équations ponctuelle et tangentielle de S
sont, en coordonnées homnogeénes,

(S) x2(z—ht)} 4+ y2(z+ ht)} = o,

(Sy) u(hw — ry—o(ha +ry=o.
Soit une quadrique Q ayant pour équation ponctuelle
Sflx, v, s.t)=o.

L.es coordonnées homogénes du plan polaire d'un point

(ry ¥, 2z, t) de S par rapport a Q sont
u=fk v =f, w = fi, r=fi:

en remplacant u, ¢, w, r par ces valeurs dans (S,), on
doit obtenir I'équation pouctuelle de S. En identitiant
I'équation obtenue avec I"équation (S) on voit aisément
que, si la quadrique Q existe, son équation ne peut
éwe que de la forme

Art+ A y?+A"z22+92Cz+D=o.

c’est-a-dire que Q est une quadrique ayant pour plans
de symétrie rectangulaires yoz eL zox, pour axe de
symétrie oz. D'ailleurs ce résultat est 4 peu prés évident
¢n remarquant que la surface S posséde cette symétrie.
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On a alors
u=ifi=Ax,
’-;'fvlsz’.y’
w:%fl:A”z—i—C"

r=1fi=Cz+D.

Il

v

Portant ces valeurs dans (S,), on obtient I'éguation

A2z2[5(A"h—C")+ C'h— D3
— A2y 3(Ah—C")+Ch+DpP=o.

En identifiant avec (S), qu’on écrit
x2(h—3pP3—y2(h+3)=o0,
on a les relations

2
A3(C'h—D)

i((‘ll A"h ) %

2
A3

(C'h+ D)

= A AR = A Z

qui se réduisent aux deux suivantes
D = A"h2,
©o2 2 2 2
A —A5) = An(A54-A).
lLes deux coefficients A et A’ sont différents de zéro;

quant & A” il pcut éire nul ou non.

SiA”=o,0na
D=o

Ll

ct, comme C est différent de zéro, sans quoi la qua-
drique Q se réduirait a deux plans, on aura

whe

2
A3—A%=o,
d’ou

Ar= A7,

A =+ A,
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Les quadriques Q ont, dans ce cas, pour équation géuné-
rale,
Alzrx y2)y+20'z=0
ou
r*t y:4+2p3 =0,

¢’est-a-dire sont des paraboloides Q, de révolution ou
équilatéres.

Si A”w’est pas nul, D est différent de zéro ainsi que €',
A et A’. Nous poserons

L 1
Al = a, A3

'

=a.:

par suite

p a2
i —ar

A = a?, A'= a'3, C"=A"

L'équation générale des quadriques Q est

3 g ’ " gy lat+a'z) "

ar+-a? yr4+ Nz 2A"h wi—ar At A"h2=o.

Epp)

Comme A” est différent de zéro, on peut supposer

A"=1, et I'équation précédente s’écrit

\ (a?+a'?)

Sy, 3)=@a—a® y?4+ 324+ 2h — s+ /lr=o.
a-—a-=

On obtient P'enveloppe de ces quadriques Q en éli-

minant a, a’ entre ]'équation précédente et les suivantes

Ja=o0, Jfi=o0
ou
(a?—a'?)2a —(a*+ a'?)z2a

3ara? +ahsz . —
(a*—a'?)?

(a2 —a'2)2a' + (a2~ a'?)2a’

019 Ly . -
a2 yrt+2hs @)

c'est-a-dire

1)
. 3 a-
Jaxr? —8h3 ———— = o,
(a%-—-a'?)?
ot u*
2 = —
3a'y Tg”“(ai-—a’i)‘l = o.



(3c)
De ces deux derniéres équations on déduit, en élimi-

nant g,
adrt+ a’ yr=o,

et, d’aprés I'équation f(x, y, z) = o, on aura

(at+ a'?)

32+ 2h ~—~z+ht=0
az— a'? .
ou
32+ h? a2
2hz ~ a?— a?
D’ou
(z—h)? 2a? a?
s3—h2 " sar a
On en déduit
i:i:—h.
a s+ h

a
Remplacant = par I'une ou autie de ces valeurs dans
plag el
P’équation

2 ! —_
a‘rr+ a3y?=o,

on obtient pour enveloppe des quadriques Q les deux

surfaces
at(z—h)y=)2(s-+hpP=o,

dont 'une est la surface S.



