NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

R.BRICARD
Sur la géométrie de direction

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 6
(1906), p. 159-179

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1906_4 6__ 159 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1906, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1906_4_6__159_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[P6D]
SUR LA GEOMETRIE DE DIRECTION;

Par M. R. BRICARD.

1. Laguerre parail avoir le premier introduit en
Géométrie plane I'étude systématique des droites diri-
gées ou semi-droites, des cercles dirigés ou ¢y cles. 11 a
fait counaitre une transformation fort intéressante, la
transformation par semi-droites réciprogues, qui joue,
dans la Géométrie de direction, un role analogue a
celui que joue I'inversion dans la Géométrie ordinaire.

Les recherches de Laguerre ont été publiées dans
plusieurs Mémoives, parus daus les Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, dans le Bulletin de la So-
ciété mathématique de France et dans les Nouvelles

Annales ().

(') En voici la liste compléte :

Sur la Géométrie de direction (S. M., 1879, p. 80; OEuvres,
p- 592).
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Plusieurs de ces travaux, surtout ceux qui sont rela-
tifs aux principes de la théorie, ne contiennent que des
résultats sans démonstration; en outre, ici comme en
d’autres occasions, Laguerre n’a certainement pas mis
en lumiére scs idées directrices, et son exposition prend
de ce fait un caractére artificiel qui rend la lecture de
ces Mémoires un peu difficile.

Il est assez vraisemblable que ’éwinent géométre a
été conduit & plusieurs des notions qu’il a introduites
dans la Géomélirie de direction, et particuliérement &
sa transformation par semi-droites réciproques ('),
par des considérations de Géométrie daus I'espace. Je
vais, du moins, chercher a montrer comment de telles
considérations conduisent de la facon la plus naturelle
a cette transformation, dont Laguerre n’a pas révélé
I'origine.

2. Soit (P) un plan que je supposerai horizontal, de
maniére a pouvoir parler des régions de I'espace qui

Sur la transformation par directions réciproques (C. R., 1881;
OEueres, p. 00}).

T'ransformations par semi-droites reciproques (N. A., 1882;
OFEuores, p. 6o8).

Sur les hypercycles (C. R., 1882; QEuvres, p. 620).

Sur les anticaustiques par reflexion de la parabole, les rayons
incidents étant paralléles (N. A., 1883; OFEuvres, p. 636).

Sur quelques proprietés des cycles (N. A., 1883; OFEuvres,
p. 651).

Sur les courbes de direction de la troisiéme classe (V. A., 1883;
Euvres, p. 660). .

Sur Uapplication des intégrales elliptiques et ultra-elliptiques
ala theorie des courbes unicursales (C. R., 1883 ; OEuvres, p. 671).

Sur les anticaustiques par réfraction de la parabole, les rayons
incidents etant perpendiculaires a U’axe (N. A., 1885; GEuvres,
p. 675).

(') Ou plutdt a ses transformations, car il y en a deux tres dis-
tinctes, comme on le verra plus loin.
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sont 'une au-dessus, 'autre au-dessous du plan. Soit
8 une semi-droite du plan (P), ¢’est-a-dire une droite
a laquelle on attribue un sens. Par 8 je puis faire passer
deux plans, (D) et (D'), faisant tous deux des angles
de 45° () avec le plan (P).

Imaginons maintenant un observateur, debout sur
le plan (P) et se déplacant suivant 8, dans le sens de
cette semi-droite. L'un des deux plans (D) et (D) fait
avec le plan (P) un diédre aigu situé & la gauche de
I'observateur dont il s’agit. Je ferai correspondre ce
plan a la semi-droite 8.

Je ferai donc ainsi correspondre, & toute semi-droite
du plan (P), un plan faisant un angle de 45° avec le
premier, et parfaitement déterminé.

Réciproquement, il est évident qu’a tout plan (D)
Saisant un angle de 45° avec le plan (P) correspond
une semi-droite parfaitement déterminée 8, portée

par la trace du plan (D) sur le plan (P).

Je dirai que le plan (P) est représentatif de la semi-
droite o.

Considérons maintenant un ¢ycle T du plan (P),
¢’est-a-dire un cercle auquel on attache un sens. Par T
passent deux cones de révolution (G) et (G'), ayant
tous deux un aungle au sommet de go°. L’un de ces
coénes a son sommet au-dessus du plan (P), I'autre a
son sommel au-dessous de ce plan. Je ferai corres-
pondre & T le premier de ces cones, si 1" est sinistror-
sum, c’est-a-dire si le sens de T est contraire a celui
des aiguilles d’une montre, et le second de ces cones,
dans le cas contraire. Réciproquement, a tout cone de

(') Cet angle de 45° n’est introduit que pour fixer les idées; je
pourrais le remplacer par un angle quelconque non droit.

Ann. de Mathémat., 4 série, t. VI. (Avril 1906.) 11
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révolution (G), ayant un angle au sommet de go°® ct
son axe vertical, correspond un cycle parfaitement dé-
terminé, porté par la trace du cone sur le plan (P). Ce
cycle est sinistrorsum, si (G) a son sommet au-dessus
da plan (P), ¢t dextrorsum dans le cas contraire.
Je dirai que (G) est le cone représentatif du cycle T.

Cela posé, soient 6 une semi-droite et I un cycle du
plan (P). On dit que & touche T, si la droite qui porte 8
touche le cercle qui porte T, et si, en outre, les élé-
ments ¢n contact du cercle et de la droite ont le méme
sens. Onvoit trés aisément que la condition nécessaire
et suffisante pour que & touche T est que le plan (D),
représentatif de 8, soit tangent au céne ((3), repré-
sentatif de T.

Remarquens enfin que tous les plans (D) sont tan-
gents 4 un méme cercle Csitué dans le plan de linfini,
ayant pour équations cu coordonnées recltangulaires
homogeénes (on suppose Ox et Oy dans le plan P)

t=o, 2?4 y?—32=o.

Tous les cones (G) sount les cones du second ordre
qui contiennent ce cercle C. On peut donc ainsi résu-

mer les considérations qui précedent :

A towre semi-droite du plan (P) correspond d’une
maniére univoque un plan qui touche C; a tout ¢ cle
du plan (P) correspond, d’une maniére univogque, un
céne du second ordre contenant C. Une semi-droite
et un cycle sonl tangents entre eux sile plan et le cone
correspondants sont tangents entre eux.

3. Il est maintenant avantageux (mais non essentiel )

d’avoir recours & une transformation par polaires réci-



(163 )

proques, ayant pour base la sphére dont I'équation est
724 yr32=1,

dans le systeme de coordonnées précédemment défini.
Le cercle C a pour transformé le cone (C) dont I'équa-
lion est

r?2+ y?2— 32 = o.

Tout plan (D) a pour pédle un point d du cone (C);
tout cone (G) a pour transformé une conique G tracée
A Al
sur le cone (C).
Par suite :

Les semi-droites et les cycles du plan (P) corres-
pondent d’une facon univoque anx points du céne (C)
el aux coniques tracées sur ce cone. Je dirai qu'un
point du cone est représentatif d’une semi-droite et
qu'une conigue tracée sur le cone est representative
d’un cycle.

La Géoméuirie de direction dans le plan (P) se trouve
ainsi ramende al'étude des figures tracées sur le cone (C).

On se rend compte immédiatement des propositions
suivantes :

Une semi-droite et son opposée, c’est-a-dire la se-
conde semi-droite portée par la méme droite, ont en
général des points représentatifs distincts, symé-
trigues par rapport au plan (P). Il 'y a d’exception
que pour les semi-droites isotropes : une telle semi-
droite et son opposée ont le méme point représentatif,
situé sur l'une des génératrices isotropes du céne (C).

En particulier, la droite de Uinfini du plan (P)
nWa qu'un point représentatif, qui est le sommet du
cone (C).

Si une semi-droite ¢ enveloppe un cycle T, son point
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représentalif d décrit la conique G, représentative du
¢ycleT.

Il y a d’aillenrs correspondance homographique
entre le point d, mobile sur G, et la semi-droite 3,
tangente mobile de T.

Dans le cas ou le cycle T a son rayon nul, c’est-
a-dire si la semi-droite & passe par un point fixe, la
conique G est située dans un plan vertical.

8t plusieurs semi-droites sont parallétes, leurs points
représentatifs sont situés sur une méme genératrice du
cone (C).

Le faisceau constitué par des semi-droites paralléles
et la ponctuelle constituée par leurs points représen-
tatifs se correspondent homographiquement.

On voit enfin que, étant définie une transformation
ponctuclle quelconque du cone (C) en lni-méme, on
peut en déduive une transformation qui établit une
correspondance entre les semi-droites du plan (P).

Parmi les transformations de cette nature, les plus
intéressantes sont les transformations par semi-droites
réciproques. Pour y arriver, il est nécessaire d’étudier
tout d’abord les transformations homographiques in-
volutives du cone (C) en lui-méme.

4. Transformations homographiques involutives du
cone (C) en lui-méme. — Une transformation homo-
graphique générale de¢ l'espace dépend de 15 para-
métres. Si Pon cherche & déterminer cette transfor-
mation de telle maniére qu’elle change le cone (C) en
lui-méme, on I'assujettit 4 8 conditions. 11 existe donc
o’ transformations homographiques jouissant de la
propriété énoncée. Une telle transformation change les
points et les coniques du cone (C) en éléments de
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méme nom. Considérons maintenant ces points et ces
coniques comme représentatils des semi-droites et des
cycles du plan (P). On voit ainsi que 'on peut définir,
dans le plan (P), o transformations qui changent les
semi-droites en semi-droites et les cycles en cycles.

Je réserve, pour une autre occasion, 'étude de ces
transformations générales. Je me contenterai d’étudier
ici celles d’entre elles qui présentent un caractére invo-
lutif.

Pour les définir, je rappelle qu’il existe dans ’espace
deux espéces de transformations homographiques invo-
lutives :

1° L’homologie involutive, définie par un point
(sommet de I’homologie) et un plan (plan de base de
I’homologie); deux points correspondants sont en ligne
droite avec le sommet; de plus, les deux points divisent
harmoniquement le segment limité par la trace sur le
plan de base de la droite qui les joint et par le sommet.

L’homologie involutive a une inlinité de points
doubles : ce sont le sommet et tous les points du plan
de base.

2° L’homograplie axiale inyolutive, définie par
deux droites qui ne se rencontrent pas (axes de
Uhomographie); deux poif)ts correspondants sont tels
que la droite qui les joint renconire les deux axes; de
plus, les deux points divisent harmoniquement le seg-
ment limité par les deux points de rencontre de la droite
qui les joint et des axes.

L’homographie axiale involutive a une infinité de
points doubles : ce sont les points des deux axes.

Examinons a présent dans quels cas I'une de ces
homographies peut transformer un coéne du second
ordre en lui-méme,
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1 Cas de I’homologie involutive. — Le sommet du
cone devant se correspondre a lui-méme doit étre aun
point doublede I'homologic. 1l y a deux cas a distinguer:

(@). Le sommet du cine est au sommet de I’homo-
logie; il est bien clair alors que, quelles que soient les
autres conditions qui définissent la transformation, le
cone est transformé en lui-néme;

(b). Le sommet du cone est dans le plan de base
de U'homologie; alorvs, le sommet S de ’homologie est
en dehors du cone, et il est visible que le plan de base
doit étre le plan polaire du point S par rapport au cone.
Réciproquement, toute homologie involutive ayant pour
sommet un point quelconque de V'espace et pour plan
de base le plan polaire de ce point par rapport au cdne
transforme le cone en lui-méme.

2° (¢). Cas de I’homographie axiale involutive.. —
Le sommet du ¢One doit étre sur 'un des axes, et les
deux axes sont évidemment des droites conjuguées par
rapport au conc. Réciproquement, toute homographie
axiale involutive, dont les axes sont conjugués par rap-
port au cone, transforme le cone en lui-méme.

Il'y a donc trois espéces bien distinctes de transfor-
mations homographiques involutives qui transforment
un c¢One en lui-méme. Les deux premiéres, (a) et (b),
dépendent de wrois paramétres; la troisieme, (c), dé-
pend de quatre paramétres.

Dans les transformations (&) et (b), il existe une in-
finité de points doubles, l¢ sommet du cOne et tous les
points de la ligne commune au cone et au plan de base
de I'homologie. Cette ligne est une conigque dans la
transformation (@), un systéme de deux genératrices
dans la transformation (4).
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Dans la transformation (¢), il n'y a que trois points
doubles, qui sont les points ot le cone est rencontré
par les axes de 'homographie, deux de ces points élant
confondus au sommet du céne.

5. Transformations par semi-droites reciprogues.
— Examinons successivement les transformations par
semi-droites du plan (P), qui sont figurées par les
transformations (a), (&), (¢) détinies précédemment.

Nous désignerons ces nonvelles transformations res-
pectivement par (o), (8) et (y).

Transformation (a). — 1l existe sur le cone (C),
dans la transformation (), une conique G qui se cor-
respond a elle-méme. Done, dans la transformation («),
il existe un ¢ycle T qui se correspond & lui-méme.

Soient m, m' deux points du cone (C) conjugués dans
la transformation (a). lls sont sur une méme généra-
rice du cdne, et, si 'on appelle O le sommet du cone,
p le point ou mm' reucontre la conique G, les points
m et m! divisent harmoniquement le segment Op. En
appliquant les remarques faites a lafin du n° 3, on voit

immédiatement que :

Si Don appelle p. et p' deux semi-droites se corres-
pondant dans la transformation (), ces semi-droites
sont paralléles et, de plus, la semi-droite & paralléle
a p et W et équidistanie de ces deux semi-droites
touche le ¢ycleT.

La transformation (o) est ainsi définic sans ambi-
guité par le cycle T.

Construisons (fig. 1) la semi-droite p’, paralléle
a 1, et telle que le point w, centre de T, soit équidis-
tant de et de p”. On voit toul de suite que la droite T
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est a gauche ou & droite de p, suivant que le cycle T
est sinistrorsum ou dextrorsum, ct que la distance de u
a p” est égale au double du rayon du cycle T.
On peut donc passer de w a p' en construisant p’,
paralléle 4 u, de méme sens et d’un colé déterminé de

Fig. 1.

1

w ¢ T w [

celte semi-droile, puis en construisant ', symétrique,
en position, de u” par rapport & o et de méme sens.

Autrement dit, la transformation (a) n’est qu’une
combinaison de deux transformations bien connues : la
transformation paralléle ou dilatation et la symétrie
par rapport & un point.

Transformation (). — Dans la transformation (4),
deux points conjugués m et m’ sont en ligne droite
avec un point fixe s de Pespace. Soient p et ' les
semi-droites du plan (P) correspondant 4 m et m';
(M) et (M') leurs plans représentatifs. Ces plans, qui
sont les plans polaires des points m et m/ par rapport
a la sphére

x2-l‘—y2 +32=1,

se coupent suivant une droite qui appartient au plan (S),
plan polaire du point s par rapport 4 la méme sphére.
Donc les semi-droites p et /, qui sont les traces des
plans (M) et (M’) sur le plan (P’), se coupent sur la
droite S, trace du plan (S) sur le plan (P). Ainsi :
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Deux semi-droites p. et ', se correspondant dans
la transformation (), se coupent sur une droite
fixe S.
Soient, en sccond lieu, deux couples de points du
cone (C) (m, m'), (n,n'), conjugués dans la transfor-
Fig. 2.
I’ N

Y
\
)
\

mation (b). Les points m, m/, n, n' étant dans un
méme plan sout sur une méme conique du céne (C).
Par suite :

Quatre semi-droites w, @', v, v, conjuguées deux
& deux dans la transformation (3), sont tangentes a
un méme cycle.

Il suffit dés lors, pour définir la transformation (B),
de se donuer la droite S et un couple de semi-droites
conjuguées, p et p', sc coupant sur la droite S. Pour
construire la semi-droite conjuguée d'une semi-droite
quelconque v, on construira le cycle qui touche w, p’
et v et, par le point ol v coupe S, on ménera la seconde
droite v’ qui touche ce cycle ( fig. 2).

On vérifie bien que la transformation () dépend de
trois paramétres : il faut, en effet, pour la définir se
donner la droite S (deux paramétres) et la semi-droite
conjuguée d’une droite donnée (un seul paramétre,
puisque celte conjuguée est assujettie a passer par un
poiut connu).
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On vérifie facilement aussi qu’il existe dans la trans-
formation (3) une infinité de droites doubles, paral-
leles & Pune ou Vautre de deux directions fixes : on les
obtient de la maniére suivante :

Soient k et [ les points de rencontre de S et d’un
cycle quelconque gui touche poet p' @ les tangentes a
ce cycle aux points k et [ sont des semi-droites de direc-
tions bien déterminées :

Zoute semi-droite paralléle a 'une ou [’autre de
ces tangentes se confond avec sa conjuguée dans la
transformation (3).

Ce fait concorde bien avec celui qu’il existe, dans la
transtormation (&) définie sur le cone (C), une infinité
de points doubles répartis sur deux génératrices.

T'ransformation (y). — Soient m, m' deux points
du cone (C), conjugués dans la transformation (¢). La
droite mm/ renconure, comme on Y'a vu, deux droites A
et B, conjuguées par rapport au coéne. L'une d'elles,
A, passe par le sommet du cone; Pautre le rencontre
en deux points @ et b qui sont des points doubles de la
transformation. Il en résulte que les points a, b, m, m/
sont sur une méme conique du cone (G), et que, sur
cette conique, les points m et m' sont conjugués har-
moniques par rapport aux points @ el b.

On conclut immédiatement de I3 que :

Dans la transformation (y) il existe deux semi-
droites doubles a et 3. Si p. et p' sont deux semi-droites
conjuguées quelconques, les semi-droites o, B, ., u' sont
tangenies a un meme cycle, et de plus les tangentes @
et p' sont conjuguées llarmoniqu'es par rapport aux
tangentes a. et 3.
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La transformation est ainsi définie par ses deux semi-
droites doubles a et 3 (quatre parameétres). Pour con-
struire la semi-droite W/, conjuguée d’unc semi-droite
donnée p, on opérera de la maniére suivante : on con-
struira (fig. 3) le cycle qui touche a, 8 et p et Pon

Fig. 3.

joindra le point de contact de p au point de rencontre
de a et de B. Ceue droite renconwre le cycle en wn
second point; en menant en ce point la tangente au
cycle, on obtient la semi-droite cherchée p'.

La transformation définie par Laguerre dans le pre-
mier des Mémoires énumérés au début de ce travail est
la transformation (f). Vers la fin du Mémoire, on lit
la Note suivante (p. 601 des OFuyres) :

Depuis que cette Note a été communiquée a la Société,
j'ai reconnu qu’il était utile de modifier légérement la défi-
nition précédente de la transformation par directions réci-

proques (!); je développerai ce point dans une prochaine
Communication.

En cffet, dans Lous ses travaux ultérieurs, Laguerre

(') Laguerre n’a adopté que plus tard l'expression de semi-
droite; il disait alors : direction.
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a utilisé exclusivement la transformation (8); mais,
chose assez singuliére, sans plus jamais parler des dif-
févences qui la séparent de la transformation (), con-
sidérée en premier, et qui sont plus que des « modifi-
cations légéves ». [Je rappelle que la transformation ()
dépend de quatre paramétres, et la transformation (3)
de trois seculement; que la transformation (y) n’a que
deux semi-droites doubles et la transformation () une
infinité. ]

Laguerre n’a pas signalé la transformation (a).

6. Il n’entre pas dans le plan de ce travail de pousser
a fond ’étude des transformations par semi-droites réci-
proques : ce serait, la plupart du temps, répéter inutile-
ment ce qu’a déja dit Laguerre. Jexaminerai seulement
le probléme suivant, que Laguerre a passé sous silence,
malgré son importance qui me parait fondamentale :

Une semi-droite p varie en restant tangente & une
courbe donnée; la semi-droite p!, conjuguée de u dans
Uune des transformations («), (8), (v), enveloppe une
courbe qui est la transformée de la premiére. Com-
ment construire le point de contact ¢' de p! avec son
enveloppe, connaissant le point analogue ¢, relatif a
la semi-droite p.?

11 est clair tout d’abord que, la transformation envi-’
jue,
sagée étant de contact, le point ¢’ ne dépend que du
point ¢, ct nullement de la nature de ’enveloppe de la
droite .
Nous pouvons donc imaginer 2. 4) que 'enve-
P g 8- 1)1
loppe de . est le cycle bien déterminé T, qui touche
Pl * Y q *
et p, cette derniére semi-droite au point ¢. Le trans-
formé I" de T touchera aussi @ et u/, cette derniére
Rt ’
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droite au point cherché ¢'. Appelons r le point ou le
cycle I touche la semi-droite .
La wansformation considérée étant involutive, si
Pon fait varier le point ¢, ce point et le point r vont
engendrer une involution sur la semi-droite w. Remar-

Fig. 4.

quons en outre que, sile cycle T' s’éloigne a I'infini, il
en est de méme du cycle IV : donc le point ¢ et le
point r engendrent sur la semi-droite p. une involu-
tion dont un point double est rejeté & Uinfini.

Or il existe sur une droite deux espéces d’involution
de cette nature : 'involution identique, qui fait se cor-
respondre un point & lui-méme, et la symeérrie, dans
laquelle deux points conjugués sont symétriques par
rapport a un point fixe de la droite. C'est I'une ou 'autre
de ces involutions qui entre en jeu, suivant que 'on a
affaire a la transformation (), () ou (). Je laisse de
c6té la wransformation («), pour les raisons données
plus haut. Disons seulement que Pinvolution a laquelle
clle donne lieu est une symétrie; on le voit immédia-
Lement.

Dans le cas de la transformation ($), tout cycle tan-
gent a p et w se transforme en lui-méme. On a donc ici
une involution identique.

Dans le cas de la transformation (), un cycle tan-
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gent a p et ¢ ne se transforme en lui-méme que s'il est
aussi tangent aux droites doubles o et o’. On trouve
donc une symétrie dont le centre est le point k de la
figure 3.

De la relation entre les points g et r, on passe immeé-
diatement a la relation entre les points ¢ et ¢’. On par-
vient ainsi aux constructions suivantes, que 'on peut
énoncer d’une fagon précise, en remarquant qu'un seg-
ment d'origine et d’extrémité données, porté par une
semi-droite donnée, est bien défini en grandeur et en
signe :

Dans le cas de la transformation ($),si l’on désigne
par lle point de rencontre des semi-droites p. et ', on
a la relation

Dans le cas de la transformation (v), si ’on désigne
par k et K les points de contact respectifs des semi-
drottes u et p' avec le cycle qui les touche ainsi que
les semi-droites doubles de la transformation, on a

kq' = kq.

On déduit immédiatement de 1a le théoréme fonda-
mental suivant, donné par Laguerre :

Soient C et Cy deux courbes, p. une semi-droite qui
les touche respectivement aux points q et ¢,, C', G,
W, ¢’y ¢ les éléments qui leur correspondent respec-
tivement dans une transformation (3) ou ().

On a, dans le cas de la transformation (3),

LY
991=—99

et, dans le cas de la transformation (v),

9'9\ = qq1.
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Autrement dit, la distance tangentielle de deux
courbes est, en grandeur et cu signe, un invariant pour
la transformation (y); la valeur absolue de cette dis-
tance tangentielle est un invariant pour la transforma-

tion (B).

1. Hypercycles. — Plusieurs des travaux que La-
guerre a publiés sur la Géoméurie de direction sont
relatifs a des courbes qu'il a nommées hypercycles.

Fappellerai hypercycle géneral la courbe enveloppe
des semi-droites du plan (P) qui ont pour points repré-
sentalifs les points d'une biguadratique gauche tracée
sur le céne (C).

Autrement dit, un hypercycle général cst la trace,
sur le plan (P), de la développable circonscrite au
cercle G et a une quadrique quelconque. On voit que
Phypereycle général est une courbe de quatriéme classe,
de genre un, dépendant de huit paramétres.

Daus le cas ot la biquadratigue I‘e[')réscutative de
Ihypercycle général passe par le sommet du cone, I'hy-
pereycle devient unicursal. Ce sont les hypercycles
de cette nature que Luguel'/'e a exclusivenent consi-
dérés.

I} est clair que les propriétés des biquadratiques per-
mettent d’énoncer de nombreux théorémes relatifs aux
hypereycles généraux. Je me contenterai, pour ne pas
allonger ce travail outre mesure, de donner & ce sujet
quelques indications rapides.

Je désignerai par Y Phypercycle (en supprimant,
pour plus de briéveté, le mot genéral) et par U sa
biquadratique représentative.

On peut exprimer les coordonnées d’un point de U
en fonctions elliptiques d’un parametre, de telle ma-
niere que les arguments de guatre points de U situés
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dans un méme plan aient une somme nulle. Par suite :

On peut faire correspondre aux semi-droites tan-
gentes a Y des arguments elliptiques, tels que, si
quatre tangentes ont des arguments dont la somme
est nulle, ces quatre semi-droites sont tangentes & un
méme cycle.

Considérons maintenant les involutions de points
sur la biquadratique U. On sait qu’il y en a de deux
espéces. Dans une involution de la premiére espéce,
deux points conjugués ont des arguments de somme
constante et d’ailleurs quelconque; dans une involution
de la deuxiéme espéce, deux points conjugués ont des
arguments dont la différence est 'une des trois demi-
périodes w;, wy, w;.

Les involutions de la premiére espéce ne semblent
conduire a un résuitat intéressant que dans le cas ou
la somme constante des arguments est o, Wy, W, Ou W3.
Les points conjugués de U sont alors alignés sur le
sommet de 'un des quatre cdnes qui contiennent cette
courbe, y compris le cone (C). On en conclut que :

L'hypercycle Y sc correspond & lui-méme dans une
transformation (o.) et dans trois transformations (p).

Le premicr de ces résultats peut encore s'énoncer
ainsi :
La semi-droite paralléle & dewx tangentes paral-

leles de Uy percycle et équidistante de ces deux tan-
gentes enveloppe un ¢y cle.

Théoréme dont la démonstration directe est d’ail-
leurs immédiate.
Dans une involution de la deuxiéme espéce, deux

points conjugués m et m' de U ont pour arguments
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respectifs u et u 4 w,, par exemple. La droite qui les
joint rencontre, comme 'on sait, la droite qui joint le
sommet du cone (C) au sommet de 'un des autres
cones passant par U, et aussi la droite qui joint les
sommets des deux autres cones. Ces deux droites sont
d’ailleurs conjuguées par rapport au céne (C). Par suite:

L’hypercycleX se correspond a lui-méme dans trois
transformations (7).

Plus généralement, I'une quelconque des transfor-

mations (a), (), (¢) transforme U en une courbe de
méme nature. Donc :

Toute tra'nsformation (@), (B) ou (y) change un
hypercycle en un auire hypercycle.

Le premier de ces résultats peut encore s’énoncer
ainsi :

Toute courbe paralléle a un hypercycle est un
hypercycle.

Terminons ce paragraphe en moutrant gque ’on peut
choisir la transformation (8) (') de maniére a trans-
former Y en une conigue.

Il va sans dire que la transformation ne peut étre
birationnelle : il faut entendre que les semi-droites
tangentes a Y sont transformées, deux a deux, en les
semi-droites opposées portées par une méme tangente
A une conique.

Il faut montrer qu’on peut choisir une homologie
involutive (&), de telle maniére qu’a la biquadratique U

(1) La méme chose pourrait se dire de la transformation (y). On
trouverait méme une infinité de transformations de cette nature
satisfaisant a la condition énoncée.

Ann. de Mathemat., 4° série, t. VI, (Avril 1906.) 12
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elle fasse correspondre une biquadratique U', ayant le
plan (P) comme plan de symétrie. Autrement dit, soit s
le sommet d’un cone autre que (C), contenant U. Il faut
déterminer I’homologie involutive (4) de telle maniére
qu’elle transforme le point s en le point rejeté a l'infini
dans la direction de la verticale.

Menons la verticale du point s; elle rencontre le
cone (C) aux points i et k. Le centre de ’homologie
cherchée doit évidemment se trouver en un point o
de cette droite et, si p est le point ou le plan de
base de V'homologie rencontre la méme droite, les
points i et k d’une part, s et le point a Pinfini de ik de
Pautre, doivent diviser harmoniquement le segment
wp (fig- 5)-

Fig. 5.

Done w est I'un des points doubles de I'involution
déterminée sur la droite ik par les couples (i, k), (s, 0),
et I'on obtient le point w en prenant sur cette droite

sw == /st.sk.

Ainsi, a chacun des cones autres que (C) qui con-
tiennent la biquadratique U correspondent deux homo-
logies involutives satisfaisant a la condition énoncée.
On peut donc énoncer finalement le résultat suivant :

Un hypercycle est, de siz maniéres différentes,
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le transformé d’une conique par une transforma-
tion (B) (*).

8. Dans ce travail j’ai rattaché la géométrie de di-
rection a la géométrie sur un céne du second ordre.
En soumettant ce cone a une transformation par polaires
réciproques, on rattachera la géoméirie de direction a
la géoméirie autour d’une conique.

Les résultats prennent une forme particuliérement
frappante si I'on suppose que cette conique est I'ombi-
licale. On peut ainsi faire dériver des similitudes de
I'espace les transformations par semi-droites qui chan-
gent les cycles en cycles. En particulier, les transfor-
mations (a), (B), (y) se rattachent aux translormations
involutives de ’espace qui n’altérent pas la grandeur
des figures, et qui sont : la symétrie par rapporta un
point, la symétrie par rapport a un plan, la symé-
trie par rapport ¢ une droite.

Je reviendrai prochainement sur ce sujet et sur les
transformations analogues de I'espace qui se rattachent
aux similitudes de Uespace a quatre dimensions. Je
montrerai en particulier qu’il existe dans 'espace guatre
transformations par semi-plans réciproques, dérivant
des quatre transformations involutives de l'espace a
quatre dimensions, qui n’altérent pas la grandeur des
figures (symétrie par rapport a un point, un plan, une
droite, un espace). Laguerre n’a fait connaitre que la
derviére de ces transformations (2).

(') Un passage du Mémoire Sur les courbes de direction de la
troisiéme classe ( OEuvres, p. 667) établit clairement que Laguerre
rattachait ’hypercycle 4 la développable circonscrite 4 deux qua-
driques. Mais il ne paralt s’étre attaché qu’au cas ol cette déve-
loppable est unicursale.

(?) Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathéma-
tigues (janvier 1906, p. 19), M. Butin a déja rattaché la transforma-
tion de Laguerre 4 la symétrie par rapport & un espace linéaire (ou un
plan, comme s’«xprime M. Butin) dans I'espace a quatre dimensions.



