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[K13cf]
SUR UNE SURFACE DU TROISIEME ORDRE QUI EST L'ANALOGUE
DU CERCLE DES NEUF POINTS

Par M. G. FONTENE.

Jai donné récemment dans ce Journal (1906, p. 55)
un théoréme relatif au triangle pédal d’un point S; ce
théoréme généralise la construction d’Hamilion pour le
point de contact du cercle des neuf points ct du cercle
inscrit. On trouvera ici 'extension partielle de ce théo-
réme an cas de 'espace; je n’ai pas réussi a obtenir une
extension du théoréme de Feuerbach.

Ces nouvelles recherches m’ont conduit a compléter
le théoréme de Géomérrie plane. Je commencerai done
par rappeler I'énoncé de ce théoréme, en écartant les
faits que je v’ai pu généraliser, en indiquant des faits
nouveaux qui ont leurs analogues dans I’espace.

I. — GEOMETRIE PLANE.

1. Etant donné un triangle ABG, le licu d’un point M
dont les projections sur les trois cdtés du triangle sont
en ligne droite est le cercle circonscrit au triangle
(Simson).

Si H est orthocentre du triangle, la droite de Simson
du point M passe an milieu K de MH (Steiner).

Lorsque M décrit le cercle ABC, le lieu du point K
est un cercle, homothétique au cercle ABC pour le
centre d’homothétie H et le rapport é; le cercle qui
s’introduil ainsi est le cercle des neuf points du triangle.
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Les milieux des segments HA, HB, HC étant A", B", C’,
ce cercle est le lieu d’un point K dont les projections
sur les cotés du triangle A”B”C” sont en ligne droite.

2. Findiquerai encore pour le point M, relativement
au triangle ABC, une construction que nous aurons
Uoccasion d’appliquer pour le point K, relativement
au triangle A”B”C”. Les symétriques du point M par
rapport aux trois cotés du triangle, soient M,, M,, M,
(fig. 1), sont sur une droite paralléle 4 la droite de

Fig. 1.

Simson du point M et passant par le point H: nous ap-
pellerons cette droite la droite de Steiner du point M,
¢t nous la désignerons par la lewre 2. La droite T élant
donmnée, il est facile de retrouver le point M. En effet,
la droite T rencontre les cdtés du triangle en trois
points 1, 2, 3, et les droites 1M, 2M, 3M sont les
symdétriques de I par rapport a ces ¢Otés; on peut con-
struire ces droites symétriques, et par suite obtenir l¢
point M, en joignant les points 1, 2, 3 aux points Hy,
H,, H; qui sont les symétriques de H par rapport aux
colés du triangle.
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3. Tutorkme. — Soit un triangle ABC, et soient
A/, B, C' les milieux des cétes. On projette un point S
en a, b, ¢ sur les cétés du triangle; si l’on désigne
par a, B, v les points d’intersection des cétés corres-
pondants des deux triangles A'B'C! et abc, les trois
droites aa, b3, cy concourent en un point K (*).

Appelons H' le centre du cercle ABC, qui est en
méme temps Uorthocentre du triangle A'B'C! : si le
point S se déplace sur une droite ¢ passant par le
point H', le point K reste fixe; les milieux des seg-
ments HA, HB, HC étant A", B', C”, les projections
du point K sur les cétés du triangle A"B"(" sont en
ligne droite, ou encore les symétriques du point K par
rapport aux cétésdecetriangle, soientK', K, K}, sont
sur une droite I qui passe nécessairement en H, et cette
droite X est perpendiculaire a la droite H'S ou s.

Il y a donc un lieu du point K, et ce lieu est le
cercle des neuf points du triangle ABC.

Si 'on donne le point S, ou plutét la droite H'S
ou &, pour avoir le point K, on méne par H la droite =
perpendiculaire & s : cette droite ¥ rencontre les cotés
du triangle A" B”C" aux points 1", 2", 37; si H), H}, Hj}
désignent les symétriques du point H par rapport aux

cOtés du triangle A"B'C", c'est-a-dire les pieds des

(') Ce fait rentre dans un théoréme général indiqué par M. Bri-
card (Nouvelles Annales, 1qo6, p. g6) :

Etant donnés deux triangles ABC, A'B'C/, si les droites AA',
BB’, CC' rencontrent respectivement les cétes a, b, ¢ du pre-
mier triangle en trois points situés sur une méme droite, les
points (a,a'), (b,6"), (¢c,c') se joignent aux sommets A', B', C’
du second triangle par trois droites concourantes.

Pour le théoréme du texte,les deux triangles sont letriangle A'B'C’
et le triangle pédal.
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hauteurs du triangle ABC, la droite qui joint le
point H, au point 1”, et les deux droites analogues,
concourent au point K.

4. Quand on projette un point K sur les cotés d’un
angle A’ la droite déterminée par les projections de
ce |30int est perpendiculaire 4 la droite inverse de la
droite A”K par rapport a 'angle; les droites inverses
des droites A’K, B"’K, C'K, par rapport aux angles A’
B”, C’ du triangle A" B"C”, soul donc perpendiculaires
a la droite = ou paralléles a la droite . On en conclut
aisément ceci : Les coordonnées du point K, rapporté
au triangle A"B'C’, sont inversement proportionnelles
aux distances algébriques du point S aux axes menés
par B parallélement aux cétés de ce triangle.

II. — GfoMETRIE DANS L'ESPACE.

5. Etant donné un téwraédre ABCD, le licu d’un
point M dont les projections sur les plans des quatre
faces du 1étraédre sont dans un méme plan est une sur-
face oI dont Péquation, par rapport au tétraédre de
référence ABCD, est

A B

==+

- = -+
z ¥y

.’:O,

I\ N )

b
¢

A, B, C, D représentant les aires des faces du tétraédre;
c¢'est une surface du troisi¢éme ordre, corrélative d’une
surface de Steiner, et ayant pour points doubles les
points A, B, G, D (elle contient les aréres du tétraédre).

Ce théoréme est bien connu, mais je ne crois pas
que P'oun ait remarqué ceci : lorsque le tétraédre est
orthocentrique, lorthocentre étant H, le plan qui con-
ticnt les projections d’'un point M de la surface ren-
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contre la droite HM en un point K pour lequel on a

HK

o = 2.
HM ~ 3

Lorsque M décrit la surface o, le liew du point K
est une surface X homothétique & la surface N pour

, . 2
le centre d’homothétie H et le rapport 3 la surface

qui s'introduit ainsi joue pour le tétraédre un réle
comparable a celut du cercle des neuf points pour le
triangle. Si A", B, C', D" sont les points situés aux 3
des segments HA, HB, HC, HD, cette surface X est
le lieu des points dont les projections sur les plans des
Sfaces du tétraédre A"B'C'D" sont coplanaires. Cest
une surface du troisiéme ordre ayant pour points

doubles les points A", B, C’, D".

6. JVindique pour l¢ point M, relativement au
tétraédre ABCD, une construction que nous aurons
Poccasion d’appliquer pour le point K, relativement
au tétraedre A”B”CYD’. La longueur KH étant double
de MK, si I'on prolonge d’unc longueur dounble de leur
propre longueur les perpendiculaires abaissées de M
sur les plans des faces du tétraedre ( fig. 2, pour le
plan BCD), on obtient quatre points M,, My, M;, M,
situés dans un méme plan ¥ paralléle au plan IT des
projections et passant par H.

Le plan ¥ étant donné, on retrouve facilement le
point M. Soient 1, 2, 3, 4 les droites suivant lesquelles
le plan Z coupe les plans des faces du tétraédre;
soient H,, Hy, Hy, Hy les points obtenus en abaissant
de H des perpendiculaires sur les plans des faces et en
les prolongeant de la moitié de leur longueur; le plan
mené par la droite 1 et le point H,, et les trois plans
analogues, ont en commun le point M.
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7. Tatorime. — S8oit un tétraédre orthocen-
trigue ABCD, et soient A', B/, C/, D' les centres de
gravité des faces. On projette un point Sen a, b, ¢, d

Fig. 2.

sur les plans des faces; si Uon désigne par o, 8, v, 8
les Jdroites d’intersection des plans des faces corres-
pondantes des deux tétraédres A'B'C'D' et abcd,
les quatre plans (a, ), (b, 8), (¢,y) et (d,8) ont un
point commun K ().

Appelons H' le point de rencontre des perpendicu-

(') Ce fait rentre dans un théoréme général qui est 'extension
a l'espace du théoréme plan donné par M. Bricard (note précé-
dente) :

Etant donnes deux tétraédres ABCD, A'B’'C’ D', si les
droites AA’, BB', CC', DD' rencontrent respectivement les
plans a, b, ¢, d des faces du premier tétraédre en quatre
points situes dans un méme plan, les droites (a,a'), (b, "), ...
déterminent avec les sommets A', B, C', D' du second tétraédre
quatre plans qui ont un point commun.

Pour le théoréme du texte, les deux tétraédres sont le té-
tracdre A’B'C’'D’ et le tétraédre pédal,
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laires auz plans des faces menées par leurs centres
de gravité, ou [orthocentre du tétraédre A'B'C'D' :
si le point S se déplace sur une droite o passant par
le point B!, le point K reste fixe; les points A, B,
C", D' étant les points des segments HA, HB, HC, HD
qui vérifient les relations

HA” HB" HC" HD" o

HA ~ HB~ HC  HD ~ 3’

les projections du point K sur les plans des faces
du tétraédre A"B"C'DY sont dans un méme plan, ou
encore, si l’on abaisse du point K des perpendicu-
laires sur les plans des faces de ce tétraédre, et si on
les prolonge du double de leur longueur, les points
obtenus, K',, K',, K}, K, sont dans un plan £ qui passe
nécessairement en H, et ce plan X est perpendiculaire
& la droite H'S ou s.

Il y a donc un lieu du point K, et ce lieu est la
surface du troisiéme ordre X dont il a €té parlé.

Si I'on se donne le point S, ou plutét la droite H'S
ou &, pour avoir le point K, on méne par H le plan
perpendicalaire & o : ce plan 2 coupe les plans des faces
du tétraédre A” BYC" D" suivant des droites 17, 2", 37, 4";
si ', H},, H}, H} désignent les points obtenus en abais-
sant dn point H des perpendiculaires sur les plans des
faces de ce téwaédre et en les prolongeant de la moitié
de leur longueur, c'est-a-dire les pieds des hauteurs du
tétraédre ABCD, le plan qui passe par le point Hj et
la droite 1", et les trois plans analogues, passent par le

point K.

8. Quand on projette un point K sur les plans des
faces d'un triédre A”, le plan déterminé par les projec-
tions de ce point est perpendiculaire a la droite inverse
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de la droite A”K par rapport au triédre; les droites
inverses des droites A’K, B"K, C"K’, par rapport aux
triedres A’ B’, C", D’ du tétraédre A" B"C"D’ sont donc
perpendiculaires au plan T ou paralléles a la droite o.
On en conclut aisément ceci : Les coordonnées du
point K, rapporté au tétraédre A"B'C'D’, sont inver-
sement proportionnelles aux distances algébriques du
point S aux plans orientés menés par H' paralléle-
ment aux plans des faces de ce tétraédre.

III. — Résumt pEs cALcuLs.

9. Voici un résumé succinet des calculs qui m’ont
donné les résultats précédents.

Jai pris le tétraédre ABCD, d’abord supposé quel-
conque, comme Létraédre de référence; j'ai désigné
par A, B, G les cosinus des diédres extérieurs du
triedre D, par A’; B/, C' les cosinus des diédres exté-
ricurs opposés; J'ai appelé A, Wb, €, ® les sinus des
wriédres supplémentaires de ceux du tétraédre, c’est-
a-dire les sinus des triédres qui empruntent leurs arétes
aux axes X, Y, Z, T des faces du téwraédre, ces axes
élant supposés concourants. On a

Ao +Bbh+02+® =o,
(n A'®+BE + CWh + M=o,

la seconde relation se déduisant de la premiére en met-
tant B et C au licu de B’ et U/, et en échangeant w et 2,
A ¢t (D5 on a encore

®? =1 — A’— B2 — C? + 2ABC,
(1) M2 =1— A2— B2— C'2+4+ 2AB'C/,

R R R R R I I I S N AT IR R Y
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B =— A'+ AA'— ABB' — ACC' +~BC' + CB/,

10. Les coordonnées normales du point S étant p,
q, ry s, celles des points a, b, ¢, d sont respective-

ment

(a) o, q—pG, r—pB, s—pA',
6y p—4qG, o r—qA, s—gqbB,
(¢) p—rB. qg—rA, o, s—rd,

(d) p—sA, q —sB, r—sdc, o,

et le déterminant de ces quantités a pour valeur
—(fop+thg+...)(Rogrs+ Vhrsp +...);

équation du plan (a, «) est alors

x y z t
p—qC o r—qgA s—gb
p—rB g—rA o s—3sC
p—sA’ q—sB r—sC o
+ (dogrs+vbrsp+... ) (Wy + 5+ Bt —2.A2) =o0.

Si I'on ajoute les équations des quatre plans (a, «),
(b,8), ..., on a une identité.

11. Pour avoir les coordonnées du point K, ’ai con-
sidéré les équations des trois premiers plaus, soit
Xl—‘_—O, X2= o, X3=O,
et J’ai ordonné les coefficients par rapport a s en posant

E=dogrs+ Whrsp+...
=s(dogr + Vhrp + Spg) + Opgr.
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Ces coefficients renferment au troisiéme degré les
coordonnées p, ¢, r, s du point S. J'ai formé d’abord
la combinaison

X;+ X+ X3=o,

puis les combinaisons

®pX;+ Aos(X;+ Xo+ X3) = o,

ey ceey

elles sont divisibles par T, ct I'on obtient aiusi trois
équations dont les coefficients renferment p, ¢, r, s au
premier degré sculement.

12. Le tétraédre étant maintenant supposé ortho-
centrique, on a

AA'= BB'= CC'= DD/,
et 'on peut poser
A=8y, B=y, GC=af
A' = 3a, B'= 3B, C'=dy;
les coordonnées de I'orthocentre sont proportionnelles
aa, B,7, o, el celles du point H' vérifient les relations

axr = @y:yz: ot.

Les coefficients des équations, transformés par l'in-
troduction des quantités «, B, y, 3, s'expriment au
moyen des binomes

8s —ap, cee Bg—~yr, ceey

qui sont les coordonnées de la droite H'S ou .
Le point K dépend donc seulement de cette droite o,
etil y a un lieu du point K.

13. La relation entre les quantités A, B, G, ...
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est ici
o2 2
— s+ = 4. =1
I — a? ,._pz ’
ou encore
P, ! 3
—_—— o = 3
1— a2 1— [2 ’
on a

Dofo =— a(1 — P2) (1 — y2),

A(1—a?) WOa—F) BO—28),
a — ﬁ — . — '*T—,

en appelant a, b, ¢, d les coordonnées normales de
Porthocentre, la relation entre les coordonnées nor-
males d’un point est alors

a2 oz By
i—ta 1—p2 b

+ .o+ =—1.

Au moyen de cette relation, il arrive que 'on peut
faire disparaitre y el z de la premiere des équations
qui déterminent le point K; en posant

— a —_ A b

.Z‘—‘T—}—g) }’—}’+g, et
on trouve
z' [ ap g Yr 8s -
1(1—17+1—ﬂ2+1-—'{2+1-—82 Jap | =..=...=..,

et 'on vérifie aisément que I'on a
o B S ®

e T " ra
t

x Y F4

= 0;
le lieu du point K est donc la surface XK.

14. Si Yon suppose que p, ¢, r, s représentent des
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coordonnées normales, on obtient
s

z;<l-\-3ot‘l;lo>= {—,<1+3ﬁ2%>=...=...;

o

en posant

b
= _-6:”.:.“_—1’
on a donc

" l " . l
(pe ) =7 (1 gg) =

Or, si x , ... sont les coordonnées normales du
) 0 0
point H', on a

ATy = ﬁyu’:,,,z.,.z T;
on a finalement
@ (p—T0) =y (g —yo) =...=....

Cest le résultat indiqué 4 la fin du n° 8, ct duquel il
résulte que le plan T cst perpendiculaire a la droite 5.

<Si les diedres du tétraédre ABCD sont aigus,

,_ BC L
comme on a par exemple a2 = ==, les quantités a
l A | )

Y. 6 sont des imaginaires pures; si 'on pose a = o'i,
B=4f1%...,ona

a b ! A

a:  Be T T

et les égalités relatives a 24, ¥4, ... deviennent
dxy=Ryo=...=...= —3—>

Note. — Revenons a la Géomérrie plane.

a. Soit Q le milien commun des segments A'A’,

B'B’, C'C". La droite de Steiner du point K par rap-
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port au triangle A"B"C’ étant.la droite £, si K’ est le
symétrique de K par rapport a Q, la droite de Steiner
du point K’ par rapport au triangle A’B'C’ est la paral-
lele a T menée par H'; comme K’ et K sont diamétra-
lement opposés sur le cercle A’B'C/, la droite de
Steiner du point K par rapport au triangle A'B'C’
est perpendiculaire a celle du point K', et se confond
par suite avec la droite s. Donc, si on se donne la
droite o, en tracant les droites symétriques de celle-la
par rapport aux cotés du triangle A’B'C/ (ce qui peut
sc faire en joignant les points 1', 2/, 3’ ot la droite ¢
coupe les ¢otés de ce triangle aux points H), H),, H;
qui sont les symétriques de H' par rapport aux cotés
de ce méme triangle), on aura trois droites qui iront
concourir au point K. Cette propriété de la droite o
n'est d’ailleurs pas susceplible d’extension a 'espace :
il y a entre les deux droites o et X cette différence
essentielle, au point de vue de 'extension a I'espace,
que la droite T a pour analogue un plan Z, tandis que
la droite & a pour analogue une droite o.

La propriété de la droite 5 qui vient d’étre indiquée
a é1é signalée par M. Bricard, dans une Note ou il a
établi géoméiriquement le théoréme plan dont ['avais
donué une démonstration analytique, et avant que
jeusse rencontré de mon c6té la propriété du plan .

b. Soit S, le point inverse du point S par rapport
au wiangle ABC. Les deux points S et §; ont méme
cercle pédal, et celui-ci rencontre le cercle des neuf
points ¢n deux points K ¢t Ky, qui sout précisément le
point K relatif a la droite H'S et le point K, relatif a
la droite H'S,. Lorsque la droite SS, passc en H', les
deux points K et K, se coniondent, et le cercle pédal
est tangent en K au cercle des neuf points. Plus par-
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ticulierement, si S et S, se confondent avec le centre 1
d’un cercle tangent aux Lrois cotés du triangle, le cercle
pédal est précisément ce cercle, qui est ainsi tangent
au cercle des neuf points,

KEtant donné un triangle ABC dont les hauteurs AD,
BE, CF se coupent en H, soient A", B", C" les milieux
des segments HA, HB, HC; si O et I sont les centres
du cercle circonscrit et du cercle inscrit, la perpen-
diculaire menée par H a la droite Ol rencontre les
cotés du triangle A"B"(Y en trois points X, Y, Z, et
les droites DX, EY, ¥Z concourent en un point qui
est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle
des neuf points.

Ou encore (construction de M. Bricard, quest. 2036) :

Les milieux des cétés du triangle ABC étant A’, B/,
C!, la droite Ol rencontre les cétés du triangle A'B' C'
en des points U, V, W, et st Oy, O,, Oy sont les symé-
trigues de O par rapport aux cétés de ce triangle, les
droites O, U, O,V, O,W concourent en un pownt qui
est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle
des neuf points.

Si le cercle des neuf points est supposé tracé, comme
D et O, sont sur ce cercle, on aura sans ambiguité le
point cherché en tracant seulement la droite DX, ou

la droite O, U.

(Le lieu des points inverses S et S, tels que la
dioite SS, passc au centre H' du cercle ABC est une
cubique circonscrite au triangle ABC et passant en H' :
toute droite passant par H' est encore rencontrée par
la cubique en deux points inverses; le point inverse
de A est sur BC, ...; le point inverse de H' est I'or-
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thocentre H, de sorte que la tangente en H' passe en H;
les quatre tangentes que Von peut mener de H' 4 la
cubique ont pour points de contact les centres I, T,
17, 1” des cercles langents aux trois cotés du triangle.
Aux points a Vinfini sur la cubique, S, §', §, et a
leurs inverses, S, S, S}, coirespondent trois droites
de Simson tangentes au cercle des ncuf points : ce sont
les tangentes aux points de contact de ce cercle avec
I'hypocycloide & trois rebroussements qui est I'enve-
loppe des droites de Simson relatives au triangle ABC.)



