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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[R9a]
THEORIE ET APPLICATIONS DU COIN;
Par M. Cu. HALPHEN.
§ 1. — FORMULES RELATIVES AU cOIN.

Le coin est un prisme droit solide, a section trian-

gulaire ABC ( fig. 1), dont les faces AB et AC sont

Fig. 1
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engagées entre deux corps solides, el sur lequel agit
une force F. Soit Ax la parallele 4 F menée par A
N N
a Vangle BAx et £ 'angle CAz.
Supposons le coin en équilibre limite, c’est-a-dire
en équilibre, mais sur le point de se mettre en mouve-
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ment dans la direction de la force F. Les solides S et §'
exercent sur les faces AB et AC des réactions, obliques
a cause du frottement; ces réactions ont des résul-
lantes, et les forces R, R, égales et directement oppo-
sées a ces résultantes, sont les actions du coin sur S
et 85 done, R et R’ forment un systéme de forces
équivalent a I, ce qu'on peut exprimer par deux équa-
tions, obtenues en projetant sur Az et sur la direction
perpendiculaire i Az,

Soit 2 I'angle de R avee la normale & AB, ev 2’ angle
de R" avee la normale & AC; comme il y a équilibre
limite, z et ' sont les angles de frottement du coin
sur S et Y5 nous aurons

F=Rsin(g +a)-+ R'sin(g + ),

Reos(o +a) - R'cos(g + &).

Cie sont deux équations du premier degré en Ret R/,
dont on tire

] _ Fcosip'+ 58)

SIn(p o) cos(g == 3) - sing =~ £)cosig -+ a)

Feosig '+ 6

sin(g 4+ g - x f)

, F cosigc -+ 2)
R = Y

sin(g —g'a = )

Kn outre, les composantes H et H' des pressions sui-
vant la divection perpendiculaire a Az ont la méme
valeur, comme il résulte des équations

Foeos(e —a)cosig + 4
H =R COS (@ - x) R ) costy + 8)

Il

- n ’
sin(g — 9 +a— 8)

Feos(¢+a)cosig' +3)
sin(¢ + o' +2+8)

H = Rcos(e" - £) =
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Cas particulier. — Si le coin a pour section un
wiangle isoscele ( fig. 2), et si la force I est appliquée

H
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1 presF/on >
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N

suivant Ja hautear, on a

a= 8.
N (> —_ I/ H >
Si en outre on suppose © = o', on voit que
__Feos*(o4+2) F cos2(¢ -+ 2)
sin2(¢ +a2) zzsin(ng—«»-a)ms«;—a)’
F
H= — ;

atang (2 - o)’
si 'on supposait le frottement nul, on aurait

F

H=——,
> tang a

valeur sensiblement inférieure & H.
Exemple. — Pour I = 20%¢, 2 = 5°, on a
H; = 115%;

mais, si l'on prend f=tango=o0,30, soit g =17°
(Irottement de bois dur sur bois), on n’a en réalité que

H = a4k, -,
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Dans ce cas particulier, supposons que le coin ait été
enfoncé entre deux solides en les écartant; si F cesse
d’agir, les solides vont, par suite de leur élasticité na-
turelle, chercher a se rapprocher, en exercant sur le
coin des cefforts, tendant a le faire sauter. Les forces en
jeu seront donc les efforts normaux Q, et les forces de
frottement fQ, dont les composantes suivant la direc-
tion AM tendent respectivement a faire sauter le coin, et
a le maintenir en place.

Le coin restera en équilibrc. sl

Aq.

A%

JQcosz . Qsina ou  fZtanga ou ©

On dit alors qu’il y a arc-boutement ou coincement :
le coin ne sautera que si Pon exerce sur lui une force
de bas en haut.

Si, au contraire,

SQeosa << Qsina ou v < 2,

I’équilibre n’aura pas lieu, le coin sautera.

§ 1. — ArPLICATIONS PRATIQUES.

Le coin sert, en premier lieu, a exercer des pressions,
comme I'indique la théorie, en prenant par exemple la
disposition indiquée sur la figure 2, le solide de gauche
étant buté sur un mur tixe. Bien souvent, aprés que ’on
a obtenu la pression voulue, c’est-a-dire réalisé un ser-
rage. Pensemble reste en équilibre par coincement; il
est calé.

Les outils nommés hache et tranche agissent comme
coins vis-a-vis des bois et métaux; par des pressions,
ils séparent la matiére en deux aprés Vavoir fendue.

Les clavettes sont des coins que Pon emploie, dans
les constructions meécaniques, pour assembler avec
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serrage deux piéces. Supposons, par exemple, qu'on
veuille relier deux tiges T et 1" ( fig. 3); on munira T

d’une portion plane, percée d’'un trou rectangulaire,
et T d’une fourche percée également; dans ces ouver-
tures on enfoncera une clavette. Il faut avoir soin de
ménager en j et j' des jeux, en taillant les ouvertures
en conséquence, afin de pouvoir, en cas d’usure, en-
foncer la clavette pour revenir au serrage primitif (rat-
traper le jeu).

Dans les clavettes, on obscrve toujours la régle né-
cessaire pour qu’il y ait coincement; c’est-a-dire o < ¢;
ou, § étant I'angle de la clavette, § << 29. La tangente
de § s’appelle tirage de la clavette; donc le tirage doit
étre inférieur au double du coefficient de frottement.
Pour des clavettes souvent démontées, le tirage est de
0,10 & 0,05; pour des clavettes fixes, il est de 0,02 en
moyenne.

Parmi les nombreuses applications de serrage par
clavette, on peut citer le calage d’une poulie sur un
arbre : la clavette élant enfoncée entre le moyeu de la
poulie et I'arbre qui porte a cet effet une rainure. Mais,
lorsque le clavetage est appliqué a4 un organe de ma-
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chine 4 mouvements non réguliers, ou soumis a de
fortes trépidations, sous Pinfluence des diverses forces
qui en résultent, le coincement peul cesser; pour em-
pécher les disjonctions d’organes qui se produiraient
alors, on a imaginé des dispositifs de stireté maintenant
les clavettes en place. On peut voir diftérents types de
ces dispositifs dans les clavettes des tétes de biclle des
machines a vapeur, locomotives, etc., ils sont men-
tonnés dans les ouvrages speciaux.

S HI. — AppLicATION DE LA THEORIE DU COIN

AUX MURS DE SOUTENEMENT.

Soit un mur de souténement dont AB est le pare-
ment intérieur. La terre exerce sur ce mur une poussée,
ety si on suppose (lu'il vienne a se rompre, on constate
jue la masse de terre qu'ii devait retenir s’est fendue
suivant une surface AC, sensiblement plane, dite plan
de rupture. Dés lors, on peat envisager la poussée de
la terre sur le mur, comme celle d’un coin ABC, au-
quel est appliqué son poids F (fig. 4). En supposant
que le parement AB soit vertical, c¢’est-a-dire a = o.
< étant Pangle de frowement de la terre sur la magon-
nerie, et o' Pangle de froutement de la terre sur la terre,
on aura .

_ Feos(e + B) )
sin(g + o'+ 3)

(Vest la poussée totale sur le mur.

Fxaluons Fen supposant que 1™ soit la longueur du
mur, 5 la densité de la terre, et ¢ inclinaison sur I’ho-
rizomale du talus BC. Comme BCA = go®— (i + B).
o a

AB BC

costi—6) T smp
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La hauteur CQ du triangle ABC est donc

hsin B cosi

CQ = BCcosi = i+ B

Fig. j.

el par suite
oh? sin fi cosi

F=surf.ABC x1"x § = —————-
20080+ )
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\

Done
> 9 . I - g . 4 fa
chrsin? cosicosig + 5

T acos(i+B)sin(y — 2+ 8)

Mais % est inconnu. Afin d’avoir un mur sutlisamment
solide, on suppose que le plan de rupture AC est celui
w donne la poussée R maximum. R étant fonction
q |
. . . . , - ., dR ..

de B, il sufliv d’égaler & zérola dérivée d—ﬁ; on a ainsi
une équation en 3 donnant la valeur de cet angle pour
le cas le plus défavorable.

On a remarqué que la valeur de 3 ainsi obtenue est

.. .. '\ .o ,
sénéralement voisine de (45— L), d'ou le tracé pra-
g 4 > t

tique suivant @ on méne Phorizontale de A, a partir de
/\ .
laquelleon prend Mangle o', en DAT, la bisscetrice AC de

I'angle BAT est la trace du plan de rupture cherché.
Poncelet a donué un procédé graphique pour chercher
le prisme de poussée maximum, en s’appuyant sur ce
prinrip(' bien connu @ trois forces en équilibr(- (ici, ces
forces sont I, — R et — R’) penvent éure représentées -
par les trois cotés d'un triangle formé de vecteurs équi-
po”enl,s a ces forees.

Menous des droites AC, AC", AC”. ... et prenons sur
laverticaledu point A unelongueur Ay, proportionnelle
au poids du prisme ABC'; puis menons la droite Ag/,

faisant avee A un angle C/'r\\(// = 90"+ ¢, eLentin Py
paralléle i la direction connue de R. Ces deux derniéres
droites se coupvni en g’y et Pon voit que le wriangle A p'g’
a bien des cotés équipollents a F; — R et —R’. Tragons
de méme Ap"y", Ap”y", ..., correspondant a AC’,
ACY, ..., et joignous les points ¢/, ¢", ¢”, ... par unc
courbe continue. Si 'on méne une tangente gt a cette

courbe, parallélement a AB, la poussée gp correspon-
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dant au point ¢ de contact est la poussée maximum;

et la longueur du vecteur ¢p représente cette poussée
a I’échelle de la figure; le plan cherché AC est done

celui qui fait avee la droite A g un angle q/AE:go“—-}-?’.
Ce procédé est, lui aussi, approximatif, car le point ¢
n’est pas déterminé d’une facon précise; mais il suftit
pour la pratique.

Cherchons le point d’applization de la poussée R sur
le parement AB du mur; dest le centre de poussée.
Pour cela, considérons un point A entre A et B; sur
la fraction de mur BA,, la poussée est, par similitude,
celle qu’exerce le coin BA, C,, A,C, étant paralléle
a AC; et cette poussée maximum est proportionnelle a
la surface A, BC,. De méme, sur A,B, la poussée est
proportionnelle a A, BCy; done, sur Pélément A A,
(ue nous supposcrons Lrés petit, la poussée est pro-
portionnelle 8 A, A,C,C,, ou bien 4 Ay A;D, Dy, les
points D, et D, étant, sur les perpendiculaires en A,
et A, a AB, a des distances de cette droite égales a
celles de Gy et Gy On voit que les points Dy, D, ...
sont sur une droite, passant par B; et, par suite, la
poussée totale sur AB, résultante de toutes les poussées
élémentaires sur les éléments Ay A,, est appliquée au
point H, projection sur AB du centre de gravité du
triangle ABID, d’aprés un théoréme bien connuj ¢'est-
a-dire que la poussée R est appliquée au tiers de AB a
partir de A.

Aprés avoir calculé, ou constrait graphiquement la
poussée R, et I'avoir appliquée au centre de poussée,
on compose celte force avec le poids P du mur. Pour
que ce mur soil en éyuilibre, e¢n supposant qu’il soit
un solide rigide et homogéne, on sait que cette résul-
tante p doit passerdans le polygone d’appui, ¢'est-a-dire



(10

dans la base xA; mais. pour que la stabilité du mur
soit parfaite, il est préférable, d’aprés la résistance des
matériaux, que g passe dans le tiers moyen MN de la
base. En outre, Vangle de ¢ avec P doit évidemment
étee inféricar a Pangle de frottement 9 de la magonnerie
sur le sol. En divisant la pression sur la base, o, par
la surface de la base, on obtient approximativement la
pression sur le sol par unité de surface (centimetre
carré par exemple); cette pression ne doit pas dépasser
ane certaine limite pour que le sol résiste sans s’écraser;
et la condition de cette limite tixe done la largeur de
la base a adopter pour le mur. Quant a la composante H
horizontate de la poussée, clle tend a trancher le mur,
et fixe épaisscur a adopter pour le mur, pour qu’il n’y
ait pas ruplure par cisaillement.

[Ric]
NOTE RELATIVE AU MOUVEMENT DE ROTATION;

Psr M. A. pe SAINT-GERMAIN.

La Géométrie analytique permet de trouver ce que
deviennent les coordonnées d’un point donné M d’un
solide aprés que celui-ci a tourné d'un angle § autour
d'un axe fixe; mais on pent aussi vésoudre le probléme
au moyen d'une intégration dont la simplicité mérite
peut-étre d'éire signalee.

On peat supposer que I'axe de rotation passe par
Porigine des coordonnées rectangulaives : soient a, b, ¢
ses cosinus directeurs. x,, ¥, zo les coordonnées de M

avant la rotation. L’expression classique des compo-
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santes de la vitesse due a une rotation montre immédia-
tement que les coordonnées du point M sont liées a
I'angle § dont le solide a tourné par les équations simul-

tanées
dx dy dsz
(1) %_bz—cy, 4§ =cr—as, %_ay—bx.

Pour intégrer ce systéme, différentions la premiére
des équations et ayons égard aux deux autres ainsi qu’'a
1 2 "2y 3 M
la relation a2+ 62 4 c2=1; il vient

d2x

) g

=a(axr +by +cz)—ux;

une nouvelle dérivation donne, aprés réduction,

diw __dr

des — df’

L’intégrale générale peut se metire sous la forme

x=A + Bsin® + C(1—cos0);

on reconnait aisément que les constantes A, B, C sont

. " ‘oales 2 lears de dr dz
respectivement egales aux valeurs de z, 20 T’ pour

b = 0; la premiére est zy, les deux autres sont fournies
par la premiére équation (1) et par 'équation (2), et
'on a, pour la valeur demandée de x,

x =1xycosh 4+ (bzy— cy,)sinh

—+a(azy+ byo+ czy) (1 — cosh).

Les expressions de y et z s’en déduisent par de
simples permutations.
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SUR LE THEOREME DE PTOLEMEE ET SON APPLICATION
AUX POLYGONES REGULIERS;

Par M. J. JUHEL-RENOY.

Il est d’usage, dans les Cours de Géométrie, d’ap-
pliquer le théoréme de Ptolémée a la seule inscription
des pentédécagones réguliers. Le but de cette Note est
d’en faive Iapplication aux polygones réguliers d’'un
nombre quelconque de ¢6tés, en particulier aux déca-
gones et pentagones, et d’en déduire I'équation géné-
rale dont dépend I'inscription des polygones réguliers
d’un nombre quelconque de ¢6tés.

I. Nous commencerons par donner, du théoréme de
Prolémée, une démonstration qui se déduit immédiate-
ment de la définition du rapport anharmonique.

Soient ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle
et M oun point de ce cercle. On a la relation

(M.BACD)~+ (M.BCAD) =1.
Or, en grandeur et en signe,

sinCMB _sinDMB _ CB _ DB

M.BACD) = == - __
(M.BACD) = MR * SaDMA — CA ° DA’
sinAMB _sinDMB B DB

MBCAD) = ——— { ——— = = — | =%
U G ) sinAMC * sinDMC AC " DC

el. par suite,

CB.DA = AB.DC = AC.BD.
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II. Supposons la circonférence divisée en m parties
égales et soient, dans le quadrilatére ABCD,

n — p le nombre des divisions sous-tendues par AB,

P » » » BC,
p » » » CD N
n-+ p » » » DA.

Le théoréme de Ptolémée donne la formule

574
(1) ClirP+ Gy # = £ Ch.
m

La circonférence élant toujours divisée en m parties

égales, supposons que les cotés du quadrilatére ABCD
sous-tendent

AB .. n divisions
BC...o v i . P »
CD ...l n—p »
DA ... .. an »

Le théoréme de Ptolémée donne la formule

Ca
(2) CotP =GP = i Chhe
n

Enfin, dans une troisiéme hypothése, représentons
l)ar

P le nombre des divisions sous-tendues par AB,
n—p » » » BC,
n ”» » » CD,
n +P » » » D‘\

Le théoréme de Prolémée donne la formule

(3) Corp ClP = (Gt — (Ch)2.

Ill. Appliquons ces formules a la division de la cir-
conférence en dix parties égales; la formule (1) donne,
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pour =1, et p =4,
oo
Clo= R,

puis, pour n =15 et p =2,
€l =

d'ou. par multiplication,
Cl,CH, = Re.

Dans la formule (2), faisons n =2 et p =1,

€ty Cly= G Ch =R

Ce sont les formules de inscription des décagones.
(Quant aux pentagones, remplacons, dans la for-

>

mule (3), n par 2 et p par 1,
(G52 (;}0 2= G%o 'C'}o = R2,
puis 2 par 4 et p par 3,
(GE2— (G, = Cl,.C¥, = R,
On déduit de ces formules la construction bien
connue que voici :

Soient AC et BD deux diamétres rectangulaives d’un
cercle de centre O3 de | milieu de AO, avec IB comme
ravon, on trace une circonférence qui coupe AC en E
el G, oon a

OE = 1| 0G = Gy,

EB =Gl GB=C
Remarquons, en passaat, la formule

(Gl =G, = (L))
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IV. Supposons, d'une maniére générale, la circon-
féerence divisée en am parties égales et représentons

(O L. . o
par z le rapport T en désignant, pour simplifier les
1

notations, par Cy la longueur de la corde qui sous-tend
K divisions. L’appiication de la relation (1) doune les

équations suivantes :

Cs =z Uy,
C3+Ci = xCy,
Cg—i—Cg =.I'C3,

-
Com 1+ Cpyg=2Cy o,

2R =+ C,,,, P .TC,,, 1
G-y = Rz,
Con =2R;
d’ou I'on tire
Cnm  =2R,

C‘/u 1= R,
Cmoa= (22— 2)R,

Com s = (25— 32 R,

et ainsi de suite. On voit, d'une maniére générale,
qu'en posant Cy= RV, g, wois polyvnomes V consé-
cutifs satisfont, <l’aprés ce qui précede, a la loi de

récurrence
Vi + Vk-a=2 Vi,

avee les conditions Vo= 12 ¢l V, = x.
Oron a
Co= RV, et Ci=RVpy.y,
Co=

et, par suite,
Viar—aV,y=o0;

d'ou I'on déduit
Va=o.
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Telle est 1’équation qui donne la solution du pro-
bléme de la division de la circonférence en 2m parties
égalnfs‘

Or on sait que les fonctions V jouissent de toutes
les propriétés des fonctions de Sturm, qu’elles ont en
particulier toutes leurs racines réclles et que I'équa-
tion V,,= 0 a une racine et une seule comprise entre
la plus grande racine de V,,_, = 0 et 4 cc. Il s’agit de
démoutrer que, pour chaque équation V,.=o, la plus
grande racine seule convient a la solution du pro-
bléme.

Cela résulic immédiatement de ce que, d’aprés la

valeur de

— L Cm

L S eyt
T = R 2/;1‘2 'R\/Jl H"_((‘;m)ls

x croit avec m et que, pour 'équation Vo= o0 en parti-

culier, ¢’est la plus grande racine qui convient.

V. On sait que les fouctions V ont toutes leurs
racines comprises entre + 2 et — 2. D'apres la forme
méme des fonctions V, dont tous les termes sont de
méme parité, il suffit que la plus grande racine de la
fonction V,, soit inféricure a 2, ¢t ceci est une con-
séquence de la relation

C{l"lll ! = RT‘

I est meéme possible d’obtenir, pour la plus grande
racine de la fonction V,,, une limite supérieure plus
rapprochée que o.

On démontre, cu effet, facilement que la fonction V,,
satisfait a I'équation diflérentielle linéaire du second
ordre

- 0V, a2V, —m2V,, =
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Or, Laguerre a démontré dans une Note : Sur les
équations algebriques dont le premier membre satis-
Jait a une équation linéaire du second ordre, qu’étant
donné un polynome y ayant toutes ses racines réelles
et salisfaisant a I'éqaation différentielle

Py"+Qy'+—-Ry=o,
le polynome

o, , m -
Q= PR + PQ'— QP'— im(‘n’
ou m désigne le degré du polynome y, a une valeur
positive ou nulle quand on y remplace x par une racine
quelcongue du polynome y.

On a done, dans le cas actuel, pour toute racine x
de la fonction 'V,

N 6(m-—1)2cm—+1)
N L—

7 F . ’
T — 0 (2 — =)

s

, /
s ~qlm—1) ‘/

m —1

)
(2m —1yi2m2—m— )

. : m o i
CH O ARom —a) - .
- (2m —1)(2m*—m +2)

Signalons enfin la propriéié suivante de la fonc-
lion V,,,:

Si U,y rveprésente le résultat de la substitution de
la plus grande racine de V,, dans V,_,, on a, pour

m = x.
lim(mU,, )= =.

Ann. de Wathemat., 4 série, L. VI, (Janvier 14ob.) 2



(18)

[P3b] .
AU SUJET D'UN THEOREME CONNU;

Par M. M. FOUCHE.

Le théoréme dont il sagit est le suivant :

Linversion conserve les lignes de courbure des
surfaces.

De wutes les démonstrations qu'on en a données,
ancune ne me parait aussi simple que la suivante :

1° Le théoreme est vrai sl s’agit d’'une surface déve-
loppable, puisque au licu d’une enveloppe de plans, on a
une enveloppe de sphéres dont les caractéristiques, qui
sont les transformées des génératrices de la surface déve-
loppable, sont évidemment des lignes de courbure.
Quant a la seconde famille elle se conserve également a
cause de la conservation des angles droits.

2° Cela posé, je considére une ligne de courbure (C)
d’une surface quelconque et la développable enveloppée
par les plans tangents a cette surface aux différents
points (C). (C) est aussi une ligne de courbure de cette
développable puisque les normales sont les mémes dans
la développable et la surface dounée, en tous les points
de (G, Par Pinversion les deux surfaces circonserites se
transforment en deux autres également circonscrites.
La transformée (C') de (C) est ligne de courbure sur
Fenveloppe de sphéres qui est 1a transformée de la déve-
loppable : donc elle I'est aussi sur I'autre surface.

C. Q. F. D.
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NOTE AU SUJET DE L'ARTICLE PRECEDENT:

Par M. R. B.

L’élégante démonstration de M. Fouché est notable-
ment plus simple que celle que J'ai donnée dans ce
Journal (1903, p. 16). Mais elle ne met pas en évidence,
plus que cette derniére, le fait que les centres de cour-
bure principaux, en deux points correspondants de
deux surfaces inverses, sont deux & deux alignés avec
le pole d’inversion. La démonstration suivante (dont,
bien entendu, je ne garantis pas I’originalité, étant donné
qu'il s’agit d’une proposition tout a fait classique) éta-
blit ce fait en méme temps que le théoréme relauf a la
conservation des lignes de courbure.

Soieni m un point d’une surface (S), (£) une spheére
tangente a (S) en m. (S) et (X) se coupent suivant
une courbe C présentaut un point double en m, et les
tangentes en ce point sont les diamétres communs aux
indicatrices, construites avee le méme parameétre, des
deux surfaces. Pour que le contact soit stationnaire,
c’est-a-dire pour que le point double de C soit un point
de rebroussement, il faut et il sulfit que les deux indica-
trices soient bitangentes : cela exige que (Z) ait son
centre en l'un des centres de courbure principaux
de (S) en m. On voit aussi que la tangente a C, en cc
point de rebroussement, est une direction princilnalc
de (8).

Cela posé, une sphére et une surface, ayant entre
elles un contact stationnaire, se transforment par in-
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version en une sphére et une surface a contact station-
naire. Cette remarque, jointe a celle que les centres de
deux sphéres inverses sont en ligne droite avec le pole
d’inversion, rend intuitives les propriétés de l'inversion,
relatives aux lignes de courbure et aux centres de cour-
bure principaux des suzfaces.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
DU CONGOURS D’AGREGATION DE 1905;

Pir M. A. VACOUANT.

1 On donne les deux droites D, D' définies respec-
tivement par les équations

=h
[GL] WEEOR 5= -h,

N

(D) Y=o,

’

les axes de coordonnées ox, ov, oz élant supposes
rectangulaires. Trouver 'équation ponctuelle de la
surface S lieuw du sommet d’un paraboloide variable
qui passe par ces deux droites. Trouver U'équation
tangentielle de la méme surface.

2" Calewler les coordonnées d’un point quelcongue M
de la surface S en fonction de I’abscisse « et de ['or-
donnée 3 des dewx points N, N' olt une droite, mence
par M, rencontre respectivement ) et V. Soit P le
point de coordonnécs 2, 3 dans le plan x o). Lieu du
point M quand P decrit une droite quelconque du
plan xoy. Etude de Uintersection de la surface S avec
une quadrigue quelconque qui passe par D et D'. Lieu
correspondant du point P. Cas ol cette intersection se
decompose.
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3° Démontrer que la surface S est sa propre polaire
réciproque par rapport @ une infinité de quadriques Q,
dont on cherchera l'équation générale ponctuelle. On
envisagera plus particuliérement parmi elles les para-

boloides . Trouver U'enveloppe des quadriques Q.
I. Les deux droites D, D)’ détinies respectivement par
les équations

(D) Y=o, z=h,
(D) Tr=o0, z3=—h

seront rencontrées par une droite ayant pour équations

r=az+p,

y =03 +gq.

sil'on a

bh +q = o, —ah+p=o
e, par suite,
(G) xr=alz = h, y=biz—h)

sont les équations d’une droite (; rencontrant D et D’
en des points N et N’ ayant respectivement pour
abscisse et pour ordonnée

%= 2ah, L =—2bh.

Pour que G reste paralléle au plan

Ar + By + s =o,
il faut
Aa+~Bb+~(C=o.

Le paraboloide engendré par G a pour équation

Ax By
-+ — 4+ C =
3+ h z—h ?

ou

Ariz—h)+By(z+h)+Ciz—h)(z+h)=o0
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ou
() Cs*+Ars+Byzs—Ahr—Bhy —Ch2=o.

Ce paraboloide ayant pour p]ans directears

Az + By~ Cz=o,

S =0,

la direction de son axe a pour équations

= N
I
|
-
Jln

Le point M(x, y, z) sera le sommet de w si le plan

tangent en M est perpendiculaire a I'axe, ¢’est-a-dire

si l'on a

I3 7

Bz« h) Ar—By+o0sz
e .

Az
T — A\

>

Les coordonnées du sommet M de ® sont donc défi-

nies par les équations
At WDy +Brs+hi=o, Ar—+ By —+20sz=o,
\ris

En éliminant C entre les deux derniéres équations,

3—h)(zs—h)=o.

foy + Byos -+ h) = Gy

on obtient P'équation

b a3+ By(z+h)(zs--h—23)=0

Ar(s— Iz
on
\r(s—h»P—Byiz-+h)2=o.
En éliminant A et B entre cette équation et la
premiére des trois précédentes on a équation ponc-

tuclle du lieu de M :

yrs--hy s —h)—x2s—h)}(3+h)=o0.

Apreés suppression du facteur (z — h)(z + h) qui
donne Pensemble des deux plans paralléles a xoy
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menés par D et D, on obuient une surface S ayaul pour
équation ponctuelle

(S) YyUsS+=hP+x2z -h)p¥E=o0

ou
22 h—3)p =y h+ 3)3,

¢’est-a-dire une surface réglée du cinquiéme ordre ayant
pour génératrice la droite
2
y =iz, h—z=M(h+3),
paralléle au plan zoy et s’appuyant sur 'axe des z qui
est une ligne double de la surface. Tout plan passant
par zz' coupe S suivant zz' et trois autres droites paral-
leles a xoy dont une seulement est réelle. La surface S
est donce un conoide ayant pour axe 3z', pour plan
directeur xo)-.
Les coordonnées homogénes u, v, w, r d’un plan tan-

gent a S au point (x, y, =) sont

w =our(s—h),

v o= ay(s 4+ h),

w=3y2(s+ h)2+322%3—h)?,

r =3hyXz+h)—3hx2(s—h)

d'ou
w_aa—hp_ —y
v —‘y'('z—# Ry Tx
w (3~ hp3(s+h2—(z+h)p3(z—h)? s—h- (3+h)

F R[5 —hp s R (sl s — )] T Wiz -k 4z h)

ou

w
’

|-

En portant les valeurs de )—; et de z dans (S) on
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obtient 'équation tangentielle de la surface S

e Ny r 3
(1) u’(—(—;——%—h/) —1—¢-<—;-——lz)
ou
(Sy) u(hw — rp—o2(hw 4+ r) = o.

IL. Les équations (G) peuvent s’écrire
= Z(s+h = (s —h)
7= —(z+h), y=— L (s—h).

Ces équations, jointes a I'équation pouctuelle de S,
savoir
(3 —h)p+ y2(z+ h)3=o0,

donnent les coordonnées x, 1, z d'un point quelconque
M de la surface S en fonction de deux paramétres «
et . L'élimination de x et y donne I'équation

at(s—h)+B2(z+h)=o.
1You
s—h s+h 23 ok
— B2 2z ar— B 1:+(52'

Par suite les coordonnées du point M sont

2t

.’(‘:my

e

(") ’l‘}’zm)
'__h(a*—ﬁz)
T T pr

Supposons que le point P(a, B, o) décrive une droite A
ayaul pour équations

(8) 3 =0, ar +by+c=o,



on aura

(3) . aa +bB +c=o.

Le licu de M est ane courbe définie paramétrique-
ment par les équations (2) et (3), c'est-a-dire une
cubique gauche T. On obtiendra les équations ponc-
tuelles de cette cubique en éliminant « et B entre (2)
et (3), ou encore entre les équations

z 4 =1
PR S
x _y  _=z
a 4 h
ar—By =a— B,

as+bf+c=o.

Des deux premiéres on lire « et

2Z 3 2y 3

——-—=l+7Ly —p—=l—7l-q
2hx 2hy
R B_h—z'

En portant dans les deux derniéres on obtient 'équa-
tion de S, comme cela était a prévoir, et I"équation
d’un paraboloide ®, passant par D et D'y de sorte que
la ligne lieu de M quand P décrit A est définie par les

équations

(S) xt(z— h)3+ y2(z+ h)3=o,
(wy) 2ahx(h—2z)+2bhy(h+2)+c(h—3z)(h+z)=0.

L’intersection de la surface S et du paraboloide w,
qui est du dixiéme degré se compose de D et IV, droites
doubles de S, de la droite de linfini t=o0, z=o0
comptée trois fois et de la cubique T.

L'équation (w,) étant linéaire et homogene par
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rapport aux trois paramétres a, b, ¢, on peut dire que
celte équalion peut représenter un paraboloide quel-
conque passant par D et I'; alors le calcul précédent
montre que P'intersection de la surface S et d’un para-
boloide quelconque passant par D et D' se compose des
droites D, D' comptées deux fois, de la droite a I'infini
du plan zoy comptiée trois fois et d’une cubique gauche.

Etudions maintenant intersection de S avec une
quadrique quelconque H passant par D et D, L’équa-
tion de H est de la forme

(H) Ax(s—h)+By(s+h)+ C(z— h)(z+h)+Dzxy=o.

Pour tout point commun (x, y, z) a Het a S les
paramétres o et 3 scront liés par une relation obtenue
en remplacant dans I'équation (H) les coordonnées x,
Y- 2z par leurs valeurs (2). En remarquant que
_ —2h® 2h2?

B AR

cette relation est

z—h

—2Aha3E2+aBAx2— (Ch2a282+ DadfP3=o0.
Elle se décompose en deux :
( -‘) 22 :’3'2: 0,

(5) Dafp —2Aha+2BA8 — 4ChZ= 0.

l.a premiére donne sur S les droites D et D' comptées
deux fois, car pour 2 = 0 ou 3 = o on a respectivement
—h (droite D),

h (droite D).

z=o0, y=8, 3

Y =, xr = x, 3

I.e lieu corres.pondam du point P(a, 3) dans le plan xoy
est axe oy ou I'axe ox.
L'équation (5), qui est une relation homographique
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entre a et B, définit sur S une courbe du sixiéme
degré Cq. Le lieu correspondant de P dans le plan xoy,
défini par I’équation (5), est une hyperbole équilatére
dont les asymptotes sont paralléles aux axes ox, oy.
Si D n’est pas nul, c’est-a-dire si H v'est pas un

paraboloide, de (5) on déduit .
__2h(A2+2Ch)
P= "DaraBh

et d’aprés les formules (2) on obtiendrait aisément les
coordonnées d’un point de Cq en fonction du seul para-
metre 2.

La courbe Cq se décompose quand la relation (5) se
décompose; alors (5) prend la forme

(ma+n)y(m'B+n')=o,

ce qui a lieu, comme on le voit sur I'expression précé-
dente de $, quand on a

A _C
D B

L’hyperbole (5) se réduit a deux droites respecti-
vement paralléles a ox, oy etla courbe Cg se décompose
en deux cubiques planes; car, si I'on appelle A la valeur

commune des rapports précédents, on a
A=Dx C=B),
et I’équation (H) devient
[y +Nz—h)|[Dz+B(z+ h)]=o,

c’est-a-dire que la quadrique H se réduit a deux plans
passant respectivement par D, D' et déterminant dans S
deux cubiques.

Si D = o, la quadrique H est un paraboloide, et I'on
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retrouve les résultats indigués plus haut : la courbe Cq
est remplacée par une cubique gauche T et la droite a
Vinfini du plan xoy comptée trois fois; 'hyperbole (5)
est remplacée par une droite quelconque du plan xoy.
La cubique T devient plane si A = o0 ou B = o, auquel
cas le garaboloide se décompose en un plan paralléle
a xoy passant par Vune des droites D, I et un autre
plan passant par 'autre droite. Le lieu de P est une
droite paralléle 4 ox ou or.

HI. Les équations ponctuelle et tangentielle de §
sont, en coordonuées homogénes,

(8) x2(z—ht) + y2(z+ ht)® = o,

Sy) w(hw — ryy—o2(ha +ry=o.
Soit une quadrique Q ayant pour équation ponctuelle
Sz, v,5.t)=o0.

Les coordonnées homogénes du plan polairve d’un point

(y y, 2, t) de S par rapport a Q sont
= fr v = f, w = fi, r=fi:

en remplacant u, o, w, r par ces valeurs dans (S,), on
doit obtenir I'équation pouctuclle de S. En ideutitiant
I'équation obtenue avec I'équation (S) on voit aisément
que, si la quadrique Q existe, son équation ne peut
éwre que de la forme

Ar?+ A y?+A"22+2C0z+D=o,

C’est-a-dire que Q est une quadrique ayant pour plans
de symétrie reclangulaires yoz eL zox, pour axe de
symétrie oz. D'ailleurs ce résultal est a peu prés évident
¢n remarquant que la surface S posséde cette symétrie.
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On a alors
u =31fr=Ax,
v =3fy=A"Y,
w=1fl=Az+C"
r=3%fi=Cz+D.

Portant ces valeurs dans (S,), on obtient I'égquation

A222[3(A"h—C") +~C'h—DJ3
— A2y 2(A"h+C")+Ch+Dp=o.

En identifiant avec (S), qu’on écrit
22 (h—3) — y*(h+3)*=o,
on a les relations

2
A3(C"h—D)

%((A” A"h ) z

2
A3

AB(C'h+ D)
R

= AB(Ah+ (") ="
gui se réduisent aux deux suivantes
D = A" A2,
;o2 2
cr(af—a) = arn(as - a%).
lles deux coefficients A et A’ sont différents de zéro;
quant & A” il pcut éire nul ou non.

Si A"=o0, 0n a
D=o

Ll

ct, comme (' est différent de zéro, sans quoi la qua-
drique Q se réduirait & deux plans, on aura

d’ou
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Les quadriques Q ont, dans ce cas, pour équation géné-
rale,
Alxrx y2)+20'z=0
ou
r2= yi4+2p3=o,

c’est-a-dire sont des paraboloides Q, de révolution ou
équilatéres.

Si A”w’est pas nul, D est différent de zéro ainsi que C',
A et A’. Nous poserons

1
3

1
Al = a, A"

'

=qa .
par suite
2 2
A = a¥, A= a'3, C'=A"h (a,;”,—)
a-—a-=

L'égquation générale des quadriques Q est

(a*+ a'?)
—— 3+ A" h2=o.

adxrt--a y?4 A"z 4 2 A" h —; -
ar—a’

Comme A" est différent de zéro, on peut supposer
A" =1, et I'équation précédente s’écrit

(a?+ a’

" I Yy, S BEPL 2 c 22 B
Slr,y,3)=axr+ a3 yr4+3z242h pPp——
On obtient P'enveloppe de ces quadriques Q en éli-
minant a, @’ entre Péquation précédente et les suivantes

frll =0, ./t’l' =0
ou

a s s (a*—a?)ra —(a*+ a'?t)z2a
3ata? + 2 hs

(ar— a'?)2
(a*—a2)2a + (a2~ a'?)2a’
kaﬁ_a".’)‘.’ =

Sayr+2hs3

c’est-a-dire
1
. , a'?
Jax? —8hz ——— = o,
(a*-— a'?)?
a?

3a' yr+ 3/):m = o.
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De ces deux derniéres équations on déduit, en élimi-

nant g,
adrt+ a’yr=o,

et, d’aprés I'équation f(x, y, z) = o, on aura

ar+ a'?
z?+2lz(——,)z+h2=o
a?— a'? .
ou
2+ h?  a?+a?
2hz  a’— a?
D’ou
(z—h)2 2a? a?
(z+h2 " 222 a*
On en déduit
a 53—
a_p3i=h
a s+ h

a
Remplacant - par I'une ou Pautre de ces valeurs dans
P’équation
a3 xr? + a’3y2 = o,

on obtient pour enveloppe des quadriques Q les deux
surfaces
at(z—h)PE=y2(s+hp=o,

dont 'une est la surface S.

»

BIBLIOGRAPHIE.

THEORIE DER EBENEN ALGEBRAISCHEN KURVEN HOHERER
Orbonune; von D Heinrich Wieleitner. — 1 vol. in-8
de xx11+313 pages, avec 82 figures dans le texte. —
Leipzig, Gischen, 19od.

Cet Ouvrage, qui fait partie de la Sammlung Schubert,
collection bien connue de traités sur les diverses parties des
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Mathématiques, constitue un excellent et substantiel exposé
des faits principaux de la théorie pure des courbes algé-
briques : j'entends par théorie pure celle qui n’est pas do-
minée par la préoccupation d’étudier les fonctions algé-
brigues. Les connaissances supposées chez le lecteur sont
réduites au minimum : éléments de la Géométrie analytique
et du Calcul différentiel.

Un résumé de I'Ouvrage en fera connaitre le plan et la
portée.

Cuarrthe I — Généralités, définitions des courbes algé-
brigues, distinction entre les propriétés métriques et les pro-
priétés projectives, éléments imaginaires, principe de dualité,
ordre ¢t classe d’'une courbe.

CuariTre Il. — Polaires de divers ordres, points multiples,
lear influence sur la classe, théorie des enveloppes.

Cuarmitre I, — Courbes associées a une courbe donnée
(hertzienne, cayleyenne, steinérienne).

Cuoarrree 1V, - Formules de Pliicker.

Cnarrree V. — Notion de genre, courbes unicursales, con-
servation du genre par une transformation birationnelle
(démonstration de Zeuthen-Bertini ).

Ciarrtre V1. — Définition du triangle analytique, re-
cherches des asymptotes, des courbes approchantes, de
I'équation d'une courbe de forme donnée a priori. La lecture
de ce Chapitre, consacré 4 des sujets peu connus en France,
croyons-nous, est tout particulicrement recommandable.

Coaviree VI — Ktude des singularités élevées.

Cuavitee VIII, — Transformations. en particulier transfor-
mation quadratique: dispersion des singularités.

CuaeiTre IX. — Etude générale des correspondances entre
courbes,

Cuamitee X, — Etude des points communs a deux courbes.
Théoréme de Brill et Nother.

Coapithe X1 — Apphlication des résultats du Chapitre pré-
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cédent aux cubiques, aux quartiques de Liiroth (circons-
crites & une infinité de pentagones complets).

CuapiThe XII. — Etude particuliére des cubiques.
Cunaeitre X111, — Etude particuliére des quartiques.

CuapiThe XIV. — Systémes de courbes (faisceaux, réseaux,
systémes non linéaires, caractéristiques ).

J’ai da me borner a un exposé trés rapide, qui ne donne
pas une idée suffisante de la richesse de I’'Ouvrage, et non plus
de la précision et de I'élégance des démonstrations. Signalons
en terminant que les figures sont dessinées avec le plus grand
soin : les courbes y sont tracées avec leur forme exacte, sauf
pour un trés petit nombre de figures schématiques que 'auteur
signale du reste lui-méme. R. B.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Besangon.

EvRECVE Ecritk. — 1. Etablir le théoréme de Lagrange
et Dirichlet sur la stabilité d’un systeme dépendant d’une
Jfonction de forces et d’un nombre fini de paramétres.

I. Un ressort de masse négligeable communique @ un
pendule pesant un moment de rappel proportionnel a
U’angle d’écart au point mort du ressort.

1* Calculer la position d’équilibre et la durée des petites
oscillations exécutées autour de cette position par le pen-
dule ainsi modifié.

2° En supposant petite l’action de la pesanteur par rap-
port a celle du ressort, étudier, par la méthode de la va-
riation des constantes, les grandes oscillations du systéme,
et déterminer leur durée en fonction de la demi-ampli-
tude en cours prise par rapport a la position du point mort
du ressort.

3° Comparaison de deux écarts extrémes consécutifs.

Ann. de Mathémat., 4* série, 1. VI. (Janvier 19o6.) 3
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EpREUVE PRATIQUE. — Un pendule constitué d'une tige
trés mince et d’une sphére de 10°™ de rayon est muni d’un
petit curseur dont la masse est & celle de la sphére dans le
rapport de 1 a 43,2. :

On demande :

1° Au-dessous de quel niveau N on placera le curseur
powr étre assuré que toute descente du curseur ralentira
les battements du pendule?

2¢ Aprés avoir placé le curseur au-dessous et prés de la
sphére, quel ébat faut-il ménager au curseur pour que cet

S

c

ébat soit capable de corriger un écart de marche de
* 15 battements du pendule sur 86 4oo battements.

La distance de l'axe de suspension au centre de la sphére
est 1™; la masse de la tige est regardée comme négligeable;
le pendule est supposé placé a température constante.

(Juin 1905.)

EvREUVE ECRITE. — 1. 1° Théoréme des moments des
quantités de mouvement.

2" Un ensemble de points matériels est soumis a des
Sorces mutuelles dont le potentiel est une fonction uni-
Sorme de la configuration intrinséque du systéeme; démon-
trer que, st cet ensemble a toutes ses vitesses nulles au dé -
part, il ne pourra reprendre plus tard sa CONFIGURATION



(35)
INITIALE que s’il retrouve en méme temps son ORIENTATION
INITIALE.

II. On considére une tige homogéne pesante s’appuyant
avec frottements sur l’intérieur d’une demi-sphére creuse
et sur le bord de la circonférence horizontale qui limite
la surface sphérique supérieurement; former les équa-
tions qui feront connaitre les inclinaisons extrémes de la
tige sur U'horizon entre lesquelles se répartiront les in-
clinaisons de la tige maintenue en équilibre dans le plan
d’un méme grand cercle vertical de .la sphére. Le coeffi-
cient des deux frottements est f.

EPREUVE PRATIQUE. — Deux cames a profils rectilignes
sont portées par deux solides en rotations paralléles et de

sens contraires autour de deux ares O et O'. Soient w et w'
les vitesses angulaires des deux solides & un instant donné.
On demande :

g . w

1° D’étudier comment varie le rapport o durant la con-
duite de la came O par la came O'.

2° De calculer les angles % et 4" dont tournent alors les
deux solides pendant la conduite depuis l’instant ou les

deuz profils formaient une seule et méme droite perpen-
diculaire commune aux deuxr axes.

Données :
om
Distances des axes OO"............. B 1
Distances des becs des deux profils y OA....... 4o
a leurs axes respectifs { OB....... 30

(Novembre 1905.)
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Bordeaux.

EPREUVE ECRITE. — 1. Accélération. Accélérations tan-
gentielle et centripéte. Détermination de l’accélération
dans un systéme de coordonnées curvilignes quelconques;
application aux coordonnées polaires dans le plan et dans
Uespace.

II. Mouvement d’une barre soumise a des liaisons sans
Srottements et atlirée par un point fixe.

La barre est homogéne et pesante; 'extrémité B glisse
sur un cercle vertical, l’extrémité F est articulée en un
point de l’arc du cercle. Le point le plus élevé A du cercle
attire les éléments de la barre proportionnellement a la
distance et a la masse.

On déterminera les forces de liaisons auxquelles la
barre est soumise en B et F.

Erreuve praTIQUE. — Un solide homogéne a la forme
d’une pyramide dont la base ABC est un triangle équila-
téral, et dont la hauteur est SA, S désignant le sommet.
Déterminer le rayon de giration autour de l’aréte SB :

AB =™, SA = 2™,
(Juillet 1g05.)

EPREUVE EcRITE. — §. Pendule composé.

II. Mouvement d’un disque qui a un point fixe et d’une
chaine placée sur sa périphérie.

Le disque, circulaire et de rayon R, homogéne et pesant,
est mobile sans frottements dans un plan vertical, autour
d’un des points O de sa circonférence.

La chaine, homogeéne et pesante, glisse sans frottements
sur une gorge pratiquée a la périphérie du disque.

Cas ou, a lorigine du temps, le systéme est immobile.

Eprruve PRATIQUE. — Calculer U’énergie cinétique d’un
disque circulaire homogéne, pesant 3,623 et roulant sans
glisser sur une route horizontale, de telle sorte que son
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centre de figure parcoure uniformément 100™ en § mi-

nutes :
£ = 9,809 métres-secondes.

Ezprimer le résultat en unités communes et en unités
C.G. S. (Novembre 1905.)

Grenoble.

EPREUVE ECRITE. — Une barre homogéne OA, de masse M,
de longueur 1, est mobile autour de son extrémité O qui
est fire. L’autre extrémité A est attirée par un point fixe B
situé également & une distance | du point O. L’attraction
est inversement proportionnelle au cube de la distance;
c’est, d’ailleurs, la seule force donnée.

1° Former les équations du mouvement de la barre.

2° Discuter ce mouvement, en supposant qu’'a l’instant
initial la barre est lancée tangentiellement au plan per-
pendiculaire a OB passant par O.

3 Dans ce méme cas particulier, déterminer explicite-
ment en fonction du temps les cosinus de ’angle AOB.

EPREUVE PRATIQUE. — Solent O, Oy, Oz trois axes rec-
tangulaires. Les six plans

z =a, r =—a,
Yy =a, Yy =—a,
3 =c, 3 =—2=¢C

déterminent un parallélépipéde rectangle. Ce parallélé-
pipéde limite un solide homogéne S dont la masse est M.

A Uinstant initial, le solide S est animé d’une rotation w
autour d’un axe OR, situé dans le plan x0 z, faisant avec
Oz un angle a. Dans U’espace, cet axe OR est dirigé sui-
vant la verticale descendante.

1° Déterminer, a cet instant, la furce vive de S et le
moment résultant, relatif a O, des quantités du mouvement
de 8.

2° Le solide étant abandonné a l’action de son poids (et
n’étant soumis a aucune liaison), déterminer le mouve-
ment ultérieur par le mouvement du centre de gravité et
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les éléments du meuvement autour dw centre de grovité
(cones roulettes, vitesses angulaires). Quels seront, aua
bout du temps t,, les angles d’Euler définissant l’orien-
tation du triédre Ozyz par rapport & un autre triédre
dont les axes ont des directions fizes que l’on choisira
convenablement.
3° Application numérique :

M=3, a =/, b=, w = 3o, ti=1

(unités C. C. S.). OR est bissectrice intérieure de xOy.

(Novembre 1905.)
Lille.

EPREUVE ECRITE. — 1. Appliquer les éguations générales
d’équilibre d’un fil flexible, inextensible et sans torsion a
la recherche de la figure d’équilibre d’un fil pesant ho-
mogéne librement suspendu par ses deux extrémités.

Il. Un tube circulaire, homogéne, pesant, de trés petite
section, est assujetti a glisser sans frottement sur une
droite horizontale Oz. A l’intérieur du tube glisse sans
J[frottement un point pesant de masse égale a celle du
tube. )

Etudier le mouvement, en supposant qu’a l'instant ini-
tial le systéme est abandonné dans le plan vertical de Ox
avec des vitesses dirtgées dans ce plan.

EpREUVE PRATIQUE. — Déterminer la vitesse d’une balle
de revolver d’aprés les observations suivantes faites a la
balance balistique :

1° La balle produit une déviation maxima de 13" o', la
distance de la ligne de tir a l’axe de rotation étant de
14°™,2; la durée d’oscillation est de 6°,7.

2° 50f suspendus au levier & jo™ de l’axre de suspension
donnent une déviation permanente de 14°20'.

La masse de la balle est de 58,7.

N. B — On établira sommairentent la formube qei dé-
termine la vitesse demandée. ¢ Novembre 1906.)
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Montpellier.

EpreUVvE kcRITE. — Un ellipsoide, homogéne et pesant,
dont la masse est égale a 5, a pour équation par rapport
a ses axes de symétrie

Cet ellipsoide étant immobile et sappuyant sur un plan
horizontal fize par l’un des sommets de son grand axe,
on lui imprime, au point de coordonnées

YA VAT, -
x = \/167’ Y= 167’ 3 =o0,

une percussion ayant pour composantes

X = — 8—;‘-38;3) Y:O, 1= [’_‘i.

Quel mouvement prend le solide?

EPREUVE PRATIQUE — Une barre pesante AB repose tan-
gentiellement sur une courbe dant le plan est vertical, et
appuie son extrémité A contre un plan vertical perpendi-
culaire au premier. Déterminer la courbe de maniére que
la barre reste en équilibre, quel que soit son point de
contact.

Il 7’y a pas de frottement. (Novembre 1903.)

Toulouse.

EPREUVE EGRITE. — I. Les extrémités d’une sige homogéne
pesante AB de longueur 21 sont assujetties & se meuvoir,
la premiére sur une horizontale Oz, la seconde sur ume
verticale Oy. Le systéme tout entier tourne autosnr de Oy
avec une vitesse anguldire eonstante w.

On demande :

1* De former les équations du mouvement relatif de la
barre dans le plan zOy.
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2” De trouver la position d’équilibre relatif de la barre.
Cet équilibre est-il stable ou instable?
3° Dans le cas ou l’équilibre est stable, d’étudier le
mouvement de la barre autour de cette position d’equi-
libre.

4° De calculer les réactions aux points A et B.

0 A 2

&

On néglige le frottement des extrémités A et B sur Ox
et Oy.

H. Deux poulies homogénes situées dans un méme plan
vertical tournent autour de deuxr axes paralléles O et O'

N

avec des vitesses angulaires estimées dans un méme sens
de rotation égales a w, et wy.

Un fil non tendu s’enroule sur les deuzx poulies. A un
moment donné le fil sa tend de tclle sorte que les mouve—
ments des deux poulies quiétaient indépendants deviennent
brusquement solidaires l’un de I’autre. On suppose que la
tension du fil persiste aprés le choc, et l’on demande ce
que deviennent les vitesses angulaires des deuxr poulies.
On donne les rayons des deux poulies R et R', les moments
d’inertie p et ..
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EPREUVE PRATIQUE. — Comparer les moments d’inertie
relativement a leur aze commun A des trois anneaux ho-
mogeénes engendrés par la révolution simultanée d’une

ellipse, de son rectangle circonscrit, de son losange inscrit
autour d’une droite A paralléle au petit axe de l'ellipse.
(Novembre t1go5.)

CERTIFICATS D’ASTRONOMIE.

Besangon.

EprEUVE EcRITE. — I. On demande de calculer les élé-
ments Q, w, 1, q et T d’une orbite parabolique possédant
les racines de l'équation d’Euler s, u, r et r'.

[}

V. Etablir les formules usuelles de la parallaxe en
ascension droite et déclinaison.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer l’arc de grand cercle
d’horizon compris entre le lever du Soleil au solstice
d’été 21 juin et au solstice d'hiver 22 décembre a Besancon.

Latitude de Besangon.......... .. ® = 47°14'59", 4
Inclinaison moyenne de I'écliptique
sur Péquateur. ................ w = 23027 5”6

(Juin 1905.)

EPREUVE ECRITE. — I. Planétes. Etablir les lois du mou-
vement héliocentrique et donner l’ensemble des formules
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qui font connaitre les coordonnées géocentriques éguato-
riales.

I1. Interpolation. De la formule fondamentale de New-
ton déduire la formule usuelle ou de Stirlings

fla+ uw)
=f<a)+%‘f'(a>+ %f"(a)
- 3 /'"l( )+

EprEUVE PRATIQUE. — T rouver le moment o une cométe
parabolique ayant passé au périhélie le 13 septembre, a
midi, sera a une distance du Soleil r = 2,055 §20, sachant
que la distance périhélie g =1,532675 et que

log V'f = 8,235581.

Unité de distance : Terre, Soleil.
Unité du temps : jour solaire moyen.
(Novembre 1905.)

Bordeaux.

EPREUVE ECRITE. — Etablir géométriguement l’équation
de Kepler )

u — esinu = nt.

Ezpression du rayon vecteur r en fonc;ion de u.

Expression de I’anomalie vraie V en fonction de l’ario-
malie excentrique u.

Expression de U’anomalie vraie V par une série or-
donnée suivant les puissances croissantes de e et les sinus
des multiples de u.

EPREUVE PRATIQUE. — Calcul de l’éclipse de Lune du
14 aolit 1905 par la méthode des différences d’ascersions
droites et déelinaisons. (Juillet 19035.)

ErREUVE ECRITE. — Démontrer, par des considérations
géométriques, les formules de Mayer et de Bessel pour la
réduction des observations méridiennes.
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Rapport algébrique de ces deux séries de formules.
Détermination expérimentale de !’inclinaison de l’axe
et de la collimation.

EpREUVE pRATIQUE. — Calculer pour Bordeaux
(9 = 4§4°50'7",2)

les digressions de la polaire (8 = 88°46'45",1) lorsque ses
angles horaires sont de 5"o™, 5"4™, 5"8™, ... et 5"20™.
Vérifier le calcul par la méthode des différences.
La digression, comptée a partir du Nordvers I’ Ouest, est
donnée par la formule

cosd sin ¢
tangA = ———— o .
€0 8ind — sin g cosd cost
(Novembre 1905.)
Grenoble.
EPREUVE ECRITE. — 1. Compensation des angles d’un

triangle.

Il. Compensation des angles d’une chaine de triangles
qui sappuie sur deux bases extrémes, tous les angles des
triangles ayant été mesurés.

III. Théoréme de Legendre pour la résolution d’un
triangle géodésique.

EPREUVE PRATIQUE. — Etant donné Uazimut A du coucher
d’une étoile de déclinaison 1, calculer la durée T de la
course apparente de l’étoile au-dessus de l’horizon du
lieu, ainsi que la latitude ) de ce lieu. Déterminer les va-
riations AT et AN de T et de \ qui correspondent a une
variation AA de A.

On ne tiendra pas compte de la réfraction. Application
numérique :

A = 66° 2'13,5,
® =—16°38" 1",02,
AA =1,

¢Novembre 1905.)



( 44)

Marseille.

EPREUVE ECRITE. — Théorie de la lunette méridienne.

Exposer comment, avec une lunette méridienne bien
réglée et une pendule, on détermine l’heure locale ainst
que les ascensions droites relatives des astres.

Etablir les formules qui permettent de tenir compte des
erreurs instrumentales et expliguer comment on déter-
mine ces erreurs.

EPREUVE PRATIQUE. — Connaissant la latitude géogra-
phique ¢ d’un point de la Terre, calculer la latitude
géocentrique ¢ de ce point et son rayon vecteur r, en
admettant que la surface terrestre est un ellipsoide

, ) , . t
de révolution dont !’aplatissement est 293 et en prenant
pour unité le rayon équatorial.
Donnée numérigue :
43°18"17",5.
(Novembre 1905.)

Montpellier.

EPREUVE ECRITE. — Erreur d’excentricité dans le théo-
dolite. Forme et déterminalion des constantes instrumen-
tales figurant dans la formule de correction. Erreurs de
division des cercles gradués. Formule générale de toutes
ces erreurs et procédé général d’élimination par l’emploi
de plusieurs verniers.

EpREUVE PRATIQUE. — La formule pour la correction de
Uerreur d’excentricité dans le théodolite est

N (IE)' sinn(A —a),

supposons que les constantes instrumentales sotent

e 1 -
- = — a =182°20'3
r 2500 7
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et que l'on ait fait la lecture

A =53026'49".
Déterminer la correction p en secondes et ¢ moins d’une
seconde prés. (Novembre 1905.)
Toulouse.
EPREUVE ECRITE. — 1. Définir l’équation du centre. Etu-

dier sa variation.

Il. Deux planétes A et B décrivent dans le méme plan
des cercles concentriques dont les rayons sont respective-
ment 16 et 36, le moyen mouvement diurne de la planéte B
étant 64". On suppose qu’a l'origine du temps les deux pla-
nétes sont en opposition. On demande :

1° De trouver la longitude de la planéte A supposée vue
de la planéte B, et d’étudier la variation de cette longi-
tude

2" De trouver l’angle sous lequel on voit, de la planéte B,
la planéte A et le Soleil et d’étudier la variation de cet
angle.

EPREUVE PRATIQUE. — L’excentricité de leplanéte @ Thalie
est 0,234291 et son moyen mouvement diurne 833",5. A une
certaine date, l’anomalie vraie étant 30", on demande de
calculer :

1° L’anomalie excentrique a cette date;

2" L’anomalie moyenne a cette date;

3° Le temps écoulé depuis son dernier passage au pé-
rihélie. (Novembre 1905.)

Nancy.

Eprevve EcritE. — 1. En supposant connues les trois
Sormules fondamentales de la trigonométrie sphérique,
établir les analogies de Neper.

1. Expliquer comment on établit, en Astronomie, que
les planétes suivent les lois de Kepler. Les six éléments
d’une planéte.
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EPREUVE PRATIQUE. — A une certaine époque, les coor-
données héliocentriques d’une planéte ont pour valeurs :

Longitude .............. ! =119° 4'57",6
Latitude................ A= 2°19'5¢",8
Rayon vecteur........... r=o0,7185017

On demande de calculer la longitude !’ et la latitude N
géocentriques de cette planéte, sachant que, a la méme
épogue, la Terre a pour coordonnées héliocentrigques

Longitude............. l; = 295°15'32",10
Rayon vecteur......... ry=1,0162454

(Juillet 1905.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1664.

(1894, p. 2%.)

Une courbe du quatriéme ordre, qui a trois points
doubles, admet généralement quatre tangentes doubles,
qui forment quatre triangles homologiques du triangle
déterminé par les points doubles. (ErNesT DupPorcq.)

1665.

(1894, p. 2%, )

St trois cercles sont inscrits a un triangle, les qua-
triémes tangentes communes qu’ils admettent, pris deuzx a
deux, forment un triangle homologique du premier.

: (ErNEST DUPORCQ.)

SOLUTIONS
Par M. THIE,
La démonstration de la proposition 1663 est immédiate.

Supposons par exemple que les trois cercles dont il" s’agit
soient les trois cercles exinscrits : alors on voit tout de
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suite que les cotés du triangle formé par les quatriémes tan-
gentes communes rencontrent les cotés du triangle donné aux
pieds des bissectrices extérieures de ce dernier. Ces pieds
sont en ligne droite, donc, etc.

Voici maintenant comment on peut rattacher I’énoncé 1664
an précédent.

On voit d’'abord, par le méme raisonnement élémentaire,
que :

St trois cénes de révolution sont inscrits a un méme
triédre, les quatriémes plans tangents communs qu'tls
admettent, pris deux a deux, forment un triédre homolo-
gique du premier.

Dans cette proposition, remplagons les mots cénes de
révelution par cbénes touchant un méme céne suivant deux
arétes, pour avoir une généralisation projective; effectuons
ensuite une transformation par polaires réciproques, et pre-
nons enfin la trace de la figure obtenue sur un plan quel-
conque : on aboutit & I'énoncé suivant :

Soient ABC un triangle et S une conique quelconques. Il
existe quatre coniques passant par les points A, B, G et
bitangentes a S. Trois de ces coniques se coupent, deuxr &
deux, en trois points qui sont les sommets d’un triangle
homologique a ABC.

Effectuons alors une transformation quadratique ayant ABC
pour triangle fondamental; S devient une biquadratique S’
ayant trois points doubles en A, B, C. Les quatre coniques
bitangentes a S deviennent les quatre bitangentes de S'. Trois
d’entre elles forment bien un triangle homologique a ABC, en
vertu de ce théoréme :

St trois points sont les sommets d’un triangle homolo-
gique au triangle fondamental d’une transformation
guadratique, il en est de méme de leurs transformés.

Cette derniére proposition est bien connue, quand la trans-
formation quadratique considirée est Vinversion par rapport
@ un triangle. 1l suffit d’une transformation homographique
pour avoir 'énoncé général.



(48)

QUESTIONS.

2032. On considére une cardioide dont le sommet est S,
dont le point de rebroussement est O, et dont les points de
contact de la tangente perpendiculaire 3 OS sont A et B.

On prend le point I situé entre O et S et tel que OI = %

On décrit le cercle C de centre I et de rayon IA.

Soient T le point de contact d’une des tangentes au cercle C
issues d’un point quelconque M de la cardioide, et P la projec-
tion de M sur la droite AB. Démontrer que, quel que soit M,
on a

—t =3
8MT = OS .MP,
c’est-a-dire

(E.=N. BaRisiEN.)

2033. Si, dans le triangle sphérique ABG, I'angle A est de
grandeur constante, et si 'on a

tangAB onst
—2—— = const.
tang AC ’
on a aussi
Ay
cos B
= const.
AN
cos C

(R. B.)

2034. Soit dans um cercle une corde AF perpendiculaire au
diamétre BC. On prend une parabole de foyer F tangente
aux c6tés du triangle ABC et un cercle de centre A tangent
a BC : en dehors de BC, les tangentes communes a ce cercle
et a cette parabole forment un triangle équilatéral.

( MANNHEIM.)
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[R7fa]

TUEORIE ELEMENTAIRE DES PETITES OSCILLATIONS
D'UN PENDULE SIMPLE:

Par M. Ep. COLLIGNON.

I. Soient :

O le centre fixe auquel est attaché le fil, inextensible
et sans masse, qui soutient le point pesant mobile M ;

OA = OB = OM =/ le rayon de la circonférence dé-
crite par le point mobile;

{ la longueur du pendule simple;

ACB Vare, supposé trés petit, que ce point parcourt
dans son mouvement oscillatoire;

IC la fleche de cet arc.

Lorsque le point mobile, parti sans vitesse du
point A (fig. 1), passe au point M, il posséde une

Fig. 1.

.
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H

vitesse ¢ donnée par la formule

v =y2g < PM,
Ann. de Mathémat,, §* série, t. VI. (Février 1906.) 4
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puisqu’il tombe de Ja hauteur PM,  partir du niveau AB
ot sa vitesse est nulle.
Prolongeons I’ordonnée MP jusqu’a la rencontre en R
avec la circonférence. Nous aurons

PM < PR = PA x PB,
¢’est-a-dire

PA =< PB
PM=—pr—

Sur la corde AB comme diameétre décrivons la demi-
circonférence AHB, et soit Hle point ou I'ordonnée PM
prolongée la rencontre. On aura

PH = PA =< PB
et, par suite,
—2
PH
PM= pg-

On en déduit pour la vitesse

— PH

(1) 0=‘/2gﬁfﬁ’

équation qui va nous servir a déterminer approximative-
ment la vitesse moyenne u du point mobile dans son
parcours de I’arc ACB.

Les quantités PH et PR sont les seules variables
dans I’équation (1), mais elles varient dans des condi-
tions trés différentes : PH varie de o & $ AB, puis de
3 AB a o, suivant les ordonnées du demi-cercle AHB
rapporté a son diameétre AB; au contraire, la quan-

tité PR reste toujours comprise entre les limites

AA'=BB' =2l cosq, IC' = I(1 + cosa),

en appelant o ’angle AOC = AOB, qui mesure I'écart
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initial. S cet angle est trés petit, on a sensiblement

2
AA'=ol—1la2 et IC= al—~l°—;-,

de sorte que la grandeur PR est trés peu variable, et
s’écarte peu d’une certaine valeur moyenne qu’on peut
regarder comme constante ; ce qui introduitdans I’équa-
tion (1) une notable simplification.

II. Supposons d’abord a infiniment petit. Les quan-
2 o \ .
tités La2 et l% sont alors négligeables vis-a-vis de 2/,

et les deux limites de PR deviennent égales & 2/. On a,
par conséquent,

(2) v=\/-§:PH,

de sorte que la moyenne u des valeurs de ¢ correspond
a la moyenne des valeurs de PH quand le point H par-
courtlademi-circonférence AHB. Cette valeur moyenne
est Pordonnée du centre G des moyennes distances de
I’arc AHB a son diamétre AB, ou, en d’autres termes,
I'ordonnée du centre de gravité de cet arc. On a, par
une formule connue,

G — E _ 20sina

T T

et, par suite,

_ & 2lsina
(3) u_‘/; —

La durée t de l'oscillation simple s’obtient en divi-
sant la longueur ACB du chemin parcouru par la vi-
tesse moyenne 1 du mobile; on a donc

,, 2la i
4 E= STsma ™ \/ _T‘/’
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en observant que le rapport —— a pour limite I'unité
sina ’

lorsque I'angle « est infiniment petit.

I11. Cette formule (4) s’obtient, comme on le voit,
sans intégration, pourvu que I'on connaisse la position
du centre de gravité d'un arc de cercle homogéne; or
cette détermination s’obtient égalemeut sans intégration
en s’aidant de 'équation d’'un mouvement circulaire
uniforme projeté sur un diamétre fixe.

En effet, soit ACB un arc de cercle, décrit du point O
comme centre avec OA = OB = R pourrayon ( fig. 2).

Fig. o.

¥c "

’ﬁ

. B
a 0 m b x

Menons la bissectrice OCY de cet arc, et tracons
Parc OX perpendiculaire a OY.

Imaginons un point M qui parcoure 1’arc ACB d’un
mouvement uniforme, avec une vitesse angulaire con-
stante, w, autour du centre O. Projetons le mouvement
sur I'axe OX, et soit Om = x 'abscisse du point m,
projection de M, al’époque ¢; nous aurons, pour I’équa-
tion du mouvement projeté,

x = Rsinwt,

¢n comptant le femps t & partir du passage du point m
en O, ou du point M en C. La vitesse ¢ de ce mouve-
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ment sera donnée par I’équation
dr

v=— =Rwcoswt=wRcoswt=wy,

dt

en appelant y I'ordonnée mM du point M.

La vitesse moyenne u du point m dans le parcours
du segment ab, projection de l'arc total, sera le pro-
duit wy, de la vitesse angulaire w par I'ordonnée y,,
moyenne de toutes les ordonnées y des points de I'are
circulaire, c’est-a-dire par 'ordonnée OG du centre de
gravilé de cet arc. Nous poserons donc

° = oy ab _ AB
=enE =
¢ étant la durée du parcours ab = AB du point projeté
de @ cn b, ou de A ¢n B le long de la corde. Cette durée
est égale a celle du parcours de I’arc ACB par le point M,

et ’on a aussi
arcACB
R

Par conséquent, on a a la fois les deux relations

AB arcACB
Wy = ——t— et wit = —R_ .

Entre ces deux équations éliminons le produit wt; il
viendra, en résolvant par rapport a yy,

R corde AB
M= TrcACB

formule connue de la distance au point O du centre de
gravité de I'arc ACB. '

En appelant § le demi-angle au centre, on transforme
la formule en la suivante :

_ Rsin®
r="%
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et, appliquée a la demi-circonférence AHB, elle donne

G — él} _ 2lsina
T

)
™

équation dont nous avons fait usage (*).

IV. Supposons en second lieu que I’angle a ne soit
pas infiniment petit, mais qu’il soit assez petit pour
qu’on puisse poser

. a3

SIN & —= o — —

6 b
a titre d’approximation. Les limites de PR sont alors
différentes, mais d’une petite quantité, et on pourra
substituer & PR variable une valeur constante, que nous

2
PR:‘Z[(I———%—);

cela revient a poser

prendrons égale a

PR:éA_%'.'i‘E,

en affectant du coeflicient 2 la plus grande limite, maxi-
mum de la variable. Il vient alors, en refaisant les
calculs,

o _,/& PH _ = PH
) ”“\/1—17“ e’

/ l az
ooy /z sy 7z 22(5)
(3" lﬂ(}_f) ny 1 o
I
=;\/§2la,

6
(1) Cette démonstration a été donnée dans notre Mecanigue,
t. II, § 182 (IVe édit., Hachette).
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et, comme 2 /a est la longueur de I'arc parcouru ACB,
on a

: 2la l
* t=—u—=ﬂ\/;,

c’est-a-dire la formule trouvée pour « infiniment petit,
étendue aux petits arcs a.

[K2e] .
SUR LE CERCLE PEDAL;

Par M. G. FONTENE.

1. Soit un triangle ABC. Le cercle pédal d’un point S
(cercle circonscrit au triangle pédal de ce point) passe
au centre K de I'hyperbole équilatéere ABCS (Nouv.
Ann., 1903, p. 414). Deux points inverses S et S’ ont
méme cercle pédal; celui-ci est rencontré par le cercle
des neuf points du triangle ABC en deux points K
et K/, qui sont les centres des deux hyperboles équi-
lateres ABCS, ABCS’; on peut remarquer que ces
deux courbes sont les transformées par inversion des
deux droites OS’, OS, en appelant O le centre du
cercle ABC.

Soit DEF le triangle pédal relatif au point S; soient
M, N, P les milieux des cotés du triangle ABC; si «,
b, ¢ sont respectivement les intersections des droites NP
et EF, PM et FD, MN et DE, les trois droites Da,
Eb, Fc concourent au point K'. Ce point K’ doit étre
considéré ici comme étant le centre de 'hyperbole
équilatére qui est la transformée par inversion de la

droite OS.
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Ce théoréme, dont on trouvera plus loin une dé-
monstration analytique, donne la solution de la ques-
tion 2021 : le quadrangle DEFK' étant inscrit au cercle
pédal, son triangle diagonal abc est conjugué par rap-
port a ce cercle. La démonstration géométrique semble
devoir ére assez difficile : je n’ai rien trouvé.

Lorsque la droite S§' passe au centre O du cercle
circonscrit au triangle ABC, les deux points K et K/
sont confondus, et le cercle pédal est tangent au cercle
des neuf points (Nouv. Ann., 1905, p. 504); on a alors
une extension de la construction donnée par Hamilton
pour le point de contact K du cercle inscrit avec le
cercle des neuf points.

2. Je démontrerai le théoréme énoncé en vérifiant
que les trois droites DE, MN, FK’ sont concourantes.
Prenons comme triangle de référence le triangle ABC,
et soient p, ¢, 1 les coordonnées du point S. L’équation
de I'’hyperbole équilatére ABCS', déduite de celle de la
droite OS, est

ayz + Pzx + yxy = o,

sous les conditions

acosA + B cosB ++ cosC = o,

ap  + PBq +r = o.

Les coordonnées du centre K’ de cette courbe sont,
d’aprés un calcul facile,

r9=a(BsinB + ysinC —asinA),
comme on a

a B

gcosC—rcosB = rcosA —pcosG =pcosB.—qcosA’
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on obtient, sauf un changement de signes,

zo= (g cosC — r cosB)[gsinB — rsinC + psin(B — C)],
Yo=(rcosA—pcosC)[r sinC— psinA + ¢ sin(C—A)],
39 = (pcosB—gcosA)[psinA —gsinB+r sin(A—B).].

La droite SF ayant pour équation

x y z .
P q r =0
cosB cosA —1

ou
3(pcosA—qcosB) —x(rcosA+¢q)-+y(rcosB+p)=o,
Péquation de FK' est

z(rcosA+q)—y(rcosB+p) s
2o(rcosA +q)—yo(rcosB+p) ~ 3,

Cette équation peut étre simplifiée. lorsque la
droite OS est perpendiculaire sur AB, de sorte que

I'on a
psinA — g sinB + rsin(A —B) = o,

I'hyperbole équilatére ABCS’ qui en est la transformée
par inversion a son centre au milien de AB, puisque
I'on a alors zo=0; les points F et K’ sont confondus,
ct Ja droite FK' n’est pas déterminée. 1l suit de la
que le dénominateur du premier membre de I'équation
ci-dessus, aprés qu'on y a remplacé x, et y, par leurs
expressions en p, g, r, renferme en facteur la quantité

psinA —gsinB + rsin(A—B)

qui entre aussi dans I'expression de zy; pour faire la
division on ordonne par rapport a r, le terme en 73 dis-
-parait au dividende, ce qui réduit le quotient a étre de
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la forme Hr 4+ K, et le calcul des coefficients H et K,

que l'on peut déterminer indépendamment l'un de
I'autre, donne pour ce quotient

Q@ =rsinCG(psinB + gsinA) —cos G(p2+ 2pg césC “+q%);

Péquation de FK’ e.st donc

(FK' z(rcosA—+gq)—y(rcosB—+p) o .
) B Q ~ pcosB—gcosA

Les équations des droites SD et SE étant

@(q cosB —rcosC) —y(pcosB—+r)~+z(pcosC—+gq)=o,
y(rcosC—pcosA) — z(q cosC + p)+x(g cosA+r) = o,

Péquation de DE est

(DE) qcosAv'frT' pcosB+r
= gcosC+p~ " pcosG—+

I'équation de MN est d’ailleurs
(MN) xsinA + ysinB —zsinC = o.

En écrivant que DE, MN, FK’ sont concourantes,
on a la condition suivante qui doit avoir licu d’elle-
meéme :

(gcosA-i-r) (pcosC+gq) (pcosB+r)(gcosC+p) (pcosC+gq)(gcosC+p
sinA sin B sinC
(rcosA-+¢q)(pcosB—qgcosA) (rcosB-+p)(gcosA—pcosB) Q

or, si I'on additionne les éléments des deux lignes
extrémes, on obtignt les éléments de la seconde ligne
multipliés par les facteurs communs

qrsinA + rpsinB + pg sinC;

le déterminant est donc bien égal a zéro.
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NOTE AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT;

Par M. R. B.

Dans I'article précédent, M. Fontené établit par le
calcul le théoréme suivant :

Sotent ABC un triangle; DEF le triangle pédal
d’un point S par rapport au triangle ABC; M, N, P
les milieux des cotés du triangle ABCj a, b, ¢ les in-
tersections respectives des droites NP et EF, PM et FD,
MN et DE. Les trois droites Da, Eb, Fc concourent
en un point qui appartient au cercle DEF et au
cercle MNP.

Voici une démonstration géométrique et trés élémen-
taire de cette élégante proposition :

Construisons le cercle ANP, comme I'indique la figure
ci-aprés (*). Il contient le point H, centre du cercle
circonscrit & ABC et orthocentre du triangle MNP. Ce
point H est, en outre, diamétralement opposé a A sur
le cercle ANP. Appelons K, le second point ou la
droite SH rencontre le cercle ANP. Les points E, F, K,
sommets d’angles droits dont les cOtés passent par les
points S et A, sont sur un cercle de diameétre SA. Ce
méme cercle contient aussi le point Dy, projection du
point S sur la paralléle & BC menée par le point A
(D, est symétrique de D par rapport a NP).

(') Cest par hasard que la droite EF est tangente au cercle ANP.
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Je dis que les points a, K,, D, sont en ligne droite.
En cffet, d’aprés une propriété bien connue du qua-
drilatére complet, le point K,, qui appartient aux
cercles ANP, AEF, appartient aussi au cercle aEN.
On a donc
P NN
2K, B = aNE.
D’autre part, le quadrilaiére inscriptible SEK, D,
donne

N N TN
EKiDyj=n —~D;SE==—alE,

puisque les deux angles D,SE, aNE ont leurs cotés

c

deux a deux perpendiculaires. On a donc finalement

N P
aK\E==—EK,;Dy,

ce qui établit assertion faite plus haut.
Appelons enfin K le point*symétrique de K, par
rapport a NP; K est sur la droite aD et I'on a

aK.aD =akK,.aD,=aE.aF.
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Ainsi, les points K, D, E, F sont sur un méme
cercle. D’autre part, le point K est évidemment sur le
cercle MNP. On voit donc que la droite Da passe par
I’'un des points communs aux cercles DEF, MNP. Il en
est de méme des droites Eb, Fe, et la symétrie exige
que ce point d’intersection soit le méme, quelle que
soit la droite considérée (voir plus loin).

Le théoréme est ainsi établi, et 'on voit méme que
le point K reste fixe lorsque le point S décrit unc
droite ¢ passant par le centre H du cercle ABC : ce
fait, signalé par M. Fontené, rend compte de I'existence
d’un lieu du point K, lorsque S varie dans le plan. Si
P’on se donne le point K sur le cercle MNP, on pourra
construire les syméiriques Ky, K, Kj, lesquels sont
sur une méme droite ¢ passant par 'orthocentre H du
triangle MNP (Steiner); inversement, si 'on se donnc
la droite ¢, on en déduira le point K, et I'on voit que
Pexistence de ce point, affirmée ci-dessus par raison
de symétrie, peut s’établir par un raisonnement formel.

[K2e]
NOTE SUR LA GENERALISATION DU THEOREME
DE FEUERBACH;

Par M. Emie WEBER.

A propos de la trés intéressante généralisation du
théoréme de Feuerbach, indiquée dans les Nouvelles
Annales par M. Fontené, on peut faire les remarques
suivantes :

1. Le lien des points en ligne droite avec leur in-
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verse triangulaire et avec le centre du cercle circon-
scrit O a pour équation en coordonnées trilinéaires
normales :

(1) Zaz(ycosC—ﬁcosB):o.

C’est une cubique circonscrite au triangle fonda-
mental ABC et passant par les pieds des syhauteurs
(droites joignant les sommels an centre O du cercle
circonscrit).

2. Le cercle pédal d’un point quelconque P du
cercle ABC est la droite de Simson de P. Si P est tel
que son inverse P’ (4 I'infini) soit précisément le point
a Pinfini de la direction PO, cette droite de Simson
sera, en vertu du théoréme de M. Fontené, tangente
au cercle d’Euler. Pour avoir tous les points P répon-
dant 4 ces considérations, il faut chercher les points
d’intersection de la cubique (1), .avec le cercle circon-

scrit
2 afy =o.

Mais, reculant devant la complication des calculs a
effectuer a cet effet, nous avons essayé de résoudre la
question par la méthode géométrique. Soit donc P un
des points cherchés ayant son inverse a I'infini sur PO.
Le diameétre PO sera paralléle 4 I'isogonale AD de AP.
Soit E le second point d’'intersection de OP avec le
cercle ABC. Nous désignons par x I'angle CAP. Il est
alors facile de voir que

arcAP + arcAB #= ar¢ BE = 2 dr.,

arcAP = arcAC — arcPC,
=+ ar¢ BE 4 arc BD === arc BE —+ arcPC < arcAP.
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On tire tout de suite de 12

A ldr.—l—ﬁ—x
X = ————3——-—.

On voit donc que cetle question dépend de la tri-
section d'un angle. Réciproquement, le probléme de la
trisection de Uangle peut se ramener & celui-ci :

Déierminer les droites de Simson tangentes au

cercle d’Euler.

[D1b]
SUR LA LINITE DE ( 1+ ;ﬁ;) » QUAND 2 AUGMENTE AU DELA

DE TOUTE LIMITE;

Par M. V. JAMET.

Préoccupé par le désir d’atteindre au maximum de
simplicité dans 'exposition de cette question toujours
effrayante pour les débutants, je me suis apercu qu’elle
perdrait beaucoup de sa difficulté pour un éléve qui con-
naitrait préalablement le développement en série en-
tiére de (1 — x)™™, au moins pour les valeurs entiéres
et positives de m. Ce développement, on peut le faire
dériver du théoréme sur la différentiation des séries
entiéres, appliqué m —1 fois de suite au développe-
ment connu de (1 — x)™!, savoir

I+~2+x2+23+. ...

Mais procéder ainsi, ce serait simplement déplacer la
difficulté, car le théoréme invoqué présente, 2 mon avis,
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des difficultés du méme ordre que la recherche de la
. . I m . ’ ’ .
limite de (l -+ -—z> - J’ai pensé, en conséquence, qu’il
n

y avait intérét a établirle développement de (1 — x)™,
par un procédé qui suppose acquis un minimum de
connaissances préalables, savoir le calcul algébrique,
et les propriétés les plus élémentaires des séries.

1. Tout d’abord, on recounait que la série

I+

m m(m—+1 m(m-—+1)(m—+2
m_omme) o om(meen)(moa)

3
-
1.2 1.2.3

esL convergente, quel quc soit m, pour toule valeur
de x comprise entre 41 et — 1. Soit donc, pour une
telle valeur de z, y, la somme de cette série, et
$0il ¥ g la somme de ses ¢ + 1 premiers termes. Par
la multiplication des polynomes, on trouve

(A—=2)Ym,q
p=q

— l+2 m(m—t—l)...(lm—kp——x)_m(m—i—l)...(m—&—p—-),) -
P p—1!
];:1
_ m(m—*—l)...(m—;—q—-l)xw_l
q!
ou bien
(l—x)ym,q
pzq(m 1ym(m—+1)...(m—+ 2) A
= I+2 T P ‘xl')
p!
p=1

mim-—+1)...(m-+gqg—1u)
— 1

2+,

Mais, si le nombre ¢ augmente au dela de loute
liite, le dernier terme du second membre tend vers
zéro, car il est égal au terme général d’une série dont
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on reconnait aisément la convergence. On en conclut
(1l —Z)Ym, q
S (m—1)m(m—+1)...(m~+p— l)zl,

=1+ P'

p:l
¢’est-a-dire

L —1 (m—1)ym
r + x

n
-z =1+ 2
( )Y I 1.2

n—i)m(m-—+1

pm—ymim—+uy ,
1.2.3

ou bien

(1) (—=Z)Yym=Ym—-

2. Supposons désormais que m soit un entier positif.
Nous trouverons de méme

‘ (l —w).}’ln*l =Y m—2,

(2) ) O—=2X)Vm-2=Ym—3,
................... ,
Mai (t—=2z)y: =n
ais
Yi=14+2+224+ 234, .= —
11—

On en déduit
(3) (I— )y =1.

En multipliant membre a membre les égalités (1),
(2), (3), et supprimant, aux deux membres de I’égalité
résultante, les facteurs communs y4, ¥a, ..., ¥m_y, On
trouve

(1—z)"ym=1 ou bien Ym=(1—z)m,
c’est-a-dire

m m(m -1
(1—z)ym=1+ T+ —~(—[—2——)m1+...

m(m—+1)...( —1
+ ( ) P(‘m +p—1)
Ann. de Mathémat., 4* série, t. VI. (Février 1906.) 5

P+ ..
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3. Dans cette égalité, établie pour toute valeur en-
"y . 1 -
tiére de m, faisons x = — Nous trouvons

1\ 1 m(m—+1)
=14 =+ ———=

= — 2
m 1 1.2.m?

m(m-4-1)...(m—+p—i1
-+ ( ) '( P )—1—....
plmp

Or le (p 4+ 1)%®° terme de cette série, égal a

()2 - 25)

P-

y e > . 1
est évidemment supérieur a ok et 'on en conclut

I \—m
<l—;z> >e.

4. D’autre part, le développement de (I -+ %)m par

la formule du binome montre que le (p + 1)®™ terme
de ce développement est égal a

I 2 3 p 1)
(=5) (=) (=) (=)

1

P

, . 4. N 1
et par conséquent inférieur a I On en conclut
1 \m
I+ — e.
(4) < nl) <
Si donc on veut démontrer que les nombres
/ 1 \m 1 \—m
Kl + —> , ([ ——
m m

tendent 'un et I'autre vers e, quand m augmente sans

limite, en prenant des valeurs entiéres et positives, il
suffit de faire voir que Jeur différence tend vers zéro.
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Or )

B () () ()

En vertu de I'identité qui permet de décomposer
x™— a™ en un produit de facteurs entiers, on trouve

1 m 1 \m
(+7=)" = (+ )
m —1 m

1 1 m—1
=t (14 55)
m(m—l)[ < m—1

I m—2 1 I m—lv
+<l+ ) (1+——>+...+(1+——> ]
m—i m m
On en conclut
1 m I m I 1 m—1
<l+m——-[> ~<I+-r;> <m—1<l+m—l> ’
et, en vertu des relations (4) et (3),
1\~ 1\m e
.
m m m —1

ce qui démontre la proposition.

[F4b]
EXPRESSION DE Pg GOMME QUOTIENT

DE DEUX SERIES ENTIERES:
Par M. L. VESSOT KING.

On a, d’aprés une formule symétrique établie dans
les Nouvelles Annales (mai 19o4) par M. Humbert,

7 e1(er— €3)T U+ ex(e3—ey)Taut + e3(eg— €3)Tsu

p;= (e,—ez)o'lu—f—-(e;,——e,)o‘zu—i—(ei—e,)o’au

2
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ce qui peut s'écrire
Zea(eg—— e,)Sql

B E(eg— ey)Sau

. ’ . ’ e . u
il en résulte immédiatement une expression de p 5 sous

b

(1) P-;f

la forme du quotient de deux séries.
Le développement des fonctions dqu (e =1, 2, 3) en
série se fait d’apreés la formule

[}
. w2
(2) Gt = E (Ay+ By.eq+ L‘,.ei)}—v!--

v=0

Les coefficients A,, B,, C, sont connus et s’obtiennent
pour les diverses valeurs de ¢ au moyen de formules
récurrentes.

Remplacons dans la formule (1) gy par son déve-
loppement en séric et remarquons d’abord que I'on a

Eea E(ep—ey)
Zea(eg—eY) o, Eei(eg—ey)=o

(a=1,2,3).

Il
2

Il

o,

1l en résulie, sans dilficulié,

uv
B

2 Yap!

B u =0
(3) Py ==
\ uv
Yool
20

=0

ou bicn, aprés avoir substitué les valeurs de B, et
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de C, et aprés avoir simplifié le résultat,

g 138
2 e 83

6
pz_t__i ]+25.3.5 23.3.5.7u+
2 u? & ., &3 .
=535 23550 T

. e . . u ,
Nous retrouvons la série ordinaire de P en déve-

loppant I'expression de droite suivant les puissances
de u.

[L221b, Rie]

SUR UNE PROPRIETE DE L’'HYPERBOLOIDE ORTHOGONAL
ET SUR UN SYSTEME ARTICULE;

Par M. R. BRICARD.

1. Proposons-nous tout d’abord le probléme sui-
vant :

ABCD etant un quadrilatéere gauche, soient Aa,
B3, Cy, D3 les perpendiculaires élevies des points A,
B, C, D, respectivement aux plans (DAB), (ABC),
(BCD), (CDA). A4 quelles conditions doit satisfaire le
quadrilatére ABCD pour que les quatre droites Ao,

BB, Cv, D3 appartiennent & une méme hyperbo-
loide ?

Comme on va le voir, il se présente le fait remar-
quable que les conditions, qui seraient, a priori, au
nombre de trois, se réduisent a deux distinctes, d’ail-
leurs bien simples : le quadrilatére ABCD doit avoir
ses coLés opposés égaux deux a deux.
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2. Prenons le plan (ABD) comme plan de la figure
(fig. 1). La droite Aa se projette orthogonalement sur

Fig. 1.

ce plan au point A, les droites B, Cy, D3 se pro-
jettent suivant des droites BB,, Cyv,, D8y, qui sont
respectivement perpendiculaires a AB, BD, AD. Si les
droites Aa, BB, Cy, D3 sont sur un méme hyperbo-
loide, il existe une droite I, paralléle 4 Aa, qui ren-
contre BB, Cy, D3. Cela exige que les trois droites
B2, CoYo, D3, concourent en un méme point E. 1l
revient au méme de dire que le point C (de I'espace) et
le point d'intersection E des droites B, (3, et Dy3,
doivent avoir les projections orthogonales sur BD con-
fondues en un méme point ¢. Mais le point E est diamé-
tralement opposé au point A sur le cercle qui passe par
les points A, B, D. Le point ¢ est donc¢ symétrique,
par rapport au mi!ieu de BD, du point a, projection
de A sur BD, et ’'on a

Ba =¢D, Bc=aD;
d’ou 'on conclut

—2 —2 —2 —2 —2 —2 —2 —2
AB — DA =Ba —aD =c¢cD —Be¢ =CD —BGC
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ou _
—2 ——2 ——2 2
) AB'+BC =CD + DA .

Réciproquement, si cette relation entre les longueurs
des cotés du quadrilatére ABCD est vérifiée, il existe
une droite paralléle 4 Ao, et rencontrant B8, Gy, D3,
et, 4 cause de la symétirie de la relation, une droite
paralléle a Cy et rencontrant A«, B§, D3.

11 existera de méme une droite paralléele & DB et
rencontrant Aa, BB, Cy, si la relation suivante est
véritiée :

(2) ﬁ_\2+;\_§2=ﬁ2+632.

Si les relations (1) et (2) sont simultanément satis-
faites, on a

(3) AB =CD, BC=DA.

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il existe quatre droites distinctes rencontrant
Ao, BB, Cy, D8, cest-a-dire pour que ces quatre
droites appartiennent @ un méme hyperboloide. Cest
le résultat annoncé au n° 1.

3. Soient ABCD un quadrilatére satisfaisant aux
relations (3), et (H), 'hyperboloide qui contient Aa,
B8, Cy, D3. La figure constituée par ABCD et (H)
dépend de 12 — 2 =10 paramétres. Donnons-nous,
a priori, I'hyperboloide (H), et cherchons & cons-
truire le quadrilatéere ABCD de telle maniére que les
droites Aa, BB, Cy, D3 soient des génératrices de (H).
Il semblerait que le probléme est simplement indé-
terminé, quel que soit (H), puisque nous imposons
neuf conditions aux dix parameétres dont dépend la
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figure. On va voir qu’en réalité, I’hyperboloide (H)
doit satisfaire & une condition, et que, cette condition -
étant supposée satisfaite, le probléme est doublement
indétermine.

II est tout d’abord bien évident que le quadrila-
téere ABCD admet un axe de symétrie (c’est la droite
joignant le milieu des diagonales AC et BD) et que
cet axe est un axe principal de 'hyperboloide (H).
Rapportons cet hyperboloide 4 ses axes principaux et

soit alors
Az?+Byr+ Cat=1

son équation. Le quadrilatere ABCD doit éure, d’apreés

ce quon vient de dire, symétrique par rapport a 'un des

axes de coordonnées. Supposons que cet axe soit Oz.

Si l'on appelle (xy, 341, 3)) et (xy, ¥, 22) les coor-

données des points A et B, celles des points C et D sont

respectivement (— Xy, — ¥y, 2y) ¢t (— Xy, — ¥a, Z2).
Le plan ABD a pour équation

x Y k4 1
xy J1 31 I
=0
Ty Y2 2y I
— Xy — Y2 B2 1
ou
T Yy 3 I

xry J1 %5 1
0 0 33 1

Ty Y2 O o

d’oul'on tire sans peine les équations de la droite A« :

r—2 __ y—n __z—z
Yo(31— 32)  —X(B1—B3) T y1— X1

Pour cxprimer que la droite Aa est sur (H), il suffit
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’écrire qu'un point quelconque de la droite Aa, dont
les coordonnées sont

z =z + Ay3(3) — 2a),
Y =y1— Az2(31 — 7)),

3z =2+ MZyy1— Z1)2),

appartient a cette surface. On forme ainsi une équa-
tion du second degré en A qui doit étre identiquement
satisfaite.

Il nous suffira de retenir la condition obtenue en
annulant le coeflicient du terme en A.

On trouve ainsi ‘

5 Az ys(51— 33) — Bz y1(21— 35)

(t
Y + Czy(22y1— @1 ¥2) = O.

On trouvera une condition analogue e¢n écrivant
que B est sur (H). 1l suffit de permuter les indices 1
et 2, et l'on obtient

(2) Axs y1 (52— 31) — Bay y2 (22— 3y)
+ Czy(zy yo— @2 1) = 0;
d’on, en ajoutant les équations (1) et (2),

(Z1ys—22 1) (51— 32) (A+B—C) =o.

Les deux premiers facteurs de la relation précédente
ne sont pas nuls, sans quoi le quadrilatére ABCD serait
dans un plan, soit passant par Oz, soit paralléle a xOy.
On doit donc avoir

(3) ) A+B—-C=o.

Ce qui montre bien que I'hyperboloide (H) n’est pas
quelconque : la condition (3), de forme bien connue,
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exprime qu'il est orthogonal, c’est-a-dire qu’il a des
génératrices et des plans cycliques perpendiculaires (*).

4. Réciproquement, soit (H) un hyperboloide ortho-
gonal. Je dis que l’on peut construire une double infi-
nité de quadrilatéres ABCD, tels que les perpendicu-
laires Aa, BB, Cy, D3, menées des sommets A, B, C,
D du quadrilatére, respectivement aux plans (DAB),
(ABC), (BCD), (CDA), soient des géneratrices de
méme systéme de (H).

Ce théoréme peut étre considéré comme résultant du
compte de paramétres, fait au début du n° 3. Mais on
obtient une démonstration plus rigoureuse et plus
instructive par des considérations d’un ordre différent.

5. Dans ce qui suit, je considérerai un hyperbo-
loide (H) quelconque, mais distinct d’un paraboloide;
je dirai, pour abréger, que les génératrices de (H)
sont (1) ou (2) suivant qu’elles appartiennent a un
systéme ou a autre.

Soient G une génératrice (1) fixe, T et I deux géné-
ratrices (1) variables, telles que les perpendiculaires
communes a G et a T d’une part, a G et aI” de I'autre,
aient leurs pieds sur G confondus. Il existe entre T
ct T une correspondance dont nous allons chercher la
nature.

La perpendiculaire commune a4 G et a T engendre,
comme l’on sait, un cylindroide ou conoide de

(') D’une facon plus précise, sur les six plans cycliques d’un
hyperboloide orthogonal, il y en a deuz qui sont perpendiculaires
a des génératrices de la surface. Ces deux plans, supposés diamé-
traux, se coupent suivant un axe principal. Il faudra toujours
entendre, dans ce qui suit, pour aze de I’hyperboloide, ’axe dont
il s'agit.
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Pliicker (P), dont G est la droite double. Donnons-
nous T', et soit X la perpendiculaire commune a G et
a T. X ne peut étre perpendiculaire commune a G et &
aucune génératrice (1) autre que T, sans quoi (H)
aurait trois génératrices paralléles 2 un méme plan, ce
qui contredirait I’hypothése faite que (H) n’est pas un
paraboloide. Mais, par le point ou X rencontre G, il
passe une autre génératrice X’ du cylindroide (P), et X'
est perpendiculaire commune 4 G et ¥ une seule géné-
ratrice (1) I'.

La correspondance entre I et I’ est donc biunivoque;
comme elle est, en outre, évidlemment symétrique, on
voit que T et I sont conjuguées dans une involu-
tion (3).

Il est aisé de définir I'involution (.J) par deux cou-
ples particuliers de génératrices conjuguées (T, T") :
construisons (ﬁg 2) les deux génératrices (1) I'y et T

Fig. 2.

qui sont perpendiculaires a G. Il existe une généra-
trice (1) I',, autre que G, perpendiculaire a Ty, et une
génératrice (1) I'}, autre que G, perpendiculaire a [;.
Soit enfin T la génératrice (2) paralléle a Ty; T, est la
perpendiculaire commune a4 G et A T',. Désignons par a
le point ou I, rencontre G; comme G est perpendicu-
laire au plan (Ty,T}), a est le pied sur C de la perpen-



(76)

diculaire commune a G ¢t a I';. On voit'donc que T,
et T/ sont conjuguées dans I'involution (3) De méme
[, et T}. Ainsi, / “involution (3) est deﬁme pour les
deux couples de génératrices conjuguées (T,T))
et (T'y,T,).

Cela établi, supposons que (H) est un hyperboloide
orthogonal, et représentons en Q sa trace sur le plan de
lmhm (fig. 3). Représentons aussi en S 'ombilicale

ct soient m, n, m', n' les quatre points d’intersection
de S et de Q; puisque (H) est orthogonal, deux des
cordes communes A ces deux coniques ont leurs péles,
par rapport a S, sur Q; par exemple, les tangentes a S
aux points m ct n vont concorder en p sur Q, et les
tangentes a S aux points m' et n’ vont concorder en p’
sur .

On peut considérer le contour mpn comme consti-
tuant un hexagone dégenéré, inscrit a Q, et dont les
sommels consécutifs sont conjugués par rapport a S;
les sommets de cet hexagone sont, dans l'ordre, les
points 1, 2, 3, 4, 5, 6, disposés comme le montre la
figure.

1l existe donc, en vertu d'un théoréme connu, une
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infinité d’hexagones inscrits a Q et dont les sommets
consécutifs sont conjugués par rapport ¢ S ('). Soit
gY1Y28'Y1Y2 un tel hexagone. Ses sommets sont les
wraces, sur le plan de 'infini, de génératrices (1) de (H),
que nous appellerons respectivement G, T'y, T,, G/,
I, Ty (G, Ty), (Ty,Ty), ..., (T2, G) sont des couples
de génératrices rectangulaires.

On voit donc que deux génératrices, conjuguées dans
I'involution (J) définie plus haut, ont pour traces sur
le plan de Yinfini deux points de Q, conjugués dans
I'involution (7) définie sur cette conique par les couples
de points (7, v;) €t (Ya2y Y)- D’autre part, quand on
fait varier ’hexagone gv,y,8'Y, Y2, on sait que deux
sommets opposés de cct hexagone sont conjugués dans
une involution définie, on le reconnait immédiate-
went, par les couples (m, n), (m', n"). L’involution ()
s¢ confond donc avec celle-la. Par conséquent, I’invo-
lution (j) ne dépend pas de la genératrice G. Deux
génératrices conjuguées dans cette involution ont leurs
traces sur le plan de linfini en ligne droite avec le
point de rencontre de mn ct de m'n’, ce qui revient a
dire que ces génératrices sont symétriques par rapport
a I'axe de I'hyperboloide.

Nous sommes donc parvenus au théoréme suivant :

Soient (B) un hyperboloide orthogonal, G, T et I'

trois genératrices de méme systéme de cet hyperbo-

(') mpn peut aussi étre considéré comme un quadrilatére dégé-
néré inscrit 2 Q et circonscrit & S. On peut donc énoncer le théo-
réme suivant (qui a sans doute été déja remarqué) :

Deuzx coniques Q et S doivent satisfaire aux mémes conditions
pour qu'il y ait des quadrilatéres inscrits a Q et circonscrits a S,
et pour qu'il y ait des hexagones inscrits a Q et ayant leurs
sommets consécutifs conjugués par rapport a S.

.
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loide, T et I étant symétriques par rapport a l'axe
de la surface. Les perpendiculaires communes o G
etT d’une part, a G et aT' de Uautre, ont leurs pieds
sur G confondus.

La réciproque énoncée au n° 4 s’en déduit immédia-
tement.

6. Je vais maintenant montrer que les résultats pré-
cédents conduisent a la connaissance d’un systéme arti-
culé, trés intéressant, découvert par G.-T. Bennett (1),
el retrouvé indépendamment par M. Emile Borel (?)-

Soient toujours ABCD un quadrilatére gauche a
cOtés opposés égaux, Aa, BB, Cy, Dd les perpendicu-
laires élevées des sommets A, B, G, D aux plans (DAB),
(ABC), (BCD), (CDA). Considérons les droites Bf$ et
Cy comme formant une figure de grandeur invariable.
Puisque Aa, BB, Cy, D& sont sur un méme hyperbo-
loide, on peut donner i la figure (BB, Cy) un déplace-
ment infiniment petit,'tel que les droites B3 et Cy
aient respectivement Aa et D3 pour droites conjuguées
dans le complexe linéaire atlaché a ce déplacement in-
finiment petit. Autrement dit, dans le déplacement,
Bf tourne autour de Aa, Cy tourne autour de D3.
Nous pouvons encore donner a ce résultat P'expression
suivante : On peut déformer infiniment peu la figure
(Aa, BB, Cy, DS), (Aa, BR), (BB, Gy), (Cy, Do),
(D3, Aa) constituant quatre figures invariables.

Apreés cette déformation infiniment petite, ABCD
est encore un quadrilatére a cotés opposés égaux ; donc

(') Engineering (décembre 1903, p. 777) : A new Mechanism.
(%) Memoires des savants etrangers (t. XXXIII, n° 1, p. 56) :
Mémoire sur les déplacements a trajectoires spherigues.
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Aa, BB, Cy, D3 sont encore sur un méme hyperbo-
loide, et la figure peut recevoir une nouvelle déforma-
tion infiniment petite; et ainsi de suite. Nous arrivons
donc a celte conclusion que la figure est susceptible
d’une déformation finie. Ainsi :

Soient ABCD un quadrilatére gauche dont les cétés
opposés sont égaux deux a deux, et Aa, BB, Cy, D8
les perpendiculaires menées des points A, B, C, D,
respectivement aux plans (DAB), (ABC), (BCD),
(CDA). On peut déformer le systéme, les couples de
droites (Aa, BB), (BB, Cy), (Cy, D3), (D3, Aa) for-

mant quatre figures de grandeurs invariables.

On a ainsi formé une chaine fermée de quatre
couples rotoides, pour employer le langage introduit
par M. Keenigs dans sa Théorie des mécanismes, c’est-
a-dire un systeme articulé constitué de quatre corps
rigides, articulés deux a deux suivant des charniéres

qui sont les quatre droites Aa, B@, Gy, D3.

7. On peut d’ailleurs donner une démonstration
directe bien simple de la déformabilité du systéme en
question : toul revient a démontrer, on le voit tout de
suite, que le quadrilatere ABCD peut étre déformé de
telle maniére que ses diedres restent tous de grandeurs

constantes (J’appelle, par exemple, diedre AB du qua-
drilatére, celui que forment les deux plans (DAB),
(ABC).

Le quadrilatére ABCD peut étre évidemment déformé

de telle maniére que le diédre ﬁi restc de grandeur
constante (puisque ce quadrilatére posséde deux para-
métres de déformation). Je vais montrer que tous ses
autres diédres restent aussi de grandeurs constartes.
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On a en effet (voirla fig. 1), daus le triedre BACD,

o>
sinBC sin@
=T
sinﬁk sinCBD

Mais les deux triangles ABD, CBD sont égaux comme
ayant leurs trois cotés égaux chacun a chacun. On a
donc

CBD = ADB.
Donc
-\
sinBC _ sinABD _ AD
AN X AB
sin BA sinADB
ou

N
ce qui établit bien la constante du diédre BC.
On vérifiera de méme que les autres diédres du qua-
drilatére sont de grandeurs constantes.

CORRESPONDANCE.

M. P. Montel. — Vous avez publié dans les Nouvelles
Annales de 'an dernier un élégant article de M. Tresse éta-
blissant que les six conditions nécessaires a I'équilibre de tout
systéme de points suffisent a assurer celui d'un corps solide :
je vous envoie une autre solution de cette question qui ne
suppose pas connues les propriétés du mouvement hélicoidal
tangent et peut, par conséquent, étre introduite dans I’ensei-
gnement des classes de Mathématiques spéciales.

On démontre trés simplement que tout déplacement d'un
corps solide peut étre obtenu par une translation suivie d’une
rotation. Supposons que ce corps solide soit soumis a des
forces extérieures formant un systéme équivalent a o. Pour
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un déplacement infiniment petit, le travail élémentaire de
chaque force s’obtient en ajoutant les travaux relatifs a la
translation et a la rotation. Dans la translation, le travail est
égal au produit de la longueur du déplacement commun a
tous les points par la projection de la force sur la direction
de la translation. La somme de ces travaux pour tous les
points du solide est nulle, car, pour les forces intérieures,
les projections sont deux a deux opposées et, pour les forces
extérieures, la somme de leurs projections est nulle. Dans la
rotation, le travail est égal au produit de I'angle de rotation
par le moment de la force par rapport a I'axe de rotation. La
somme de ces travaux, pour tous les points du solide, est
nulle, car, pour les forces intérieures, les moments sont deux
a deux opposés et, pour les forces extérieures, la somme de
leurs moments est nulle.

Il résulte de la que la différentielle de la force vive est nulle,

%Em‘ﬂ:o, me:vag,

vo étant la vitesse initiale et ¢ la vitesse au temps ¢ du point
matériel de masse m. Si le corps part du repos, vo=o0, la
force vive est toujours nulle : c’est une somme de termes
positifs dont chacun doit étre nul. Donc les vitesses de tous

les points du corps sont nulles et tous demeurent immo-
biles.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

Lille.

GEOMETRIE ANALYTIQUE ET ANALYSE. — [. 1° Oz, Oy, Oz
étant trois axes rectangulaires, montrer que la surface
développable dont les plans tangents sont représentés par
U’équation

zsint — y cost + z — at = o,

ou a désigne une longueur constante et t un paramétre

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VI. (Février 1906.) 6
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variable, admet pour aréte de rebroussement la courbe
engendrée par le point de coordonnées

| x = a cost,

(1) < y = asint,

Y
I

= at,

qui rencontre l’axe Oz en un point A.

2° Solent M un point quelconque de la courbe, P et Q
les deux points de la tangente en M dont la distance a M
est égale a la longueur de ’arc AM; trouver le lieu
du point P et celui du point Q; rectifier les courbes
obtenues.

3° L’une des courbes précédentes est située dans le
plan xOy; chercher ’expression du rayon de courbure
en un point quelconque et l’équation de la développée de
cette courbe.

4° Vérifier que la courbe représentée par les équa-
tions (1) est tracée sur un cylindre de révolution d’azxe Oz
et sur la surface

Y

z:—.aarctang;;

calculer I’aire de la portion de cette derniére surface com-
prise a lintérieur du cylindre entre le plan x O y et le plan

paralléle de cote ga.

Il. Trouver et intégrer l'équation différentielle des
courbes planes telles que le segment intercepté sur une
tangente quelconque par le point de contact et la projec—
tion d'un point fixe ait une longueur donnée.

MEcanNiQue. — I. Définir ’accélération d’un point dans
le cas général; déterminer ses composantes suivant les
arxes de coordonnées, puis ses composantes tangentielle et
normale.

1. Etudier le mouvement d'un point M qui décrit un arc
d’hélice de facon que sa projection N sur l’aze de cette
hélice soit animée d’un mouvement vibratoire simple.

(Novembre 1905.)
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Lyon.

EPREUVE ECRITE (extrait). — Construire la courbe plane C,
telle que U’aire comprise entre U’ordonnée fize A'A, la

&

A’ M =

courbe, l’ordonnée mobile M'M, ’axe des z, soit propor-
tionnelle & ’arc AM.

SoLuTION.

A

Plagons A’ & T'origine, en prenant AA' pour unité de lon-
gueur. Alors I'aire est égale a I'arc et il vient

7= et o),

s =1 (ex—e 7).

(Novembre 1904.)

Montpellier.
EPREUVE ECRITE. — On considére Uellipse
xr=acosg, y=bsino,

et la tangente en un point déterminé M de la courbe. Cette
tangente rencontre les azes de coordonnées en deux
points A et B, en lesquels on éléve des perpendiculaires
auzxdits azes. '

Ces perpendiculaires se coupent en un point N dort on
demande le lieu lorsque M se déplace sur U’ellipse donnée.

On construira la courbe qui a, entre autres asymptotes,
les asymptotes x = a et x = b.
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Considérant la branche de courbe qui se rapporte a ces
deux derniéres, on évaluera l'aire comprise entre celte
branche, les asymptotes en question et une ordonnée d’'ab-
scisse quelconque plus grande que a. On évaluera aussi le
volume engendré par l’aire précédente tournant autour

de Ox.
EpPREUVE PRATIQUE. — Inscrire le rectangle de surface

A

aussi grande que possible dans un segment de cercle
donné ABC.

N.B. — Le segment sera considéré® comme déterminé
par le rayon r de l’arc qui le limite, et par la distance a
du centre O de cet arc a la base BC.

On pourra prendre comme inconnue la hauteur x du
rectangle. (Novembre 1905.)

Toulouse.

EPREUVE ECRITE. — Une courbe plane (C) est invariable-
ment liée a un awxe, vertical y'y situé dans son plan, et
tourne autour de cet axe avec une vitesse angulaire con-
stante w.

Une tige homogéne et pesante AM de masse m et de lon-
gueur l est mobile dans le plan de la courbe (C), ses
ertrémités A et M étant assujetties a rester sur ’axe y'y
et sur la courbe (C). On néglige les frottements.

1° Déterminer la résultante des actions de la force cen-
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trifuge sur la tige AM et le point d’application de cette
résultante, en supposant que la tige occupe une position
fize dans le plan de la courbe (C), pendant la rotation.
2° Déterminer la courbe (C) de maniére que la tige soit

¥

en équilibre relatif pendant la rotation quelle que soit la

position de U'extrémité M sur la courbe (C).
3° Construire la courbe obtenue.

'EPREUVE PRATIQUE. — Dans un cercle, un arc de lon-
gueur 3% sous-tend une corde de 29™. Trouver le rayon du
cercle au diziéme de millimétre. (Novembre 1905.)

GERTIFICAT D'ANALYSE SUPERIEURE.

Nancy.

EPREUVE ECRITE. — L. Enoncer et démontrer les condi-
tions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satis-
faire les deux fonctions ¢(z,y) et Y(x,y) pour que le
systéme de coordonnées curvilignes défini par les équa-
tions

‘?(%}’)2 u, q’("vv.}’):v

soit orthogonal et isotherme.
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II. Quelles valeurs faut-il donner & la constante m
pour que l’intégrale générale de I’équation différentielle
dy dy

—6r—— +my=o0

('zz"—av——l)dw2 p

soit méromorphe pour toutes les valeurs finies de x.
Vérifier que pour chacune de ces valeurs de m U’inté-

grale générale est une fonction rationnelle de x, et cal-

culer cette fonction rationnelle. (Novembre 1905.)

CERTIFICAT D'ALGEBRE SUPERIEURE.

Nancy.

EPREUVE ECRITE. — 1. Théoréme de Mittag-Leffler sur
la représentation d’'une fonction analytique uniforme
d’une variable complexe z n’admettant & distance finie
que des péles comme points singuliers.

II. Décomposer le premier membre de l’équation
' —j1=o0

en ses facteurs irréductibles. E ffectuer la méme décompo-
sition pour l’équation transformée en

y=z+

et déterminer le groupe de substitutions de cette équation
transformée.

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer & un milli¢eme prés Uin-

tégrale
f _i\/arc tang‘/2+z

z
3—2z— 422+ 223+ 3+

étendue a la circonférence de centre z = o et de rayon 2;
on donnera pour z = o aux racines carrées leurs valeurs
arithmétiques et a (’arc tang la détermination comprise

)

entre ——g et + ;—t (Juillet 1905.)
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CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

Paris.
EpREUVE ECRITE. — 1. On considére les deux parabo-
loides
r:+ yr=2a3z, r?+yt=—2az,

et les drottes qut sont tangentes communes a ces deux
surfaces. Déterminer les arétes de rebroussement des dé-
veloppables engendrées par ces droites.

1. Equations qui déterminent la surface minima ayant
pour ligne géodésique la développée d’une parabole.

EpREUVE PRATIQUE. — Etudier les sections par les plans
coordonnés et par les plans paralléles au plan des xy de
la surface lieu des points dont les coordonnées x, y, z
s’expriment de la maniére suivante en fonction de deux
paramétres u et ¢ :

1744

x:u+—3-+uv?,

y=v3
2 =(u?+v2)242u— 202,
(Mars 1905.)

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Nancy.

.

EPREUVE ECRITE. — I. On considére l'équation différen-
tielle
3ap
1+ p?

r+py— = o,
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d s ;
ot l’'on a posé -‘—1—‘},5 =p et on a désigne un nombre donné
positif :

1° Intégrer cette équation;

2° Déterminer la solution telle que la courbe qui la
représente admette l’axe desy pour tangente et construire
cette courbe (on ne cherchera pas l’équation erplicite de
la courbe);

3° Cette courbe est fermée; calculer levolume engendré
par sa révolution autour de ’axe des y.

II. On considére la courbe représentée en coordonnées

rectangulaires Oxyz par les équations
y =2 z= §x3

1° Trouver le lieu des paralléles menées par l'origine
aux tangentes successives «a cette courbe et trouver l’enve-
loppe des plans menés par Uorigine parallélement aux
plans osculateurs successifs;

2° Calculer l'angle de la tangente en un point de la
courbe avec la bissectrice de ’angle 2Oy ;

3° Déterminer les développantes de la courbe.

(Novembre 1905.)

Epreuve Ecrite. — I. P et Q désignant deux fonctions
données des deux variables indépendantes x et y, énoncer
et démontrer la condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe une fonction u(xz,y) dont la différentielle
totale soit égale &

P(x,}')dz—Q(’w",}’)d%

Comment calcule-t-on cette fonction u?

II. Déterminer la fonction z des deuxr variables indé-
pendantes x et y de maniére :

1° Que U’expression z dx + 32 dy soit une différentielle
totale exacte;

2° Que, pour y = o, la fonction z se réduise a .
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La fonction z une fois déterminée, intégrer la diffé-

rentielle
sdx + ztdy.

11. Soient C une courbe représentée par U’équation
y=rf(=)

P le pied sur l’axe des x de l’ordonnée d’un point M de
cette courbe, et D la paralléle menée par P a la tangente
au point M. Cette droite D a une enveloppe.

1° Evaluer les coordonnées du point de contact N de la
droite D avec son enveloppe;

2° Déterminer la courbe C de telle facon que l’or-
donnée du point N soit égale aux deux tiers de l'ordonnée
de centre de courbure de la courbe au point M.

(Novembre 1905.)

CERTIFICAT D’ASTRONOMIE.

Poitiers.

EpREUVE ECRITE. — Aberration annuelle. Formules. El-
lipse d’aberration. dberration du Soleil.

EPREUVE PRATIQUE. — Le 25 juin 1905, avant midi, on a
trouvé :

Hauteur du bord inférieur du Soleil.. 53°20'55"

Barométre........ooiiiiiiiiiiinn. 762m™
Thermomeétre...........oovivuean. —~+ 22°
Latitude du lieu ................... 46°34' 55"

Trouver U’heure. Tenir compte des variations de décli-
naison. .

(La Connaissance des Temps est mise a la disposition des
candidats.) (Juillet 1905.)
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1652.

{1893, p. 2*.)

Trouver tous les systémes de quatre nombres positifs a,
b, c, d, tels que les dix nombres

a+b—1, a+c—1i1, a+d—1,
b+c—i1, b+d—r1, ¢c+d—,
2—b—c—d, 2—c—d—a,

2—d—a—b, 2—a—b—c

soient les inverses de nombres entiers.
(LEVAVASSEUR.)

SOLUTION
Par M. A. DELTOUR.

On se trouve en présence du systéme d’équations

a+b—1==x, c+d—i1=uax, 2—b—c—d=m,

( a+c—i1=y, b+d—i1=y, 2—a—c—d=n,
(

) a+d—1=z, b+c —1=23, 2—a—b—d=p,

2—a—b—c=ygq,

|
dans lesquelles les seconds membres sont de la forme —»

N
N étant entier.
Posant
(2) a+b+c+d—2=a,
on a .
(3) \ a=m-+a, c=p—+a,

?b:n—o—a, d=gq+a,

(4) m4+n+p+qg—2=-—3a.
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L’élimination de a, b, ¢, d donne les six relations sui-
vantes @
r+p+qg=x+m-+n,

(5) =Yy +n+qg=y+m-+p,

=3 4+n+p=zZ+m+qg=1—a.
On a encore les formules suivantes :
(6) TH+Ly=)y+Y1=2+35=2a
et

r+p =y +n=z5+m=(1—a)—gq,
() r +q =y1+m=3+n =(1—2a)—p,
7 ry+m=y +q =5 +p =(1—a)—n,

Ty+n =y1+p =z+q =(1—a)—m.

Si dans (5) on remplace a par 'une des valeurs tirées de (6),
on a six formules ne renfermant chacune que quatre incon-

I
nues de la forme — :

N

20 4y T +p +q =1,

28y + T +m—+n=1,

(8) 2 +y1+n +q=1,
2¥1+y +m+p=1,
23 +%+n +p=I,

281+ 2% +m-+q=1.

La combinaison de chaque ligne des relations (7) avec (4)
donne encore quatre relations analogues :

r +y +z5+29 =1,
T +y1+3 +2p =1,
(9) -

T1+y +35 +2n =1,
T+ Y+ s +2m=1.

On peut enfin remarquer que la somme des dix inconnues

est égale a 2 :
Zxr+4+Em=2,
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Les équations (8) forment ensemble le systéme des condi-
tions a remplir.
Elles n’ont plus de solution lorsque chacune des inconnues
est inférieure en valeur absolue a 3.
Il en résulte un moyen de résoudre le systéme en donnant

successivement a chaque inconnue les dix valeurs positives ou

négatives 'IIV pour lesquelles [N]<5 et en recherchant dans

chaque cas toutes les solutions possibles pour les autres
inconnues.

Par raison de symétrie, il suffit d’opérer sur les deux incon-
nues m et z.

On peut rendre cette discussion plus facile en examinant
séparément les cas suivants :

1° a, b, ¢, d ont des valeurs différentes;

2° Deux d’entre elles seulement sont égales : @ = b;
3° a =05, c =d, a et c ayant des valeurs différentes;
fa=b=c#d,

5a=b=c=d.

1° a, b, ¢, d ont des valeurs différentes. — 1l en est de
méme de m, n, p, g [formule (3)]. Dans le groupe des incon-
nues z, toutes les valeurs sont aussi différentes, mais il peut
y avoir exception pour un seul des couples (z,z,), (¥, 1)
ou (3, 3;).

Cela résulte des formules (6) et (7).

2° @ =b. — Comme conséquence des formules (3) et (7),
~ona
m=n, .y=zl1 yl=z1

et les formules (8) se réduisent a

2Z +~Ty+p +g =1,
221+ +2m =1,
W +Yi+m+q =1,
2Y1+y +m+p=1I.

Dans ce cas, la symétrie n’est plus conservée et il ne suffit
plus d’opérer sur les inconnues m et z. Mais la seconde des
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équations ne contient plus que trois inconnues et c’est celle

qu'on doit chercher & vésoudre par la méthode indiquée en
rejetant les solutions incompatibles avec les trois autres équa-
tions.

3a="86,c=d. — Ona
m=n, p=gq, Y =Y1= 3= 245
les formules (8) deviennent

2Z +Zy+2p =1,
28+ & +2m =1,
3y +m—+p =1

f°a=b=c#d. — Ona

m=n=p#gq,
r =y =3,

Ty =y = 3;
les formules (8) deviennent

2T + T+ M+ q =1,
21+ +2m  =1.

5a=b=c=d. — Ona
m=n=p=yg, T=m=y=y1=3=3.
Il ne reste qu’une seule condition a remplir :
3z +a2m=1.
On obtient ainsi les solutions suivantes, D étant le déno-

minateur commun aux quatre fractions a, &, ¢, d dont les
numérateurs figurent sous chacune de ces quatre lettres :
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V.
D a=b=c=d D. a=b=c=d
3 1 8 5
4 3 9 5
5 3 2 7

Il faut enfin ajouter une solution, dépendant d’un entier
arbitraire :
a=5b=c. d.

k k I
(k entier positif quelconque).
Cette solution rentre, en général, dans le quatriéme cas, et

exceptionnellement dans le cinquiéme (pour & =1).
Le probléme proposé admet en tout

1+ 22 + 6 + 29 + 6 +1 = 65 solutions.

2022.

(1903, p. 480.)

Sotent a, b, ¢ trois coefficients consécutifs quelconques
d’une équation algébrique a coefficients réels, dont toutes
les racines sont réelles; on demande de démontrer qu’il
est impossible d’avoir

: b2(2b2—3ac)t < ad(4cd— 3ab?).
(SoLoN CHaAss10TIS.)

SOLUTION
Par L’AUTEUR.

Soit d le coefficient qui vient aprés ¢. On a, d’aprés un
théoréme de Catalan,

(1) (ad —bc)t— 4(b2—ac)(c2—bd) <o
ou, en ordonnant par rapport & d,
(2) a*d?+2b(2b*—3ac)d+ a(4c3— 3ab?) <o.

Par hypothése, les coefficients de I'équation proposée sont
réels; le premier membre de l'inégalité (2) a donc des solu-
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tions réelles en d et jamais d’imaginaires, donc il est impos-
sible que P'on ait
b2(2b62—3ac)2— ad(4c3—3ab?) <o

ou
b2(20*—3ac)2< a3(4c3—3ab?). c.qQ.F.D.

QUESTIONS.

2035. Soient ABC, A'B’C' deux triangles. Siles droites AA’,
BB’, CC’' rencontrent respectivement les c6tés BC, CA, AB du
premier triangle en trois points situés sur une méme droite,
les droites qui joignent les sommets A’, B’, C' du second
triangle aux points de rencontre respectifs des cotés BC
et B'C’, CA et C'A’;, AB et A'B’ concourent en un méme
point. (R. B.)

2036. Soient ABC un triangle, O et I les centres des cercles
circonscrit et inscrit a ce triangle, B’ et C' les milieux des
cotés AC et AB. La droite symétrique de OI par rapport a
la droite B'C’ passe par le point de contact du cercle des
neuf points du triangle ABC et du cercle inscrit & ce méme
triangle. (R. B))

2037. Soit ABCD un tétraédre orthocentrique dont I'ortho-
centre est H. Si un point M est tel que ses projections sur
les plans des quatre faces du tétraédre soient dans un méme
plan, ce plan partage le segment MH dans le rapport de 1 a 2.

(G. FONTENE.)

ERRATA.

¢ série, Tome V, page 554, lignes 15 et 16, au lieu de : p et © le
rayon de courbure et la torsion, lire : p et © les rayons de cour-
bure et de torsion. .

Page 555, formule (g), au lieu de : C= lla_?(,ssse—S;,Ta’ lire :
__lcostb—a

C= 1% cos?8 sin6
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[R6a]
SUR LA MISE EN EQUATION DES PROBLEMES
DE MECANIQUE;

Par M. HADAMARD.

Supposons qu’on ait, en appliquant un certain
nombre des théorémes généraux de la Dynamique,
écrit, pour un probléme déterminé de Mécanique
rationnelle, des équations en nombre n égal a celui
des paramétres qu’il s’agit d’exprimer en fonction du
temps.

Ces équations sont-clles bien distinctes entre elles?
sont-elles les équations du mouvement? Autremeunt
dit, tout systéme de fonctions du temps qui satisfera a
ces équations représentera-t-il par cela méme un mou-
vement possible du systéme, une solution du probléme
posé?

En fait, un peu d’attention suffit en général a recon-
naitre s’il en est ou non aiusi.

Il n’est peut-étre pas inutile, cependant, de noter les
services que peut rendre a cet égard, dans I'enseigne-
ment, la remarque suivante, bien connue en elle-
méme :

On sait que toutes les équations de la Dynamique
peuvent étre considérées comme déduites de I'équation
dite générale, celle qui résulte de la combinaison du
principe de d’Alembert avec celui des vitesses vir-
tuelles.,

Cette derniére équation représente, d’'une facon en-
ticrement adéquate, I'ensemble des conditions aux-

Ann. de Mathémat., 4° série, t. VL (Mars 1906.) 7
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quelles doit satisfaire le mouvement : elle exprime la
condition nécessaire et suffisante d’équilibre entre les
forces réellement existantes et les forces d’inertie.

Toute équation du probléme s'obtiendra en prenant,
pour le déplacement virtuel qui figure dans I’équation
générale, 'un quelconque de ceux qui sont compatibles
avec les liaisons.

La réponse a notre question se dégage maintenant
d’elle-méme.

On peut, avant méme de les avoir formées, recon-
naitre si n équations déterminées du probléme sont dis-
tinictes et suffisent & caractériser le mouvement du sys-
téme.

1l faut et il suffit, pour cela, que les déplacements
virtuels auxquels elles correspondent soient eux-mémes
indépendants (et, par conséquent, susceptibles de re-
produire par leurs combinaisons linéaires le déplace-
ment virtuel le plus général possible).

Ces déplacements virtuels peuvent d’ailleurs toujours
éwre indiqués a priori. On sait que :

' de Lagrange relative a . Variation de ce para-
un des parameétres. . = métre seul.
. . o . 0y by
£ | des projections sur un | Z £ . | Translation paralléle a
.- s ©
= axe..... e cen 2o 3 cet axe.
= o S 5 ( .
& | des moments par rap- [ £ . = | Rotation autour de cet
o N =Y
o port a un axe..... 8’5 axe.
. = Déplacement réel du
des forces vives....... © p .
! systéme.

Considérons, par-exemple, le mouvement de Poinsot,
¢’est-a-dire le mouvement d’un solide autour d'un point
fixe, en I'absence de forces accélératrices.

Les équations d’Euler seront toujours indépen-
dantes. Car elles résultent de 'application du théoréme
des moments des quantités de mouvement aux trois
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axes d’inertie : or tout déplacement admissible du sys-
ieme se décompose en trois rotations autour de ces
axes.

1l n’en aurait pas été de méme avec les équations de
Lagrange relatives aux trois angles d’'Euler 8, ¢, 4. Car,
lorsque I'angle § de I'axe des z fixe avec I'axe des z mo-
bile est nul ou égal 4 =, les déplacements dus a des
variations infinitésimales de ¢ et de ¢ ne sont plus indé-
pendants : ils se réduisent a une seule et méme rotation
autour de la position commune des deux axes en ques-
tion.

Soit encore le mouvement du pendule sphérique.

Les deux équations différentielles que I'on est con-
duit a écrire correspondent au théoréme des aires et a
celui des forces vives, c’est-a-dire 4 deux déplacements
virtuels dont 'un est une rotation autour d’un axe ver-
tical et autre le déplacement réel.
~ Le probléme est ainsi correctement mis en équation
dans le cas général.

Mais il cesse de I’étre lorsque le mouvement instan-
tané réel est une rotation autour de la verticale, c'est-

. q. do
a-dire lorsque T

avec la tige du pendule.

= o, 0 étant 'angle de cette verticale

Une difficulté de ce genre intervient, comme on sait,
dans les principaux problémes classiques de Mécanique
rationnelle. L’intégration se raméne, en général, a celle
d’'une équation différentielle de la forme

(%) =r®.

et une discussion spéciale est nécessaire lorsque la va-
leur commune des deux membres s’annule.

Ce qui précede montre qu’il en est forcément ainsi
dés qu'on applique le théoréme des forces vives. Ce
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théoréme est, en effet, substitué a l'une des n équa-
tions que l'on pourrait écrire sans son intervention
(par exemple a I'une des n équations de Lagrange) :
le déplacement réel est, dans ces conditions, substitué
a un des n déplacements fondamentaux et les équa-
tions du probléme sont en défaut lorsque ce déplace-
ment réel cst une combinaison des n — 1 autres dépla-
cements utiligs.

On peut remarquer que ’équation des forces vives
est, parmi les équations classiques, la seule qui puisse
devenir insuffisante pour des délerminations spéciales
des vitesses.

Les autres équations peuvent, elles aussi, éire ex-
ceptionnellement en défaut (comme nous I'avons vu
a propos du mouvement de Poinsot); mais, si le théo-
réme des forces vives n’intervient pas, la mise en équa-
tion, si clle est correcte en général, ne peut cesser de
Pétre que pour des positions spéciales du systéme.

[I2c] ’
SUR UNE QUESTION DE PROBABILITES;

Par M. A. DELTOUR.

1. Proposouns-nous de checcher la probabilité pour
que, en tirant une a une, dans un ordre quelconque,
les cartes d’un jeu ordinaire, il n’y ait jamais plus
de deux cartes rouges consécutives, quelles que soient
les séquences de noires.

On sait que le nombre des permutations complétes

de p objets A ct de p objets B est( ,),
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Le probléeme revient donc a trouver le nombre de
ces permutations dans lesquelles il n'y a pas plus de
deux A consécutifs.

Le rapport des deux nombres donne la probabilité

cherchée.

2. Une représentation graphique aidera le raison-
nement.

A partir de Porigine de deux axes de coordonnées
rectangulaires, je porte successivement les A en abs-
cisses, les B en ordonnées, a raison d’une unité par
leure et toujours dans le sens positif, en suivant Pordre
des lettres dans la permutation donnée.

On obtient ainsi un tracé ( fig. 1) qui se terminera

Y
e
B
A
0 x

Fig. 1. — Tracé quelconque.

sur la bissectrice du premier quadrant, puisqu’il y a
autant de A que de B, au point P(p, p), et qui restera
tout entier enfermé dans le carré ayant pour diagonale
la partic de la bissectrice qui joint ce point a 'origine.

‘Réciproquement tout tracé compris dans ce carré et
satisfaisant aux conditions dounnées représentera une
des permutations dount il s’agit et le probléme revient
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A trouver le nombre des tracés possibles que je dési-
gnerai par a,.

3. Ils se partagent en trois classes :

1° Ceux qui, commencant par un B sur I'axe des y,
restent du méme c6té de la bissectrice, mais peuvent
avoir avec celle-ci certains points communs ( fig. 2) :
soit b, leur nombre;

Y pp
N
(g+2, q+2.
q,9+1)
m,
o x
Fig. 2. — Permutation de la premiére catégorie.

2° Ceux qui, commencant par un B sur I’axe des y,
traversent la bissectrice au moins en un point;
3¢ Ceux qui commencent par un A sur 'axe des x.

4. Soit K(g+1,9+41) (fig. 3) le premier point
a partir de I'origine ou un tracé de la seconde catégorie
traverse la bissectrice. En ce point il y a deux A consé-
cutifs : les termes précédant et suivant immédiatement
sont des B.

Le tracé touche par conséquent la bissectrice aux
points m(q, q), n(q + 2,9 + 2).

Entre l'origine et le point m le tracé commence par
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un Bet reste du méme c6té de la bissectrice; le nombre
des traéés possibles est b,.

Entré le second point n et I'extrémité P, le tracé
commence soit par un B soit par un A; c’est un des
tracés compris dans le carré ayant pour sommets ces
deux points; leur nombre est ap_(q,).

[

0 x

Fig. 3. — Permutation de la deuxiéme catégorie.

Le nombre total des tracés de la seconde catégorie
est donc

quap_(q+2) (q variant de o a p — 2),
en convenant de poser ay="by=1.

5. Dans le cas ou la permutation appartient a la troi-
sicme catégorie, soit K(g + 2, ¢ + 2) (fig. 4) le pre-
mier point ou le tracé touche la bissectrice.

Si ce point a pour coordonnées (1, 1), la permutation
commence par AB. Le nombre des tracés correspon-
dants a partir de (1, 1) est évidemment ap_;.

Ce cas étant éliminé, la permutation comence par
deux A suivis d’'un B et arrive au point K par un B.
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Abstraction faite de ces quatre lettres, le tracé a pour
extrémités les deux points m(2,1), n(q + 2,9 +1)
situés sur une paralléle a la bissectrice et reste cons-
tamment du méme coté de cette droite. On reconnait
facilement que ce tracé, pris en sens inverse ¢t consi-
déré comme ayant son origine au point z, remplit les
mémes conditions que ceux de la premiére catégorie.

y  — Spm
Koo :
B
nfg+2:q+1)
m
o'q =
Fig. 4. — Permutaiion de la troisiéme catégorie.

Le nombre des tracés possibles entre les deux points
extrémes est donc by.

A partir du point K auquel on arrive par un B, le
nombre des permutations est @p_(g,a).

Le nombre des permutations de la troisiéme caté-
gorie est par conséquent

N\ . .
apy +qual,_wﬂ, . (g variant de 0 & p —2).

Réunissant les trois résultats obtenus, on ala formule
q=p—2
(1) ap=>bp+2 2 bgap (g9 “+ ap-i.
q=0
6. Reste maintenant a déterminer le nombre &, des
permutations de la premiére catégorie.
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Soit K(g+ 2,9+ 2) ( fig. 2) le premier point on
'un des tracés touche la bissectrice. Si ce point a pour
coordonnées (1, 1) la permutation commence par BA.
Le nombre des tracés correspondants a partir de (1, 1)
est bp_y. Ce cas éliminé, la’ permutation commence par
un B et arrive en K par BAA. Abstraction faite de ces
quatre lettres, on a, comme précédemment, entre les
deux points m(o, 1), n(g, g + 1), situés sur une paral-
lele a la bissectrice, un tracé présentant les caractéres
de ceux de la premiére catégorie et dont le nombre
est by.

A partir du point K jusqu’a la fin, le tracé conserve
les caractéres de ceux de la premiére catégorie dont le
nombre est b,_ (4.9

On a par conséquent la formule suivante :

q=p—2
(2) bp=bpoi+ N bobpigin

. ([:0

Les deux formules (1) et (2) permettent de calculer
les valeurs des ap.

7. Le Tableau ci-dessous donne les résultats qu’on
obtient pour les premiéres valeurs de p.

P b, a,.
o I
I i 2
2 2 6
3 4 16
4 9 i5
5 21 126
6 51 357
7 127 1016
8 323 2907

Ainsi, sil’on a seize cartes, huil rouges et huit noires,
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rangées dans un ordre quelconque, la probabilité pour
qu'il 0’y ait pas plus de deux cartes rouges consécu-
tives, les séquences de noires étant quelconques, est

2907 323
167 10.11.13 = 0,223.
(81)

Lorsque p augmente, la probabilité diminue. Si 'on
cherche la valeur de p pour laquelle elle se rapproche
le plus de é, on trouve qu’elle a exactement cette valeur

pour p=>5. Elle est, en effet,

126 I
10l 2
(51)2

[M!1Db]
SUR LA CONSTRUCTION DES COURBES ALGEBRIQUES;
Par MM. PERNOT er MOISSON,

Anciens éleves de I'Ecole Polytechnique.

Pour étudier une courbe dont I’équation n’est pas
résolue en y aux environs de I'un de ses points, auquel
on a transporté l'origine, ou a l'infini, les méthodes gé-
néralement employées sont basées sur le calcul des infi-
niment petits. On est conduit, dans la pratique, a des
calculs délicats, surtout lorsqu’on étudie une branche
multiple singuliére a ’origine, ou une branche parabo-
lique multiple.

Ceute étude se fait aisément lorsque x et y sont ex-
primés au moyen d'un paramétre, et trés compléte-
ment lorsque la courbe est unicursale.
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Les procédés que nous allons exposer consistent a
remplacer la courbe proposée par une courbe dont
I’équation est plus simple, ayant mémes tangentes ou
mémes asymptotes au point considéré, et méme position
par rapport a ces droites. Dans la plupart des cas, la
courbe auxiliaire peut étre choisie unicursale et permet
de tirer des conclusions immédiates; il en est ainsi
lorsque la tangente étudiée est simple ou double.

Dans le cas d’une tangente multiple, on est conduit
a la discussion d’une équation ordonnée suivant les
puissances croissantes de y — mx, m étant le coefficient
angulaire de la tangente.

En particulier, pour une équation de la forme

SzeyB=o,

on peut étudier de cette fagcon, par une méthode diffé-
rente de celles de Puiseux et de Newton, les détermi-
nations réelles de x et y aux environs de l'origine; les
méthodes précitées restent préférables, dans le cas gé-
néral, lorsqu’on veut déterminer plus exactement I'ordre
de I'infiniment petit y ou x.

Nos procédés ont donc pour but d’obtenir le tracé
correct d’une courbe aux environs d’un point; la méme
méthode s’applique a I'étude directe des branches in-
finies, sans avoir recours a la transformation homo-
logique qui permettrait de les ramener 4 distance
finie.

ETUDE D'UNE COURBE A L’ORIGINE.
Nous étudierons d’abord les deux cas d’une tangente

simple et d’une tangente double, en discutant tous les
cas qui peuvent se présenter.

1° Tangente simple. — Soit y — mx = o une tan-
gente simple a ’origine, ce point étant d’ordre de mul-
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tiplicité p. L'équation de la courbe pourra s’écrire
(y —mz)¥(z,¥) +9pr1(2,)) + Pp+e (2, y)+...=0

ou
Pp+1(2,¥) + @pra(2,y) +. .. ,
Y(z,¥)

y—-mm:——

¢(x, y) étant un groupe homogéne de degré p —1
et 9,01 (X, ¥), Ppye(X,y), ... étant également des
groupes homogénes de degrés indiqués par Pindice.

On a donc, en posant Y —y,
x

22 Qpr1 (1. 8) + 3 Qpya (1, 8) +...

$(1,2)

. Yy —mr=—
La position de la courbe par rapport a sa tangente est
donnée par le signe de y — mx quand z et ) tendent
vers o et t vers m. Si @p, (1, m)7#o0, le second
membre qui est un polynome entier en x ordonné sera
22 Qpiy (1, m)
$(1, m)

¥y — mx aura également ce signe.

du signe de — .pour x suffisamment petit;

La courbe considérée a donc a Porigine méme tan-
gente ¢l méme position par rapport a sa tangente que
la courbe unicursale

2
y—mz=—72 (qu(:',(,;’)m)
qui est une parabole,

La courbe proposée est d’'un méme cOté par rapport
a sa langente, et du méme coté que la courbe auxiliaire,
dont I’équation sous forme entiére est

(y —mz)Y(1,m) + x2 9,y (1, m) =o.

Supposons maintenant que ¢, (1, m) =0 ct que le
premier groupe qui ne s’annule pas pourz =1,y =m
$0it ©p (X, ). On met'y — max en facteur dans tous
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les termes qui précédent ¢,.). Le méme raisonnement
montre que ¥ — mx est du signe de

— M, (1, m)

$(1, m)

et que la courbe considérée peut éire remplacée par la
courbe unicursale
ZM o, (1, m)

$(1,m)

y—mxr=—

On a un contact d’ordre }; inflexion graphique si A
est pair, point méplat si A est impair. La courbe auxi-
liaire est

(y—m.z')q.a(l, m)+ i+ ?p—%—l(h m) =o.

Elle s'obtient immédiatement en remplacant dans
chacun des groupes homogenes ¢, ¢, « . . dela courbe
donnée, y par mx, puis en conservant seulement le
terme en ) — mx suivi du premier terme qui ne s’an-
nule pas identiquement.

Pratiquement, oun étudie directement la position par
rapport a la courbe dont nous venons d’éiudier les pro-
priétés en tirant y — mx de ’équation.

On garde au numérateur le coefficient de la plus
faible puissance de x; on constate le signe du dénomi-
nateur quand ¢ tend vers m; on en déduit le signe
de y —max. On place la courbe dans la région telle
que y — mx ait le signe voulu.

Exemple :
(y+z)(y—oz)+2yte —8x3+a*— 5222 — 2+ yS=o.
Considérons la tangente y —2x =o:

— 2522 +... - —2*(a+58)+...
yH+z+2y+oz)zr . x(i+t)+2z(2+1t)

Y —2x=
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Quand ¢ tend vers 2, y — 22 a le signe de — x3.
n en conclut qu’il y a inflexion graphique; du c6té
0 lut qu’il y fl graphique; du c6
des x positifs, le facteur y — 2z est positif; il est
positif du coté des x négatifs.
Pour I'autre tangente, on a

83— 212x +. ..
y+r=—————-:
¥y —2x
Poury = — z, y + x a le signe de — x*.
Donc la courbe est toujours du méme coté de sa tan-

gente (fig. 1).

Fig. 1.
y
0 a
2* Tangente double. — Considérons de méme
I’équation
(y —mz )2 Ypo(2,y) + 0pr1(2,¥)+...=0

a. Supposons d’abord ¢, (1, m) 5 o. La tangente
y — mx = o rencontre la courbe en p + 1 points seu-
lement a 'origine, c’est-a-dire en un point de plus seu-
lement qu’une sécante quelconque, et il ne peut y avoir
qu’un arc de courbe d’un c6té déterminé de la tangente.
On a comme précédemment

x3 Pp+1 (1, g) -+
(y —mx)2t=—

‘;‘P-Z(’v ‘;".')

\
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quand x et y tendent vers o et t = % vers m, le second
. x3 Qpiq (1, m) .

membre a le signe de — —2X1 . Les points de la
g q‘p—l(lv m) ) P

courbe sont placés par rapport a la tangente double de
la méme fagon que ceux de la cubique unicursale
z3 I, m
(y —ma)r=— _‘M;
$p+a(1, m)
il y a rebroussement de premiére espéce.
Pratiquement, on opére comme précédemment en

tirant (¥ — mx)? pour avoir son signe quand x tend

vers zéro et —x‘}: vers m, c’est-a-dire en remplagant y

par mx.
Exemple. — Soit la courbe
(y+2)(y—a)l+y*—hfviy —x=o,
on a
43y —yt+...
PRV L0 dnd Al sl L
(}, x) ‘}’+x

En remplacant y par x, on voit que le signe est celui
de %%‘, c’est-a-dire de xr; il faut donc que x soit positif
poml que les points de la courbe soient réels; il y a
rebroussement de premiére espéce du coté des x posi-

tifs ( fig. 2).

Fig. 2.
J
) x
Remarque. — La méthode s’applique évidemment

si m = o, c'est-a-dire si la tangente est I'axe Ox; dans
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le cas ot m est infini, pour avoir la position par rap-
port a Oy, il suffit de tirer & pour une tangente simple,

z :
x? pour une tangente double, en remplagant; par zéro

pour avoir le signe.

Soit
r}(y—x)+ xr*—a2y*—axS=o,
on a
%
,  2yh—xt .yt (2——_'>
zt = e s
B
Y

x? a le signe de y; il y a donc rebroussement de pre-
miére espéce du coLé des y positifs ( fig. 3).

Fig. 3.

J

b. Supposons maintenant
¢pr1(l,m) =o0 et 9 p+2(l, m) Z o.
On peut alors poser
tpes(2,) = (3 — m2) 4o (2, 7).
L’équation de la courbe proposée devient

(y —mz)?4pa(2,y)
+(y—mzx)Yp (2, ¥) + Ppr2(Z, ¥) +...=0
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ou
(¥ — m@)t dpa(t, 1) + 22 (y — ma) Yp(1, 1)
+ 2 0op s (1,8) + 292 @pig(1,8) +...=0,

opig(Z, y) élant le premier groupe homogéne qui
suit 9p42(x, ), ou encore

220, 4(1,1)

q’l’—-i(' ) B

(y—mzx—a'2?)(y —mz —oa"z?) + ..=o,

' et o étant les racines de I'équation
a?dpa(t, 8) +ap(1,8) 4+ ¢pra(1, 1) =0

ct ayant respectivement pour limites, quand x el y
tendent vers o et t vers m, les racines a' et 4’ de
I’équation

(1) atdp s(1,m)+adp(1, m)+ ¢pira(1,m) =o.

Il existe alors des points de la courbe pour lesquels
on a identiquement

212, 0(1, 1) +. .. .
(y—mz—a"2%)§,(1,0)

y—mzr=ao 22—

Par suite, lc second membre est du signe de o' x2,
qui est celui de a’x?. Donc la parabole

y—mr=ax?

a méme tangente et est placée par rapport a cette tan-
gente du méme c6té que I'arc de courbe considérée. On
peut donc encore remplacer la courbe par le faisceau
des deux paraboles

(y —mx—a'z?)(y —mzx — a'z?) = o,

la position de la courbe par rapport a chacune d’elles
étant donnée par le signede 0., (1, m)etde §,_o(1,m).
Ann. de Mathemat., §° série, t. VI. (Mars 19o6.) 8
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Si a' et @’ sont réels et de signe conlraire, on a un
contact double de part et d’autre de la tangente (fig. 4).

Fig. 4.

Si @' et @’ sont réels et de méme signe, mais distincts,
on a un contact double du méme coté de la tangente

(fig- 5).

Fig. 5.

Si a’ et @’ sont deux racines imaginaires, on a un
point double isolé.

Enfin, si a’ et @’ sont deux racines égales, on a,
a la limite,

12 Qpyq(1, m)

$(1, m)

(y—mxr—ax?)t=—

qui est encore la courbe auxiliaire, ©p.4(1,¢) étant la
premiére fonction qui ne s’annule pas pour ¢ = m. Si ¢
est impair, on a un rebroussement de seconde espéce;
Pp+q(l, M) >

si ¢ est pair, point double isolé lorsque (. m)
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et contact double d’'un méme coté de la tangente lorsque
@ptrqlt, m)
Y(1, m)
remplacée par I'une des deux courbes explicites

L (1,m)
=mr+arr+ar () —PrdlLM),
7 \ (1, m)

La parabole y == mx +- ax? sépare les deux bran-
ches de courbe, qui lui sont tangentes, I'une intérieure-
ment et ’autre extérieurement.

La méthode étant ainsi théoriquement justifiée, voici
comment on peut opérer dans la pratique. Soit la
courbe

< o, chaque branche de courbe pouvant étre

(y =23 (y*+2?)
—2y—x) (Y +2y)+yS— 4o+ 2y =0;

on prend tous les termes contenant y — x en facteur,
plus les termes de plus bas degré qui suivent immé-
diatement

(y—z)2 (2+ax)—2(y—z)(y*+23y) + 5.
En remplacant, dans les coefficients de y —x, y par x,
el en divisant par x2, on a I’équation

2(y — 2 —§at(y — )+ ab=o,

qui peut s’écrire en décomposant en carrés

2 zk_.
(y—r—x )2—72—_-0.

La position des branches de la courbe est donnée par
celle des paraboles

2

y—x—zxt=:£t z,

2



( 116)
On voit que les deux branches sont du coté ou y — x
est positif.

c. Supposons ¢,., non idenliquement nul, mais
oppa(1,t) nul ainsi que ©p,2(1,1) et soil 9pa(1,1)
la premiére fonction ne s’annulant pas pour t=um.
On a, comme précédemment,

(y—mz)2d, (1, )+ 22y —ma)Yp(1,t)
+xvoppe(1,8) 4. 2T 20, (1, 8)+...=0

1, .
ou, en posant o= — M, 0. ayant pour limite
2¢p-ali, t)

q’p(h m)

aQ—=— ———
24‘/}»—2(11 m)

(y —mzx — ax?)?
g (a._,_f?,)+z(l,t)) L X1, (10 1)
q‘pfﬂ([at) ' q’ll—-?([»t)

ou
(y — mx — ax?)?

xr (1, )+ A 2I2Y, (1, 8) 4. .. .
q’l’“‘z(lv t)

= a2k —

Si az£o, cest-a-dire $p(1, m)#20 [en d’autres
termes, si m est racine simple de ¢, (1, t)=0], le
second membre est du signe de a?x*, donc positif; il y
a encore deux branches de courbe du méme c61é de la
tangente. La courbe auxiliaire devient

(y —max — a,z)2=azx'..__xq+2‘££‘*;‘i((’—m)
‘}l,;—z(ly ’n)
ou

(1, m
y=mz+azx?=* :zr’\/a’— zg Yo M)
‘¥p-~z(l: m)

Si a=o, c'est-a-dire si a est racine double de
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Ppyi (1,t)=o0, on aura

(¥ —mz ) [$p-2 (1, 8) + 2 45 (1, 8)]
+ 23(y —mzx) Ppia(1,t) + ...,

et I'on sera, comme précédemment, ramené a I'étude
d’une courbe auxiliaire de la forme

_ Ppra(t, m)

=mz+ ayz3ty/ avec = ‘—7)
Y 2¢p—2(1, m)

et ainsi de suite.

d. Enfin, supposons ¢, identiquement nul, ainsi
que Ppioy « oy Jusqu’a ¢,y inclusivement. On aura

(y —=mz) $ps(2,5) + ¢pr(2, ¥) +...=0

On obtient immédiatement, comme précédemment,
la courbe auxiliaire
"2 op (1, m)

(y—ma)=— bp—a(1, m)

en supposant o, (1, m) £ o.
Si r est impair, rebroussement de premiére espéce.

Si r est pair, point double isolé ou deux branches
de part et d’autre de la tangente qu'on peut remplacer
par les branches de la courbe :

1 _ ‘P[H—r(lam).

Yp—2(1, m)

r
>+
y=mxEtz?

e. Si op, (1,m)=o0,0na
oprr(2,y) =(y — mx) Yprr— (2, ¥)-

On est comme précédemment amené a considérer la
courbe
(y —mz)§ps(1, m)
(2) +ar(y —mz) $piry (1, m)
+ e Qp oy (1, m) = 0.
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Si « = r, on peut encore comme plus haut remplacer
la courbe proposée par le faisceau de deux courbes uni- °
cursales de la forme

. (y—mz+adar)(y—me+ a’zr+t) =o,
et si a > r, par une courbe

(J’ —mz — azx™i)= a? x2r+1) Aw""‘*’""'?;

résultats analogues a ceux trouvés précédemment.
Si a<lr, soit a=r—h; Iéquation (2) est de la
forme
(y —mz)+2Azr+1(y — mz)+ Barr+i-h=o
ou

Yy —mz =— Azgr+i= /zir+2—h(Azh _ B).

Si /i est impair, le radical n’est réel que pour des
valeurs de x d'un signe déterminé, il y a rebrousse-
ment de premiére ou de seconde espéce suivant la pa-
rité de r.

Si % est pair; deux cas : B> o point double isolé,
et si B<Zo deux branches de courbe réelles d’un méme
c6té de la tangente et de part et d’autre de la courbe

¥y =mx— Azr+i,

Tangentes multiples. — La discussion compléte
serait trop longue; les considérations précédentes suf-
fisent pour justifier les procédés pratiques suivants :

On prend tous les termes, a partir de ceux de moindre
degré, contenant y — mx en facteur; on prend de plus
I'ensemble des termes de degré supérieur qui suivent
immédiatement, en laissant de c6té tous les autres
termes; la courbe ainsi obtenue posséde a I’origine, au
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point de vue de la tangente considérée, les mémes pro-
priéiés que la courbe proposée. On remplace y par mx
dans les coefficients de ¥ — mx et dans les derniers
termes conservés. On a ainsi une équation en y — mx
dont on étudie les racines au point de vue de la réalité
et du signe, aux environs de l'origine. On en conclut
la position des diverses branches de courbe réelles.
Nous supposerons d’abord un cas ou I’équation peut
s’étudier complétement, par les procédés ordinaires.

Exemple. — Soit la courbe
a(y—x)P(y —2xl2+2¥(y—x)—23y'+2yll—al2=0.
Pour étudier la position par rapport a la tangente
y—z=o,
il suffit de conserver les termes
My —axpP(y—22P+28(y —2)—x*yT=o0.
En remplacant y par x dans les coefficients, on a
(y—aopP+23(y—x)—axt=o0,

que nous considérons comme une équation du troisiéme
degré en y — x.
La condition de réalité des trois racines est

fx¥ 427210 < 0.

Quand x tend vers zéro cette expression a le signe
de z. Donc, du coté des x positifs, il y a'une seule va-
leur réelle pour y — x; cette valeur est positive; donc
la courbe est du c6té y — x> o.

Pour x << o et suffisamment pétit, on a trois bran-
ches réelles; I’équation ayant deux variations, il y a
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deux branches. telles que y —x soit positif et une
branche telle que ¥ — x <<o; il y a donc une branche
ordinaire et un rebroussement de premiére espéce
(fig- 6).

Fig. 6.

Y

L’étude de la tangente double (y» — 2x)2=o rentrc
dans un cas déja traité par un exemple. Cherchons les
branches tangentes 4 Oy.

Conservons tous les termes jusqu'a y''; on peut

’ . ’ . . . . . xr
écrire I’équation ainsi réduite, pour faire apparaitre —,
Y

23 [y:a(, —17;)3.}”:(1—2)24— z5<1—£\ —,}’7] +oaylt=0
Y Y Y o

L'équation sera nécessairement de la forme binome,
puisqu’il n’y a pas de termes, aprés le premier, conte-
nant x 3 une puissance inférieure a trois.

Cette équation se réduit A

23 (1—y?) +2y8=o0.

On voit que x? a le signe de — »¢; il y a donc une
seule branche de courbe réelle tangente a Oy du co1é
des x négatifs.

Cas général. — Soit une courbe ayant a I'origine un
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point multiple, les termes de moindre degré contenant
y? en facteur.
Les considérations justifiées précédemment nous per-
mettent, aprés avoir ordonné I’équation par rapport
aux puissances décroissantes de y, et remplacé, dans

les coefficients, % par zéro, de nous limiter a I’étude

d’une équation de la forme
yP+Aypizai Byr2zbi . .+ Lyx!4+ Kzmn=o.

Pour étudier la réalité des racines lorsque x tend
vers zéro, aprés avoir lenu compte des lacunes pos-
sibles, on examine le cas x> o; la transformée en — x
permet ensuite d’étudier de méme le cas x <o,

On est conduit & substituer & y des valeurs tendant
vers zéro en méme temps que x, c’est-a-dire de la
forme x, ce qui donne

2Ph - Azga+Mp—1)  Bgpb+Np—2 4 i+l Kzm,

Pour x suffisamment petit, le signe de cette expres-
sion sera celui du coefficient de la plus faible puissance
de x. Il suffit de voir quelles valeurs on peut donner
a A pour que les résultats des substitutions soient de
signes alternéds.

Dans la pratique, en s’aidant de 'examen des varia-
tions de I’équation, il est aisé d’apercevoir les valeurs
utiles de A, comme nous le montrerons sur un exemple;
dans le cas le plus général, on peut végler les tatonne-
ments de la maniére suivante :

Prenons deux axes de coordonnées O%, Oz et figu-
rons les droites

Z=p, z=a+rip—1), ..., z=Il+X zF=m,

qui représentent les variations des exposants, en mar-
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quant sur les droites le signe + ou — suivant le signe
du coefficient correspondant; ces droites ont des coef-
ficients angulaires p, p —1, ... positifs et décrois-
sants.

On voit aisément, quand X varie, les régions ou I'on
peut trouver des signes alternés, et I'on en conclut le
nombre de branches réelles. Ces régions sont séparées
par les points de rencontre des droites deux a deux.

Pour étudier les branches négatives, Loujours du coté
des x positifs, on opére de méme en substituant — z”.

Exemple :
Y (y—xP+o2y(y +x)pP+yxr’+x0=o0.
On est amené a étudicer Péquation

yrrioyred+ yr'+rio=o,
y+ +2yrxd 4 yri+4- 28 =o.

Pour x > o, on a au plus deux racines réelles et né-
gatives, comme l'indiquent la lacune et le nombre des
variations. La substitution y = o donne le signe de x*
qui est positif. Substitnons — x?,

24N o 3 F2h— 5 g8,
Construisons les droites
z = 4\, 3 =3+ 2, Z =N+ 5, z =28,

et marquons sur ces droites les signes des coefficients
(fig-7)- -

Pour que les deux branches possibles soient réelles,
il faut que x*** donne son signe; il suffit pour cela de
prendre X entre a el &, le z de la droite marquée du
signe — sera le plus petit.

On voit ainsi que A est compris entre 2 et 33 la
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courbe y = — x? sépare les deux branches réelles de la
courbe du coté des y négatifs.
Pour z < o, formons la transformée en — x

Yr—oytzxd— yxS4 w8 =o.
Il peut y avoir deux branches réelles positives

y=o0 donne Jle signe +.

Fig. 7.
Z + /4 -
o 4L .
st/
R >
% 2;3
%

Substituons y = x?,
IV — 2 223 — A+ 8,
€l construisons
3=4\ s=2A4+3, z=%+5  z=8
En changeant le signe de la deuxiéme droite sur la
figure précédente, on voit qu’il suffit de prendre

?1<)\<§
2 2
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‘pour avoir un résultat de substitution négatif. Il ya
donc deux branches positives réclles séparées par
¥ = x?, par exemple.
Pour étudier les racines négatives, substituons
y=—r,
TN — o p2+3 - A5 x8;

on a le signe négatif pour

5
‘2<)\<;'

Donc les deux branches négatives sont réelles.

On voit aisément que le procédé est général. En con-
struisant exactement les droites z=ak <+ b on peut,
sans calculer les valeurs de A, voir s'il est possible de
trouver une ordonnée rencontrant ces droites en des
points correspondant aux signes cherchés. l.a méthode
est la méme pour étudier le nombre des branches
réelles ct leur position par rapport a une tangente
multiple y — max =o. (A suivre.)

[L'1e] -
SUR LA PROJECTION CENTRALE;

Par J. M. JUHEL-RENOY.

Dans son excellent Ouvrage : A4 Treatise on the
analytical Geometry (Dublin, 1885), M. John Casey
expose, en ces termes ( Theory of projection, Sect. V,
p. 271), la théorie analytique de la projection cen-
wrale.

« Soient O P'origine, OX, OY les axes; BB et IV

deux droites paralléles & I'axe des y et rencontrant
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J'axe OX en B et I (appelées respectivement droite de
pase et droite de 'infini). Soit P un point quelconque
du plan; joignons IP coupant BB en C; par C,
menons CP’ paralléle a OX, rencontrant OP en P, Le
point P’ est appelé la projection du point P. »

M. Casey, faisaut ensuite ressortir les avantages de
cette méthode, entre autres de débarrasser le lecteur
d’avoir a considérer différents plans et d’admettre
I'usage de I’analyse, moutre que les propriétés aux-
quelles elle conduit sont précisément celles de la
perspective.

On voit, en particulier, que si une droite CD coupe
la droite de base et la droite II' aux points C el D
respectivement, sa projection passe par G et est paral-
lele 2 OD, et que si I'on méne la paralléle KK' a BB',.
telle que BK = — OI, KK’ est la ligne de fuite du plan
que I'on projette.

Le but de cette Note est de faire Papplication géo-
méirique de la méthode a I'étude des propriéiés fonda-
mentales des coniques, propriétés focales et intersec-
tion avec une droite, et en particulier, en ce qui
concerne I’hyperbole, démonstration du théoréme ca-
pital de la constance aréolaire du triangle déterminé
par les deux asymplotes et une tangente quelconque,
non sans avoir montré, au préalable, comment la défi-
nition de M. Casey se rattache a celle des figures
homologiques, V'origine étant le centre d’homologie, et
la base, I'axe d’homologie.

En effet, menons par P la ligne QR égale et paralléle
a BI; nous aurons, p étant le point de rencontre de OP
ctde BB,

OP _IP _ PR pP QP
oP —1C~ BI uP T CF




Or
Qr_PC_CP o up QP _PR
PR™ TP ~ OI’ pP — CP ~ OI
et, par suite,
OP  uP _ OI

(OpPP) = or * —};‘}37 = Bi

Le rapport anharmonique des quatre points O p PP’
est donc constant et, par suite, les points P et P’ dé-
crivent deux lignes homologiques, ce qui justifie la
définition de perspective donnée par M. Casey. On sait,
en effet, que, quand deux figures sont homologiques, il
suffit de faire tourner le plan del'une d’elles d’un angle
quelconque autour de I'axe d’homologie pour que les
deux figures soient en perspective.

On voit d’ailleurs que la construction dont nous nous
occupons n’est autre que celle qui donne ’homologue P’
d’un point P, connaissant le point 1 dont I’homologue
est & Linfini sur OX, Elle se déduit, en outre, immé-
diatement de la construction de la Hire (Apercu histo-
rique, p. 128); caril est évident que les deux droites OR
et QP’ sont paralléles, les points Q et R étant respecti-
vement sur les droites BB’ et II'.

I. Tutoreme. — Zout cercle peut se projeter sui-
vant une courbe telle que le rapport des distances
d’un quelconque de ses points & un point fixe et & une
droite fixe soit constant.

C’est un théoréme bien connu de la théorie des
figures homologiques. Sa démonstralion se fait en pre-
nant pour origine le centre F du cercle et pour droite
de base la tangente en B a la circonférence. On en
conclut que, m étant la projection de M, on a

mF BF — —_
mP —BK — const.. avec BK =—FI,
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mP’ étant la distance de m i la ligne de fuite KK'. Le
point F est le foyer, et la ligne de fuite la directrice.

Proposons-nous de construire la tangente a la co-
nique en m; soit T le point d’intersection de la ligne
de fuite et de la paralléle menée par F a la tangente au
cercle en M; les perspectives de deux droites paralléles
se coupant sur la ligne de fuite KK', mT est la tangente

en m; on voit que m FT est droit.

" TutorEME INVERSE. — On peut projeter une conique
suivant un cercle.

1l suffit de prendre pour origine le foyer F de la co-
nique et, pour droite II' ou droite limite, la directrice
correspondante.

Tutorime. — La projection d’un cercle qui n’est
pas tangent & la droite 1I' est une courbe telle que la
somme ou la différence des distances de 'un quel-
conque de ses points & deux pointe fizes (foyel's) est

constante ( fig. 1).
Fig. 1.

En effet, prenons pour origine le centre F', la droite IT'
ne rencontrant pas le cercle, et pour base BB’ la tan-
gente au cercle paralléle a II'. Soient m, n, E les points
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d’intersection avec la circonférence et avec la base
d’une sécante passant par I, qui se projette suivant une
paralléle 4 FI passant par E el rencontrant la courbe
de projection en deux points M et N, respectivement
situés sur Fm et Fn.

Si L désigne le point de rencontre de mn avec la po-
laire de I, on a
F(mnlIL) =—1.

Donc FL coupe MN en son milieu S. Or

F§ _IE_
—P-‘-E——E—CODS.

Le lieu de S est donc une perpendiculaire a FI ren-
contrant cette droite en un point fixe O; c’est un axe
de symétrie pour le licu des points M et N.

On a d’ailleurs

MF_ 1B NF_ B
mF ~ Im ‘ nF — In’

d’ou, par addition,

M:]E<_L+ ‘>___‘,“L

mF Im In “IL

et, par suite,
MF -+ NF = const.

Or, par raison de symétrie, NI est égale a la distance
du point M au syméirique F' de F par rapport 2 O; on
a donc

" MF + MF'= const.,

ce qui démontre la proposition.
Dans le cas ou la droite 1I' coupe le cercle, on dé-
montre d’une fagon identique que

MF — MF’'= const.
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De ce qui précede, on peut donc conclure que la
perspective d’'un cercle peut étre une ellipse, une hy-
pcrbole ou une parabole, ces trois courbes ayant la
propriété commune d’éwe le lieu des points dont le
rapport des distances a un point fixe (foyer) et a une
droite fixe (directrice) est constant.

II. Soit a trouver les points d’intersection d'une
droite et d'une conique a centre donné par un foyer F,
la directrice correspondante II' et un point C. Proje-
tons la conique suivant un cercle, en prenant pour ori-
gine F et pour base la perpendiculaire BB’ & FI menée
par C et soient D et E les points d'intersection de la
droite donnée avec II' et BB'; la paralléle menée par E
a FD rencontre le cercle en deux points m et n qui
sont les projections des points M et N cherchés, points
situés respectivement sur Fm et Fn ( fig. 2).

Fig. a.
N B I
— ¢
w
" D
F I8 I

III. Considérons plus particuliérement le cas de I'hy-
perbole et de ses asymptotes. C’est un théoréme bien
connu, qui peut méme servir de définition 4 I'hyper-
bole, qu’une tangente & cette courbe forme avec les
asymptotes un triangle d’aire constante, le point de con-

Ann. de Mathémat., §* série, t. VI. (Mars 1903.) 9



( 130)
tact étant le milien du segment intercepté sur la tan-
genle par les asymptotes. Pour le démontrer, projetons
un cercle ( fig. 3) en prenant pour origine son centre F,

Fig. 3.
B’ I
P
R
C
\§
0 .
o/? ¢ \
F y '
R D’
s
/w/

pour base la tangente BB en un point B et pour droite 11/
une paralléle a BB’ coupant le cercle en deux points D
et D’; les tangentes en D et D' a la circonférence cou-
pent la base respectivement en G et C'; la projection du
cercle est une hyperbole ayant pour asymptotes les
droites OC et O perpendiculaires, la premiére sur CD,
la seconde sur C'D’; la tangente en un point m du
cercle rencontre respectivement les droites II' en P,
CD en r, BB en Q, C'D' en 1/, et se projette suivant
une paralléle menée par Q a FP et rencontrant respec-
tivement les droites OC et Fr en R, Fm en M, OC/
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et Fr/ en R'. La proposition sera démontrée, si 'on fait
voir que les triangles ROR’ et COC' sont équivalents et
que M est le milieu de RR’. La premiére partie résulte
de ce que CR’ et C'R sont paralléles ou que Cr' et C'r
se coupent sur la droite I'. En effet, soient y le point
d’intersection de Bm et de II', « le point d’intersection
de BD et de mDY, B le point d’intersection de BD' et
de mD; ay est la polaire de B, elle se confond donc
avec C'r; de méme By est la polaire de «, elle se con-
fond donc avec Cr’. Donc Cr’ et C'r se coupent en y
sur II'. La seconde partie résulte immédiatement de
ce que les quatre points P, r, m, r’ forment une
division harmonique. En effet, soit P’ le conjugué
harmonique de P par rapport 2 DD', la droite qui
joint P’ au pole H de DD’ est la polaire de P par
rapport au cercle et aux deux langentes; elle passe
donc par m.

La proposition est donc établie; on peut démontrer,
d'une maniére analogue, qu'une transversale rencontre
la courbe et les asymptotes en deux couples de points
ayant lc méme milieu. En effet, soit une sécante ren-
contrant respectivement (fig. 4) II' en P, CD en r, la
circonférence en m et n, la base tangente au cercle en
un point Q, C'D’' en 1’ et se projetant suivant une
droite coupant OC et Fren R, Fmen M, Fren N, la
base en Q, OC et F7’ en R’ et de plus paralléle a FP.
Il suffit de montrer que le rayon FP a méme conjugué
harmonique par rapport a Fr et Fr' d’une part, a F'm
et Fn de I'autre, ou que P a méme conjugué par rap-
port aux deux couples de points r, 7’ et m, n. En effet,
soit P/ Je conjugué de P par rapport a DD'; H éiant le
pole de DD/, P'H est la polaire de P par rapport au
cercle et par rapport aux deux langentes a la circonfé-
rence cn D et D'
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IV. Considérons maintenant le cas de la parabole,
c'est-a-dire le cas ou la droite I est tangente au cercle
a projeter et prenons pour base BB' la tangente paral-
léle 4 II'. La tangente en un point m du cercle rencontre
la base en D et la droite I’ en C et se projette suivant

Fig. 4.
R

la paralléle menée par D a FC, le point de contact M
se trouvant sur Fm. Or

PP SN P

DMF = MFC = CFI et DFC = go°.
Done, dans la parabole, la langente fait des angles
égaux avec le rayon vecteur du point de contact et la
paralléle a 'axe menée par ce point, et la projection du
foyer sur la tangente est sur la tangente au sommet.
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Soient CD et C'DY deux tangentes paralléles au cercle
en des points m et m'; leurs projections, respectivement
paralléles & FC et FC/, et par suite rectangulaires, se
coupent sur la ligne de fuite, en d’autres termes sur la
directrice et par suite le lieu des sommets des angles
droits circonscrits a la parabole est la directrice.

Cherchons enfin les points d’intersection d’une
droite L et d’une parabole. Projetons la parabole sui-
vant un cercle en prenant pour origine le foyer F, pour
base BB’ la tangente au sommet B et pour droite II' la
directrice; la droite L rencontre la directrice en C, la
tangente au sommet en D; sa projection, menée par D,
paralléle & FC, rencontre le cercle de projection, décrit
de F comme centre avec FB comme rayon, aux points m
ct n, projections des points M et N cherchés et situés
respectivement sur les rayons Fm et Fn.

Comme conséquence de cette construction, remar-
quons que la bissectrice de I'angle MFN est perpendi-
culaire sur mn et que, par suite, FC est bissectrice de
I'angle formé par FM et FN' prolongement de FN. On
a donc ce théoréme bien connu, que la construction
analogue, donnée précédemment, permet d’énoncer
pour une conique quelconque :

Tratorime. — Soient M, N deux points quel-
conques d’une conique; la droite FC qui joint un
Soyer F de cette conique au point C de rencontre de
la sécante MN avec la directrice qui correspond au
Sfoyer F, est bissectrice de U'un des angles formes par

les droites FM, FN.

On pourrait obtenir une autre construction des points
d’intersection d’une parabole et d'une droite en proje-
tant le cercle, au lieu de la parabole, et retrouver ainsi
une construction donnée par M. Ernest Lebon dans les
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Nouvelles Annales de Mathématiques (1885, p. 338).
Soient, en effet, un cercle de centre F, BB et II' deux
tangentes aux extrémités du diaméire BI, M et N les
points d’intersection avec une sécante qui coupe la base
en C et la droite II' en Dj; la sécante se projette suivant
une droite L passant par C et paralléle i FD; le cercle,
suivant une parabole ayant pour foyer F et pour tan-
gente au sommet! BB/, les points M et N ont pour pro-
jections les points m et n d’intersection de la droite L
et de la parabole. D’ou la construction. M. Lebon re-
marque, avec raison, qu’elle est plus simple que celle
que Pon donne habituellement.iLes considérations qui
précédent permettent d’ailleurs d’établir, avec la méme
facilité, la coustruction que, dans le méme article,
M. Lebon a donnée des points d’intersection d’une
droite et d’une conique dont on connait un foyer et les
sommels situés sur ’axe focal.

Soient, en effet, F un foyer d'une conique, B et I les
sommets de 'axe focal, BB’ et II' les tangentes aux som-
mets, la premiére étant la base et la seconde la droite
dont la projection passe a P'infini, la conique se proje-
tant suivant une parabole ayant pour foyer F et pour
tangente au sommet BB'. Une droite CD rencontrant I¥
en G et BB en D se projette suivant une droite DG,
coupant 1I' en G, dont les points de rencontre avec la
parabole, m' et n', s’obticnnent par la construction
dounée précédemment, c’est-a-dire en joignant le point
d’intersection E de CF et de la droite HH' symétrique
de BB’ par rapport-a F au point D, en prenant les
points d’intersection m et n de DE avec le cercle de
centre I et de rayon FB, puis les points d’intersection
m' eL n’ de DG avec les rayons Fm et Fn. On en déduit
immédiatement les points d’intersection M et N de la
droite el de la conique données, qui se trouvent sur la
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droite CD et les rayons Fm et Fr respectivement.
C’est la construction méme que M. Lebon a obtenue,
d’une maniére toute différente. On remarquera que la
ligne DG est inutile pour la construction.

N. B. — On voudra bien observer que la construc-
tion, donnée au paragraphe IV, des points d’intersec-
tion d’une droite et d'une parabole s’applique, sans
modification, au cas d'une conique quelconque. La
démonstration élémentaire de la construction est d’ail-
leurs immédiate. C’es|, d’autre paxt un cas particulier
de celle du paragraphe II.

[D6ip]
SUR UNE INEGALITE DE M. HADAMARD:

Par M. LANDAU.

Dans un travail récent Sur les séries de la forme
Za,, e ™%, publié dans les Nouvelles Annales de
Mathématiques (4° série, t. IV, 1go4, p. 529-533),
M. Hadamard a développé quelques inégalités, qui,
suivant son expression, « peuvent avoir leur utilité ».
Je vais confirmer, dans les pages suivantes, cette attente
de M. Hadamard, en en faisant une petite application a
la théorie de la fonction {(z) de Riemann. En combi-
nant les anciennes méthodes avec une de ses nouvelles
relations, je parviendrai & prouver le théoréme sui-
vant :

1l existe une constante positive a telle que, pour
tous les g > o,

. o
[C+gi)|> m‘
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En d’autres termes, la limite inférieure d’indétermi-
nation, pour ¢ = oo, du produit

logtq | {(1+ gqi)|

est supérieure a o.
Jusqu’ici, on ne connaissait que I'inégalité un peu
moins précise

lim inf. log7¢ | {(1+ gi)| > o,
q:n

démontrée par moi, comme proﬁosition auxiliaire, par
exemple dans mon travail Neuer Beweis des Prim-
zahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes [ Mathe-
matische Annalen, t. LVI, 1903, p. 654, formule (1g)].
Je commence par refaire, dans un cas spécial, un
raisonnement général de M. Hadamard. Soit

F(z)=Y =2
n=1

une série de Dirichlet, dont les coefficients a, sont
tous 2 0 el qui converge pour R(z) > 1. Soient ¢ > o,
g réel; on aura

=

F(l—i—s) = ,:T_':e,
n=1
. a
F(l+€+qt)=2 #FE:
n=1
RF(+ e+qi)=z n?:s cos(glogn),
n=1

et pareillement
RF(1+¢e+2qi)= 2 ,;tie cos(2q logn).
n=1
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Donc, en posant

‘ F(1+¢) = Ry,
(1) RF(+e+gqi) =Ry,
( RF(1+¢+29%) =Ry,

. an R;\?
o= E pYEe; (cos(q logn) — F:,)

n=1

< @ 2Ry R%
—_—ani (cosi(qlogn)————cos(qlogn) —l>

n=1

— S ap 1 1 2B1 R%
_2 T <; “+ -z-cos(zq logn)——Ro— cos(qlogn)%——ﬁg)

>R R} R}
= IRy “Ry— &, R+ g Ro= SRo+ ZRy— 1,

Rz Ry\2
R, <Ro> "
Clest I'inégalité (3) du Mémoire de M. Hadamard, pour

le cas spécial qui m’intéresse; elle donne

R}S - Ro(Ro+ Ra),

t
—'/ ;Ro(Ro-*‘Rg) .

Je rappelle en outre les propositions connues (voir
p- 649, 651 ¢t 653 de¢ mon Mémoire cité) :

(2) Ry

v

(3) log§(1+e)<l+log% pour o<elr,

(4) 8O +e+2qi)|<2logg

pour ofeli, gZro.
(5) |¢(+e+ gi)|<6log2g

Je pose maintenant, pour R(z)>1,

F(z)=log{(s) =—Z log(n— —~> E
P

®

I
m sz
m=1
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ou p parcourt les nombres premicrs; c’est une série
®
n=1

« 1 .
ou a,= — pour n=p™ el a,= o pour les n qui ne
m P n

I 3]

n
)

]
a

sont pas des puissances de nombres premiers. Tous
les a, étant 20, on peut appliquer I'inégalité (2), en
posant, d’aprés (1),

Ro= logl(1+¢),

Ri=Rlogl(1+¢e+qi) =log|l(1+¢ec+qi)]|,

Ry= Rlogf{(1+ ¢+ 2qi) =log|L{(1+ e+ 2q1)|.
On obtient, pour ¢ > o, ¢ % o,

log| {1+ e+ qi)|

;—\/%log((l—l—s)(logQ(l—i-e)+log|§(l+s+2qi)|),

d’ou, en vertu de (3) et (4), pour o <<e<r, g210,

log |C(1+¢+ qi)|

2—\/§ <l+log%) <x+log§ +1+loglogq>,

(6)  |T(t+c+gqi)|2

I
e\/;- (l + log%) (24— log%+log log q)

D’autre part, pouro <e<1, ¢210, (5) donne

1+E+gqi
Ca+ergh—L0+gnl=| [ C(a)dz| <belogrg,
X 1+gqi
donc, en appliquant (6),
18+ gi) | = |00 +e+gi)— (L(1+¢c+ gi) — L(1+ gi)) |
2 8G+e+qi)|—|L+e+gi)— {(1+gi)]
(7) > . —6elog2g.

e\/é <1+ log% ) (!+log%+log log q)
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Pour tout g 210, je fais maintenant
I
*= Siilogig’
ce qui satisfait évidemment aux conditions o < eSr.
J'obtiens, en vertu de (7),
1 6

 T10y,..6 7
\/;(u+sloglogq) (12+-9loglogq) e log q
e

[C(+qi)| >

. logs 6
(8) logeq |L(1+gi) | > ——nb T — %
ee V(-s- + log logq) (s-o—Alog logq)
Or, en posant loglogg =y,

lim logg lim il

1= V(o) (Grimora) 722 \/(F) (5+2)

_ () (5] G R

Le second membre de (8) tend donc, pour g = o0, vers
la limite positive

_65\6 _8 : 1
p:(e “) —6et0=¢ “—68"°=e“‘°<es—6)-

Donc, pour tous les ¢ suffisamment grands (¢ 2 ¢,),

(9) (1 logiq) | L(1+gi) | > logoq [L(1 +gi) | > ;
d’autre part, {(z) étant différent de o pour R(z) =1,
le premier membre de (9) est, pour o < g < ¢o, supé-
rieur A une constante positive; il existe donc une con-
stante positive o telle qu’on ait, pour tous les ¢ > o,

(1+logtq) [L(r + g) | > <,

. a

[C(1+gi)| > 1—-4——|0g—5q-’

ce qu'il fallait démontrer.
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En vertu de l'identité
[ea+ )| =|C(—qi)| (gZo),
on a, pour tous les g 2o,
. a
[C(1+q0) | > Tm’q—l'

Dans tous ces développements, je ne me suis appuyé
que sur les propriétés les plus élémentaires de la fonc-
tion {(z). Je ne me suis pas servi du théoréme impor-
tant de M. Hadamard (publié en 1893) sur I'existence
et la densité des racines imaginaires de {(z), ni méme

du fait, découvert déja par Riemann, que la fonc-
tion {(z) existe dans tout le plan.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
Poitiers.

EPREUVE ECRITE. — 1. Former Uéquation différentielle
des lignes géodésiques d’une surface de révolution définie
par les relations

z =rcosb, y=rsinb, z=19(r)

et montrer que l'intégration se raméne aux quadratures.

II. Une courbe plane G est rapportée & deux axzes rec-

Y

—1

¢ x
tangulaires Oz et Oz; un point quelconque M de cette
courbe étant projeté en Q sur ’aze Oz, le point Q se pro-
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Jjette en P sur la tangente en M, et l’on a
PM=a; .

déterminer la courbe.

1. Trouver-les projections sur un plan perpendiculaire
a Uaxe de révolution des lignes géodésiques de la surface
engendrée par la courbe G, tournant autour de O 3.

EPREUVE PRATIQUE. — I. On demande les conditions pour

que Uintégrale
‘/‘lxa—‘([ —z)-edr
o b—zx

ait une valeur déterminée.
H. Calculer cette intégrale.

1. Cas particulier

(Juillet 5905.)

EpREUVE ECRITE. — 1. On prend pour origine des rayons
vecteurs d’une épicycloide le centre du cercle fire. Soient
alors p le rayon de courbure en un point quelconque, r le
rayon vecteur correspondant; démontrer qu’il existe une
relation de la forme

p2+ (m — 1)r2 = const.,
m est un nombre positif.
II. Trouver toutes les courbes planes telles que l’on ait
P2+ (m—l)r’ﬁ K,
m étant un nombre positif donné, K une constante donnée.

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver le volume limité par la
surface lieu des cercles de courbure des sections normales
en un point d’une surface, en admettant que, pour une



((142)

section normale faisant avec un plan normal fize U’angle «,
le rayon de courbure soit donné par la formule

c3
a?costa + bsin?a
(Novembre 1905.)

p::

CERTIFICATS D’ANALYSE ET DE GEOMETRIE INFINITESIMALE,

Bordeaux.

EPREUVE ECRITE. — Soient une sphére S de centre O et de
rayon r, H un cylindre de révolution de rayon p <r et

e DN

dont l’axe Oz passe par le centre de la sphére. On consi-
dére sur le cylindre H les courbes dont les tangentes sont
en méme temps tangentes a la sphére S; on exclut parmi
ces courbes lintersection de S et de H. Soient C l’'une
d’entre elles, M un point quelconque de C, et Q le point
ol la tangente en M vient toucher la sphére S.

1° Démontrer que le plan osculateur en M a la courbe G
est tangent en Q a la sphére S.

2° Déterminer la surface développable R contenant la
courbe C et telle qu’en tout point M de C le plan oscula-
teur a cette courbe soit normal a la développable R.
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3° Montrer qu’en choisissant convenablement une ori-
gine A sur la courbe C, U’aire cylindrique limitée par
UaZt AM, par les génératrices Aa, Mm et par la pro-
Jection am de U’arc AM sur le plan 0y perpendiculaire
a Oz est proportionnelle a ’arc AM.

4° Soient w, w' les centres du cercle osculateur et de la
sphére osculatrice en M, montrer que le triangle Mwo'
reste semblable a lui-méme quand le point M se déplace
sur la courbe C.

EPREUVE PRATIQUE. — Soit le paraboloide de révolution
autour de O z dont les coordonnées d’un point quelcongque
en fonction de deux paramétres r et 0 sont

. r
x = rcosf, Yy = rsinf, =

Etant donnés deux points My(ro, 0y), My(ry, 8;) sur cette
surface, on considére sur le paraboloide une courbe C
Jjoignant ces deux points et faisant avec les méridiens
qu’elle rencontre un angle constant V.

Déterminer l’angle V en fonction de ry, 8y, ry, ;.

(Juillet 1905.)

EPREUVE ECRITE. — Enoncer et démontrer les théorémes
généraux sur la courbure des lignes tracées sur une sur-
face et passant par un méme point.

EpPREUVE PRATIQUE. — Calculer Uintégrale définie

T

T
f Vtang3z dz.
0

(Novembre 1905.)

QUESTIONS.

2038. On meéne les hauteurs AD, BE, CF du triangle ABC.
Soit D, E{F; l'axe d’homologie des triangles ABC et DEP.
Par E;, Fy, D; on méne les paralléles 3 AB, BG, CA qui
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coupent BC, CA, AB aux points I, H, K en ligne droite, et
les paralléles a BG, CA, AB, qui coupent AB, BC, CA aux
points Ky, I;, H, aussi en ligne droite. Soient Q et Q; les
coniques circonscrites 8 ABGC, et tangentes, la premiére a Al,
BH, CK et la seconde a Al;, BH;, CK;.

I. Si par un point O de Q on méne les perpendiculaires
a BC, CA, AB, elles coupent CA, AB, BC en p, v, A, et 'on a
la droite A(Auv). Ces mémes perpendiculaires, menées par
un point O; de Qy, coupent AB, BC, CA aux points v,, Ay, py,
et U'on a la droite A(Ay pyvy).

1. Les coniques Q, Q et le cercle ABC ont un quatriéme
point commun w auquel correspondent deux droites A, Ay et
la droite A, de Simson.

III. Si ABC est un triangle équilatéral, les coniques Q, Q;
se superposent au cercle ABC, et a tout point O de ce cercle
correspondent trois droites A, A;, A,. (P. Sonpar.)

2039. Démontrer la relation
) - f”’(d) ] f”(p)
\ 2o A TR
1
( +2 FTOrm - ®

la premiére somme s’étendant a toutes les racines, supposées
distinctes, de I'équation algébrique

Sf(z) = o;
la deuxiéme somme s’étendant a toutes les racines, supposées
distinctes, de ’équation

f(z)=o,
et la troisiéme somme s’étendant a toutes les racines, suppo-
sées distinctes, de I'équation

fi(@) =o.

Etendre la relation (1), en faisant intervenir les dérivées
quatriéme, cinquiéme, etc. du polynome f(x).
(NicorLas KRYLOFF.)

(1)
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[K18¢cB]
SUR UNE SURFACE DU TROISIEME ORDRE QUI BST L'ANALOGUE
DU GERCLE DES NEUF POINTS;

Par M. G. FONTENE.

Jai donné récemment dans ce Journal (1go6, p. 55)
un théoréme relatif au triangle pédal d’un point S; ce
théoréme généralise la construction d’Hamilton pour le
point de contact du cercle des neuf points et du cercle
inscrit. On trouvera ici Vextension partielle de ce théo-
réme au cas de I'espace; je n’ai pas réussi a obtenir une
extension du théoréme de Feuerbach.

Ces nouvelles recherches m’ont conduit a compléter
le théoréme de Géométrie plane. Je commencerai donc
par rappeler Pénoncé de ce théoréme, en écartant les
faits que je n’ai pu généraliser, en indiquant des faits
nouveaux qui ont leurs analogues dans I'espace.

I. — GEtOMETRIE PLANE.

1. Etant donné un wriangle ABC, le licu d’un point M
dont les projections sur les trois cotés du triangle sont
en ligne droite est le cercle circonscrit au triangle
(Simson).

Si H est Porthocentre du triangle, la droite de Simson
du point M passe au milieu K de MH (Steiner).

Lorsque M décrit le cercle ABC, le lieu du point K
est un cercle, homothétique au cercle ABC pour le
centre d’homothétie H et le rapport i; le cercle qui
s’introduit ainsi est le cercle des neuf points du triangle.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. VI. (Avril 1906.) 10
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Les milieux des segments HA, HB, HC étant A", B, ',
ce cercle est le lieu d’un point K dont les projections
sur les cotés du triangle A”B”C” sont en ligue droite.

2. Jindiquerai encore pour le point M, relativement
au triangle ABC, une construction que nous aurons
l'occasion d’appliquer pour le point K, relativement
au triangle A”B”C”. Les symétriques du point M par
rapport aux trois cotés du triangle, soient M,, M,, M,
(fig. 1), sont sur une droite paralléle a la droite de

Fig. 1.

Simson du point M et passant par le point H; nous ap-
pellerons cette droite la droite de Steiner du point M,
¢t nous la désignerons par la letire 2. La droite T élant
donmnée, il est facile de retrouver le point M. En cffet,
la droite ¥ rencontre les cotés du triangle en trois
points 1, 2, 3, et les droites 1M, 2M, 3M sont les
symétriques de I par rapport a ces cOtés; on peut con-
struire ces droites symétriques, et par suite obtenir le
point M, en joignant les points 1, 2, 3 aux points Hy,
H,, H; qui sont les symétriques de H par rapport aux
coLés du triangle. :
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3. Tutorkme. — Soit un triangle ABC, et soient
A, B, C' les milieux des cétes. On projette un point S
en a, b, ¢ sur les cétés du triangle; si l’on désigne
par a, By v les points d’intersection des cotés corres-
pondants des deux triangles A'B'C! et abc, les trois
droites aa, b3, cy concourent en un point K ().

Appelons H' le centre du cercle ABC, qui est en
méme temps U'orthocentre du triangle A'B'C! : si le
point S se déplace sur une droite ¢ passant par le
point H', le point K reste fixe; les milieux des seg-
ments HA, HB, HC étant A", B', C”, les projections
du point K sur les cétés du triangle A”B"C” sont en
ligne droite, ou encore les symétriques du point K par
rapport aux cétésdecetriangle, soient K, K, K}, sont
sur une droite  qui passe nécessairement en H, et cette
droite X est perpendiculaire a la droite H'S ou s.

Il y a donc un lieu du point K, et ce lieu est le
cercle des neuf points du triangle ABC.

Si 'on donne le point S, ou plutét la droite H'S
ou o, pour avoir le point K, on méne par H la droite =
perpendiculaire a s : cette droite  rencontre les cotés
du triangle A" B”C" aux points 1", 2", 37; si H}, H}, H}
désignent les symétriques du point H par rapport aux
cOLés du triangle A"B'C", c'est-a-dire les pieds des

(') Ce fait rentre dans un théoréme général indiqué par M. Bri-
card (Nouvelles Annales, 1go6, p. gb) :

Etant donnés deux triangles ABC, A'B'C/, si les droites AA',
BB, CC' rencontrent respectivement les cétes a, b, ¢ du pre-
mier triangle en trois points situés sur une méme droite, les
points (a,a'), (b,b"), (c,c') se joignent aux sommets A', B', C'
du second triangle par trois droites concourantes.

Pour le théoréme du texte,les deux triangles sont le triangle A'B' C’
et le triangle pédal.
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hauteurs du triangle ABC, la droite qui joint le
point H', au point 1", et les deux droites analogues,

concourent au point K.

4. Quand on projette un point K sur les cotés d’un
angle A’ la droite déterminée par les projections de
ce lioint est perpendiculaire 4 la droite inverse de la
droite A”K par rapport & l'angle; les droites inverses
des droites A’K, B"K, C"K, par rapport aux angles A",
B”, C" du triangle A" B"C”, sout donc perpendiculaires
a la droite £ ou paralléles a la droite . On en conclut
aisément ceci @ Les coordonnées du point K, rapporté
auw triangle A"B'C', sont inversement proportionnelles
aux distances algébriques du point S aux axes menés
par H' parallélement aux cétés de ce triangle.

1I. — GroMETRIE DANS L'ESPACE.

5. Etaut donné un tétraédre ABCD, le licu d'un
point M dont les projections sur les plans des quatre
faces du tétraédre sont dans un méme plan est une sur-
face 1 dont Péquation, par rapport au tétraédre de
référence ABCD, est

A

B
=4+ =+
r ¥y

+ = =o,

E D
z t
A, B, C, D représentant les aires des faces du tétraédre;
¢’est une surface du troisiéme ordre, corrélative d’une
surface de Steiner, et ayant pour points doubles les
points A, B, C, D (elle contient les aréres du tétraédre).

Ce théoréme est bien connu, mais je ne crois pas
que on ait remarqué ceci : lorsque le téiraédre est
orthocenurique, l'orthocentre éiant H, le plan qui con-
tient les projections d’'un point M de la surface ren-
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contre la droite HM en un point K pour lequel on a

HK

H

Wl N

Lorsque M décrit la surface M, le liew du point K
est une surface X homothétique a la surface O pour
le centre d’homothétie H et le rapport 2. la surface
qui s'introduit ainsi joue pour le tétraédre un rile
comparable a celui du cercle des neuf points pour le
triangle. Si A", B", C', D" sont les points situés aux ¢
des segments HA, HB, HC, HD, cetie surface 3 est
le lieu des points dont les projections sur les plans des
JSaces du tétraédre A"B'C'D" sont coplanaires. C'est
une surface du troisiéme ordre ayant pour points

doubles les points A", B”, C”, D”.

6. Jindique pouor le point M, relativement au
tétraédre ABCD, une construction que nous aurons
Poccasion d’appliquer pour le point K, relativement
au tétraédre A"B”C'D’. La longueur KH étant double
de MK, si 'on prolonge d’une longueur double de leur
propre longueur les perpendiculaives abaissées de M
sur les plans des faces du tétraédre ( fig. 2, pour le
plan BCD), on obtient quatre points M,, M,, M;, M,
situés dans un méme plan ¥ paralléle au plan [T des
projections et passant par H.

Le plan T étant donné, on retrouve facilement le
point M. Soient 1, 2, 3, 4 les droites suivant lesquelles
le plan 2 coupe les plans des faces du tétraédre;
soient H,, Hy, Hy, Hy les points obtenus en abaissant
de H des perpendiculaires sur les plans des faces et en
les prolongeant de la moitié de leur longueur; le plan
mené par la droite 1 et le point H,, et les trois plans
analogues, ont en commun le point M.
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7. Tuatorime. — Soit un tétraédre orthocen-
trigue ABCD, et soient A’, B, C', D' les centres de
gravité des faces. On projette un point S en a, b, ¢, d

Fig. 2.

BCD

ES

sur les plans des faces; si U'on désigne par o, B, v, 8
les Jdroites d’intersection des plans des faces corres-
pondantes des deux tétraédres A'B'C'D' et abed,
les quatre plans (a,a), (b, B), (¢,¥) et (d,3) ont un

point commun K ().

Appelons H' le point de rencontre des perpendicu-

(') Ce fait rentre dans un théoréme général qui est I'extension
a l'espace du théoréme plan donné par M. Bricard (note précé-
dente) :

Etant donnés deux- tétraédres ABCD, A'B'C'D’, si les
droites AA', BB, CC', DD’ rencontrent respectivement les
plans a, b, ¢, d des faces du premier tétraédre en quatre
points situes dans un méme plan, les droites (a,a'), (b,b'), ...
déterminent avec les sommets A’y B, C', D' du second tétraédre
quatre plans qui ont un point commun.

Pour le théoréme du texte, les deux tétraédres sont le té-
tracdre A'B'C’'D’ et le tétraédre pédal,
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laires auz plans des faces menées par leurs centres
de gravité, ou Uorthocentre du tétraédre A'B'C'D' :
si le point S se déplace sur une droite ¢ passant par
le point H', le point K reste fixe; les points A", B,
C", D' étant les points des segments HA, HB, HC, HD
qui verifient les relations

HA” HB" _HC' _HD"

HA ~ HB ~ HC ~ HD ~ 3%’
les projections du point K sur les plans des faces
du tétraédre A"B"C'DY sont dans un méme plan, ou
encore, si l'on abaisse du point K des perpendicu-
laires sur les plans des faces de ce tétraédre, et si on
les prolonge du double de leur longueur, les points
obtenus, K',, K',, K, K, sont dans un plan 2 qui passe
nécessairement en H, et ce plan X est perpendiculaire
ala droite H'S ou o.

Il y a donc un lieu du point K, et ce lieu est la

surface du troisiéme ordre 3 dont il a €1é parlé.

Si I'on se donne le point S, ou plutét la droite H'S
ou g, pour avoir le point K, on méne par H le plan =
perpendiculaire a o : ce plan Z coupe les plans des faces
du téraédre A" B’C"D" suivant des droites 17, 2", 37, 4";
si H,, H}, H},, H), désignent les points obtenus en abais-
sant dn point H des perpendiculaives sur les plans des
faces de ce téwraédre et en les prolongeant de la moitié
de leur longueur, c'est-a-dire les pieds des hauteurs du
tétraédre ABCD, le plan qui passe par le point H et
la droite 1”, et les trois plans analogues, passent par le

point K.

8. Quand on projette un point K sur les plans des
faces d'un triedre A”, le plan déterminé par les projec-
tions de ce point est perpendiculaire a la droite inverse
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de la droite A”K par rapport au triedre; les droites
inverses des droites A’K, B"K, C"K”, par rapport aux
triedres A’ B", C’, D’ du tétraédre A” B"C"IY sont done
perpendiculaires au plan ¥ ou paralléles a la droite o.
On en conclut aisément ceci : Les coordonnées du
point K, rapporté au tétraédre A" B'C'D, sont inver-
sement proportionnelles aux distances algébriques du
point S aux plans orientés menés par H' paralléle-
ment aux plans des faces de ce tétraedre.

III. — RésumE pES cALcuLs.

9. Voici un résumé succinct des calculs qui m’ont
donné les résuliats précédents.

Jai pris le tétraedre ABCD, d’abord supposé quel-
conque, comme téraedre de référence; jai désigné
par A, B, G les cosinus des diédres exterieurs du
triedre D, par A’, B/, C'les cosinus des diédres exté-
rieurs opposés; j'ai appelé S, Wb, €, ® les sinus des
triédres supplémentaires de ceux du tétraédre, c’est-
a-dire les sinus des trieédres qui empruntent leurs arétes
aux axes X, Y, Z, T des faces du téiraédre, ces axes
élant suppusés concourants. On a

Ado+BW+CS+® =0,
(I) A'® +BE + Cibs + A =o,

|

la seconde relation se déduisant de la premiére en met-
tant Bet G au licu de B’ et U/, et en échangeant v et &,
A ¢t (D; on a encore

®? =1— A?— B2 — C? + 2ABC,
(1) A2 =1 —A?— B2— C'24 2AB'C,

DRI IR T R R
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( P =— A'+ A2A'— ABB’ — ACC' + BC'+ CB/,

(1)

................................................

10. Les coordonnées normales du point S étant p,
¢, ry s, celles des points @, b, ¢, d sont respective-

ment

(a) o, q—pG, r—pB, s—pA/,
() p—qQC, o, r—gqA, s—qhB,
(¢) p—rB, q—rA, o, s—rQ,

(d) p—sA, q—sB, r—sC, o,

et le déterminant de ces quantités a pour valeur
—(Qop+Vhg +...)(Rogrs +Vbrsp +...);

I’équation du plan (a, «) est alors

x Y z t
p—qC o r—qA s—gqgB
p—rB g—rA o s—zC
p—sA' g—sB r—sC o
+ (fogrs+brsp+...)(Wy + 5+ Bt —2.bx) =o0.

Si I'on ajoute les équations des quatre plans (a, @),
(b,8), ..., on a une identité.

11. Pour avoir les coordonnées du point K, j’ai con-
sidéré les équations des trois premiers plaus, soit
X;=o, X, =o, Xs;=o,
et j’ai ordonné les coefficients par rapport & s en posant

E=dgrs+ Vhrsp+...
=s(fogr+ Vorp + Spg)+ Dpgr.
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Ces coefficients renferment au troisiéme degré les
coordonnées p, ¢, r, s du point S. J'ai formé d’abord
la combinaison
X1 + X5+ X3 = 0,
puis les combinaisons
®pX;+ Aos(X+ X+ X3) = o, cees

o

elles sont divisibles par =, ct I'on obtient aiusi trois
éyuations dont les coefficients renferment p, ¢, r, s au
premier degré sculement.

12. Le tétraédre étant maintenant supposé ortho-
centrique, on a

AA’= BB = CC'= DD/,
et 'on peut poser

A =8y, B = ya, C =48,
A'= 8q, B'= 3B, C'=3y;

les coordonnées de I'orthocentre sont proportionnelles
da,f o, el celles d int H' vérifi les relati
By o, es du point vérifient les relations

axr = @y:*{zz ot.

Les coefficients des équations, transformés par P'in-
troduction des quantités «, B, y, 8, s'expriment au
moyen des binomes

8s —ap, e Bg—xyr, ceny

qui sont les coordonnées de la droite H'S ou o.
Le point K dépend donc seulement de cette droite o,
etil y a un lieu du point K.

13. La relation entre les quantités A, B, G, ...
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est icl

") pe

e 4=

[— a2 1— @2 ’
ou encore

I S 3;

—a Tttt =3
on a

Do =— (1 — B2) (1 — y2),

A(1—az)  Wa—f) DO —23?)

- = g =...= s

en appelant a, b, ¢, d les coordonnées normales de

I'orthocentre, la relation entre les coordonnées nor-
males d’un point est alors

a2 Bz y
—— e T =—1
1—ata 1—f2 0
Au moyen de cette relation, il arrive que 'on peut
faire disparaitre y el z de la premiére des équations
I J p |
qui déterminent le point K en posant

4 a A b

.Z‘—.Z‘—!-g) _}’—}’—'—g: L]
on trouve
a"( ap Bg Yr 8 __ —— =
1<1—12+I~—pz+1'—-¥1+l—-82 31p e T e Ty

et 'on vérifie aisément que I'on a

S B S ®
Q " 7 7 = 03
x Y Fq 4

le lieu du point K est donc la surface K.

14. SiVon suppose que r, s représentent des
4% que p, 9, 1y p
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coordonnées normales, on obtient
2" P Y q)
pod} 2 L) = 4 2L ) =.,..=...;
= <x+3a a) 5 (1-«—3{3 3 ;

en posant

on a donc

’ 4 if L
x <P+.3_1.>=y <q—,—§E>=...=....

Or, si x4, ¥o, ... sont les coordonnées normales du
point H', on a

azy=Pyo=...=...= -5

on a finalement
(Pp—2)=y"(g—yo) =oe.=....

Cest le résultat indiqué 4 la fin du n° 8, ct duquel il
résulte que le plan T est perpendiculaive a la droite 5.

(Si les diédres du tétraédre ABCD sont aigus,

., BC -
comme on a par exemple a? = < les quantités a, B,

Y, © sont des imaginaires pures; si Pon pose o= da'i,
B=2f" ...,ona

a b / U

T = RTs T e e = = =

a'i [ [3

et les égalités relatives & 24, o, ... deviennent

A
VLry=Pyo=...=...= ==
0 ﬁ,}’o 3
Note. — Revenons a la Géométrie plane.

a. Soit Q le milieu commun des segments A’A”",

B'B’, C'C’. La droite de Steiner du point K par rap-
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port au triangle A”B"C" étant.la droite £, si K’ est le
symétrique de K par rapport 4 Q, la droite de Steiner
du point K’ par rapport au triangle A’B'C’ est la paral-
lIéle & T menée par H'; comme K’ et K sont diamétra-
lement opposés sur le cercle A’B'C/, la droite de
Steiner du point K par rapport au triangle A'B'C/
est perpendiculaire & celle du point K', et se confond
par suite avec la droite s. Donc, si 'on se donne la
droite o, en tracant les droites symétriques de celle-la
par rapport aux cotés du triangle A’B'C’ (ce qui peut
se faire en joignant les points 1/, 2/, 3’ ou la droite o
coupe les ¢otés de ce triangle aux points H, H),, Hj
qui sont les symétriques de H' par rapport aux cotés
de ce méme triangle), on aura trois droites qui iront
concourir au point K. Cette propriété de la droite o
n'est d'ailleurs pas susceplible d’extension a Pespace :
il y a entre les deux droites o et ¥ cette différence
essentielle, au point de vue de I'extension a I'espace,
(que la droite T a pour analogue un plan E, tandis que
la droite & a pour analogue une droite o.

La propriéié de la droite 5 qui vient d’étre indiquée
a é1é signalée par M. Bricard, dans une Note ou il a
établi géoméiriquement le théoréme plan dont j'avais
donué une démonstration analytique, et avant que
jeusse rencontré de mon c6té la propriété du plan .

b. Soit S, le point inverse du point S par rapport
au triangle ABC. Les deux points S et S, ont méme
cercle pédal, ct celui-ci rencontre le cercle des neuf
points en deux points K et Ky, qui sont précisément le
point K relatif a la droite H'S ct le point K, relatif a
la droite H'S,. Lorsque la droite SS, passc en H, les
deux points K et K, se confondent, et le cercle pédal
est tangent en K au cercle des neuf points. Plus par-
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ticulierement, si S et S, se confondent avec le centre I
d’un cercle tangent aux Lrois cdtés du triangle, le cercle
pédal est précisément ce cercle, qui est ainsi tangent
au cercle des neuf points.

Ktant donné un triangle ABC dont les hauteurs AD,
BE, CF se coupent en H, soient A", B, C" les milieux
des segments HA, HB, HC; si O et 1 sont les centres
du cercle circonscrit et du cercle inscrit, la perpen-
diculaire menée par H a la droite Ol rencontre les
cotés du triangle A"B'(" en trois points X, Y, Z, et
les droites DX, EY, FZ concourent en un point qui
est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle
des neuf points.

Ou encore (construction de M. Bricard, quest. 2036) :

Les milieux des cétés du triangle ABC étant A’, B,
C/, la droite Ol rencontre les cétés du triangle A'B C'
en des points U, V, W, et si O,, O,, Oy sont les symé-
trigues de O par rapport aux cétés de ce triangle, les
droites O,U, 0,V, O,W concourent en un point qui
est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle
des neuf points.

Si le cercle des neuf points est supposé tracé, comme
D et O, sont sur ce cercle, on aura sans ambiguité le
point cherché en tracant seulement la droite DX, ou

la droite O, U.

(Le lieu des points inverses S et S, tels que la
droite SS, passc au centre H' du cercle ABC est une
cubique circonscrite au triangle ABC et passant en H' :
toute droite passant par H' est encore rencontrée par
la cubique en deux points inverses; le point inverse
de A est sur BC, ...; le point inverse de H' est I'or-
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thocentre H, de sorte que la tangente en H' passe en H;
les quatre tangentes que Pon peut mener de H' 4 la
cubique ont pour points de contact les centres I, I,
17, 1” des cercles Langents aux trois cotés du triangle.
Aux points a l'infini sur la cubique, S, S/, §, et a
leurs inverses, Sy, S), S), correspondent trois droites
de Simson tangentes au cercle des neuf points : ce sont
les Langentes aux points de contact de ce cercle avec
'hypocycloide a trois rebroussements qui est I'enve-
loppe des droites de Simson relatives au triangle ABC.)

[P6b]
SUR LA GEOMETRIE DE DIRECTION:

Par M. R. BRICARD.

1. Laguerre parail avoir le premier introduit en
Géométrie plane l'étude systématique des droites diri-
gées ou semi-droites, des cercles dirigés ou ¢y cles. 1l a
fait connaitre une transformation fort intéressante, la
transformation par semi-droites réciprogues, qui joue,
dans la Géométrie de direction, un role analogue a
celui que joue I'inversion dans la Géométrie ordinaire.

Les recherches de Laguerre ont été publiées dans
plusieurs Mémoires, parus dans les Comptes rendus de
U Académie des Sciences, dans le Bulletin dela So-
ciété mathématique de France ev dans les Nouvelles
Annales (V).

(') En voici la liste compléte :

Sur la Géométrie de direction (S. M., 1879, p. 80; OEuvres,
p. 592).
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Plusieurs de ces travaux, surtout ceux qui sont rela-
tifs aux principes de la théorie, ne contiennent que des
résultats sans démonstration; en outre, ici comme en
d’autres occasions, Laguerre n’a certainement pas mis
en lumiére scs idées directrices, et son exposition prend
de ce fait un caractére artificiel qui rend la lecture de
ces Mémoires un peu difficile.

Il est assez vraisemblable que ’éwinent géométre a
é1é conduit & plusieurs des notions qu’il a introduites
dans la Géoméirie de direction, et particuliérement &
sa transformation par semi-droites réciproques ('),
par des considérations de Géométrie dans 'espace. Je
vais, du moins, chercher & montrer comment de telles
considérations conduisent de la facon la plus naturelle
a cette transformation, dont Laguerre n’a pas révélé
I'origine.

2. Soit (P) un plan que je supposerai horizontal, de
maniére a pouvoir parler des régions de P'espace qui

Sur la transformation par directions réciproques (C. R., 1881;
OFuvres, p. Goj).

Transformations par semi-droites reciproques (N. A., 1882;
OEuvres, p. 6o8).

Sur les hypercycles (C. R., 1882; QEuvres, p. 620).

Sur les anticaustiques par reflexion de la parabole, les rayons
incidents etant paralléles (N. A., 1883 ; OFuvres, p. 636).

Sur quelques propriétés des cycles (N. A., 1883; OFuvres,
p. 651).

Sur les courbes de direction de la troisiéme classe (V. A., 1883;
OF uvres, p. 660). "

Sur Uapplication des intégrales elliptiques et ultra-elliptiques
ala théorie des courbes unicursales (C. R., 1883 ; OEuvres, p. 671).

Sur les anticaustiques par réfraction de la parabole, les rayons
incidents étant perpendiculaires a l’axe (N. A., 1885; QEuvres,
p. 675).

(') Ou plutdt a ses transformations, car il y en a deux tres dis-
tinctes, comme on le verra plus loin.
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sont I'une au-dessus, I'autre au-dessous du plan. Soit
8 une semi-droite du plan (P), ¢’est-A-dire une droite
a laquelle on attribue un sens. Par 8 je puis faire passer
deux plans, (D) et (D'), faisant tous deux des angles
de 45° (*) avec le plan (P).

Imaginons maintenant un observateur, debout sur
le plan (P) et se déplacant suivant 3, dans le sens de
celte semi-droite. L'un des deux plans (D) et (D) fait
avec le plan (P) un diédre aigu situé a la gauche de
Iobservateur dont il s’agit. Je ferai correspondre ce
plan a la semi-droite 8.

Je ferai donc ainsi correspondre, & toute semi-droite
du plan (P), un plan faisant un angle de 45° avec le
premier, et parfaitement determiné.

Réciproguement, il est évident qu’a tout plan (D)
Sfaisant un angle de 45° avec le plan (P) correspond
une semi-droite parfaitement détermince 3, portée

par la trace du plan (D) sur le plan (P).

Je dirai que le plan (P) est représentatil de la semi-
droite o.

Considérons maintenant un cycle T du plan (P),
¢’est-a-dire un cercle auquel on attache un sens. Par T
passent deux cones de révolution (G) et (G'), ayant
tous deux un angle au sommet de go®. L’un de ces
cones a son sommet au-dessus du plan (P), I'autre a
son sommet au-dessous de ce plan. Je ferai corres-
pondre a T le premier de ces cdnes, sil est sinistror-
sum, c’est-a-dire si le sens de T est contraire a celui
des aiguilles d’une montre, et le second de ces cones,
dans le cas contraire. Réciproquement, a tout codne de

(1) Cet angle de 45° n’est introduit que pour fixer les idées; je
pourrais le remplacer par un angle quelconque non droit.

Ann. de Mathémat., 4 série, t. VI. (Avril 1906.) 11
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révolution (G), ayant un angle an sommet de go® ct
son axe vertical, correspond un cycle parfaitement dé-
terminé, porté par la trace du cone sur le plan (P). Ce
cycle est sinistrorsum, si (G) a son sommet au-dessus
da plan (P), ¢t dextrorsum dans le cas contraire.

Je dirai que (G) est le cone représentatif du cycle T.

Cela posé, soient 6 une semi-droite et I un cycle du
plan (P). On dit que 3 touche T, si la droite qui porte &
touche le cercle qui porte T, et si, en outre, les élé-
ments ¢n contact du cercle et de la droite ont le méme
sens. Onvoit trés aisément que la condition nécessaire
et suffisante pour que 8 touche T est que le plan (D),
représentalif de 8, soit tangent au céne ((3), repré-
sentatif de T.

Remarquens enfin que tous les plaus (D) sont tan-
geuts & un méme cercle Csitué dans le plan de l'infini,
ayant pour équations cun coordonnées rectangulaires
homogeénes (on suppose Ox et Oy dans le plan P)

t=o, x4 y?—32=o.

Tous les cones (G) sout les cones du second ovdre
qui contiennent ce cercle C. On peut donc ainsi résu-
mer les considérations qui précédent :

A towre semi-droite du plan (P) correspond d’une
maniére univoque un plan qui touche C; a tout ¢ycle
du plan (P) correspond, d’une maniére univoque, un
cone du second ordre contenant C. Une semi-droite
et un cycle sonl tangents entre eux sile plan ctle cone
corres/)on(iants sont tangents enlre eux.

3. Il est maintenant avantageux (mais non essentiel )
d’avoir recours a une transformation par polaires réci-
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proques, ayant pour base la sphére dont I'équation est
224 yr4-3r=1,

dans le systéme de coordonnées précédemment détini.
Le cercle C a pour transformé le céne (C) dont I'équa-
lion est

72+ y?— 32 = o.

Tout plan (D) a pour pole un point d du cone (C);
tout cone (G) a pour transformé une conique G tracée
sur le cone (G).

Par suite :

Les semi-droites et les cycles du plan (P) corres-
pondent d’une facon univoque aux points du céne (C)
el aux coniques tracées sur ce conc. Je dirai qu'un
point du cone est représentatif d’une semi-droite et
qu’une conique tracée sur le cone est représentative
d’un cycle.

La Géoméirie de direction dans le plan (P) se trouve
ainsi ramence a I’étude des figures tracées sur le cone (C).

On se rend compte immédiatement des propositions
suivantes :

Une semi-droite et son opposée, c’est-a-dire la se-
conde semi-droite portée par la méme droite, ont en
général des points représentatifs distincts, symé-
trigues par rapport au plan (P). Il 'y a d’exception
que pour les semi-droites isotropes : une telle semi-
droite et son opposée ont le méme point représentatif,
situé sur U'une des génératrices isotropes du cone (C).

En particulier, la droite de Uinfini du plan (P)
na qu'un point représentatif, qui est le sommet du
cone (C).

Si une semi-droite g enveloppe un cycle T, son point
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représentalif d décrit la conique G, représentative du
cycleT.

Il y a d’aillenrs correspondance homographique
entre le point d, mobile sur G, et la semi-droite 3,
tangente mobile de T.

Dans le cas ou le cycle T a son rayon nul, c’est-
a-dire si la semi-droite & passe par un point fixe, la
conique G est située dans un plan vertical.

St plusieurs semi-droites sont parallétes, leurs points
repreésentatifs sont situés sur une méme géeneratrice du
cone (C).

Le faisceau constitué par des semi-droites paralléles
et la ponctuclle constituée par leurs points représen-
tatifs se correspondent homographiquement.

On voit enfin que, étant définie une transformation
ponctuclle quelconque du cone (C) en lui-méme, on
peut en déduive une transformation qui établit une
correspondance entre les semi-droites du plan (P).

Parmi les wransformations de cette nature, les plus
intéressantes sont les transformations par semi-droites
réciproques. Pour y arriver, il est nécessaire d’étudier
tout ’abord les transformations homographiques in-
volutives du cone (C) en lui-méme.

4. Transformations homographiques involutives du
céne (C) en lui-méme. — Une transformation homo-
graphique générale de¢ Pespace dépend de 15 para-
métres. Si Pon cherche a déterminer cette transfor-
mation de telle maniére qu’elle change le cone (C) en
lui-méme, on 'assujettit a 8 conditions. 1l existe donc
o’ transformations homographiques jouissant de la
propriété énoncée. Une telle transformation change les
points et les coniques du cone (C) en éléments de
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méme nom. Considérons maintenant ces points et ces
coniques comme représentatils des semi-droites et des
cycles du plan (P). On voit ainsi que 'on peut définir,
dans le plan (P), o7 transformations qui changent les
semi-droites en semi-droites et les cycles en cycles.

Je réserve, pour une autre occasion, 'étude de ces
transformations générales. Je me contenterai d’étudier
ici celles d’entre elles qui présentent un caractére invo-
lutif.

Pour les définir, je rappelle qu'il existe dans I'espace
deux espéces de transformations homographiques invo-
lutives :

1° L’homologie involutive, définie par un point
(sommet de I’homologie) et un plan (plan de base de
l’homologie); deux points correspondants sont en ligne
droite avec le sommet; de plus, les deux points divisent
harmoniquement le segment limité par la trace sur le
plan de base de la droite qui les joint et par le sommet.

L’homologie involutive a une infinité de points
doubles : ce sont le sommet et tous les points du plan
de base.

2° L’homograplie axiale involutive, définie par
deux droites qui ne se rencontrent pas (axes de
I’homographie); deux points correspondants sont tels
que la droite qui les joint renconire les deux axes; de
plus, les deux points divisent harmoniquement le seg-
ment limité par les deux points de rencontre de la droite
qui les joint et des axes.

L’homographie axiale involutive a une infinité de
points doubles : ce sont les points des deux axes.

Examinons a présent dans quels cas l'une de ces
homographies peut transformer un coéne du second
ordre en lui-méme.
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1 Cas de 'homologie involutive. — Le sommet du
cone devant se correspondre i lui-méme doit étre au
point doublede I'homologic. 1l y a deux cas a distinguer:

(@). Le sommet du cone est au sommet de 1’homo-
logie; il est bien clair alors que, quelles que soient les
autres conditions qui définissent la transformation, le
cone cst transformé en lui-méme

(b). Le sommet du cone est dans le plan de base
de I’homologie; alors, le sommel S de ’homologie est
en dehors du cone, et il est visible que le plan de base
doit étre le plan polaire du point S par rapport au cone.
Réciproquement, toute homologie involutive ayant pour
sommet un point quelconque de Pespace et pour plan
de base le plan polaire de ce point par rapport au cone
transforme le cone en lui-méme.

2° (¢). Cas de I’homographie axiale involutive.. —
Le sommet du ¢oune doit étre sur 'un des axes, et les
deux axes sont évidemment des droites conjuguées par
rapport au cone. Réciproquement, toute homographie
axiale involutive, dont les axes sont conjugués par rap-
port au cone, transforme le cone eu lui-méme.

Il'y a donc trois espéces bien distinctes de transfor-
mations homographiques involutives qui transforment
un cOne en lui-méme. Les deux premiéres, (a) et (b),
dépendent de trois paramétres; la troisieme, (c), dé-
pend de qualre paramétres.

Dans les transformalions (@) et (b), il existe une in-
finité de points doubles, lc sommet du cone et tous les
points de la ligne commune au cone et au plan de base
de T’homologie. Cette ligne est une conique dans la
transformation (a), un systéme de deux génératrices
dans la transformation (4).
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Dans la wansformation (¢), il n’y a que trois points
doubles, qui sont les points ou le cone est rencontré
par les axes de I'homographie, deux de ces poiuts élant
confondus au sommet du céne.

Transformations par semi-droites reciprogues.

— Examinons successivement les transformations par
semi-droites du plan (P), qui sont figurées par les
transformations (a), (&), (¢) détinies précédemment.
Nous désignerons ces nouvelles transformations res-

pectivement par (o), (8) et (y).

Transformation (a). — 1l existe sur le cone (C),
dans la transformation (a), une conique G qui se cor-
respond a elle-méme. Donc, dans la transformation (),
il existe un cycle T qui se correspond & lui-méme.

Soient m, m' deux points du cone (C) conjugués dans
la transformation (a). lls sont sur une méme généra-
trice du cdne, et, si lon appelle O le sommet du cone,
p le point ou mm' rencontre la conique G, les points
m et m' divisent harmoniquement le segment Op. En
appliquant les remarques faites a lafin du n° 3, on voit

immédialement que :

Si Don appelle p. et p! deux semi-droites se corres-
pondant dans la transformation (&), ces semi-droites
sont paralléles et, de plus, la semi-droite & paralléle
a et y' et équidisiante de ces deux semu-droites
touche le ¢ycleT.

La transformation (o) est ainsi définic sans ambi-
guité par le cycle T.

Construisons ( fig. 1) la semi-droite TR parallele
a i/, et telle que le point w, centre de T, soit équidis-
tant de @ et de p”. On voit toul de suite que la droite w!
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est a gauche ou & droite de p, suivant que le cycle T
est sinistrorsum ou dextrorsum, ct que la distance de u
a p" est égale au double du rayon du cycle T.
On peut donc passer de w4 p' en construisant p’,
paralléle 2 u, de méme sens et d’un coté déterminé de

Fig. 1.

3

@ ¢ T w (5

celte semi-droile, puis en construisant p/, symétrique,
en position, de u” par rapport & o et de méme sens.

Autrement dit, la transformation (a) n’est qu’une
combinaison de deux transformations bien connues : la
transformation paralléle ou dilatation et la symétrie
par rapport aun poinl.

Transformation (). — Dans la transformation (5),
deux points conjugués m et m' sont en ligne droite
avec un point fixe s de l'espace. Soient w et p' les
semi-droites du plan (P) correspondant 4 m et m';
(M) et (M) leurs plans représentatifs. Ces plans, qui
sont les plans polaires des points m et m/ par rapport
a la sphere

x2-+.-y2+ z2=1,

se coupent suivant une droite qui appartient au plan (S),
plan polaire du point s par rapport i la méme sphére.
Donc les semi-droites p et p/, qui sout les traces des
plans (M) et (M') sur le plan (P'), se coupent sur la
droite S, trace du plan (S) sur le plan (P). Ainsi :
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Deux semi-droites p. et ', se correspondant dans
la transformation (), se coupent sur une droite
Jfixe S.

Soient, en sccond lieu, deux couples de points du
cone (C) (m, m'), (n,n'), conjugués dans la transfor-

Fig. 2.

/
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\
\
\
\
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\

mation (b). Les points m, m/, n, n' étant dans un
méme plan sout sur une méme conique du cone (C).
Par suite :

Quatre semi-droites w, p', v, V, conjuguées deux
& deux dans la transformation (), sont tangentes a
un méme cycle.

Il suffit dés lors, pour définir la transformation (B),
de se donuer la droite S et un couple de semi-droites
conjuguées, u et W', sc coupant sur la droite S. Pour
construire la semi-droite conjuguée d'une semi-droite
quelconque v, on construira le cycle qui touche w, p’
et v et, par le point ol v coupe S, on ménera la seconde
droite v’ qui touche ce cycle ( fig. 2).

On vérifie bien que la transformation () dépend de
trois paramétres : il faut, en effet, pour la définir se
donner la droite S (deux paramétres) et la semi-droite
conjuguée d’une droite donnée (un seul paramétre,
puisque celte conjuguée est assujettie a passer par un
poiut connu).
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On vérifie facilement aussi qu’il existe dans la trans-
formation (3) une infinité de droites doubles, paral-
leles a Pune ou Vautre de deux directions fixes @ on les
obtient de la maniére suivante :

Soient k et [ les points de rencontre de S et d'un
cycle quelconque gui touche poet p': les tangentes a
ce cycle aux points k et [ sont des semi-droites de direc-
tions bien déterminées :

Zoute semi-droite paralléle a U'une ou ’autre de
ces tangentes se confond avec sa conjuguée dans la
transformation (3).

Ce fait concorde bien avec celui qu’il existe, dans la
transtormation (&) définie sur le cone (C), une infinité
de points doubles répartis sur deux génératrices.

Transformation (y). — Soient m, m' deux points
du c¢one (C), conjugués dans la transformation (c¢). La
droite mm/ renconure, comme on Y'a vu, deux droites A
et B, conjuguées par rapport au cdne. L'une d’elles,
A, passe par le sommet du cone; Pautre le rencontre
en deux points @ et b qui sont des points doubles de la
transformation. Il en résulte que les points a, b, m, m/
sont sur une méme conique du cone (G), et que, sur
cette conique, les points m et m' sont conjugués har-
moniques par rapport aux points a et b.

On conclut immédiatement de la que :

Dans la transformation (y) il existe deux semi-
droites doubles a et 3. Si p et p! sont deux semi-droites
conjuguées quelconques, les semi-droites a, B, ., u sont
tangentes a un méme cycle, et de plus les tangentes B
et p' sont conjuguées harmoniques par rapport aux
tangentes « et 3.



(171)

La transformation est ainsi définie par ses deux semi-
droites doubles a et B (quatre parametres). Pour con-
struire la semi-droite P/, conjuguée d’unc semi-droite
donnée 1, on opérera de la maniére suivante : on con-
struira ( fig. 3) le cycle qui touche «, f et et Pon

Fig. 3.

joindra le point de contact de p au point de rencontre
de ¢t de B. Cewe droite renconwre le cycle en un
second point; en menant en ce point la tangente au
cycle, on obtient la semi-droite cherchée .

La transformation définie par Laguerre dans le pre-
mier des Mémoires énumérés au début de ce travail est
la transformation (8). Vers la fin du Mémoire, on lit
la Note suivante (p. 601 des OFuyres) :

Depuis que cette Note a été communiquée a la Société,
j’ai reconnu qu’il était utile de modifier légérement la défi-
nition précédente de la transformation par directions réci-

proques (!); je développerai ce point dans une prochaine
Communication.

En eftet, dans 1ous ses travaux ultérieurs, Laguerre

(') Laguerre n’a adopté que plus tard lexpression de semi-
droite; il disait alors : direction.
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a utilisé exclusivement la transformation (8); mais,
chose assez singuliére, sans plus jamais parler des dif-
férences qui la séparent de la transformation (y), con-
sidérée en premier, et qui sont plus que des « modifi-
cations légéves ». [ Je rappelle que la transformation (7y)
dépend de quatre paramétres, et la transformation (3)
de trois seulement; que la transformation (y) n’a que
deux semi-droites doubles et la transformation (3) une
infinité. ]
Laguerre n’a pas signalé la transformation ().

6. Il n’entre pas dans le plan de ce travail de pousser
a fond I'étude des transformations par semi-droites réci-
proques : ce serait, la plupart du temps, répéter inutile-
ment ce qu’a déja dit Laguerre. Jexaminerai seulement
le probléme suivant, que Laguerre a passé sous silence,
malgré son importance qui me parait fondamentale :

Une semi-droite p. varie en restant tangente & une
courbe donnée; la semi-droite Y, conjuguée de y dans
Uune des transformations («), (8), (Y), enveloppe une
courbe qui est la transformée de la premiére. Com-
ment construire le point de contact q' de p! avec son
enveloppe, connaissant le point analogue q, relatif a
la semi-droite n.?

11 est clair tout d’abord que, la transformation envi-’
sagée étant de contact, le point ¢’ ne dépend que du
point ¢, ct nullement de la nature de Penveloppe de la
droite .

Nous pouvons donc imaginer (fig. 4) que V'enve-
loppe de i est le cycle bien déterminé T, qui touche p.'
et p, cette derniére semi-droite au point ¢. Le trans-
formé T" de T touchera aussi p et ', cette derniére
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droite au point cherché ¢’. Appelons r le point ou le
cycle I' touche la semi-droite e
La wansformation considérée étant involutive, si
Pon fait varier le point ¢, ce point et le point r vont
engendrer une involution sur la semi-droite w. Remar-

Fig. 4.

quons en outre que, si le cycle T s’éloigne a infini, il
en est de méme du cycle IV : donc le point ¢ et le
point r engendrent sur la semi-droite p une involu-
tion dont un point double est rejeté a U'infini.

Or il existe sur une droite deux espéces d’involution
de cette nature : I'tnvolution identique, qui fait se cor-
respoudre un point a lui-méme, et la symérrie, dans
laquelle deux points conjugués sont symétriques par
rapport a un point fixe de la droite. C’est 'une ou l'autre
de ces involutions qui entre en jeu, suivant que 'on a
affaire a la transformation (a), () ou (7). Je laisse de
c6té la wransformation (), pour les raisons données
plus haut. Disons seulement que U'involution a laquelle
clle donne lieu est une symétrie; on le voit immédia-
Lement.

Dans le cas de la transformation (8), tout cycle tan-
gent a p ct 1 se transforme en lui-méme. On a donc ici
une i{nvolution identique.

Dauns le cas de la transformation (y), un cycle tan-
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gent & p ety ne se transforme en lni-méme que §’il est
aussi tangent aux droites doubles a et o’. On trouve
donc une svmétrie dont le centre est le point k de la
figure 3.

De la relation entre les points g et r, on passe immé-
diatement  la relation entre les points g et ¢'. On par-
vient ainsi aux constructions suivantes, que 'on peut
énoncer d'une fagon précise, en remarquant qu'un seg-
ment d’origine et d’extrémité données, porté par une
semi-droite donnée, est bien défini en grandeur et en
signe :

Dans le cas de la transformation (8),si l'on désigne
par lle point de rencontre des semi-droites p. et p', on
a la relation

lg'=—1g.
Dans le cas de la transformation (), si ’on désigne
par k et K les points de contact respectifs des semi-
droites u et p' avec le cycle qui les touche ainsi que

les semi-droites doubles de la transformation, on a
Kgq'=kq.

On déduit immédiatement de 1a le théoréme fonda-
mental suivant, donné par Laguerre :

Soient C et C, deux courbes, p. une semi-droite qui
les touche respectivement aux points q et ¢,, C', C;,
W, q'y ¢ les éléments qui leur correspondent respec-
tivement dans une transformation (3) ou (y).

On a, dans le cas de la transformation

V4 2
991=—49%

et, dans le cas de la transformation (v),

7'91 =991
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Autrement dit, la distance tangentielle de deux
courbes est, en grandeur et cu signe, un invariant pour
la trausformation (v); la valeur absolue de cette dis-
tance tangentielle est un invariant pour la transforma-

tion (B).

7. Hypercycles. — Plusieurs des travaux que La-
guerre a publiés sur la Géoméuirie de direction sont
relatifs a des courbes qu'il a nommdes hypercycles.

Fappellerai hypercycle géneral la courbe enveloppe
des semi-droites du plan (P) qui ont pour points repré-
sentatifs les points d’une biguadratique gauche tracée
sur le céne (C).

Autrement dit, un hypercycle général est la trace,
sur le plan (P), de la développable circonscrite au
cercle G et a une quadrique quelconque. On voit que
Phypercycle général est une courbe de quatriéme classe,
de genre un, dépendant de huit paramétres.

Daus le cas ot la bigquadratique rel')réscutative de
Phypercycle général passe par le sommet du cone, I'hy-
pereycle devient unicursal. Ce sont les hypercycles
de cette nature que Laguerre a exclusivement consi-
déres.

II est clair que les propriétés des biquadratiques per-
mettent d’énoncer de nombreux théorémes relatifs aux
hypercycles généraux. Je me contenterai, pour ne pas
allonger ce travail outre mesure, de donner & ce sujet
quelques indications rapides.

Je désignerai par Y I'hypercycle (en supprimant,
pour plus de briéveté, le mot général) et par U sa
biquadratique représentative.

On pcut exprimer les coordonnées d'un point de U
en fonctions elliptiques d’un paramétre, de telle ma-
niére que les arguments de quatre poiuts de U situés
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dans un méme plan aient une somme nulle. Par suite :

On peut faire correspondre aux semi-droites tan-
gentes a Y des arguments elliptiques, tels que, si
quatre tangentes ont des arguments dont la somme
est nulle, ces quatre semi-droites sont tangentes & un
méme cycle.

Considérons maintenant les involutions de points
sur la biquadratique U. On sait qu’il y en a de deux
espéces. Dans une involution de la premiére espéce,
deux points conjugués ont des arguments de somme
constante et d'ailleurs quelconque; dans une involution
de la deuxiéme espéce, deux points conjugués ont des
arguments dont la différence est 'une des trois demi-
périodes w,, wy, .

Les involutions de la premiére espéce ne semblent
conduire a un résuitat intéressant que dans le cas on
la somme constante des arguments est 0, v, w, ou w;.
Les points conjugués de U sont alors alignés sur le
sommet de I'un des quatre cdnes qui contiennent cette
courbe, y compris le cone (C). On en conclut que :

L'hypercycle Y se correspond a lui-méme dans une
transformation (a.) et dans (rois transformations (p).

Le premicr de ces résultats peut encore s’énoncer
ainsi :
La semi-droite paralléle & dewx tangentes paral-

leles de U'hy percycle et équidistante de ces deux tan-
gentes enveloppe un ¢y cle.

Théoréme dont la démonstration directe est d’ail-
leurs immédiate.

Dans une involution de la deuxiéme espéce, deux
points conjugués m et m' de U ont pour arguments
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respectifs u et w + w,, par exemple. La droite qui les
joint rencontre, comme P'on sait, la droite qui joint le
sommet du cone (C) au sommet de 'un des autres
cones passant par U, et aussi la droite qui joint les
sommets des deux autres cones. Ces deux droites sont
d’ailleurs conjuguées par rapport au céne (C). Par suite:

L’hypercycleX se correspond & lui-méme dans trois
transformations ().

Plus généralement, I'une quelconque des transfor-

mations (a), (), (¢) transforme U en une courbe de
méme nature. Donc :

Toute transformation (), (B) ou (y) change un
lypercycle en un autre hypercycle.

Le premier de ces résultats peut encore s’énoncer
ainsi :

Toute courbe paralléle & un hypercycle est un
hypercycle.

Terminons ce paragraphe en moutrant que ’on peut
choisir la transformation (8) (') de maniére a trans-
former Y en une conigue.

Il va sans dire que la transformation ne peut étre
birationnelle : il faut entendre que les semi-droites
tangentes a Y sont transformées, deux a deux, en les
semi-droites opposées portées par une méme tangente
a une conique.

Il faut montrer qu'on peut choisir une homologie
involutive (&), de telle maniére qu’a la biquadratique U

(') La méme chose pourrait se dire de la transformation (7). On
trouverait méme une infinité de transformations de cette nature
satisfaisant a la condition énoncée.
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elle fasse correspondre une biquadratique U', ayant le
plan (P) comme plan de symétrie. Autrement dit, soit s
le sommet d’un cone autre que (C), contenant U. Il faut
déterminer I’homologie involutive (4) de telle maniére
qu’elle transforme le point s en le point rejeté a 'infini
dans la direction de la verticale.

Menons la verticale du point s; elle rencontre le
cone (C) aux points i et k. Le centre de ’homologie
cherchée doit évidemment se trouver en un point
de cette droite et, si p est le point ou le plan de
base de V’homologie rencontre la méme droite, les
points i et k d’une part, s et le point a Pinfini de ik de
Pautre, doivent diviser harmoniquement le segment
wp (fig- 5)-

Fig. 5.

Donc w est I'un des poiunts doubles de I'involution
déterminée sur la droite ik par les couples (i, k), (s, o),
et I'on obtient le point w en prenant sur cette droite

sw == y/si.sk.

Ainsi, a chacun des cones autres que (C) qui con-
tiennent la biquadratique U correspondent deux homo-
logies involutives satisfaisant a la condition énoncée.
On peut donc énoncer finalement le résultat suivant :

Un hypercycle est, de siz maniéres différentes,
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le transformé d’une conique par une transforma-
tion (8) (*)-

8. Dans ce travail J'ai rattaché la géométrie de di-
rection a la géométrie sur un céne du second ordre.
En soumettant ce c6ne a une transformation par polaires
réciproques, on rattachera la géoméirie de direction a
la géoméirie autour d’une conique.

Les résultats prennent une forme particuliérement
frappante si I'on suppose que cette conique est I'ombi-
licale. On peut ainsi faire dériver des similitudes de
P'espace les transformations par semi-droites qui chan-
gent les cycles en cycles. En particulier, les transfor-
mations (a), (B), (y) se rattachent aux transformations
involutives de I’espace qui n’altérent pas la grandeur
des figures, et qui sont : la symétrie par rapporta un
point, la symétrie par rapport & un plan, la symé-
trie par rapport & une droite.

Je reviendrai prochainement sur ce sujet et sur les
transformations analogues de I'espace qui se rattachent
aux similitudes de Uespace & quatre dimensions. Je
montrerai en particulier qu’il existe dans 'espace guatre
transformations par semi-plans réciproques, dérivant
des quatre transformations involutives de I'espace a
quatre dimensions, qui n’altérent pas la grandeur des
figures (symétrie par rapport 4 un point, un plan, une
droite, un espace). Laguerre n’a fait connattre que la
derniére de ces transformations (2).

(') Un passage du Mémoire Sur les courbes de direction de la
troisiéme classe (OFEuvres, p. 667) établit clairement que Laguerre
rattachait ’hypercycle a la développable circonscrite 4 deux qua-
driques. Mais il ne parait s’étre attaché qu’au cas ol cette déve-
loppable est unicursale.

(%) Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathéma-
tiques (janvier 1906, p. 19), M. Butin a déja rattaché la transforma-
tion de Laguerre 4 la symétrie par rapport & un espace linéaire (ou un
plan, comme s’cxprime M. Butin) dans I'espace a quatre dimensions.
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[05d, M23a]
SUR LA SURFACE LIEU DES CENTRES DE COURBURE DES

COURBES D'UNE SURFACE PASSANT PAR UN POINT DE
CETTE SURFACE; .

Par M. Jacoues-JEaAn CHAPELON,
Eléve a I'Ecole Polytechnique.

D’aprés le théoréme, de Meusnier, si ’on considére
les courbes d’une surface I, passant par un point A de
cette surface et langentes a une tangente D a la surface
au point A, le lieu de leurs centres de courbure est une
circonférence, tangente en A 4 la surface et située dans
un plan perpendiculaire 4 la droite D, de sorte que,
lorsqu’on fait varier la droite D dans le plan tangent,
le lieu des centres de courbure des courbes de la sur-
face T passant en A est une surface S engendrée par
des cercles.

Le but de cette Note est de faire connaitre la pro-
priété suivante de cette surface :

La transformée par inversion de S par rapport au
point A pris comme péle est un conoide de Pliicker.

Le conoide de Plickér, que I'on appelle souvent
aussi cylindroide, peut éire engendré de la maniére
suivante :

Considérons deux droites X, Y, rectangulaires, et
leur perpendiculaire commune A ( fig. 1). Par A, fai-
sons passer un plan quelconque P que l'on prendra
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comme plan directeur d’un paraboloide passant par X
et Y. Ce paraboloide ayant évidemment ses deux plans
directeurs rectangulaires est isoscéle, et 'une des géné-
ratrices Z, de méme systéme que X et Y, est perpen-
diculaire au plan P. Lorsque ce plan P varie, le lieu

Fig. 1.

T

de Z est un conoide de Pliicker. Remarquons en pas-
sant que X et Y appartiennent au conoide : il suffit
pour le voir de prendre le plan P perpendiculaire a X,
puis 4 Y; remarquons encore que la droite Z, étant per-
pendiculaire & toutes les génératrices du systéme A, est
ligne de striction du paraboloide II, de sorte que I'on
peut encore définir le conoide de Pliicker comme étant
le licu des lignes de striction des paraboloides isoscéles
passant par deux droites rectangulaires. ’

Nous allons maintenaut faire connaitre une propriété
du conoide de Pliicker le caractérisant et pouvant, par
suite, lui servir de nouvelle définition :

Soit T une génératrice du paraboloide II, de méme
systéme que<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>