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[ R 9 a ] 
THEORIE ET APPLICATIONS DU C O I \ ; 

PAR M. CH. H A L P H E N . 

§ I . — F O R M U L E S R E L A T I V E S AU COTIV. 

Le coin est un prisme droit solide, à section trian-

gulaire A B C (Jig. i), dont les faces A B et A C sont 

engagées entre deux corps solides, et sur lequel agit 

une force F . Soit Ajc la parallèle à F menée par A ; 

a l'angle BA.r et jâ l'angle CAx. 
Supposons le coin en équilibre limite, c'est-à-dire 

en équilibre, mais sur le point de se mettre en mouve-
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ment dans la direction de la force F . Les solides S et S' 

exercent sur les faces AB et AC des réactions, obliques 

à cause du frottement; ces réactions ont des résul-

tante», et les forces R, R', égales et directement oppo-

sées à ces résultantes, sont les actions du coin sur S 

et S'-, donc, R et R' forment un système de forces 

équivalent à F , ce qu'on peut exprimer par deux équa-

tions, obtenues en projetant sur A x et sur la direction 

perpendiculaire à A x . 

Soit y l'angle de R avec la normale à AB, et es' l'angle 

de R' avec la normale à AC ; comme il y a équilibre 

limite, rs et es' sont les angles de frottement du coin 

sur S et S'; nous aurons 

F — R sin(cp -4- a) H- ÏV sin 

K cos(® -h CL ) - R' cos ( cp' -f- [i ). 

Ce sont deux équations du premier degré en R et R', 

dont 011 tire 

n f cos(cp' — a ) 
sin(cp a ) C(tsi ©' — 'j ) — si Mi cp'-̂ - 3 ) cos( cp H- a) 

_ F C O S ( ï-' -r- ) 

>in i cp -h cp' — a $ ) 

et 
Fcos(cp-t-a) 

sin ( cp -i- cp'--- a -4- 3 ) 

Kn ou Ire, les composantes H et H' des pressions sui-

vant la direction perpendiculaire à A x ont la même 

valeur, comme il résulte des équations 

F cos( cp — x ) cos< cp' -h £ ) 

sin( cp -f- 'f' -r- a — $ ) y 

F cos ( cp H- a ) cos ( cp' H~ ffi ) 

sin (_cp - f a -f- B ) 

H = H cos ( cp ~ a ) = 

H — R'cos(tp' -bf<) = 
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Cas particulier. — Si Je coin a pour section un 

triangle isoscèle {fig- 2), et si la force F est appliquée 

F i g . -2. 

B ML 

. / 

y >h' près s/on 

M -

suivant J a hauteur, on ¿i 

« = ? . 

Si en outre on suppose o = o', 011 voit que 

F c o s s ( o + a ) F c o s 2 ( 9 - 4 - a ) 
H = sin •>. ( Q H- a ) à s in ( © -+- a ) cos ( Q — a ) 

11 F 
2 tang(a -4- cp) 

si l'on supposait le frottement nul, on aurait 

17 
H , = 7. t a n g a 

valeur sensiblement inférieure à H. 

Exemple. — Pour F = 20kg; a = 5°, on a 

Ht = 115kg ; 

mais, si Ion prend f ' = tangcp = o, 3o, soit 

(frottement de bois dur sur bois), on n'a en réalité que 

H - '¿4k*,7. 
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Dans ce cas particulier, supposons que le coin ait été 

enfoncé entre deux solides en les écartant; si F cesse 

d'agir, les solides vont, par suite de leur élasticité na-

turelle, chercher à se rapprocher, en exerçant sur le 

coin des efforts, tendant à le faire sauter. Les forces en 

jeu seront donc les efforts normaux Q , et les forces de 

frottement / Q , dont les composantes suivant la direc-

tion AM tendent respectivement à faire sauterie coin, et 

à le maintenir en place. 

Le coin restera en équilibre, si 

/ Q eus x : Q sin a ou f t t a n g a ou © = a. 

On dit alors qu'il y a arc-boutemenl ou coincement : 
le coin ne sautera que si l'on exerce sur lui une force 

de bas en haut. 

Si, au contraire, 

/ Q cosa < Q sin a ou s < a, 

l'équilibre n'aura pas lieu, le coin sautera. 

S I L — A P P L I C A T I O N S P R A T I Q U E S . 

Le coin sert, en premier lieu, à exercer des pressions, 

comme l'indique la théorie, en prenant par exemple la 

disposition indiquée sur la figure 2, le solide de gauche 

étant buté sur un mur fixe. Bien souvent, après que l'on 

a obtenu la pression voulue, c'est-à-dire réalisé un ser-

rage, l'ensemble reste en équilibre par coincement; il 

est calé. 

Les outils nommés hache et tranche agissent comme 

coins vis-à-vis des bois et métaux; par des pressions, 

ils séparent la matière en deux après l'avoir fendue. 

Les clavettes sont des coins que Ton emploie, dans 

les constructions mécaniques, pour assembler avec 
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serrage deux pièces. Supposons, par exemple, qu'on 

veuille relier deux tiges T et T ' ( f ig . 3); on munira T 

d'une portion plane, percée d'un trou rectangulaire, 

et T ' d'une fourche percée également; dans ces ouver-

tures on enfoncera une clavette. Il faut avoir soin de 

ménager en j et f des jeux, en taillant les ouvertures 

en conséquence, afin de pouvoir, en cas d'usure, en-

foncer la clavette pour revenir au serrage primitif (rat -
traper le jeu). 

Dans les clavettes, on observe toujours la règle né-

cessaire pour qu'il y ait coincement ; c'est-à-dire a<^<p; 

ou, 9 étant l'angle de la clavette, 0 << 2<p. La tangente 

de 8 s'appelle tirage de la clavette; donc le tirage doit 

être inférieur au double du coefficient de frottement. 

Pour des clavettes» souvent démontées, le tirage est de 

o , i o à o,o5 ; pour des clavettes fixes, il est de 0,02 en 

moyenne. 

Parmi les nombreuses applications de serrage par 

clavette, on peut citer le calage d'une poulie sur un 

arbre : la clavette étant enfoncée entre le moyeu de la 

poulie et l'arbre qui porte à cet eff et une rainure. Mais, 

lorsque le clavetage est appliqué à un organe de ma-

T 
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chine' à mouvements non réguliers, ou soumis à de 

fortes trépidations, sous l'influence des diverses forces 

qui en résultent, le coincement peut cesser; pour em-

pêcher' les disjonctions d'organes qui se produiraient 

alors, on a imaginé des dispositifs de sûreté maintenant 

les clavettes en place. On peut voir différents types de 

ces dispositifs dans les clavettes des têtes de bielle des 

machines à vapeur, locomotives, etc., ils sont men-

tionnés dans les ouvrages spéciaux. 

$ I I I . — A P P L I C A T I O N D E L A T H É O R I E n i C O I N 

A U X M U R S L)E S O U T È N E M E N T . 

Soit un mur de soutènement dont A B est le pare-

ment intérieur. La terre exerce sur ce mur une poussée, 

et, si I on suppose qu'il vienne à se rompre, 011 constate 

que la niasse de terre qu'ii devait retenir s'est fendue 

suivant une surface A C , sensiblement plane, dite plan 
de rupture. Dès lors, on peut envisager la poussée de 

la terre sur le mur, comme celle d'un coin ABC, au-

quel est appliqué son poids F (Jig* 4)« ^n supposant 

que le parement AB soit vertical, c'est-à-dire a = o . 

s étant l'angle de frottement de la terre sur la maçon-

nerie, et <p; l'angle de fl ottement de la terre sur la terre, 

on aura 
^ _ F cos( or -h ¡3) 

sin ( <p -4- ©' -b ¡3 ) 

CVst la poussée totale sur le mur. 

K\ allions F en supposant que im soit la longueur du 

mur, o la densité de la terre, et i l'inclinaison sur l'ho-

rizontale du talus BC. Comme BCA = go° — ¡3). 

on a 
AB B C 
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La hauteur G Q du triangle A B C est done 

. h sin p cos i 
G Q = BG cos i - -£-—ÔT> 

C O S ( l - h p ) 

F i g . ',. 

e t p a r s u i t e 

F = s u r f . A B C x i ' " x o = 
oh- sin fi c o s i 
•2 c o s ( i -h rp ) 
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Donc 

Zh- sin ri cos / cos ( cp' H- ¡3 ) 

eos ( i -f- ¡3 ) sin ( cp — cp' -f- 6 ) 

Mais ¡3 est inconnu. Afin d'avoir un mur suffisamment 

solide, on suppose que le plan de rupture A C est celui 

qui donne la poussée R maximum. R étant fonction 

de ¡3, il suffit d'égaler à zéro la dérivée on a ainsi 

une équation en ¡3 donnant la valeur de cet angle pour 

le cas le plus défavorable. 

On a remarqué que la valeur de ¡3 ainsi obtenue est 

généralement voisine de — d'où le tracé pra-

tique suivant : on mène l'horizontale de A, à partir de 

laquelle on prend l'angle cp', en D A T , la bissectrice A C de 

l'angle BAT est la trace du plan de rupture cherché. 

Poncelet a donné un procédé graphique pour chercher 

le prisme de poussée maximum, en s'appuyant sur ce 

principe bien connu : trois forces en équilibre (ici, ees 

forces sont F , — R et — R ' ) peuvent être représentées 

par les trois cotés d'un triangle formé de vecteurs équi-

pollents à ces forces. 

Menons des droites A C , A C , ACW . . . . ^ et prenons sur 

la vertiealedu point A une longueur A//, proportionnelle 

au poids du prisme A B C -, puis menons la droite A q f . 

faisant avec A C un angle C = 90o -(- cp', et enfin p' q' 
parallèle à la direction connue de R. Ces deux dernières 

droites se coupent en </', et l'on voit que le triangle A p'q1 

a bien des côtés équi pollents à F , — R e t — R ' . Traçons 

de même A/A/", Ap ' , f q" \ correspondant à AC", 

A C " , . . e t joignons les points q', <7", qm. . . par une 

courbe continue. Si l'on mène une tangente qt à cette 

courbe, parallèlement à AB, la poussée qp correspon-
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dant au point q de contact est la poussée maximum; 

et la longueur du vecteur qp représente cette poussée 

à l'échelle de la ligure; le plan cherché A C est donc 

celui qui fait avec la droite Aq un angle q A C = go°-\-'ff. 
Ce procédé est, lui aussi, approximatif, car le point q 
n'est pas déterminé d une façon précise; mais il sufiit 

pour la pratique. 

Cherchons le point d'application de la poussée R sur 

le parement AB du mur; c'est le centre de poussée. 
Pour cela, considérons un point Aï entre A et B; sur 

la fraction de mur BA4 , la poussée est, par similitude, 

celle qu'exerce le coin BA4 C 4 , A<C4 étant parallèle 

à A C ; et cette poussée maximum est proportionnelle à 

la surface A{ BC4. De même, sur A 2 B, la poussée est 

proportionnelle à A2 BC2 ; donc, sur l'élément A 4 A 2 

que nous supposerons très petit, la poussée est pro-

portionnelle à A j A o ^ C s , ou bien à Ah A 2 D, D2, les 

points D< et D2 étant, sur les perpendiculaires en A{ 

et A2 à AB, à des distances de cette droite égales à 

celles de C< et C2 . On voit que? les points D<, D2 , . . . 

sont sur une droite, passant par B; et, par suite, la 

poussée totale sur AB, résultante de toutes les poussées 

élémentaires sur les éléments A, A 2 , est appliquée au 

point H, projection sur A B du centre de gravité du 

triangle ABD, d'après un théorème bien connu; c'est-

à-dire que la poussée R est appliquée au tiers de AB à 

partir de A. 

Après avoir calculé, ou construit graphiquement la 

poussée R, et l'avoir appliquée au centre de poussée, 

on compose cette force avec le poids P du mur. Pour 

que ce mur soit en équilibre, en supposant qu'il soit 

un solide rigide et homogène, on sait que cette résul-

tante p doit passer dans le polygone d'appui, c'est-à-dire 
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dans la base JCA; mais, pour que la stabilité du mur 

soit parfaite, il est préférable, d'après la résistance des 
matériaux, que p passe dans le tiers moyen MiN de la 

base. F,n outre, l'angle de p avec P doit évidemment 

être inférieur à l'angle de frottement z> de la maçonnerie 

sur le sol. En divisant la pression sur la base, p, par 

la sur face de la base, on obtient approximativement la 

pression sur le sol par unité de surface (centimètre 

carré par exemple); cette pression ne doit pas dépasser 

une certaine limite pour que le sol résiste sans s'écraser; 

et la condition de eette limite lixe donc la largeur de 

la base à adopter pour le mur. Quant à la composante II 

horizontale de la poussée, (die tend à trancher le mur, 

et fixe l'épaisseur à adopter pour le mur, pour qu'il n'y 

ait pas rupture par cisaillement. 

[ R l c ] 

\ 0 T E RELATIVE Al! MOUVEMENT DE ROTATION; 
FAR M. A. DE S A I N T - G E R M A I N . 

La Géométrie analytique permet de trouver ce que 

deviennent les coordonnées d'un point donné M d'un 

solide après que celui-ci a tourné d'un angle 8 autour 

d'un axe fixe; mais on peut aussi résoudre le problème 

au moyeu d'une intégration dont la simplicité mérite 

peut-être d'être signalée. 

On peut supposer que l'axe de rotation passe par 

l'origine des coordonnées rectangulaires : soient a , 6, c 
ses cosinus directeurs, J r 0 , z0 les coordonnées de M 

avant la rotation. L'expression classique des eompo-
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santés de la vitesse due à une rotation montre immédia-

tement que les coordonnées du point M sont liées à 

l'angle 6 dont le solide a tourné par les équations simul-

tanées 

dx , dy dz . 
„) — = b , - e y , -^ = c r - a z , - = ay-boc. 

Pour intégrer ce système, différentions la première 

des équations et ayons égard aux deux autres ainsi qu'à 

la relation a1 b2 -h c2 = i ; il vient 

dïx 
(2) — a(ax -h by -h cz)—x\ 

une nouvelle dérivation donne, après réduction, 

dz x dx 
= = ~ d6' 

L'intégrale générale peut se mettre sous la forme 

x = A -h B sin 6 -f- C ( i — c o s e ) ; 

on reconnaît aisément que les constantes A , B, C sont 
. dx d^" x 

respectivement égales aux valeurs de pour 

b = o; la première est les deux autres sont fournies 

par la première équation (1) et par l'équation (2) , et 

l'on a, pour la valeur demandée de 

x = Xq COS 6 -F- ( b z0 — cy0 ) sin f) 

-i- a(ax0 4- by0-\- cz0) (1 — cos6). 

Les expressions de y et z s'en déduisent par de 

simples permutations. 
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[ K 9 b ] 

SLR LE THÉORÈME DE PTOLÉMÉE ET SON APPLICATION 
AUX POLYGONES RÉGULIERS; 

PAR M. J . J U H E L - R É N O Y . 

II est d'usage, dans les Cours de Géométrie, d'ap-

pliquer le théorème de Ptolémée à la seule inscription 

des pentédécagones réguliers. Le but de cette Note est 

d'en faire l'application aux polygones réguliers d'un 

nombre quelconque de côtés, en particulier aux déca-

gones et pentagones, et d'en déduire l'équation géné-

rale dont dépend l'inscription des polygones réguliers 

d'un nombre quelconque de côtés. 

I. Nous commencerons par donner, du théorème de 

Ptolémée, une démonstration qui se déduit immédiate-

ment de la définition du rapport anharmonique. 

Soient A BCD un quadrilatère inscrit dans un cercle 

•t M un point de ce cercle. On a la relation ( 

( M . B A G D ) -h ( M . B G A D ) = i . 

Or, en grandeur et en signe, 

R A r n _ s h i C M B s i n D M B GB D B 
( M . B A W J ) - sin CM A * sin DM A ~ C Â 1 D Â ' 

. . R r s i n A M B s i n D M B A B D B 

- : ^Ï^ÔWC = ÂG : DG 

et, par suite, 

G B . D A -f- A B . D C = A C . B D . 
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II. Supposons la circonférence divisée en m parties 

égales et soient, dans le quadrilatère ABCD, 

n — p le nombre des divisions sous-tendues par A B , 

p » » » BC, 

p » )> » C D , 

n p » » » DA. 

Le théorème de Ptolémée donne la formule 

/-2 p 
i. \ C'i+p i pn p ni pn ( » ) Wk h -+- ^m H — -Qjp- ^m-

La circonférence étant toujours divisée en m parties 

égales, supposons que les côtés du quadrilatère A B C D 

sous-tendent 

A B n divisions 

BC p » 
CD n — p » 
DA in » 

Le théorème de Ptolémée donne la formule 

&mP — &mP = 7 I - C& . 
^ n 

Enfin, dans une troisième hypothèse, représentons 

par 

p le nombre des divisions sous-tendues par A B , 

n — p » » » B C , 

n » » » CD, 

n H- p » » » DA. 

Le théorème de Ptolémée donne la formule 

( 3 ) 

III. Appliquons ces formules à la division de la cir-

conférence en dix parties égales; la formule ( i ) donne, 
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pour n — j et p = 4» 

C1-

C1 — ^ R 

puis, pour n — 5 et /> — , 
C? c ^ — R • 

d où, par multiplication, 

^ 1 0 1 0 — n • 

Dans la formule (2), faisons n = 2 et p = 1 , 

C? r » _ p 1 — -1» r 1 — R 1 ' io ^10 — Cî — 

(le sont les formules de l'inscription des décagones. 

Quant aux pentagones, remplaçons, dans la for-

mule ( > ), n par 2 et p par 1, 

<<:>,*- (Ci0)« = C } 0 . C f 0 = r», 

puis n par 4 cl p [)ar 

On déduit de ces formules la construction bien 

connue que voici : 

Soient A C et BD deux diamètres rectangulaires d'un 

cercle de centre O ; de 1 milieu de AO, avec 1B comme 

rayon, 011 trace une circonférence qui coupe A C en E 

et (1, 011 a 
OH: - c}w, OG = q 0 . 

EB = C^ GB = Cf. 

luniai(juons, en passant, la formule 
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IV. Supposons, d'une manière générale, la circon-

férence divisée en 2 m parties égales et représentons 

par x le rapport en désignant, pour simplifier les 

notations, par CK la longueur de la corde qui sous-tend 

K divisions. L'application de la relation (1) donne les 

équations suivantes : 

C2 = & ct, 
G, = ¿rCi, 

Ci-H c 2 

1 -4- C,n- 3 = 3? C 

= 

Cm - 1 = R .r, 

G/« = 9.R; 

d'où l'on tire 

C,„ =<2R, 

C , ; , . . ! = R X , 

G j = -2)R, 

Cm „3= (a?* — òx)R, 

et ainsi de suite. On voit, d'une manière générale, 

qu'en posant C K = RVW_K, trois polynomes V consé-

cutifs satisfont, d'après ce qui précède, à la loi de 

récurrence 
VK -r Vk-2 = 2'VK-i 

avec les conditions \'0 = 2 et = .r. 

Or 011 a 

C2 = HVm_î et C , = RYV-i, 

C, = ,rC, 

et, par suite, 
X \ m — i — o \ 

d'où l'on déduit 
\m = O . 
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Telle est l'équation qui donne la solution du pro-

blème de la division de la circonférence en u n parties 

égales. 

Or on sait que les fonctions Y jouissent de toutes 

les propriétés des fonctions de Sturm, qu'elles ont eu 

particulier toutes leurs racines réelles et que l'équa-

tion Vm — o a une racine et une seule comprise entre 

la plus grande racine de V/w_4 = o et -h oc. Il s'agit de 

démontrer que, pour chaque équation V w = o , la plus 

giande racine seule convient à la solution du pro-

blème. 

Cela résulte immédiatement de ce que, d'après la 

valeur de 

= ^ C J V - ^ / T H ^ - T C ] ^ , 

x croit avec m et que, pour l'équation V 2 = o en parti-

culier, c'est la plus grande racine qui convient. 

V. On sait que les fonctions V ont toutes leurs 

racines comprises entre -f- 2 et — 2. D'après la forme 

même des fonctions V, dont tous les ternies sont de 

même parité, il suffit que la [>lus grande racine de la 

fonc 1.1011 V/// soit inférieure à et ceci est une con-

séquence de la relation 

C i V = R*. 

Il est même possible d'obtenir, pour la plus grande 

racine de la fonction \ ,WJ une limite supérieure plus 

rapprochée que 2. 

On démontr e, en effet, facilement que la fonction V m 

satisfait à l'équation différentielle linéaire du second 

ordre 
1 - 4 ) v;w -î- # v;„ — m2 v,„ = o. 
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Or, Laguerre a démontré dans une Note : Sur les 

équations algébriques dont le premier membre satis-
fait à une équation linéaire du second ordre, qu'étant 

donné un polynome y ayant toutes ses racines réelles 

et satisfaisant à l'équation différentielle 

P / + Q / + R / = o, 

le polynôme 

il = PR -f- P Q ' ~ Q P — - /?? ~~ * Qs. 
4 ( m - - i ) 

où m désigne le degré du polynôme y , a une valeur 

positive ou nulle quand on y remplacer? par une racine 

quelconque du polynome y . 

On a donc, dans le cas actuel, pour toute1 racine x 
de la fonction 

9 , it>( m — i )- ( m -T- i ) 
( •>. m — i ) ( 'i m1 — nt -- •>. i 

\ . / "i ~ i 
4( m — r) f ( •>. m - i ) ( '2 m'1 — m -h •>. ) 

2 m — i ) ( 2 m - — m -f- ) 

Signalons enfin la propriété suivante de la fonc-

tion \ m : 

Si \jm-\ représente le résultat de la substitution de 

]a plus grande racine de Y m dans on a, pour 

m ~ x , 
lim( m U #/i i ) — 

Ann. de Mathémat., 4e s é r i e , t. V I . ( J a n v i e r iy<>6.) 2 
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Al! SllJET D'UN THÉORÈME CONNU; 

PAR M. M. F O U G H É . 

Le théorème dont il s'agit est le suivant : 

ÏJ inversion conserve les lignes de courbure des 
surfaces. 

De toutes les démonstrations qu'on en a données, 

aucune ne me paraît aussi simple que la suivante : 

i° Le théorème est vrai s'il s'agit d'une surface déve-

loppahle, puisque au lieu d'une enveloppe de plans, on a 

une enveloppe de sphères dont les caractéristiques, qui 

sont les transformées des génératrices de la surface déve-

loppable, sont évidemment des lignes de courbure. 

Quant à la seconde famille elle se conserve également à 

cause de la conservation des angles droits. 

Cela posé, je considère une ligne de courbure (C) 

d'une surface quelconque et la développable enveloppée 

par les plans tangents à cette surface aux différents 

points (C). (C) est aussi une ligne de courbure de cette 

dé\eloppal)le puisque les normales sont les mêmes dans 

la développable et la surface donnée, en tous les points 

d e i X A Par l'inversion les deux surfaces circonscrites se 

transforment en deux autres également circonscrites. 

La transformée [ O de { C) est ligne de courbure sur 

l'enveloppe de sphères qui est la transformée de la déve-

loppable : donc elle l est aussi sur l'autre surface. 

c. Q . F . N . 
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[ P 3 b ] 
NOTE AU SUJET DE L'ARTICLE PRECEDENT; 

P A R M . R . B . 

L'élégante démonstration de M. Fouché est notable-

ment plus simple que celle que j'ai donnée dans ce 

Journal (ic)o3, p. 16). Mais elle ne met pas en évidence, 

plus que cette dernière, le fait que les centres de cour-
bure principaux, en deux points correspondants de 
deux surfaces inversesf sont deux à deux alignés avec 
le pôle d'inversion. La démonstration suivante (dont, 

bien entendu, je ne garantis pas l'originalité, étant donné 

qu'il s'agit d'une proposition tout à fait classique) éta-

blit ce fait en même temps que le théorème relatif à la 

conservation des lignes de courbure. 

Soient m un point d'une surface (S) , (2) une sphère 

tangente à (S) en m. (S) et (S) se coupent suivant 

une courbe G présentant un point double en /rc, et les 

tangentes en ce point sont les diamètres communs aux 

indicatrices, construites avec le même paramètre, des 

deux surfaces. Pour que le contact soit stationnaire, 
c'est-à-dire pour que Je point double de C soit un point 

de rebroussemeni, il faut et il suffit que les deux indica-

trices soient bitangentes : cela exige que (S) ait son 
centre en Vun des centres de courbure principaux 
de (S) en m. On voit aussi que la tangente à C, en ce 

point de rebroussemenr, est une direction principale 

de ( S ) . 
Cela posé, une sphère et une surface, ayant entre 

elles un contact stationnaire, se transforment par in-
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version en une sphère et une surface à contact station-

naire. Cette remarque, jointe à celle que les centres de 

deux sphères inverses sont en ligne droite avec le pôle 

d'inversion, rend intuitives les propriétés de l'inversion, 

relatives aux lignes de courbure et aux centres de cour-

bure principaux des surfaces. 

SOLUTION DE LA O P T I O N DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
IK COMiOlliS D'AGRÉGATION DE 1 9 0 5 ; 

P A K M . A . V A C Q U A N T . 

I° On donne les deux droites D, D' définies respec-
tivement par les équations 

(D) y ~~~ (v, z = h, 

(D') z = --h, 

les axes de coordonnées ox, oy, oz étant supposés 
rectangulaires. Trouver Véquation ponctuelle de la 
sur/ace S lieu du sommet d'un paraboloide variable 
qui passe par ces deux droites. Trouver Véquation 
tangentielle de la même surface. 

Calculer les coordonnées d 'un point quelconque M 
de la surface S en fonction de Vabscisse a et de Vor-
donnée fi des deux points N, iV où une droite, menée 
par M, rencontre respectivement. 1) et D'. Soit P le 
point de coordonnées a, fi dans le plan x o i . Lieu du 
point M quand P décrit une droite quelconque du 
plan xoy. Etude de /'intersection de la surface^ avec 
une (juadrique quelconque qui passe par D et D'. Lieu 
correspondant du point P. Cas ou cette intersection se 
décompose. 
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3° Démontrer que la surface S est sa propre polaire 

réciproque par rapport à une infinité de quadriques Qy 

dont on cherchera l équation générale ponctuelle. On 
envisagera plus particulièrement parmi elles les para-
holoïdes Q,. Trouver Venveloppe des quadriques Q. 

I. Les deux droites D, D'définies respectivement par 

les équations 

( D) y = o, z = h, 
( D ) x = o. z = — h 

seront rencontrées par une droite ayant pour équations 

x = a z -+- p, 
y =• bz <1 • 

si l'on a 
h h q = o, — ah -h p — o 

et, par suite, 

( G) x — ai z h i, y = b z — h > 

sont les équations d'une droite G rencontrant D et D' 

en des points N et N' ayant respectivement pour 

abscisse et pour ordonnée 

a = '>, ah, ¡s = — 'a bh. 

Pour que G reste parallèle au plan 

A x -f- B y -+- (jZ — o, 
il faut 

A a ^B/> + C = o. 

Le paraboloïde engendré par G a pour équation 

A.r B y 
T -î -h C. = o z h z — h 

ON 

A x( z — h ) -+- By ( z -f- h ) -h G ( z — h ) ( z -4- // ) = o 



( 22 ) 
Oll 

( TTT ) C z* A xz -r- ttyz — A hx-r- B h y — C A2 = o. 

(a ' paraboloïde ayant pour plans directeurs 

ô — o, A x -+- B y — C z = o, 

la direction de son axe a pour équations 

ï . = y - z-
B - A ' 

Le point Yl(.z\ y , z) sera le sommet de m si le plan 

langent en M est perpendiculaire à l'axe, c'est-à-dire 

si Ton a 

\ ( c h ) _ B ( c. - h ) _ A x — B v -h • > C z 
' I» " ' — A ^ o 

Les coordonnées du sommet M de m sont donc défi-

nies par les équations 

A - i C. h)-î- B2 { z-T- h I = O, A X - 1 - B r -f- C z = o, 

\xi z h ) h- B y{ - r - ft ) - r - C \ z — h )( z — h) =-- o. 

En éliminant C entre les deux dernières équations, 

on obtient l'équation 

A x ( r. — // ) ( z : h •>. z) -h B y { z h )( z - - h — >\z) — o 

O U 

A ./•( c. — h r- B y(z -+- h )2 = o. 

Kn éliminant A et B entre cette équation et la 

première des trois précédentes on a l'équation ponc-

tuelle du lieu de M : 

y2( z -r- h )M c — h ) — x2( z — h y* { z -i- h) — o. 

Après suppression du facteur (z — h )(z -}- h) qui 

donne l'ensemble des deux plans parallèles à xoy 
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menés par D et D' , on oblienl une surface S ayant pour 

équation ponctuelle 

( S ) y2( z -b hf-r- x^iz - hy = o 

ou 
x'2 ( h — z y — y2( À + 

c'est-à-dire une surface réglée du cinquième ordre ayant 

pour génératrice la droite 

i 
y = X a?, h — 2 = 

parallèle au plan r o y et, s'appuyant sur l 'axe des z qui 

est une ligne double de la surface. Tout plan passant 

par zz' coupe S suivant zz et trois autres droites paral-

lèles à xoy dont une seulement est réelle. La surface S 

est donc un conoïde ayant pour axe zz', pour plan 

directeur xoy. 
Les coordonnées homogènes a, v, w, r d'un plan tan-

gent à S au point ( x , y z ) sont 

u = •;../•( z — h 

ç — •>y{ z -h h)*, 

w — 3y2( z -h A)2 -h 3 ,r2 < z — â )2, 

/•= 3 h y'1 (5 + A)2 — j h x'1 { z — h )2, 

d'où 

u _ x{z — h)3 _ —y 
v y(z~hhyi v ' 

(c _ {z — hf(z^-h)'2 — (z-f h)*(z — h)* _ z - h (z^-h) 
r ~ h[\ z-^Jîfïz-1- A)2 H- (z -+- /¿)3 (z — hy2 j ~~ Tnz h z h ) 

ou 
w __ i 

Lu portant les valeurs de — et de z dans ( S ) on 
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obtient l'équation tangciitielle de la surface S 

(i) u* * * ) ' - ' • ( - S - * / 

(St ) u^ihw — /•)*— vi(hw -h r f = o. 

IL. Les équations ( G ) peuvent s'écrire 

* / ? - / x = - j - z-hh), y— r-r{z—h). 

Ces équations, jointes à l'équation ponctuelle de S , 

savoir 
x*(z — h)*-4-y*(z -h hy= o, 

donnent les coordonnées x , r, z d'un point quelconque 

iVI de la surface S en fonction de deux paramètres a 

et p. L'élimination de x et y donne l'équation 

D'où 
^ — h z -h h 2 3 v» h 

- a*2 a l — pi 

Par suite les coordonnées du point M sont 

a 
x 

-4-

I ¡¿3 

~ a2 -+-

Supposons que le point P ( a , jî, o) décrive une droite A 

avant pour équations 

(A) z — o, ax-\-by->rC~ o. 



ou aura 

< »5 ) 

(3) aa + + c = o. 

Le lieu de M est «ne courbe définie paramétrique-

inent par les équations (2) et (3), c'est-à-dire une 

cubique gauche T. On obtiendra les -équations ponc-

tuelles de cette cubique en éliminant a et fi entre (2) 

et (3), ou encore entre les équations 

a + ? 

x y z 
a " J = T 

ix — fty = a2—(i2, 

Des deux premières on tire a et ¡3 

2 x z i y z 
T = I + Â * T = 1 - / 7 ' 

2hx n ihy 
a = — , p = -r— 

h -h z 1 h — z 

En portant dans les deux dernières on obtient l'équa-

tion de S, comme cela était à prévoir, et l'équation 

d'un paraboloïde w{ passant par D et D'; de sorte que 

la ligne lieu de M quand P décrit A est définie par les 

équations 

(S) + + = 

(TÏÏ! ) 2 a h x { h — z )H- ibhy{ h-\- z)-¥-c(h — z)(h z ) = o. 

L'intersection de la surface S et du paraboloïde 

qui est du dixième degré se compose de D et D', droites 

doubles de S, de la droite de l'infini t, = o, z = o 

comptée trois fois et de la cubique T. 
L'équation (ra,) étant linéaire et homogène par 
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rapport aux trois paramètres a, fe, c, on peut dire que 

eette équation peut représenter un paraboloide quel-

conque passant par D et D'; alors le calcul précédent 

montre que l'intersection de la surface S et d'un para-

boloide quelconque passant par D et D' se compose des 

droites D, D' comptées deux fois, de la droite à l'infini 

du plan xoy comptée trois fois et d'une cubique gauche. 

Etudions maintenant l'intersection de S avec une 

quadrique quelconque H passant par D et D'. L'équa-

tion de H est de la forme 

(II) \x(z — /¿)H- By(z -f-/i)-t- CU — h)(z -4- h)-h Dxy = o. 

Pour tout point commun (x, y\ z) à H et à S les 

paramètres a et ¡3 seront liés par une relation obtenue 

en remplaçant dans l'équation (H) les coordonnées .r, 

y, z par leurs valeurs (2). En remarquant que 

— ih S* , ihtf 

celte relation est 

— '2Ah a3 ¡32 -4- iWk^tf — 4 C/f*a* Da» p» = o. 

Elle se décompose en deux : 

(4) a*p*=o, 
(5) Dafi — jAAa + ¿B/ip — 4C h*=o. 

La première donne sur S les droites D et D7 comptées 

lieux fois, car pour a = o ou ¡3 = o 011 a respectivement 

x = o, y — p, z =—h (droite D'), 

y — o, x = a, h (droite D) . 

l e lieu correspondant du point P( a, ¡3) dans le plan xoy 
est Taxe oj ou l'axe ox. 

l/équation (5), qui est une relation homographique 
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entre a et ¡3, définit sur S une cotirbe du sixième 

degré C 6 . Le lieu correspondant de P dans le plan xoy, 
défini par l'équation (5) , est une hyperbole équilatère 

dont les asymptotes sont parallèles aux axes oxy oy. 
Si D n'est pas nul, c'est-à-dire si H n'est pas un 

paraboloïde, de (5) on déduit • 

A _ 2 A a -F- 2 C h ) 
P - Da + îB/i ' 

et d'après les formules (2) on obtiendrait aisément les 

coordonnées d'un point de C 6 en fonction du seul para-

mètre a. 

La courbe C 6 se décompose quand la relation (5) se 

décompose-, alors (5) prend la forme 

( m a -h n) ( m' f + ) = o, 

ce qui a lieu, comme on le voit sur l'expression précé-

dente de ¡3, quand on a 

A G 

D ~ B ' 

L'hyperbole (5) se réduit à deux droites respecti-

vement parallèles à ox, oy et la courbe C 6 se décompose 

en deux cubiques planes; car, si l'on appelle \ la valeur 

commune des rapports précédents, on a 

A = DX, G = BX, 

et l'équation (H) devient 

{y — h)} [ D j + B ( 3 + h)] = O, 

c'est-à-dire que la quadrique H se réduit à deux plans 

passant respectivement par D, D' et déterminant dans S 

deux cubiques. 

Si D = o, la quadrique H est un paraboloïde, et l'on 
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retrouve les résultats indiqués plus haut : la courbe C 6 

est remplacée par une cubique gauche T et la droite à 

l'infini du plan xoy comptée trois fois; l'hyperbole (5) 

est remplacée par une droite quelconque du plan xoy. 

La cubique T devient plane si A = o ou B — o, auquel 

cas le paraboloïde se décompose en un plan parallèle 

à xoy passant par l'une des droites D, D' et un autre 

plan passant par l'autre droite. Le lieu de P est une 

droite parallèle à ox ou oy. 

III. Les équations ponctuelle et tangentielle de S 

sont, en coordonnées homogènes, 

( S ; x2(z — ht)* -h y2(z -+- ht)* = o, 

( S j ) u2( hw — r )3 — V1 ( h w -h r = o. 

Soit une quadrique ayant pour équation ponctuelle 

f( x, y, z. t) = o. 

Les coordonnées homogènes du plan polaire d'un point 

(.r, y, s, t) de S par rapport à Q sont 

" = /¿ï = />'•» = f z , r = / ; ; 

en remplaçant u> v, w , r par ces valeurs dans (S 4 ) , on 

doit obtenir l'équation ponctuelle de S. En identifiant 

l 'équation obtenue avec l'équation (S) on voit aisément 

que, si la quadrique Q existe, son équation ne peut 

être que de la forme 

c'est-à-dire que Q est une quadrique ayant pour plans 

de symétrie rectangulaires yoz et zox, pour axe de 

symétrie oz. D'ailleurs ce résultat est à peu près évident 

en remarquant que la surface S possède cette symétrie. 
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On a alors 

u = ¿/¿ = A-2'. 

o = ï / i = A > , 

«v = ï / i = -H C", 

a- = a / ; = c * + D. 

Portant ces valeurs dans (S<), on obtient l'équation 

h*x*[z(H'h — G") -+- G"A — D p 

— A ' 2 A ' A - r - C") -h C ' A -h D] 3 = o. 

En identifiant avec ( S ) , qu'on écrit 

x*{h — z ) * - y*(h + s)*= o, 

011 a les relations 

A * ( C - A - * ) = A * t C ' * - D > 
A 

qui se réduisent aux deux suivantes 

D = A" A2, 

C " ( A 3 — A ' * ) = A"A ( A"® -T- A'^). 

Les deux coefficients A et A' sont différents de zéro; 

quant à A" il peut être nul ou non. 

Si A" = o, on a 
D = o , 

et, comme C/; est différent de zéro, sans quoi la qufe-

drique Q se réduirait à deux plans, on aura 

1 1 
A 3 — A ' 3 = o, 

d'où 
. A2 = A'*, 

A = =b A'. 



( 3 o ) 
Les quadriques Q ont, dans ce cas, pour équation géné-

rale, 
K(x2±: y2) -h 2 C"z = o 

ou 
x2 do y- -+• 2 p z — o, 

c'est-à-dire sont des paraboloïdes Q t de révolution ou 

équilatères. 

Si A" n'est pas nul, D est différent de zéro ainsi que C", 

A et A'. Nous poserons 

i i 
A3 = a, A'3 — a' : 

par suite 
(ai _4_ \ 

X = a\ A' = a'3 , A-a-—a 2 

L'équation générale des quadriques Q est 

azx%-\- a'3 v2-1- A"^2 -h >.k" h ——•—z -+- A "h2 — o. a-— a 2 

Comme AF/ est différent de zéro, on peut supposer 

A" = i , et l'équation précédente s'écrit 

p V „ ,, » , , , ( a 2 - h a ' 2 ) / 9 /(./', r, >3 ) — a* x2 -h a 3 v2 -4- z2 -H 2 /i — ;— z -h h2 — o. 
a- — a -

On obtient l'enveloppe de ces quadriques Q en éli-

minant a, a 'entre l'équation précédente et les suivantes 

f a = O, = O 
ou 

, , . {a- — a'2 )2 a — ( a2 -+- a'2 ) i a 3a2x- -h 2 h z — ;— = o, (a'2—a'2)'2 

* „ , , ( — a1'2 ) i a -h ( a2 -i- a'2 )2Ci' 
3 <7 2 v'2 H- 2 hz = o, 

( a '2 — a 2 Y2 

c'est-à-dire 
a'2 

3 ax2 

6a y*-h 

f a2 — a'2 Y2  

a2 

< a
2 — a ' 2 ) 2 
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De ces deux dernières équations on déduit, en élimi-

nant 

a*x2 -+- a'3 y* = o, 

et, d'après l'équation f ( x , y, z) = o, on aura 

a 2 — a 2 

ou 
z 2 -+- A2 _ a ' î + f l î 

2A.3 ~~ a' 2 — a-

D'où 

(z — h)* __ 2«2 _ 
(¿-¡-/n2 2 a'2 

On en déduit 
a 5 — h 
a' ~ z h 

Remplaçant ^ par l'une ou l'autre de ces valeurs dans 

l'équation 
a:ix- -f- a'ty2 — o, 

on obtient pour enveloppe des quadriques Q les deux 

surfaces 

x'£ ( 5 — h y-(z -h h )3 = o, 

dont l'une est la surface S. 

BIBLIOGRAPHIE. 

T H E O R I E DER E B E N E N A L G E B U A I S C H E N K U R V E N HÖHERER 

O R D N U N G ; von Dr Heinrich TVieleitner. — 1 vol. I N - 8 

de xxii+ 313 pages, avec 82 figures dans le texte. — 

Leipzig, Göschen, 190a. 

Cet Ouvrage, qui fait partie de la Sammlung Schubert, 
collection bien connue de traités sur les diverses parties des 



( 3» ) 
Mathématiques, constitue un excellent et substantiel exposé 

des faits principaux de la théorie pure des courbes algé-

briques : j 'entends par théorie pure celle qui n'est pas do-

minée par la préoccupation d'étudier les fonctions algé-
briques. Les connaissances supposées chez le lecteur sont 

réduites au minimum : éléments de la Géométrie analytique 

et du Calcul différentiel. 

Un résumé de l 'Ouvrage en fera connaître le plan et la 

portée. 

CHAPITRE 1. — Généralités, définitions des courbes algé-

briques, distinction entre les propriétés métriques et les pro-

priétés projectives, éléments imaginaires, principe de dualité, 

ordre et classe d'une courbe. 

CHAPITRE II. — Polaires de divers ordres, points multiples, 

leur influence sur la classe, théorie des enveloppes. 

CHAPITRE III. — Courbes associées à une courbe donnée 

(hertzienne, cayleyenne, steinérienne ). 

CHAPITRE IV. - Formules de PHicker. 

CHAPITRE V. — Notion de genre, courbes unicursales, con-

servation du genre par une transformation birationnelle 

( démonstration de Zeuthen-Bertini ). 

CHAPITRE VI. — Définition du triangle analytique, re-

cherches des asymptotes, des courbes approchantes, de 

l'équation d'une courbe de forme donnée a priori. La lecture 

de ce Chapitre, consacré à des sujets peu connus en France, 

croyons-nous, est tout particulièrement recommandable. 

CHAPITRE VII. — Etude de? singularités élevées. 

CHAPITRE VIII. — Transformations, en particulier transfor-

mation quadratique; dispersion des singularités. 

CHAPITRE IX. — Etude générale des correspondances entre 
c o u r b e s . 

CHAPITRE X. — Etude des points communs à deux courbes. 

Théorème de Brill et Nother. 

CHAPITRE XI. —c Application des résultats du Chapitre pré-



( 33 ) 
cèdent aux cubiques, aux quartiques de Liiroth (circons-

crites à une infinité de pentagones complets) . 

CHAPITRE X I I . — Etude particulière des cubiques. 

CHAPITRE XIII. — Étude particulière des quartiques. 

CHAPITRE X I V . — Systèmes de courbes (faisceaux, réseaux, 

systèmes non linéaires, caractéristiques). 

J'ai dû me borner à un exposé très rapide, qui ne donne 

pas une idée suffisante de la richesse de l 'Ouvrage, et non plus 

de la précision et de l'élégance des démonstrations. Signalons 

en terminant que les figures sont dessinées avec le plus grand 

soin : les courbes y sont tracées avec leur forme exacte, sauf 

pour un très petit nombre de figures schématiques que l'auteur 

signale du reste lui-même. R. B. 

CERTIFICAIS M MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Besançon. 

EPREUVE ÉCRITE. — I. Etablir le théorème de Lagrange 
et Dirichlet sur la stabilité d'un système dépendant d'une 
fonction de forces et d'un nombre fini de paramètres. 

II. Un ressort de masse négligeable communique à un 
pendule pesant un moment de rappel proportionnel à 
l'angle d'écart au point mort du ressort. 

Calculer la position d'équilibre et la durée des petites 
oscillations exécutées autour de cette position par le pen-
dule ainsi modifié. 

En supposant petite l'action de la pesanteur par rap-
port à celle du ressort, étudier, par la méthode de la va-
riation des constantes, les grandes oscillations du système, 
et déterminer leur durée en fonction de la demi-ampli-
tude en cours prise par rapport à la position du point mort 
du ressort. 

3° Comparaison de deux écarts extrêmes consécutifs. 

Ann. de Mathémat., 4* s é r i e , t. V I ( J a n v i e r 1906.) 3 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Un pendule constitué d';une tige 

très mince et d'une sphère de iocm de rayon mtmunid'um 
petit curseur dont la masse est à celle de la sphère dans le 
rapport de i à 43,2. 

On demande : 
I° Au-dessous de quel niveau N on placera le curseur 

paur être assuré que toute descente du curseur ralentira 
les battements du pendule ? 

•>.° Après avoir placé le curseur au-dessous et près de la 
sphère, quel ébat faut-il ménager au curseur pour que cet 

T S 

N 

ébat soit- capable de corriger un écart de marche de 
± i.ô battements du pendule sur 864oo battements. 

La distance de raxe de suspension au centre de la sphère 
est im; la masse de la tige est regardée comme négligeable ; 
le pendule est supposé placé à température constante. 

(Juin 1905.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. I° Théorème des moments des 
quantités de mouvement. 

2" Un ensemble de points matériels est soumis à des 
forces mutuelles dont le potentiel est une fonction uni-
forme de la con figuration intrinsèque du système ; démon-
trer que, si cet ensemble a toutes ses vitesses nulles au dé-
part\ il ne pourra reprendre plus tard sa CONFIGURATION 
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INITIALE que s'il retrouve en même temps son ORIENTATION 

INITIALE. 

II. On considère une tige homogène pesante s'appuyant 
avec f rottements sur l'intérieur d'une demi-sphère creuse 
et sur le bord de la circonférence horizontale qui limite 
la surface sphérique supérieurement ; former les équa-r 
tiom qui feront connaître les inclinaisons extrêmes de la 
tige sur Vhorizon entre lesquelles se répartiront les in-
clinaisons de la tige maintenue en équilibre dans le plan 
d'un même grand cercle vertical de la sphère. Le coeffi-
cient des deux frottements est f . 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Deux cames à profils rectilignes 
sont portées par deux solides en rotations parallèles et de 

sens contraires autour de deux axes O et O'. Soient w et o>' 
les vitesses angulaires des deux solides à un instant donné. 
On demande : 

i° D'étudier comment varie le rapport durant la con-

duite de la came O par la came O'. 
De calculer les angles a et a' dont tournent alors les 

deux solides pendant la conduite depuis l'instant ou les 
deux profils formaient une seule et même droite perpen-
diculaire commune aux deux axes. 

Données : 
cm 

Distances des axes 0 0 ' 

Distances des becs des deux profils j O A 

à leurs axes respectifs ( OB, 

5o 

4o 

3o 

( Novembre 1905.) 
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Bordeaux. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Accélération. Accélérations tan-
gentielle et centripète. Détermination de l'accélération 
dans un système de coordonnées curvilignes quelconques ; 
application aux coordonnées polaires dans le plan et dans 
V espace. 

II. Mouvement d'une barre soumise à des liaisons sans 
frottements et attirée par un point fixe. 

La barre est homogène et pesante; l'extrémité B glisse 
sur un cercle vertical, l'extrémité F est articulée en un 
point de l'arc du cercle. Le point le plus élevé h. du cercle 
attire les éléments de la barre proportionnellement à la 
distance et à la masse. 

On déterminera les forces de liaisons auxquelles la 
barre est soumise en B et F. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un solide homogène a la forme 
d'une pyramide dont la base A B C est un triangle équila-
téraly et dont la hauteur est S A , S désignant le sommet. 
Déterminer le rayon de giration autour de l'arête SB : 

A B = I M , S A = 2 M . 

(Juillet igo5.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Pendule composé. 

II. Mouvement d'un disque qui a un point fixe et d'une 
chaîne placée sur sa périphérie. 

Le disque, circulaire et de rayon R, homogène et pesant, 
est mobile sans frottements dans un plan vertical, autour 
d'un des points O de sa circonférence. 

La chaîne, homogène et pesante, glisse sans frottements 
sur une gorge pratiquée ci la périphérie du disque. 

Cas où, à l'origine du temps, le système est immobile. 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'énergie cinétique d'un 
disque circulaire homogène, pesant 3kç,623 et roulant sans 
glisser sur une route horizontale, de telle sorte que son 
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centre de figure parcoure uniformément ioom en 4 mi-
nutes : 

£• = 9,809 mètres-secondes. 

Exprimer le résultat en unités communes et en unités 
G. G. S. (Novembre 1905.) 

Grenoble. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Une barre homogène O A , de masse M, 

de longueur / , est mobile autour de son extrémité O qui 
est fixe. L'autre extrémité A est attirée par un point fixe B 

situé également à une distance l du point O. L'attraction 
est inversement proportionnelle au cube de la distance; 
c'est, d'ailleurs, la. seule force donnée. 

i° Former les équations du mouvement de la barre. 
20 Discuter ce mouvement, en supposant qu'à l'instant 

initial la barre est lancée tangentiellement au plan per-
pendiculaire à O B passant par O. 

3° Dans ce même cas particulier, déterminer explicite-
ment en fonction du temps les cosinus de l'angle AOB. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Soient Ox, Oy, O z trois axes rec-
tangulaires. Les six plans 

x = a, x = — a, 

y ^ a , y ~ ai 

z = c, z = — c 

déterminent un parallélépipède rectangle. Ce parallélé-
pipède limite un solide homogène S dont la masse est M. 

A l'instant initial, le solide S est animé d'une rotation a> 

autour d'un axe O R , situé dans le plan xOz, faisant avec 
0 ¿ un angle A. Dans l'espace, cet axe OR est dirigé sui-
vant la verticale descendante. 

i° Déterminer, à cet instant, la force vive de S et le 
moment résultant, relatif à O, des quantités du mouvement 
de S. 

20 Le solide étant abandonné à l'action de son poids (et 
n'étant soumis à aucune liaison), déterminer le mouve-
ment ultérieur par le mouvement du centre de gravité et 



( 3 8 ) 
les éléments du mouvement autour du centre de gravité 
(cônes roulettes, vitesses angulaires). Quels seront, au 
bout du temps les angles d'Euler définissant Vorien-
tation du trièdre Oxyz par rapport à un autre trièdre 
dont les axes ont des directions fixes que Von choisira 
convenablement. 

3° Application numérique : 

M = 3, a = y / ï , b = i, iû = 3o, t\ — i 

(unités G. C. S.). OH est bissectrice intérieure de xOy. 

(Novembre 1905.) 

Lille. 

EPREUVE ÉCRITE. — I. Appliquer les équations générales 
d'équilibre d'un fil flexible, inextensible et sans torsion à 
la recherche de la figure d'équilibre d'un fil pesant ho-
mogène librement suspendu par ses deux extrémités. 

II. Un tube circulaire, homogène, pesant, de très petite 
section, est assujetti à glisser sans frottement sur une 
droite horizontale Ox. A l'intérieui• du tube glisse sans 
frottement un point pesant de masse égale à celle du 
tube. 

Étudier le mouvement, en supposant qu'ti l'instant ini-
tial le système est abandonné dans le plan vertical de Ox 
avec des vitesses dirigées dans ce plan. 

É P R KUVE PRATïQtiE. — Déterminer la vitesse drune balle 
de revolver d'après les observations suivantes faites à la 
balance balistique : 

r° La balle produit une déviation maxima de i3°4o> la 
distance de la ligne de tir à Vaxe de rotation étant de 
f4cm,2; la durée d'oscillation est de 6*, 7. 

2° 5ofi suspendus au levier à 4ocm de l'axe de suspension 
donnent une déviation permanente de i4'*2o\ 

La masse de la balle est de 5°, 7. 

N. B — On établira sommairement la formule qui dé-
termine la vitesse demandée(Novembre 
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Montpellier. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Un ellipsoïde, homogène et pesant, 
dont la masse est égale à S, a pour équation par rapport 
à ses axes de symétrie 

Cet ellipsoïde étant immobile et s1 appuyant sur un plan 
horizontal fixe par l'un des sommets de son grand axe, 
on lui imprime, au point de coordonnées 

une percussion ayant pour composantes 

" - - V f - - t / ï -

Quel mouvement prend le salide? 

ÉPREUVE PRATIQUE — Une barre pesante A B repose tan-
gentiellement sur une courbe dont le plan est vertical, et 
appuie son extrémité A contre un plan vertical perpendi-
culaire au premier. Déterminer la courbe de manière que 
la barre reste en équilibre, quel que soit son point de 
contact. 

Il n'y a pas de frottement. (Novembre 1905.) 

Toulouse. 
ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Les extrémités d'une tige homogène 

pesante A B de longueur il sont assujetties à *e mo-uvoir, 
la, première sur une horizontale O^r, la seconde sur une 
verticale Oy, L€ système tout entier tourne autour de Oy 
avec une vitesse angulaire constante w. 

On demande : 
i° De former les, équations du mouvement relatif de la 

barre dans le plan xOy. 
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2" De trouver la position d'équilibre relatif de la barre. 

Cet équilibre est-il stable ou instable? 
3° Dans le cas où Véquilibre est stable, d'étudier le 

mouvement de la barre autour de cette position d'équi-
libre. 

4° De calculer les réactions aux points A et B. 

0 A 

et Oy. 

II. Deux poulies homogènes situées dans un même plan 
vertical tournent autour de deux axes parallèles O et O' 

avec des vitesses angulaires estimées dans un même sens 
de rotation égales à u)0 et w'0. 

Un fil non tendu s'enroule sur les deux poulies. A un 
moment donné le f i l se- tend de telle sorte que les mouve-
ments des deux poulies qui étaient indépendants deviennent 
brusquement solidaires l'un de l'autre. On suppose que la 
tension du Jil persiste après le choc, et l'on demande ce 
que deviennent les vitesses angulaires des deux poulies. 
On donne les rayons des deux poulies R et R', les moments 
d'inertie ¡x et JJL'. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Comparer les moments d'inertie 

relativement à leur axe commun A des trois anneaux ho-
mogènes engendrés par la révolution simultanée d'une 

ellipsej de son rectangle circonscrit, de son losange inscrit 
autour d'une droite A parallèle au petit axe de Vellipse. 

(Novembre igo5.) 

CERTIFICATS D'ASTRONOMIE. 

Besançon. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. On demande de calculer les élé-
ments Q, to, i, q et T d'une orbite parabolique possédant 
les racines de l'équation d'Euler s, u, r et r'. • 

y . Etablir les formules usuelles de la parallaxe en 
ascension droite et déclinaison. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'arc de grand cercle 
d'horizon compris entre le lever du Soleil au solstice 
d'été 21 juin et au solstice d'hiver 22 décembre à Besançon. 

Latitude de Besançon cp = 47°I4'59",4 

Inclinaison moyenne de l 'écliptique 

sur l 'équateur u> = 23°27' 5", 6 

(Juin 1905.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Planètes. Établir les lois du mou-
vement héliocentrique et donner Vensemble des formules 
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qui font connaître les coordonnées géocentrique& équato-
riales. 

IT. Interpolation. De la formule fondamentale de New-
ton déduire la formule usuelle ou de Stirlings 

/( a -+- uw ) 

Si • U S', S U2 \ 
= /(«)•+• 7 / («)•+• — / («) 

1 .2 .3 J r . 2 . 3 . 4 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Trouver le moment où une comète 
parabolique ayant passé au périhélie le I3 septembre, à 
midi, sera à une distance du Soleil r = 2,0^5420, sachant 
que la distance périhélie q = 1,532675 et que 

l o g v / / = 8,2355B"i. 

Unité de distance : Terre, Soleil. 
Unité du temps : jour solaire moyen. 

(Novembre 1905.) 

Bordeaux. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Etablir géométriquement Véquation 
de Kepler 

u — e s i n u — nt. 

Expression du rayon vecteur r en fonction de u. 
Expression de U anomalie vraie V en fonction de l'ano-

malie excentrique u. 
Expression de l'anomalie vraie V par une série or-

donnée suivant les puissances croissantes de e et les sinus 
des multiples de u. 

ÉPREUVE PRATIQUE.- — Calcul de l'éclipsé de Lune du 
14 août \90') par la méthode des différences d'ascensions 
droites et déclinaisons. (Juillet 1903.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Démontrer, par des considérations 
géométriques, les formules de Mayer et de Bessel pour la 
réduction des observations méridiennes. 
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Rapport algébrique de ces deux séries de formules. 
Détermination expérimentale de Vinclinaison de l'axe 

et de la collimation. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer pour Bordeaux 

(cp = 44° 5o'7^,2) 

les digressions de la polaire (8 = 88° 46'45^4 ) lorsque ses 
angles horaires sont de 5*om, 5h4m , 5h8m, . . . e t 5h2om. 

Vérifier le calcul par la méthode des différences. 
La digression, comptée à partir du Nord vers V Ouest, est 

donnée par la formule 

cos 8 »in t 
tang A = r—^ : § : • 

° c@s© sin ù — sin cp cos o cos t 

(Novembre 1905.) 

Grenoble. 

ÉPREUVE ÉCRITE. ~ I. Compensation des angles d'un 
triangle. 

II. Compensation des angles d'une chaîne de triangles 
qui s'appuie sur deux bases extrêmes, tous les angles des 
tricmgles ayant été mesurés. 

III. Théorème de Legendre pour la résolution d'un 
triangle géodésiq ue. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Etant donné l'azimut A du coucher 
d'une étoile de déclinaison CÔ, calculer la durée T de la 
course apparente de l'étoile au-dessus de l'horizon du 
lieu, ainsi que la latitude \ de ce lieu. Déterminer les va-
riations AT et AX de T et de X qui correspondent à une 
variation AA de A . 

On ne tiendra pas compte de la réfraction. Application 
numérique : 

A = 6 6 ° ' 2 ' I 3 " , 5 , 

(ô == —16°38' 

A A = + I ' . (Novembre 1905.) 
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Marseille. 

EPREUVE ÉCRITE. — Théorie de la lunette méridienne. 
Exposer comment, avec une lunette méridienne bien 

réglée et une pendule, on détermine Vheure locale ainsi 
que les ascensions droites relatives des astres. 

Établir les formules qui permettent de tenir compte des 
erreurs instrumentales et expliquer comment on déter-
mine ces erreurs. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Connaissant la latitude géogra-
phique cp d'un point de la Terre, calculer la latitude 
géocentrique cp de ce point et son rayon vecteur r, en 
admettant que la surface terrestre est un ellipsoïde 

de révolution dont Vaplatissement est et en prenant 

pour unité le rayon équatorial. 
Donnée numérique : 

43° 18' 17", 5. 

(Novembre 1905.) 

Montpellier. 

EPREUVE ÉCRITE. — Erreur d'excentricité dans le théo-
dolite. Forme et détermination des constantes instrumen-
tales figurant dans la formule de correction. Erreurs de 
division des cercles gradués. Formule générale de toutes 
ces erreurs et procédé général d'élimination par l'emploi 
de plusieurs verniers. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — La formule pour la correction de 
l'erreur d'excentricité dans le théodolite est 

n= 1 

supposons que les constantes instrumentales soient 
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et que Von ait f a i t la lecture 

A = 53° 26' 49". 

Déterminer la correction p en secondes et à moins d'une 
seconde près. (Novembre 1905.) 

Toulouse. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Définir l'équation du centre. Étu-
dier sa variation. 

II. Deux planètes A et B décrivent dans le même plan 
des cercles concentriques dont les rayons sont respective-
ment 16 et 36, le moyen mouvement diurne de la planète B 

étant 64"- On suppose qu'à Vorigine du temps les deux pla-
nètes sont en opposition. On demande : 

i° De trouver la longitude de la planète A supposée vue 
de la planète B, et d'étudier la variation de cette longi-
tude; 

2" De trouver l'angle sous lequel on voit, de la planète B, 

la planète A et le Soleil et d'étudier la variation de cet 
angle. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — L'excentricité de le planète ( S ) Thalie 

est 0, 234291 et son moyen mouvement diurne 833", 5. A une 
cej^taine date, Vanomalie vraie étant 3o°, on demande de 
calculer : 

L'anomalie excentrique à cette date; 
20 L'anomalie moyenne à cette date; 
3° Le temps écoulé depuis son dernier passage au pé-

rihélie. (Novembre 1905.) 

Nancy. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. En supposant connues les trois 
formules fondamentales de la trigonométrie sphérique, 
établir les analogies de Neper. 

II. Expliquer comment on établit, en Astronomie, que 
les planètes suivent les lois de Kepler. Les six éléments 
d'une planète. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — A une certaine époque, les coor-

données héliocentriques d'une planète ont pour valeurs : 

Longitude / = 1190 4r 37", 6 

Latitude A = 2019'59", 8 

Rayon vecteur — 0 , 7 1 8 3 0 1 7 

On demande de calculer la longitude ï et la latitude V 
géocentriques de cette planète, sachant que, à la même 
époque, lu Terre a pour coordonnées héliocentriques 

Longitude l\ — 296° 15'32*, 10 

Rayon vecteur. i \ — 1,0162454 

(Juillet 1905.) 

SOLUTIONS l>E QUESTIONS PROPOSÉES. 

1664. 
(1894, p. a*.) 

Une courbe du quatrième ordre, qui a trois points 
doubles, admet généralement quatre tangentes doubles, 
qui forment quatre triangles homologiques du triangle 
déterminé par les points doubles. (ERNEST DUPORCQ.) 

1665. 
( 1894, p. ?.*. t 

Si trois cercles sont inscrits à un triangle, les qua-
trièmes tangentes communes qu'ils admettent, pris deux à 
deux, forment un triangle homologique du premier. 

( E R N E S T D U P O R C Q . ) 

SOLUTIONS 

P a r M . THIK. 

La démonstration de la proposition 1665 est immédiate. 

Supposons par exemple que les trois cercles dont il s'agit 

soient les trois cercles exinscrits : alors on voit tout de 
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suite que les côtés du triangle formé par les quatrièmes tan-

gentes communes rencontrent les côtés du triangle donné aux 

pieds des bissectrices extérieures lie ce dernier. Ces pieds 

sont en ligne droite, donc, etc. 

Voici maintenant comment on peut rattacher l'énoncé 1664 

an précédent. 

On voit d'abord, par le même raisonnement élémentaire, 

que : 

Si trois cônes de révolution sont inscrits à un même 
trïèdre, les quatrièmes plans tangents communs qu'ils 
admettent, pris deux à deux, forment un trièdre homolo-
gique du premier. 

Dans cette proposition, remplaçons les mots cônes de 
révolution par cônes touchant un même cône suivant deux 
arêtes, pour avoir une généralisation project ive; effectuons 

ensuite une transformation par polaires réciproques, et pre-

nons enfin la trace de la figure obtenue sur un plan quel-

conque : on aboutit à l 'énoncé suivant : 

Soient A B C un triangle et S une conique quelconques. Il 
existe quatre coniques passant par les points A , B, G et 
bitangentes à S . Trois de ces coniques se coupent, deux à 
deux, en trois points qui sont les sommets d'un triangle 
homologique à A B C . 

Effectuons alors une transformation quadratique ayant A B C 

pour triangle fondamental; S devient une biquadratique S' 

ayant trois points doubles en A, B, G. Les quatre coniques 

bitangentes à S deviennent les quatre bitangentes de S'. Trois 

d'entre elles forment bien un triangle homologique à A B C , en 

vertu de ce théorème : 

Si trois points sont les sommets d'un triangle homolo-
gique au triangle fondamental d'une transformation 
quadratique, il en est de même de leurs transformés. 

Cette dernière proposition est bien connue, quand la trans-

formation quadratique considérée est Y inversion par rapport 
à un triangle. Il suffit d'une transformation homographique 

pour avoir l 'énoncé général. 
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QUESTIONS. 

2032. On considère une cardioïde dont le sommet est S, 

dont le point de rebroussement est O, et dont les points de 

contact de la tangente perpendiculaire à O S sont A et B. 

O S 
On prend le point I situé entre O et S et tel que 0 1 = • 

On décrit le cercle G de centre I et de rayon I A . 

Soient T le point de contact d'une des tangentes au cercle C 

issues d'un point quelconque M de la cardioïde, et P la projec-

tion de M sur la droite A B . Démontrer que, quel que soit M, 

on a 

8 M T 4 = Ô S 3 . MP, 

c 'est-à-dire 

MT4 

"MP = C ° n S L 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

2033. Si, dans le triangle sphérique A B C , l 'angle A est de 

grandeur constante, et si l'on a 

tang A B 
const . , 

tang A C 

on a aussi 

cos B 
— const. 

/s 
cos C 

(R. B.) 

2034. Soit dans ui* cercle une corde A F perpendiculaire au 

diamètre BC. On prend une parabole de foyer F tangente 

aux côtés du triangle A B C et un cercle de centre A tangent 

à BC : en dehors de BC, les tangentes communes à ce cercle 

et à cette parabole forment un triangle équilatéral. 

( M A N N H E I M . ) 
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THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PETITES OSCILLATIONS 
D'UN PENDULE SIMPLE; 

PAR M. ED. G O L L I G N O N . 

I. Soient : 

0 le centre fixe auquel est attaché le fil, inextensible 

et sans masse, qui soutient le point pesant mobile M ; 

O A = O B = OM = l le rayon de la circonférence dé-

crite par le point mobile} 

1 la longueur du pendule simple; 

A C B l'arc, supposé très petit, que ce point parcourt 

dans son mouvement oscillatoire; 

1G la flèche de cet arc. 

Lorsque le point mobile, parti sans vitesse du 

point A ( f i g . i), passe au point M, il possède une 

F i g . i . 

vitesse v donnée par la formule 

v = \J2 g x PM, 

Ann. de Mathémat4e série, t. VI. (Février 1906.) 4 
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puisqu'il tombe de la hauteur PM, à partir du niveau AB 

où sa vitesse est nulle. 

Prolongeons l'ordonnée MP jusqu'à la rencontre en R 

avec la circonférence. Nous aurons 

c'est-à-dir< 

P M x P R = P A x P B , 

P A x P B 
P M 

P R 

Sur la corde A B comme diamètre décrivons la demi-

circonférence AHB, et soit H le point où l'ordonnée PM 

prolongée la rencontre. On aura 

et, par suite, 

P H 2 = P A X P B 

On en déduit pour la vitesse 

P H 

V / P R ' 
(\) v — \Ji g -

équation qui va nous servir à déterminer approximative-

ment la vitesse moyenne u du point mobile dans son 

parcours de l'arc A C B . 

Les quantités PH et PR sont les seules variables 

dans l'équation (i), mais elles varient dans des condi-

tions très différentes : PH varie de o à ^AB, puis de 

~ A B à o, suivant les ordonnées du demi-cercle AHB 

rapporté à son diamètre A B ; au contraire, la quan-

tité PR reste toujours comprise entre les limites 

A A ' = B B ' = 2 / c o s a , I C ' = ¿ ( n - c o s a ) , 

en appelant a l'angle A O C = AOB, qui mesure l'écart 
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initial. Si cet angle est très petit, on a sensiblement 

A A.'= il—la* et I G=il—l — , 
i 

de sorte que la grandeur PR est très peu variable, et 

s'écarte peu d'une certaine valeur moyenne qu'on peut 

regarder comme constante ; ce qui introduit dans l'équa-

tion (1) une notable simplification. 

II. Supposons d'abord a infiniment petit. Les quan-

tités /a2 et sont alors négligeables vis-à-vis de 2/, 

et les deux limites de PR deviennent égales à 2 / . On a, 

par conséquent, 

<
a

> \ / ?
P H

• 

de sorte que la moyenne u des valeurs de ç correspond 

à la moyenne des valeurs de PH quand le point H par-

court la demi-circonférence AHB. Cette valeur moyenne 

est l'ordonnée du centre G des moyennes distances de 

l'arc AHB à son diamètre AB, ou, en d'autres termes, 

l'ordonnée du centre de gravité de cet arc. On a, par 

une formule connue, 

j ç _ A B _ 2 / s ina 

7T 71 

et, par suite, 

( 3 ) 

La durée t de l'oscillation simple s'obtient en divi-

sant la longueur A C B du chemin parcouru par la vi-

tesse moyenne u du mobile ; on a donc 

2 la. A f ï k i l 
U ) t = T T i / - = 7 T i / - , 

2 ¿sinoc y g y g 
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en observant que le rapport ^ ^ a pour limite l'unité, 

lorsque l'angle a est infiniment petit. 

111. Cette formule (4) s'obtient, comme on le voit, 

sans intégration, pourvu que l'on connaisse la position 

du centre de gravité d'un arc de cercle homogène; or 

cette détermination s'obtient égalemeut sans intégration 

en s'aidant de l'équation d'un mouvement circulaire 

uniforme projeté sur un diamètre fixe. 

En eilet, soit A C B un arc de cercle, décrit du point O 

comme centre avec O A = O B = R pour rayon ( f i g . a). 

Menons la bissectrice O C Y de cet arc, et traçons 

l'arc O X perpendiculaire à O Y . 

Imaginons un point M qui parcoure l'arc A C B d'un 

mouvement uniforme, avec une vitesse angulaire con-

stante, <o, autour du centre O. Projetons le mouvement 

sur l'axe O X , et soit Om = x l'abscisse du point m, 

projection de M, à l'époque t ; nous aurons, pour l'équa-

tion du mouvement projeté, 

x — R s i n w i , 

en comptant le temps t à partir du passage du point m 

en O, ou du point M en C . La vitesse v de ce mouve-
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ment sera donnée par l'équation 

dx 
v — - r - = R w c o s w i = w R coso>t = cor, dt J 

en appelant^ l'ordonnée m M du point M. 

La vitesse moyenne u du point m dans le parcours 

du segment ab, projection de l'arc total, sera le pro-

duit tùyK de la vitesse angulaire w par l'ordonnée y K , 

moyenne de toutes les ordonnées y des points de l'arc 

circulaire, c'est-à-dire par l'ordonnée O G du centre de 

gravité de cet arc. j\ous poserons donc 

ab A B 
a = u > r i = T = — > 

t étant la durée du parcours ab = A B du point projeté 

de a en ou de A en B le long de la corde. Cette durée 

est égale à celle du parcours de l'arc A C B par le point M, 

et l 'on a aussi 
arc A C B 

c o i = - ^ 

Par conséquent, on a à la fois les deux relations 

A B arc A C B 
= — et M t = -

Entre ces deux équations éliminons le produit toi; il 

viendra, en résolvant par rapport h y { , 

_ R X corde A B 
7 1 ~ arc A C B ' 

formule connue de la distance au point O du centre de 

gravité de l'arc A C B . 

En appelant 9 le demi-angle au centre, on transforme 

la formule en la suivante : 

R s inô 
n = —E—> 
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et, appliquée à la demi-circonférence AHB, elle donne 

AB 2/sina 
l(jr = = 7 

7T 71 

équation dont nous avons fait usage (4 ). 

IV. Supposons en second lieu que l'angle a ne soit 

pas infiniment petit, mais qu'il soit assez petit pour 

qu'on puisse poser 
a2 

cosa = i > •2 
a3 s in a — a —, o 

à titre d'approximation. Les limites de PR sont alors 

différentes, mais d'une petite quantité, et l'on pourra 

substituer à PR variable une valeur constante, que nous 

prendrons égale à 

PR = a l ( i - £ ) ; 

cela revient à poser 

en affectant du coeflicient i la plus grande limite, maxi-

mum de la variable. Il vient alors, en refaisant les 

calculs, 

, , , . / I P H . f i PH U ) . y f ^ s u - i / f 

V ' - J 

a 2 

— 6 

1 H - 4 I i 2 / s i n g _ I l / s s ) 

( l ) Cette démonstration a été donnée dans notre Mécaniquer 

t. II, § 182 ( I V édit., Hachette). 
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et, comme 2 la. est la longueur de l'arc parcouru A C B , 

on a 

( 4 ) 
2/a , i l 

t = =711/ -, 
" V g 

c'est-à-dire la formule trouvée pour a infiniment petit, 

étendue aux petits arcs a. 

[ K 2 e ] 
S U R LE C E R C L E P É D A L ; 

PAR M. G. F O N T E N É . 

1. Soit un triangle ABC. Le cercle pédal d'un point S 

(cercle circonscrit au triangle pédal de ce point) passe 

au centre K de l'hyperbole équilatère ABCS (Nouv. 

Ann.y 1903, p. 4 14)• Deux points inverses S et Sr ont 

même cercle pédal; celui-ci est rencontré par le cercle 

des neuf points du triangle A B C en deux points K 

et K/, qui sont les centres des deux hyperboles équi-

latères ABCS, A B C S ' ; on peut remarquer que ces 

deux courbes sont les transformées par inversion des 

deux droites OS', O S , en appelant O le centre du 

cercle ABC. 

Soit D E F le triangle pédal relatif au point S : soient 

M , N, P les milieux des côtés du triangle A B C ; si a , 

c sont respectivement les intersections des droites NP 

et EF, PM et F D , MN et DE, les trois droites Da , 

E F c concourent au point K ' . Ce point K/ doit être 

considéré ici comme étant le centre de l'hyperbole 

équilatère qui est la transformée par inversion de la 

droite OS. 
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Ce théorème, dont on trouvera plus loin une dé-

monstration analytique, donne la solution de la ques-

tion 2021 : le quadrangle DEFK/ étant inscrit au cercle 

pédal, son triangle diagonal abc est conjugué par rap-

port à ce cercle. La démonstration géométrique semble 

devoir être assez difficile : je n'ai rien trouvé. 

Lorsque la droite SS' passe au centre O du cercle 

circonscrit au triangle A B C , les deux points K et K ; 

sont confondus, et le cercle pédal est tangent au cercle 

des neuf points (Nouv. Ann., 1906, p. 5o4)} on a alors 

une extension de la construction donnée par Hamilton 

pour le point de contact K du cercle inscrit avec le 

cercle des neuf points. 

2. Je démontrerai le théorème énoncé en vérifiant 

que les trois droites DE, MN, FK/ sont concourantes. 

Prenons comme triangle de référence le triangle A B C , 

et soient p, q, r les coordonnées du point S. L'équation 

de l'hyperbole équilatère ABCS', déduite de celle de la 

droite OS, est 
a y z - h ¡3 zx - f - y xy = o , 

sous les conditions 

a cos A - H p cos B h - y cos G = o, 

ap $q -h y r =0. 

Les coordonnées du centre K/ de cette courbe sont, 

d'après un calcul facile, 

¿ r 0 = a ( P s i n B -+- Y sin G — a sin A ) , . . . ; 

comme on a 

* = P = T 
q cos G — r c o s B r c o s A — / > c o s C / ? c o s B — q cos A 
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on obtient, sauf un changement de signes, 

x0 = ( q c o s C — r c o s B ) [q sin B — /- sin G -{-p s i n ( B — G)], 

y0 = ( r ços A — p c o s G ) [r sin G — p sin A -f- q sin (G — A)], 

= ( p c o s B — q cos A ) [p sin A — q s inB -+- r sin( A — B)J. 

La droite SF ayant pour équation 

x y z 

p q r 

cosB cos A — i 

z(p cos A — q c o s B ) — x(r cos A -+- q) -\-y(r cosB - h p ) = o, 

réqilation de F K ' est 

i p ( r c o s A - h - ^ r ) — y (r cosB -h p) _ £ 
x0 (/• cos A H- q ) — y o ( r cosB -h p) 

Cette équation peut être simplifiée. Lorsque la 

droite OS est perpendiculaire sur A B , de sorte que 

l'on a 
p sin A — q sin B -+- r sin (A — B ) = o, 

l'hyperbole équilatère ABCS' qui en est la transformée 

par inversion a son centre au milieu de AB, puisque 

I on a alors z0 — o ; les points F et K' sont confondus, 

et la droite FK/ n'est pas déterminée. 11 suit de là 

(|ue le dénominateur du premier membre de l'équation 

ci-dessus, après qu'on y a remplacé jc0 e t y 0 par leurs 

expressions en <7, renferme en facteur la quantité 

p sin A — q sin B -+- r sin ( A — B ) 

qui entre aussi dans l'expression de z0 ; pour faire la 

division on ordonne par rapport à /*, le ternie en /,3 dis-

paraît au dividende, ce qui réduit le quotient à être de 
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la forme H r + K , et le calcul des coefficients H et K , 

que Ton peut déterminer indépendamment l'un de 

l'autre, donne pour ce quotient 

Q = r sin C(p sinB -+- q sin A) — cos C(/?2-t- ipq cosG 4- q 

l'équation de FK/ est donc 

r cosA-fr-gr) — y(rcosB-+-/>) z 
Q /?cosB — q cos A 

Les équations des droites SD et SE étant 

x(q cosB — r cos G ) — y ( p cosB H- r) -h z ( p cosC -+- q) = o, 

y{ r cos G — p cos A) — z(q cos G H-/?) H- x(q cos A -f- r ) = o, 

l'équation de DE est 

. q cos A 4- r p cos B -+- r 
(DE) ^ - ¿r-f-- y — z = o; 

q cos G -h p p cos G H- <7 

l'équation de MJN est d'ailleurs 

(MN) x sin A. y sinB — z sinG = o. 

En écrivant que D E , MN, FK/ sont concourantes, 

on a la condition suivante qui doit avoir lieu d'elle-

même : 

(q c o s A -I- /*) ( p c o s C H- q) ( p c o s B H- r ) ( q c o s C - h p ) (pcosC-hq)(qcosC 

s i n A s i n B s i n C 

(/• cos A - b <?)(/> c o s B — i / c o s A ) ( r c o s B - t - / ? ) ( ^ c o s A — / ? c o s B ) Q 

or, si l'on additionne les éléments des deux lignes 

extrêmes, on obtient les éléments de la seconde ligne 

multipliés par les facteurs communs 

qr sin A -+- rp sin B -+-pq sin G ; 

le déterminant est donc bien égal à zéro. 
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[ K 2 e ] 

NOTE AU SUJET DE L'ARTICLE PRÉCÉDENT; 
PAR M. R . B . 

Dans l'arlicle précédent, M. Fontené établit par le 

calcul le théorème suivant : 

Soient ABC un triangle; DEF le triangle pédal 

d'un point S par rapport au tnangle A B C ; M, N, P 

les milieux des côtés du triangle A B C ; a , b, c les in-

tersections respectives des droites NP et E F , PM et F D , 

MN et DE. Les trois droites D a , E è , F c concourent 

en un point qui appartient au cercle DEF et au 

cercle MNP. 

Voici une démonstration géométrique et très élémen-

taire de cette élégante proposition : 

Construisons le cercle ANP, comme l'indique la figure 

ci-après (*). Il contient le point H, centre du cercle 

circonscrit à ABC et orthocentre du triangle MNP. Ce 

point H est, en outre, diamétralement opposé à A sur 

le cercle ANP. Appelons K 4 le second point où la 

droite SH rencontre le cercle ANP. Les points E, F , K { , 

sommets d'angles droits dont les côtés passent par les 

points S et A , sont sur un cercle de diamètre SA. Ce 

même cercle contient aussi le point D n projection du 

point S sur la parallèle à BC menée par le point A 

(D| est symétrique de D par rapport à NP). 

( 1 ) C'est par hasard que la droite EF est tangente au cercle ANP. 
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Je dis que les points a, K<, D| sont en ligne droite. 

En effet, d'après une propriété bien connue du qua-

drilatère complet, le point K , , qui appartient aux 

cercles ANP, A E F , appartient aussi au cercle aEN. 

On a donc 

A K , E = A N E . 

D'autre part, le quadrilatère inscriptible S E K 4 D f 

donne 

E K ^ D i = 7u — f C s E ~ Te •— Î N È , 

puisque les deux angles D, S E , « N E ont leurs côtés 

c , £ £ i B 

deux à deux perpendiculaires. On a donc finalement 

OK^E===TC — È K ^ i , 

ce qui établit l'assertion faite plus haut. 

Appelons enfin K le point" symétrique de K 4 par 

rapport à NP; K est sur la droite a D et l'on a 

A K . A D = A K , . A D J = aE.aF. 
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Ainsi, les points K , D, E , F sont sur un même 

cercle. D'autre part, le point K est évidemment sur le 

cercle MNP. On voit donc que la droite D a passe par 

l'un des points communs aux cercles D E F , MNP. Il en 

est de même des droites E é , F c , et la symétrie exige 

que ce point (Vintersection soit le même, quelle que 

soit la droite considérée (voir plus loin). 

Le théorème est ainsi établi, et l 'on voit même que 

le point R reste fixe lorsque le point S décrit une 

droite <7 passant par le centre H du cercle ABC : ce 

fait, signalé par M. Fontené, rend compte de l'existence 

d'un lieu du point K , lorsque S varie dans le plan. Si 

l'on se donne le point K sur le cercle MNP, 011 pourra 

construire les symétriques K n K 2 , K 3 , lesquels sont 

sur une même droite <7 passant par l'orthocentre H du 

triangle MNP (Steiner); inversement, si l'on se donne 

la droite <7, on en déduira le point K , et l'on voit que 

l'existence de ce point, affirmée ci-dessus par raison 

de symétrie, peut s'établir par un raisonnement formel. 

[ K 2 e ] 
NOTE SUR LA GÉNÉRALISATION DU THÉORÉHE 

DE FEUERBACH; 
P A R M . ÉMILE W E B E R . 

A propos de la très intéressante généralisation du 

théorème de Feuerbach, indiquée dans les Nouvelles 

Annales par M. Fontené, on peut faire les remarques 

suivantes : 

1 . Le lieu des points eu ligne droite avec leur in-
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verse triangulaire et avee le centre du cercle circon-

scrit O a pour équation en coordonnées trilinéaires 

normales : 

C'est une cubique circonscrite au triangle fonda-

mental ABC et passant par les pieds des sjhauteurs 

(droites joignant les sommets au centre O du cercle 

circonscrit). 

2. Le cercle pédal d'un point quelconque P du 

cercle ABC est la droite de Simson de P. Si P est tel 

que son inverse P' (à l'infini) soit précisément le point 

à l'infini de la direction PO, cette droite de Simson 

sera, en vertu du théorème de M. Fontené, tangente 

au cercle d'Euler. Pour avoir tous les points P répon-

dant à ces considérations, il faut chercher les points 

d'intersection de la cubique ( i) , avec le cercle circon-

scrit 

Mais, reculant devant la complication des calculs à 

effectuer à cet effet, nous avons essayé de résoudre la 

question par la méthode géométrique. Soit donc P un 

des points cherchés ayant son inverse à l'infini sur PO. 

Le diamètre PO sera parallèle à Fisogonale A D de A P . 

Soit E le second point d'intersection de O P avec le 

cercle ABC. INous désignons par x l'angle CAP. Il est 

alors facile de voir que 

( 0 

arc A P h- arc A B ± arc B E = a dr . , 

arc A P = arc AG — a r c P G , 

± a r c B E -+- a r c B D = dz arc B E H- a r c P G = a r c A P . 
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On tire lout de suite de là 

T dr. H- B — A 

On voit donc que cette question dépend de la tri-

section d'un angle. Réciproquement, le problème de la 

trisection de Vangle peut se ramener à celui-ci : 

Déterminer les droites de Simson tangentes au 

cercle d'Euler. 

[ D l b ] 

SUR LA LIMITE DE ( i + ¿ ) W > OUAND m AUGMENTE AU DELÀ 

DE TOUTE LIMITE; 

PAR M . V . J A M E T . 

Préoccupé par le désir d'atteindre au maximum de 

simplicité dans l'exposition de cette question toujours 

effrayante pour les débutants, je me suis aperçu qu'elle 

perdrait beaucoup de sa difficulté pour un élève qui con-

naîtrait préalablement le développement en série en-

tière de (i — «r)~w, au moins pour les valeurs entières 

et positives de m. Ce développement, on peut le faire 

dériver du théorème sur la différentiation des séries 

entières, appliqué m — i fois de suite au développe-

ment connu de (i — savoir 

14- x -4- x2 -h x3 -f-

Mais procéder ainsi, ce serait simplement déplacer la 

difficulté, car le théorème invoqué présente, à mon avis, 
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des difficultés du même ordre que la recherche de la 

limite de + -^j • J'ai pensé, en conséquence, qu'il 

y avait intérêt à établir le développement de (i — x)~m, 

par un procédé qui suppose acquis un minimum de 

connaissances préalables, savoir le calcul algébrique, 

et les propriétés les plus élémentaires des séries. 

Tout d'abord, on reconnaît que la série 

M M ( M - H I ) , M ( M H- I ) ( M -H 2 ) „ 
I H X H X 2 H X 3 -4- . . . 

1 1.2 1 . 2 . 3 

est convergente, quel que soit m, pour toute valeur 

de x comprise entre -h-1 et — i . Soit donc, pour une 

telle valeur de x, ym la somme de cette série, et 

soit ym,q l a somme de ses q -f- i premiers termes. Par 

la multiplication des polynomes, on trouve 

p=n [ m (m -h i )...(m -h p — i) m(m -h i)...(m h- p — 2) 

P• 

ni (ni -F- 1 ). . . ( ni -4- q — 1 ) 

P p — 1 ! 
P —1 

- ^ 

bien 

(1 - x)y,ntq 

p — n \ 
= ( I + ^ ( m — 1 ) m ( m -f- 1 ) . . ( m -+- p — 2 ) ^ 

/' = i . P  

m(m -+-1)... (m -h-g — 1) 

Mais, si le nombre q augmente au delà de toute 

limite, le dernier terme du second membre tend vers 

zéro, car il est égal au terme général d'une série dont 
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on reconnaît aisément la convergence. On en conclut 

]\m(i — x)y,n>q 

V + y ( m — i ) / / i ( / î i + i ) . . . ( w i 4 - o — i ) 
= j \ — 

P=i 

c ' e s t - à - d i r e 

/ x tn — i ( m — i ) m . 
x)ynl=\-\ — a ? H- 7 x2 

( m — i ) m ( n t - f - i ) 
_) 073 -h . . . 

1 . 2 . 3 

ou bien 

(1) (i — x)ym = ym-\. 

2. Supposons désormais que m soit un entier positif. 

Nous trouverons de même 

/ (i — x)y,n-i=ym-i, 

(2) ) 

Mais 
I 

Vi = i -H x x* -4- xz - î - . . . = 
I — X 

On en déduit 

( 3 ) ( I — X ) Y I = Z I . 

En multipliant membre à membre les égalités (J), 

(2), (3), et supprimant, aux deux membres de l'égalité 

résultante, les facteurs c o m m u n s ^ , y2, . . . , ym-\> 011 

trouve 

(1 — x)mym — 1 ou bien ym = (1 — x)~m, 

c'est-à-dire 
m ^ m( m -+-1 ) 

(1 — X ) ~ M = H X H - X ' 
V 7 1 1 .2 

m f / B + i ) . . . ( m + / > — 1) 

Ann. de Mathémat., 4* sé r ie , t . V I . ( F é v r i e r 1906.) 5 

xP- -h. 
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3. Dans cette égalité, établie pour toute valeur en-

tière de /M, faisons x = —• Nous trouvons 

( - ¿ r - H 
m 

i m ( m -4- i ) 

i . a . m z 

m(m-±-\)...[m+-p — i) 
p\mP 

Or le (p + i)ièu,e terme de cette série, égal à 

\ m J \ m J \ m J _ 

est évidemment supérieur à et Ton en conclut 
Pï 

v —m 
>e. (-;)" 

4. D'autre part, le développement de + par 

la formule du binôme montre que le ( p i ) i è m i terme 

de ce développement est égal à 

(1 m) (1 m ) (1 m) (1 m ) 
P-

et par conséquent inférieur à On en conclut 

(4) 

Si donc on veut démontrer que les nombres 

tendent l'un et l'autre vers e7 quand m augmente sans 

limite, en prenant des valeurs entières et positives, il 

suffit de faire voir que leur différence tend vers zéro. 
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Or 

En vertu de l'identité qui permet de décomposer 

xm—am en un produit de facteurs entiers, on trouve 

m — 1/ \ m j 

i r / I H _ _ J \m"i 

m (m — i ) L \ ni — i / 

+ ( H ) ( 1 - f - — ) - h . . . - 4 - ( l - h — 1 • 

\ m — i / \ m J \ m] J 

On en conclut 
( I + _ ! _ ) - _ ( 1 + J L ) - < — î — _ ! _ ) — ; 
\ m — i / \ m] m — î \ m — î/ 

et, en vertu des relations (4) et (5), 

\ / \ m ) m — i 

ce qui démontre la proposition. 

[ F 4 b ] 

EXPRESSION DE p f COMME QUOTIENT 

DE DEUX SÉRIES ENTIÈRES; 
PAR M . L . Y E S S O T K I N G . 

On a, d'après une formule symétrique établie dans 

les Nouvelles Annales (mai 1904) par M. Huiabert, 

u _ ( g? — ez ) u -h e-2 ( ez — ex ) u -+- e3 ( e t — e2 ) u 
** 2 ~~ (e2— u -h (es— ei )a'iu (e^ — et)a,

3 u * 
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ce qui peut s'écrire 

( i ) ' 

il en résulte immédiatement une (expression de p " sous 

la forme du quotient de deux séries. 

Le développement des fonctions d^u (a = i , 2, 3) en 

série se fait d'après la formule 

V U ' 2 i > 
V~/ ( A „ - T - B „ . E A - | -

v = 0 

Les coefficients A*,, B„, C^ sont connus et s'obtiennent 

pour les diverses valeurs de v au moyen de formules 

récurrentes. 

Remplaçons dans la formule (1) d^u par son déve-

loppement en série et remarquons d'abord que l'on a 

2 e « = 0 . «y) = 0 > 

(a = r, 2, 3). 

Il en résulte, sans difficulté, 

• M 
/ 0 x U t'=0 
x ' 1 i' = <*> 

^ D 1 S ? \ 
i> = 0 

ou bien, après avoir substitué les valeurs de B„ et 
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de C„ et après avoir simplifié le résultat, 

u _ 4 2®. 3 . 5 28. 3.i>.7 

P a*_ ** U * ~ ' 
?A 3 .5 2 7 . 3 . 5 . 7 . 

Nous retrouvons la série ordinaire de p - en déve-r 1 
loppant l'expression de droite suivant les puissances 

de M. 

[ L 2 2 1 b , R i e ] 

SUK UNE PROPRIÉTÉ DE L'HYPERROLOÏDE ORTHOGONAL 
ET SUR UN SYSTÈME ARTICULÉ; 

PAR M. R. B R I C A R D . 

1. Proposons-nous tout d'abord le problème sui-

vant : 

ABCD étant un quadrilatère gauche, soient A a, 

C y , D8 les perpendiculaires élevées des points A , 
B, C, D , respectivement aux plans (DAB), (ABC) , 

(BCD), ( C D A ) . A quelles conditions doit satisfaire le 
quadrilatère A B C D pour que les quatre droites A a, 

Cy, DS appartiennent ci une même hjperbo-
lo ïde ? 

Comme 011 va le voir, il se présente le fait remar-

quable que les conditions, qui seraient, a priori, au 

nombre de trois, se réduisent à deux distinctes^ d'ail-

leurs bien simples : le quadrilatère ABCD doit avoir 
ses côtés opposés égaux deux à deux. 
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2 . P r e n o n s le p l a n ( A B D ) c o m m e p l a n de la figure 
( f i & - 0 - L a droite A a se projette o r t h o g o n a l e m e n t sur 

Fig. i . 

B 

ce plan au point A , les droites B[î, C y , D § se pro-

jettent suivant des droites B[30, C 0 y 0 , qui sont 

respectivement perpendiculaires à AB, BD, A D . Si les 

droites A a , B[3, C y , DS sont sur un même hyperbo-

loïde, il existe une droite I, parallèle à A a , qui ren-

contre B[3, C y , Do. Cela exige que les trois droites 

Bj30, C 0 y 0 , concourent en un même point E. Il 

revient au même de dire que le point C (de l'espace) et 

le point d'intersection E des droites B0 ¡30 e t Î o^o 

doivent avoir les projections orthogonales sur BD con-

fondues en un même pointe . Mais le point E est diamé-

tralement opposé au point A sur le cercle qui passe par 

les points A, B, D. Le point c est donc symétrique, 

par rapport au milieu de B D , du point projection 

de A sur BD, et l'on a 

B a = c D , B c = « D ; 

d'où l 'on conclut 



ou 

(1) 

Réciproquement, si cette relation entre les longueurs 

des côtés du quadrilatère A B C D est vérifiée, il existe 

une droite parallèle à A a , et rencontrant Bj3, C y , D8, 

et, à cause de la symétrie de la relation, une droite 

parallèle à C y et rencontrant A a , Bj3, DS. 

11 existera de même une droite parallèle à D[3 et 

rencontrant A a , Bj3, C y , si la relation suivante est 

vérifiée : 

(2) D Â 2 -F- Â B 2 = B G 2 H- C D 2 . 

Si les relations (1) et (2) sont simultanément satis-

faites, on a 

( 3 ) A B = C D , B C = D A . 

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes 
pour quil existe quatre droites distinctes rencontrant 
A a, B^, C y , DS, c'est-à-dire pour que ces quatre 
droites appartiennent à un même hype?*boloïde. C'est 

le résultat annoncé au n° 1. 

3 . Soient ABCD un quadrilatère satisfaisant aux 

relations (3), et (H), l'hyperboloïde qui contient A a, 

B^, C y , DS. La figure constituée par ABCD et (H) 

dépend de 12 — 2 = 10 paramètres. Donnons-nous, 

a priori, l'hyperboloïde (H), et cherchons à cons-

truire le quadrilatère ABCD de telle manière que les 

droites A a , Bj3, C y , DS soient des génératrices de (H). 

Il semblerait que le problème est simplement indé-

terminé, quel que soit (H), puisque nous imposons 

neuf conditions aux dix paramètres dont dépend la 

( 71 ) 

A B 

— 2 — 2 
B C = C D - D A 
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figure. On va voir qu'en réalité, Vhypérboloïde (H) 

doit satisfaire à une condition, et que, cette condition 
étant supposée satisfaite, le problème est doublement 
indéterminé. 

11 est tout d'abord bien évident que le quadrila-

tère ABCD admet un axe de symétrie (c'est la droite 

joignant le milieu des diagonales AG et BD) et que 

cet axe est un axe principal de l'hyperboloïde (H). 

Rapportons cet hyperboloïde à ses axes principaux et 

soit alors 
A#2-f-BjK2-f- Cz* = i 

son équation. Le quadrilatère ABCD doit être, d'après 

ce qu'on vient de dire, symétrique par rapport à l'un des 

axes de coordonnées. Supposons que cet axe soit 0 ¿ . 

Si l'on appelle (xK,y\,zh) et z2) les coor-

données des points A et B, celles des points C et D sont 

respectivement ( — — z h ) et ( — x 2 , — y » , z2). 
Le plan ABD a pour équation 

X y z I 

Xi yt Zi I 

x2 y-2 z2 I 

- y * ¿2 I 

ou 
x y z i 

Xi yx Zi i 
= o ; 

O O Z2 I 

y2 O O 

d'où l'on tire sans peine les équations de la droite A a : 

x — = y—y\ = z — z t 

yzizt — zs) —^2(^1 — ^2) Xiyi—xxyi 

Pour exprimer que la droite A a est sur (H), il suffit 
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d'écrire qu'un poirtt quelconque de la droite A a , dont 

les coordonnées sont 

x = a?j h- ly^izi — z2), 

y = y i ~ — 

^ = + ^ OÎJKI — Biyt), 

appartient à cette surface. On forme ainsi une équa-

tion du second degré en \ qui doit être identiquement 

satisfaite. 

Il nous suffira de retenir la condition obtenue en 

annulant le coefficient du terme en X. 

On trouve ainsi 

J — Z 2 ) — Bx2yl(zl — z2) 

( -+- C z i ^ X i y t — X i y t ) = o. 

On trouvera une condition analogue en écrivant 

que B[3 est sur (H). Il suffit de permuter les indices i 

et 2, et l'on obtient 

Aa?27i(>2 — zx) — Bxxy2(z2 — 

-f- Cz2(xly2—x2yi) = o; 

d'où, en ajoutant les équations (i) et (2), 

( x x y 2 — x 2 y K ) (Zi — z 2 ) ( A - h B — G) = o. 

Les deux premiers facteurs de la relation précédente 

11e sont pas nuls, sans quoi le quadrilatère A B C D serait 

da ns un plan, soit passant par O z , soit parallèle à xOy. 

On doit donc avoir 

(3) A + B - C = o. 

Ce qui montre bien que l'hyperboloïde (H) 11'est pas 

quelconque : la condition (3), de forme bien connue, 



( 74 ) 

exprime qu'il est orthogonal, c'est-à-dire qu'il a des 

génératrices et des plans cycliques perpendiculaires ). 

4. Réciproquement, soit (H) un hyperboloïde ortho-

gonal. Je dis que l'on peut construire une double infi-
nité de quadrilatères A B C D , tels que les perpendicu-
laires A a , B¡3, C y , D8, menées des sommets A , B, C, 

D du quadrilatère, respectivement aux plans (DAB), 

(ABC), (BCD), (CDA), soient des génératrices de 
même système de (H). 

Ce théorème peut être considéré comme résultant du 

compte de paramètres, fait au début du n° 3. Mais on 

obtient une démonstration plus rigoureuse et plus 

instructive par des considérations d'un ordre difïérent. 

5. Dans ce qui suit, je considérerai un hyperbo-

loïde (H) quelconque, mais distinct d'un paraboloide; 

je dirai, pour abréger, que les génératrices de (H) 

sont ( i) ou (2) suivant qu'elles appartiennent à un 

système ou à l'autre. 

Soient G une génératrice (1) fixe, T et I7 deux géné-

ratrices (i) variables, telles que les perpendiculaires 

communes à G et à T d'une part, à G et à V de l'autre, 

aient leurs pieds sur G confondus. Il existe entre T 
et r une correspondance dont nous allons chercher la 

nature. 

La perpendiculaire commune à G et à F engendre, 

comme l'on sait, un cylindroïde ou conoide de 

( x ) D'une façon plus précise, sur les six plans cycliques d'un 
hyperboloïde orthogonal, il y en a deux qui sont perpendiculaires 
à des génératrices de la surface. Ces deux plans, supposés diamé-
traux, se coupent suivant un axe principal. Il faudra toujours 
entendre, dans ce qui suit, pour axe de l'hyperboloïde, l'axe dont 
il s'agit. 
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Pliicker (P) , dont G est la droite double. Donnons-

nous T, et soit X la perpendiculaire commune à G et 

à T. X ne peut être perpendiculaire commune à G et à 

aucune génératrice (i) autre que T, sans quoi (H) 

aurait trois génératrices parallèles à un même plan, ce 

qui contredirait l'hypothèse faite que (H) n'est pas un 

paraboloïde. Mais, par le point où X rencontre G, il 

passe une autre génératrice X ' d u cylindroïde (P), et X ' 

est perpendiculaire commune à G et à" une seule géné-

ratrice (i) F . 

La correspondance entre F et Tf est donc biunivoque ; 

comme elle est, en outre, évidemment symétrique, on 

voit que T et Tr sont conjuguées dans une involu-
tion ( J f ) . 

Il est aisé de définir l'involution (J ï ) par deux cou-

ples particuliers de génératrices conjuguées (T, T') : 

construisons ( f i g . 2) les deux génératrices (1) Tt et T2 

F i g . 2. 

qui sont perpendiculaires à G. Il existe une généra-

trice (1) r ; , autre que G, perpendiculaire à F«, et une 

génératrice (1) r ' 0 autre que G, perpendiculaire à F2. 

Soit enfin Y"2 la 

génératrice (2) parallèle à T 2 ; est la 

perpendiculaire commune à G et à T\. Désignons par a 
le point où Tl rencontre G ; comme G est perpendicu-

laire au plan ( T i , a est le pied sur C de la perpen-
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diculaire commune à G et à I V On voit donc que 

et T\ sont conjuguées dans l'involution ( -5) . De même 

r 2 et r ; . Ainsi, l'involution ( J ) est définie pour les 
deux couples de génératrices conjuguées (T, T'{) 
e t ( r 2 , r ; ) . 

Cela établi, supposons que (H) est un hyperboloïde 

orthogonal, et représentons en Q sa trace sur le plan de 

l'infini ( f i g . 3). Représentons aussi en S l'ombilicale 

F i g . 3. 

et soient m, //, m', n' les quatre points d'intersection 

de S et de Q ; puisque (H) est orthogonal, deux des 

cordes communes à ces deux coniques ont leurs pôles, 

par rapport à S, sur Q ; par exemple, les tangentes à S 

aux points m et n vont concorder en p sur Q , et les 

tangentes à S aux points ml et n' vont concorder en pr 

sur Q . 

On peut considérer le contour mpn comme consti-

tuant un hexagone dégénéré, inscrit à Q , et dont les 
sommets consécutifs sont conjugués par rapport à S ; 

les sommets de cet hexagone sont, dans l'ordre, les 

points i , 2, 3, 4, 5, 6, disposés comme le montre la 

figure. 

Il exisie donc, en vertu d'un théorème connu, une 
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infinité d'hexagones inscrits à Q et dont les sommets 

consécutifs sont conjugués par rapport à S ( ' ) . Soit 

S Y1 T2 Y2 u n h e x a g o n e - Ses sommets sont les 

traces, sur le plan de l'infini, de génératrices (i) de (H), 

que nous appellerons respectivement G, T, , G', 

r i , r 2 . (G, r , ) , ( r 4 , r ^ ) , . . . , ( r 2 , G ) sont des couples 

de génératrices rectangulaires. 

On voit donc que deux génératrices, conjuguées dans 

l'involution ( J ï) définie plus haut, ont pour traces sur 

le plan de l'infini deux points de Q , conjugués dans 

l'involution ( i) définie sur cette conique par les couples 

de points ( y n y , ) «t (y2 , y'). D'autre part, quand on 

fait varier l'hexagone g y 4 y'2grYi Y2> sait que deux 

sommets opposés de cet hexagone sont conjugués dans 

une involution définie, on le reconnaît immédiate-

ment, par les couples (m, n), (m', nf). L'involution ( i ) 

se confond donc avec celle-là. Par conséquent, Vinvo-
lution ( J?) ne dépend pas de la génératrice G. Deux 

génératrices conjuguées dans cette involution ont leurs 

traces sur le plan de l'infini en ligne droite avec le 

point de rencontre de mn et de m'n', ce qui revient à 

dire que ces génératrices sont symétriques par rapport 

à l'axe de l'hyperboloïde. 

Nous sommes donc parvenus au théorème suivant : 

Soient (H) un hyperboloïde orthogonal, G, T et Tr 

trois génératrices de même système de cet hyperbo-

( ! ) mpn peut aussi être considéré comme un quadrilatère dégé-
néré inscrit à Q et circonscrit à S. On peut donc énoncer le théo-
rème suivant (qui a sans doute été déjà remarqué) : 

Deux coniques Q et S doivent satisfaire aux mêmes conditions 
pour qu'il y ait des quadrilatères inscrits àQ et circonscrits à S, 
et pour qu'il y ait des hexagones inscrits à Q et ayant leurs 
sommets consécutifs conjugués par rapport à S. 
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loïde, T et Tr étant symétriques par rapport à Vaxe 

de la surface. Les perpendiculaires communes à G 

et T d1 une part, à G et à Tf de Vautre, ont leurs pieds 

sur G confondus. 

La réciproque énoncée au n° 4 s'en déduit immédia-

tement. 

6. Je vais maintenant montrer que les résultats pré-

cédents conduisent à la connaissance d'un système arti-

culé, très intéressant, découvert par G. -T . Bennett (* ), 

et retrouvé indépendamment par M. Emile Borel ( 2 ) . 

Soient toujours ABGD un quadrilatère gauche à 

côtés opposés égaux, A a , B¡3, C y , Do les perpendicu-

laires élevées des sommets A, B, C, D aux plans (DAB), 

( A B C ) , (BCD), (CDA) . Considérons les droites B¡* et 

C y comme formant une figure de grandeur invariable. 

Puisque A a , B[3, Cy , DS sont sur un même hyperbo-

loïde, on peut donner à la figure (B¡3, C y ) un déplace-

ment infiniment petit,'tel que les droites B 3 et C y 

aient respectivement A a et D 8 pour droites conjuguées 

dans le complexe linéaire attaché à ce déplacement in-

finiment petit. Autrement dit, dans le déplacement, 

B{3 tourne autour de A a , C y tourne autour de DS. 

Nous pouvons encore donner à ce résultat l'expression 

suivante : On peut déformer infiniment peu la figure 

( A a , BP, C y , DS), ( A a , Bp), ( B p , Cy), ( C y , DS), 

(DS, A a) constituant quatre figures invariables. 

Après cette déformation infiniment petite, ABCD 

est encore un quadrilatère à côtés opposés égaux ; donc 

( ! ) Engineering (décembre igo3, p. 777) : A new Mechanism. 
( 2 ) Mémoires des savants étrangers ( t . X X X I I I , n ° 1, p . 5 6 ) : 

Mémoire sur les déplacements à trajectoires sphériques. 
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A a , B¡3, C y , D8 sont encore sur un même hiperbo-

loide, et la figure peut recevoir une nouvelle déforma-

tion infiniment petite; et ainsi de suite. Nous arrivons 

donc à cette conclusion que la figure est susceptible 

d'une déformation finie. Ainsi : 

Soient A B C D un quadrilatère gauche dont les côtés 
opposés sont égaux deux à deux, et A a, Bj3, C y , D8 

les perpendiculaires menées des points A, B, C, D, 

respectivement aux plans (DAB), (ABC), (BCD), 

(CDA). On peut déformer le système, les couples de 
droites ( A a , B p ) , (B(J,Cy) , ( C y , D 8 ) , (D8, A OL) for-
mant quatre figures de grandeurs invariables. 

On a ainsi formé une chaîne fermée de quatre 
couples rotoïdes, pour employer le langage introduit 

par M. Koenigs dans sa Théorie des mécanismes, c'est-

à-dire un système articulé constitué de quatre corps 

rigides, articulés deux à deux suivant des charnières 

qui sont les quatre droites A a, B¡3, C y , D8. 

7. On peut d'ailleurs donner une démonstration 

directe bien simple de la déforniabilité du système en 

question : tout revient à démontrer, on le voit tout de 

suite, que le quadrilatère ABCD peut être déformé de 

telle manière que ses dièdres restent tous de grandeurs 

constantes (j'appelle, par exemple, dièdre A B du qua-
drilatère, celui que forment les deux plans (DAB), 

(ABC). 

Le quadrilatère A B C D peut être évidemment déformé 

de telle manière que le dièdre A B reste de grandeur 

constante (puisque ce quadrilatère possède deux para-

mètres de déformation). Je vais montrer que tous ses 
autres dièdres restent aussi de grandeurs cojistantes. 
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O n a en effet ( voir la Jig. i ) , dans le trièdre B À C D , 

sinBCÎ sin^ABD 

s i n B ^ s i n ^ B D 

Mais les deux triangles A B D , C B D sont égaux comme 

ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. O n a 

donc 

Donc 

C B D = A D B . 

sin BG sin A B D A D 

ou 

. A B 
s inBA sin A D B 

. / > A D . 
sin BG = - n r sin BA. 

A B 

ce qui établit bien la constante du dièdre BC. 

O n vérifiera de même que les autres dièdres du qua-

drilatère sont de grandeurs constantes. 

CORRESPONDANCE. 

M. P . Montel. — Vous avez publié dans les Nouvelles 
Annales de l'an dernier un élégant article de M. Tresse éta-

blissant que les six conditions nécessaires à l 'équilibre de tout 

système de points suffisent à assurer celui d'un corps solide : 

je vous envoie une .autre solution de cette question qui ne 

suppose pas connues les propriétés du mouvement hélicoïdal 

tangent et peut, par conséquent, être introduite dans l'ensei-

gnement des classes de Mathématiques spéciales. 

On démontre très simplement que tout déplacement d'un 

corps solide peut être obtenu par une translation suivie d'une 

rotation. Supposons que ce corps solide soit soumis à des 

forces extérieures formant un système équivalent à o. Pour 
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un déplacement infiniment petit, le travail élémentaire de 

chaque force s'obtient en ajoutant les travaux relatifs à la 

translation et à la rotation. Dans la translation, le travail est 

égal au produit de la longueur du déplacement commun à 

tous les points par la projection de la force sur la direction 

de la translation. La somme de ces travaux pour tous les 

points du solide est nulle, car, pour les forces intérieures, 

les projections sont deux à deux opposées et, pour les forces 

extérieures, la somme de leurs projections est nulle. Dans la 

rotation, le travail est égal au produit de l 'angle de rotation 

par le moment de la force par rapport à l 'axe de rotation. La 

somme de ces travaux, pour tous les points du solide, est 

nulle, car, pour les forces intérieures, les moments sont deux 

à deux opposés et, pour les forces extérieures, la somme de 

leurs moments est nulle. 

Il résulte de là que la différentielle de la force vive est nulle, 

~ 2 = o, ^ m ^ = ^ mo», 

v0 étant la vitesse initiale et v la vitesse au temps t du point 

matériel de masse m. Si le corps part du repos, v0~ o, la 

force vive est toujours nulle : c'est une somme de termes 

positifs dont chacun doit être nul. Donc les vitesses de tous 

les points du corps sont nulles et tous demeurent i m m o -

biles. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Lille. 

G É O M É T R I E ANALYTIQUE ET A N A L Y S E . — I . I ° O x , O y , O z 

étant trois axes rectangulaires y montrer que la surface 
développable dont les plans tangents sont représentés par 
l'équation 

x sin t — y cos t -h z — at = o, 

où a désigne une longueur constante et t un paramètre 

Ann. de Mathémat4e série, t. VI. (Février 1906.) 6 
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variable, admet pour arête de rebroussement la courbe 
engendrée par le point de coordonnées 

| x = a cos t, 

( i) \ y = a s inf , 

\ z — at, 

qui rencontre Vaxe 0 x en un point A. 

Soient M un point quelconque de la courbe, P EI Q 

/ES deux points de la tangente en M dont la distance à M 

est égale à la longueur de l'arc A M ; trouver le lieu 
du point P et celui du point Q ; rectifier les courbes 
obtenues. 

3° L'une des courbes précédentes est située dans le 
plan xOy; chercher l'expression du rayon de courbure 
en un point quelconque et l'équation de la développée de 
cette courbe. 

4° Vérifier que la courbe représentée par les équa-
tions (i) est tracée sur un cylindre de révolution d'axe Oz 
et sur la surface 

y z = a arc tang — ; 

calculer l'aire de la portion de cette dernière surface com-
prise à l'intérieur du cylindre entre le plan xOy et le plan 

parallèle de cote — a. 

II. Trouver et intégrer Véquation différentielle des 
courbes planes telles que le segment intercepté sur une 
tangente quelconque par le point de contact et la projec-
tion d un point fixe ait une longueur donnée. 

MÉCANIQUE- — I. Définir l'accélération d'un point dans 
le cas général; déterminer ses composantes suivant les 
axes de coordonnées, puis ses composantes tangentielle et 
normale. 

II. Etudier le mouvement d 'un point M qui décrit un arc 
d'hélice de façon que sa projection N sur l'axe de cette 
hélice soit animée d'un mouvement vibratoire simple. 

(Novembre igo5.) 
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Lyon. 

EPREUVE ÉCRITE (extrait) . — Construire la courbe plane C, 

telle que Vaire comprise entre Vordonnée fixe A ' A , la 

courbe, l'ordonnée mobile M'M, l'axe des x, soit propor-
tionnelle à l'arc AM. 

S O L U T I O N . 

Plaçons A' à l 'origine, en prenant A A ' pour unité de lon-

gueur. Alors l'aire est égale à l'arc et il vient 

* s = j (ex — e~x). 

(Novembre 1904.) 

Montpellier. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — On considère l'ellipse 

x=a coscp, jK = &sincp, 

et la tangente en un point déterminé M de la courbe. Cette 
tangente rencontre les axes de coordonnées en deux 
points A et B, en lesquels on élève des perpendiculaires 
aux dits axes. 

Ces perpendiculaires se coupent en un point N dont on 
demande le lieu lorsque M se déplace sur l'ellipse donnée. 

On construira la courbe qui a, entre autres asymptotes, 
les asymptotes x — a et x — b. 
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Considérant la branche de courbe qui se rapporte à ces 

deux dernières, on évaluera, Vaire comprise entre cette 
branche, les asymptotes en question et une ordonnée d'ab-
scisse quelconque plus grande que a. On évaluera aussi le 
volume. engendré par Vaire précédente tournant autour 
de Ox. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Inscrire le rectangle de surface 

aussi grande que possible dans un segment de cercle 
donné A B C . 

N . B . — Le segment sera considéré* comme déterminé 
par le rayon r de l'arc qui le limite, et par la distance a 
du centre O de cet arc à la base BC. 

On pourra prendre comme inconnue la hauteur x du 
rectangle. (Novembre 1905.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Une courbe plane ( C ) est invariable-
ment liée à un axe. vertical y ' y situé dans son plan, et 
tourne autour de cet axe avec une vitesse angulaire con-
stante w. 

Une tige homogène et pesante AM de masse m et de lon-
gueur l est mobile dans le plan de la courbe ( G ) , ses 
extrémités A et M étant assujetties à rester sur l'axe y'y 
et sur la courbe (C). On néglige les frottements. 

i° Déterminer la résultante des actions de la force cen-

A 

Toulouse. 
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trifuge sur la tige A M et le point d'application de cette 
résultante, en supposant que la tige occupe une position 
fixe dans le plan de la courbe (G), pendant la rotation. 

Déterminer la courbe ( G ) de manière que la tige soit 

en équilibre relatif pendant la rotation quelle que soit la 
position de Vextrémité M sur la courbe ( G ) . 

3° Construire la courbe obtenue. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Dans un cercle, un arc de lon-
gueur 3DM sous-tend une corde de 2dm. Trouver le rayon du 
cercle au dixième de millimètre. (Novembre 1905.) 

CERTIFICAT D'ANALYSE SUPÉRIEURE. 

Nancy. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Enoncer et démontrer les condi-
tions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satis-
faire les deux fonctions cp(x,y) et pour que le 
système de coordonnées curvilignes défini par les équa-
tions 

<p(ari<r) = M> H**?) — * 

soit orthogonal et isotherme, 
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II. Quelles valeurs faut-il donner à la constante m 
pour que Vintégrale générale de l'équation différentielle 

d1Y n ¿Y 
^ X ax ~ ° 

soit méromorphe pour toutes les valeurs finies de x. 
Vérifier que pour chacune de ces valeurs de m Vinté-

grale générale est une fonction rationnelle de x, et cal-
culer cette fonction rationnelle. (Novembre igo5.) 

CERTIFICAT D'ALGÈRRE SUPÉRIEURE. 

Nancy. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Théorème de Mittag-Leffler sur 
la représentation d'une fonction analytique uniforme 
d'une variable complexe z n'admettant à distance finie 
que des pôles comme points singuliers. 

II. Décomposer le premier membre de l'équation 

3?20— j _ 0 

en ses facteurs irréductibles. Effectuer la même décompo-
sition pour l'équation transformée en 

y — x -4- x9j 

et déterminer le groupe de substitutions de cette équation 
transformée. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer à un millième près Vin-
tégrale 

y/arc t a n g i / 2 - b , 

3-2Z — /iz2-h2Z3-hZ!> 

étendue à la circonférence de centre z — o et de rayon 2 ; 

on donnera pour z = o aux racines carrées leurs valeurs 
arithmétiques et à l'arc tang la détermination comprise 

entre — — et -t- —• (Juillet 1905.) 
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CERTIFICAT DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

Paris. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Ï. On considère les deux parabo-
loides 

y* = laz, x*-\-y1 = — laz, 

et les droites qui sont tangentes communes à ces deux 
surfaces. Déterminer les arêtes de rebroussement des dé-
veloppables engendrées par ces droites. 

II. Equations qui déterminent la surface minima ayant 
pour ligne géodésique la développée d'une parabole. 

EPREUVE PRATIQUE. — Etudier les sections par les plans 
coordonnés et par les plans parallèles au plan des xy de 
la surface lieu des points dont les coordonnées x, y , z 
s'expriment de la manière suivante en fonction de deux 
paramètres u et v : 

w3 
x = U - I - y - h UV-, 

y = 

z = ( t¿2 - h t>2 ) 2 - h 1 M2 — 1 V2. 

(Mars 1905.) 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Nancy. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. On considère l'équation d i f f é r e n -
tielle 

$ap 
x -f- py — = o, 
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dv 

où l'on a posé ^ — p et où a désigne un nombre donné 

positif : 
i° Intégrer cette équation; 
2° Déterminer la solution telle que la courbe qui la 

représente admette l'axe des y pour tangente et construire 
cette courbe (on ne cherchera pas l'équation explicite de 
la courbe); 

3° Cette courbe est fermée; calculer le volume engendré 
par sa révolution autour de l'axe des y . 

II. On considère la courbe représentée en coordonnées 
rectangulaires Oxyz par les équations 

y = X2, Z = x X3. 
J 3 

i° Trouver le lieu des parallèles menées par l'origine 
aux tangentes successives à cette courbe et trouver Venve-
loppe des plans menés par l'origine parallèlement aux 
plans osculateurs successifs ; 

Calculer Vangle de la tangente en un point de la 
courbe avec la bissectrice de l'angle xOy; 

3° Déterminer les développantes de la courbe. 
(Novembre 1905.) 

EPREUVE ÉCRITE. — I. P et Q désignant deux fonctions 
données des deux variables indépendantes x et y , énoncer 
et démontrer la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il existe une fonction u ( x , y ) dont la différentielle 
totale soit égale à 

P (x,y)dx— Q (x,y)dy. 

Comment calcule-t-on cette fonction u? 

II. Déterminer la fonction z des deux variable.s indé-
pendantes x et y de manière : 

i° Que l'expression z dx -h z2 dy soit une différentielle 
totale exacte; 

Que, pour y = o, la fonction z se réduise à sfôc. 
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La fonction z une fois déterminée, intégrer la d i f f é -
rentielle 

z dx -+- z2 dy. 

111. Soient G une courbe représentée par l'équation 

P le pied sur l'axe des x de l'ordonnée d'un point M de 
cette courbe, et D la parallèle menée par P à la tangente 
au point M. Cette droite D a une enveloppe. 

i° Evaluer les coordonnées du point de contact N de la 
droite D avec son enveloppe ; 

2° Déterminer la courbe G de telle façon que l'or-
donnée du point N soit égale aux deux tiers de Vordonnée 
de centre de courbure de la courbe au point M. 

(Novembre 1905.) 

CERTIFICAT D'ASTRONOMIE. 

Poitiers. 

EPREUVE ÉCRITE. — Aberration annuelle. Formules. El-
lipse d'aberration. Aberration du Soleil. 

EPREUVE PRATIQUE. — Le ¿5 juin 1905, avant midi, on a 
trouvé : 

Hauteur du bord inférieur du Solei l . . 53° 20'55" 

Baromètre 762mm 

Thermomètre -h 220 

Latitude du lieu 46°34'55ff 

Trouver l'heure. Tenir compte des variations de décli-
naison. 

(La Connaissance des Temps est mise à la disposition des 

candidats.) (Juillet 1905.) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1652. 
I 1893, p. 2*. ) 

Trouver tous les systèmes de quatre nombres positifs a, 
6, c, d, tels que les dix nombres 

a b 1 , a -4- c — i , a d — î , 

¿ > + c — f, b-+-d — i , c H- ¿3? — i , 

1 — b — c — d, i — c — d — a , 

2 — d—a — ¿>, 2 — a — b — c 

soient les inverses de nombres entiers. 
( L E V A V A S S E U R . ) 

SOLUTION 

P a r M . A . DELTOUR. 

On se trouve en présence du système d'équations 

a b—i = c -f- d—ï = xx, 2 — b — c — d—m, 

a c — i = y , b-h d — i = yu 2—a — c—d = n, 

a -4- d — 1 = z, b -+- c — 1 = 2 — a — b — d = p, 

2 — a — b — c — q, 

dans lesquelles les seconds membres sont de la forme 

N étant entier. 

Posant 

(2) a -f- b -h c H- d—2 = a, 

on a 

\ a = m + a, c =p-f-ot, 
1 2 _7 

| 6 = « + a , d = q -h a, 

(4) m-\- n -+- p -+- q — 2 = — 3 a . 
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( «M > 

L'élimination de a, b, c, d donne les six relations sui-

vantes : 

Sx-\-p~hq = xi-hm-hn, 

\ = ^ + + m + i — a . 

On a e n c o r e les f o r m u l e s s u i v a n t e s : 

(6) x-\-xl = y-hyl —z-hzi = 0i 

et 

x -4-p —y -+• n = zt -h m — (i — a ) — gr, 

x H- q = yt-h m = z -h n = (i — a) — p, 

xx-\- m = y -+- q — z -hp = ( i — a ) — n, 

Xx-h n = y\ -4- p —Zi-hq = ( i — a ) — m. 

Si dans ( 5 ) on r e m p l a c e a p a r l 'une des va leurs t irées de ( 6 ) , 

on a six f o r m u l e s ne r e n f e r m a n t c h a c u n e que q u a t r e i n c o n -

nues de la f o r m e ~ : 

ix -4- X\ -f-p q = 1, 

(8) j +yi-hn H q = i, 

l y i - h y -^m-v-p = i , 

i z H - S j - f - Z l -+-/> = i . 

2 Zj -h z - h m - h q = i . 

La c o m b i n a i s o n de c h a q u e l igne des re lat ions ( 7 ) avec ( 4 ) 

donne e n c o r e q u a t r e re lat ions a n a l o g u e s : 

x -+• y Z\-\- iq = 1, 

, X + . X i - h -2 + 2 / J = 1 , 
( 9 ) " 

Xi-hy -h z -h 2 n =i, 

Xi-hyi-h ¿i-i- 2m = 1. 

O n p e u t enfin r e m a r q u e r q u e la s o m m e des d i x i n c o n n u e s 

est é g a l e à 2 : 
IéX 4 - I>m = 



( 9 * ) 

Les équations ( 8 ) forment ensemble le système des condi-

tions à remplir. 

Elles n'ont plus de solution lorsque chacune des inconnues 

est inférieure en valeur absolue à j . 

Il en résulte un moyen de résoudre le système en donnant 

successivement à chaque inconnue les dix valeurs positives ou 

négatives ^ pour lesquelles [ N ] S 5 et en recherchant dans 

chaque cas toutes les solutions possibles pour les autres 

inconnues. 

Par raison de symétrie, il suffit d'opérer sur les deux incon-

nues m et x. 
On peut rendre cette discussion plus facile en examinant 

séparément les cas suivants : 

i° a , by c, d ont des valeurs différentes; 

Deux d'entre elles seulement sont égales : a — b; 
3° a = b, c = d, a et c ayant des valeurs différentes; 

4 ° a — b — c ^ d \ 
5° a = b = c = d. 

i° a , b, c, d ont des valeurs différentes. — Il en est de 

même de m, n, q [ formule (3)]. Dans le groupe des incon-

nues ¿F, toutes les valeurs sont aussi différentes, mais il peut 

y avoir exception pour un seul des couples (.r, a?,), (y,y\) 
O U ( £ , Z i ) . 

Gela résulte des formules ( 6 ) et ( 7 ) . 

20 a — b. — Gomme conséquence des formules (3) et (7) , 

on a 

m — n, y = zu yi = z, 

et les formules (8) se réduisent à 

i x X\-+- p q — 1 f 

ix% -h x 1 m = 1, 

-> y 4-JK1-+- m-+-q = 1, 

+ 7 m p = 1. 

Dans ce cas, la symétrie n'est plus conservée et il ne suffit 

plus d'opérer sur les inconnues m et x . Mais la seconde des 



( 9 3 ) 

équations ne contient plus que trois inconnues et c'est celle 

qu'on doit chercher à résoudre par la méthode indiquée en 

rejetant les solutions incompatibles avec les trois autres équa-

tions. 

3° a = b, c = d. — On a 

m = n, /> = ?, y ~y\ — z = z\\ 

les formules ( 8 ) deviennent 

i x xt-\- i p = i, 

ixx-\- x im = i, 

3y H- m -h/? =i. 

4 ° a = b = c ^ d . — On a 

m = n = p g, 

x =y = zu 

x l = y l = z\ 

les formules (8) deviennent 

i x x^-t- m q — i, 

2X\ -h x - + - ira — i. 

5" a = b = c = d. — O n a 

m = n =p = g, x = x t = y —yt = z = zt. 

11 ne reste qu'une seule condition à remplir : 

3 x + 2/» = l . 

On obtient ainsi les solutions suivantes, D étant le déno-

minateur commun aux quatre fractions a , 6, c, d dont les 

numérateurs figurent sous chacune de ces quatre lettres : 

Í. 

D . a. b. c. d. 

6 I 2 3 6 
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II. 

D. a — b. C. d. D. a — b. c. d. 

4 I 2 4 12 7 4 9 

4 4 1 2 1 2 9 4 7 
6 6 1 2 1 2 5 8 io 

6 6 2 3 12 8 5 IO 

6 1 3 12 7 6 9 
6 2 5 7 1 2 7 6 8 

8 5 2 7 12 8 6 7 
io 6 3 9 l5 9 7 11 

12 9 2 7 i8 IO 7 '7 
12 7 4 11 2 O 15 6 9 
12 9 4 5 2 4 i5 10 17 

III. 

D. a — b. c — d. D. a — c = 

3 i 3 1 2 5 8 

4 i 4 1 2 7 9 
8 3 6 12 7 8 

IV. 

I), a = b = c. d. D. a — b = c. 

3 i 5 12 9 5 

3 i 3 12 9 4 

4 3 o 1 2 9 2 

6 2 7 12 7 6 

6 2 5 12 7 9 
8 5 2 12 7 8 

8 5 / l5 9 7 
8 6 3 l5 9 1 1 

8 5 4 i8 IO 7 

9 5 7 i8 io 17 
IO 6 3 2 0 i5 9 
IO G 9 2 O i5 6 

1 2 7 4 2 4 i5 IO 

12 9 7 24 i5 17 
12 7 X 1 
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V . 

D . 

3 

4 
5 

a — b — c — d. 

3 

3 

D . 

9 
12 

a = b — c = d. 

5 

5 

Il faut enfin ajouter une solution, dépendant d'un entier 

arbitraire : 
D . a — b — c. d. 

(k entier positif quelconque). 

Cette solution rentre, en général, dans le quatrième cas, et 

exceptionnellement dans le cinquième (pour k = i) . 

Le problème proposé admet en tout 

i -h 22 -4- 6 -+- 29 -h 6 -+-1 = 6 5 solutions. 

2022. 
(1905, p. 480.) 

Soient a, c trois coefficients consécutifs quelconques 
d'une équation algébrique à coefficients réels, dont toutes 
les racines sont réelles; on demande de démontrer qu'il 
est impossible d'avoir 

3 a c ) 2 < a«-(4c*— 3a& 2 ) . 

( S O L O N C H A S S I O T I S . ) 

SOLUTION 

P a r L ' A U T E U R . 

Soit d le coefficient qui vient après c. On a, d'après un 

théorème de Catalan, 

( 1 ) ( ad — bc )2 — 4 ( ¿>2 — ac ) ( c2 — b d ) < o 

ou, en ordonnant par rapport à 

Par hypothèse, les coefficients de l'équation proposée sont 

réels; le premier membre de l 'inégalité ( 2 ) a donc des solu-
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tions réelles en d et jamais d'imaginaires, donc il est impos-

sible que l'on ait 

¿>2(262— 3 a c ) 2 — «3(4C3 _ 3 a £ 2 ) < o 

ou 
6 2 ( 2 6 2 — 3 a c ) 2 < A 3 ( 4 c 3 — 3 A 6 2 ) . c . Q. F. D. 

QUESTIONS. 

2035. Soient A B C , A' B' G' deux triangles. Si les droites A A', 

BB' , CC' rencontrent respectivement les côtés B C , GA, A B du 

premier triangle en trois points situés sur une même droite, 

les droites qui jo ignent les sommets A' , B' , G' du second 

triangle aux points de rencontre respectifs des côtés BG 

et B ' C ' , GA et C ' A ' , A B et A ' B ' concourent en un même 

point. ( R . B.) 

2036. Soient A B G un triangle, O et I les centres des cercles 

circonscrit et inscrit à ce triangle, B' et G' les milieux des 

côtés AG et A B . La droite symétrique de 01 par rapport à 

la droite B ' C ' passe par le point de contact du cercle des 

neuf points du triangle A B C et du cerclé inscrit à ce même 

triangle. ( R . B.) 

2037. Soit ABOD un tétraèdre orthocentrique dont l 'ortho-

centre est H. Si un point M est tel que ses projections sur 

les plans des quatre faces du tétraèdre soient dans un rrtême 

plan, ce plan partage le segment MH dans le rapport de i à 2. 

( G . F O N T E N É . ) 

E R R A T A . 

4e série, Tome V, page 554, lignes i5 et 16, au lieu de : p et t le 
rayon de courbure et la torsion, lire : p et t les rayons de cour-
bure et de torsion. 

Page 555, formule (q), au lieu de : C= .,CQS . . lire : 
® l3 cos3 sinô 

Q _ V COs46 — CL 
~ l3 cos38 sin6 
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[R6a] 

SUR LA MISE EN ÉQUATION DES PROBLÈMES 
DE MÉCANIQUE; 

PAR M. H A D A M A R D . 

Supposons qu'on ait, en appliquant un certain 

nombre des théorèmes généraux de la Dynamique, 

écrit, pour un problème déterminé de Mécanique 

rationnelle, des équations en nombre n égal à celui 

des paramètres qu'il s'agit d'exprimer en fonction du 

temps. 

Ces équations sont-elles bien distinctes entre elles? 

sont-elles les équations du mouvement? Autrement 

dit, tout système de fonctions du temps qui satisfera à 

ces équations représentera-t-il par cela même un mou-

vement possible du système, une solution du problème 

posé? 

En fait, un peu d'attention suffit en général à recon-

naître s'il en est ou non ainsi. 

Il n'est peut-être pas inutile, cependant, de noter les 

services que peut rendre à cet égard, dans l'enseigne-

ment, la remarque suivante, bien connue en elle-

même : 

On sait que toutes les équations de la Dynamique 

peuvent être considérées comme déduites de l'équalion 

dite générale, celle qui résulte de la combinaison du 

principe de d'Alembert avec celui des vitesses vir-

tuelles. 

Cette dernière équation représente, d'une façon en-

tièrement adéquate, l'ensemble des conditions aux-

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VI. (Mars 1906.) 7 
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quelles doit satisfaire le mouvement : elle exprime la 

condition nécessaire et suffisante d'équilibre entre les 

forces réellement existantes et les forces d'inertie. 

Toute équation du problème s'obtiendra en prenant, 

pour le déplacement virtuel qui figure dans l'équation 

générale, l'un quelconque de ceux qui sont compatibles 

avec les liaisons. 

La réponse à notre question se dégage maintenant 

d'elle-même. 

On peut, avant même de les avoir formées, recon-

naître si n équations déterminées du problème sont dis-

tinctes et suffisent à caractériser le mouvement du sys-

tème. 

11 faut et il suffit, pour cela, que les déplacements 

virtuels auxquels elles correspondent soient eux-mêmes 

indépendants (et, par conséquent, susceptibles de re-

produire par leurs combinaisons linéaires le déplace-

ment virtuel le plus général possible). 

Ces déplacements virtuels peuvent d'ailleurs toujours 

être indiqués a priori. On sait que : 

Variat ion de ce p a r a -

mètre seul. 

Translation parallèle à 

cet a x e . 

Rotat ion autour de cet 

a x e . 

Déplacement réel du 

système. 

Considérons, par-exemple, le mouvement de Poinsot, 
c'est-à-dire le mouvement d'un solide autour d'un point 

fixe, en l'absence de forces accélératrices. 

Les équations d'Euler seront toujours indépen-

dantes. Car elles résultent de l'application du théorème 

des moments des quantités de mouvement aux trois 

3 
cr 

u c u a ^ i t r n g o î c i a i n t a \ 

un des p a r a m è t r e s . . i c 
, . i « 

des project ions sur un I g £ . 

axe ! a. S 2 
«i ® 5 

des moments par rap- [ 9 'cL 
fc ^ '> port a un axe 1 8 

des forces vives 
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axes d'inertie : or tout déplacement admissible du sys-

tème se décompose en trois rotations autour de ces 

axes. 

11 n'en aurait pas été de même avec les équations de 

Lagrange relatives aux trois angles d'Euler 8, Car, 

lorsque l'angle 9 de l'axe des z fixe avec Taxe des z mo-

bile est nul ou égal à rc, les déplacements dus à des 

variations infinitésimales de cp et de ^ ne sont plus indé-

pendants : ils se réduisent à une seule et même rotation 

autour de la position commune des deux axes en ques-

tion. 

Soit encore le mouvement du pendule sphérique. 
Les deux équations différentielles que l'on est con-

duit à écrire correspondent au théorème des aires et à 

celui des forces vives, c'est-à-dire à deux déplacements 

virtuels dont l'un est une rotation autour d'un axe ver-

tical et l'autre le déplacement réel. 

Le problème est ainsi correctement mis en équation 

dans le cas général. 

Mais il cesse de l'être lorsque le mouvement instan-

tané réel est une rotation autour de la verticale, c'est-

à-dire lorsque ^ = o, 6 étant l'angle de cette verticale 

avec la tige du pendule. 

Une difficulté de ce genre intervient, comme on sait, 

dans les principaux problèmes classiques de Mécanique 

rationnelle. L'intégration se ramène, en général, à celle 

d'une équation différentielle de la forme 

et une discussion spéciale est nécessaire lorsque la va-

leur commune des deux membres s'annule. 

Ce qui précède montre qu'il en est forcément ainsi 

dès qu'on applique le théorème des forces vives. Ce 
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théorème est, en effet, substitué à l'une des n équa-

tions que l'on pourrait écrire sans son intervention 

(par exemple à l'une des n équations de Lagrange) : 

le déplacement réel est, dans ces conditions, substitué 

â un des n déplacements fondamentaux et les équa-

tions du problème sont en défaut lorsque ce déplace-

ment réel est une combinaison des n — i autres dépla-

cements utili&s. 

On peut remarquer que l'équation des forces vives 

est, parmi les équations classiques, la seule qui puisse 

devenir insuffisante pour des déterminations spéciales 

des vitesses. 
Les autres équations peuvent, elles aussi, être ex-

ceptionnellement en défaut (comme nous l'avons vu 

à propos du mouvement de Poinsot) ; mais, si le théo-

rème des forces vives n'intervient pas, la mise en équa-

tion, si elle est correcte en général, ne peut cesser de 

l'être que pour des positions spéciales du système. 

[ J 2 c ] 
SUR UNE QUESTION 1)E PROBABILITÉS; 

PAR M. A . D E L T O U R . 

1 . Proposons-nous de chercher la probabilité pour 
quey en tirant une ci une, dans un ordre quelconque, 
les cartes d'un jeu ordinaire, il n'y ait jamais plus 
de deux cartes rouges consécutives, quelles que soient 
les séquences de noir*es. 

On sait que le nombre des permutations complètes 

de p objets A et de p objets B est 
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Le problème revient donc à trouver le nombre de 

ces permutations dans lesquelles il n'y a pas plus de 

deux A consécutifs. 

Le rapport des deux nombres donne la probabilité 

cherchée. 

2. Une représentation graphique aidera le raison-
* 

ne m en t. 

A partir de l'origine de deux axes de coordonnées 

rectangulaires, je porte successivement les A en abs-

cisses, les B en ordonnées, à raison d'une unité par 

lettre et toujours dans le sens positif, en suivant l'ordre 

des lettres dans la permutation donnée. 

On obtient ainsi un tracé ( J ig . i) qui se terminera 

sur la bissectrice du premier quadrant, puisqu'il y a 

autant de A que de B, au point P(/J, P ) , et qui restera 

tout entier enfermé dans le carré ayant pour diagonale 

la partie de la bissectrice qui joint ce point à l'origine. 

'Réciproquement tout tracé compris dans ce carré et 

satisfaisant aux conditions données représentera une 

des permutations dont il s'agit et le problème revient 
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à trouver le nombre des tracés possibles que je dési-

gnerai par ap. 

3. Ils se partagent en trois classes : 

i° Ceux qui, commençant par un B sur Taxe des y , 

restent du même côté de la bissectrice, mais peuvent 

avoir avec celle-ci certains points communs ( fig. 2) : 

soit bp leur nombre; 

2° Ceux qui, commençant par un B sur Taxe des yt 

traversent la bissectrice au moins en un point; 

3° Ceux qui commencent par un A sur Taxe des x . 

4. Soit K(<7 4- i , q -f- i) ( fig. 3) le premier point 

à partir de l'origine où un tracé de la seconde catégorie 

traverse la bissectrice. En ce point il y a deux A consé-

cutifs : les termes précédant et suivant immédiatement 

sont des B. 

Le tracé touche par conséquent la bissectrice aux 

points mty) q), n(q + 2, q + 2). 

Entre l'origine et le point m le tracé commence par 
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unB^t reste du même côté de la bissectrice; le nombre 

des tracés possibles est bq. 

Entré le second point n et l'extrémité P, le tracé 

commence soit par un B soit par un A ; c'est un des 

tracés compris dans le carré ayant pour sommets ces 

deux points^ lèur nombre est 

Fig. 3. — Permutation de la deuxième catégorie. 

Le nombre total des tracés de la seconde catégorie 

est donc 

bqap-{q+.2) (q variant de o à p— 2), 

en c o n v e n a n t d e p o s e r a0 = b0 = 1 . 

5. Dans le cas où la permutation appartient à la troi-

sième catégorie, soit K(q + 2, q + 2) {fig- 4) Ie pre-

mier point où le tracé touche la bissectrice. 

Si ce point a pour coordonnées (1, 1), la permutation 

commence par AB. Le nombre des tracés correspon-

dants à partir de (1, 1) est évidemment ap_K. 
Ce cas étant éliminé, la permutation commence par 

deux A suivis d'un B et arrive au point K par un B. 
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Abstraction faite de ces quatre lettres, le tracé a pour 

extrémités les deux points m(2,1), n(q -h 2, q -f- 1) 

situés sur une parallèle à la bissectrice et reste cons-

tamment du même côté de cette droite. On reconnaît 

facilement que ce tracé, pris en sens inverse et consi-

déré comme ayant son origine au point remplit les 

mêmes conditions que ceux de la première catégorie. 

Le nombre des tracés possibles entre les deux points 

extrêmes est donc bq. 

A partir du point K. auquel 011 arrive par un B, le 

nombre des permutations est ap_(q+2). 

Le nombre des permutations de la troisième caté-

gorie est par conséquent 

ap-\ - f ( q variant de o à p — 2). 

Réunissant les trois résultats obtenus, on a la formule 

l—p 2 

(1) Cl p — bp-*r 1 2 bqaP~lq+V + «p-i-

<7= ° 

6. Reste maintenant à déterminer le nombre bp des 

permutations de la première catégorie. 
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Soit 2, q H- 2) ( fig. 2) le premier point où 

l'un des tracés touche la bissectrice. Si ce point a pour 

coordonnées (1, 1) la permutation commence par B<\. 

Le nombre des tracés correspondants à partir de (1, 1) 

est bp__\. Ce cas éliminé, la permutation commence par 

un B et arrive en K par B A A . Abstraction faite de ces 

quatre lettres, on a, comme précédemment, entre les 

deux points m(o, 1), n(q, q 1), situés sur une paral-

lèle à la bissectrice, un tracé présentant les caractères 

de ceux de la première catégorie et dont le nombre 

est bq. 

A partir du point K jusqu'à la fin, le tracé conserve 

les caractères de ceux de la première catégorie dont le 

nombre est b p _ ^ 2 ) . 

On a par conséquent la formule suivante : 

< 7 = / ' - 2 

( 2 ) b p = b p - { - ± - V bqbp-ihq+.H). 

7 = 0 

Les deux formules (1) et (2) permettent de calculer 

les valeurs des ap. 

7. Le Tableau ci-dessous donne les résultats qu'on 

obtient pour les premières valeurs de p . 

p• V V 
0 1 I 

2 

i 

2 

2 
6 

3 4 16 

4 9 45 
5 21 126 

6 5i 357 

7 127 1016 

8 323 2907 

Ainsi, si l'on a seize cartes, huit rouges et huit noires, 
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rangées dans un ordre quelconque, la probabilité pour 

qu'il n'y ait pas plus de deux cartes rouges consécu-

tives, les séquences de noires étant quelconques, est 

'29°7 _ 3^3 _ 
16! " 1 0 . 1 1 . I 3 ~~ ' 

(8!)* 

Lorsque p augmente, la probabilité diminue. Si l 'on 

cherche la valeur de p pour laquelle elle se rapproche 

le plus de on trouve qu'elle a exactement cette valeur 

pour p= 5. Elle esL, en effet, 

126 _ 1 

10! ~~ 1 

( W 

[M'ib] 

SUR LA CONSTRUCTION DES COURBES ALGÉBRIQUES; 
PAR MM. P E R N O T ET M O I S S O N , 

Anciens élèves de l'École Polytechnique. 

Pour étudier une courbe dont l'équation n'est pas 

résolue en aux environs de l'un de ses points, auquel 

on a transporté l'origine, ou à l'infini, les méthodes gé-

néralement employées sont basées sur le calcul des infi-

niment petits. On est conduit, dans la pratique, à des 

calculs délicats, surtout lorsqu'on étudie une branche 

multiple singulière à l 'origine, ou une branche parabo-

lique multiple. 

Cette étude se fait aisément lorsque x et y sont ex-

primés au moyeu d'un paramètre, et très complète-

ment lorsque la courbe est unicursale. 



( I 0 7 ) 
Les procédés que nous allons exposer consistent à 

remplacer la courbe proposée par une courbe dont 

l'équation est plus simple, ayant mêmes tangentes ou 

mêmes asymptotes au point considéré, et même position 

par rapport à ces droites. Dans la plupart des cas, la 

courbe auxiliaire peut être choisie unicursale et permet 

de tirer des conclusions immédiates; il en est ainsi 

lorsque la tangente étudiée est simple ou double. 

Dans le cas d'une tangente multiple, on est conduit 

à la discussion d'une équation ordonnée suivant les 

puissances croissantes dey — m x , m étant le coefficient 

angulaire de la tangente. 

En particulier, pour une équation de la forme 

2a? O, 

on peut étudier de cette façon, par une méthode diffé-

rente de celles de Puiseux et de Newton, les détermi-

nations réelles de x et y aux environs de l'origine; les 

méthodes précitées restent préférables, dans le cas gé-

néral , lorsqu'on veut déterminer plus exactement l'ordre 

de l'infiniment petit y ou x . 

Nos procédés ont donc pour but d'obtenir le tracé 

correct d'une courbe aux environs d'un point ; la même 

méthode s'applique à l'étude directe des branches in-

finies, sans avoir recours à la transformation homo-

logique qui permettrait de les ramener à distance 

finie. 

É T U D E D ' u i V E C O U R B E A L ' O R I G I N E . 

Nous étudierons d'abord les deux cas d'une tangente 

simple et d'une tangente double, en discutant tous les 

cas qui peuvent se présenter. 

i° Tangente simple. — Soit y — mx = o une tan-

gente simple à l'origine, ce point étant d'ordre de mtil-
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tiplicité p. L'équation de la courbe pourra s'écrire 

( y — mx) H- <fp+i(x,y) -h (a?,y)-+-.. .= o 

ou 
yp+i(x,y) -4- c ? p ^ ( x , y ) -4- . . . 

y — mx = -

y) étant un groupe homogène de degré p — 1 

et <fp+\ (x, y ) , <f 1 y) 1 • • • étant également des 

groupes homogènes de degrés indiqués par l'indice. 

On a donc, en posant = 

y m X = Q-+- t ) H- . . . 

La position de la courbe par rapport à sa tangente est 

donnée par le signe de y — mx quand x et y tendent 

vers o et t vers m. Si ^ , ( 1 , le second 

membre qui est un polynome entier en x ordonné sera 

du signe de — x ^ ^ ^ ^ ,pour x suffisamment petit ; 

y — mx aura également ce signe. 

La courbe considérée a donc à l'origine même tan-

gente et même position par rapport à sa tangente que 

la courbe unicursale 

T P - M O , M ) y — mx = ? 

qui est une parabole. 

La courbe proposée est d'un même côté par rapport 

à sa tangente, et du même côté que la courbe auxiliaire, 

dont l'équation sous forme eutière est 

( y — mx) m) -h x2 cp/J+1(i, m) = o. 

Supposons maintenant que c p ^ (1, m) = o et que le 

premier groupe qui 11e s'annule pas pour x = 1 ,y = m 
soit <pp+k{x} y ) . On m e t ^ y — mx en facteur dans tous 
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les termes qui précèdent <pjt>+x. Le même raisonnement 

montre que y — mx est du signe de 

— ¿pX-t-1 m) 

• m) 

et que la courbe considérée peut être remplacée par la 

courbe unicursale 

On a un contact d'ordre \ ; inflexion graphique si X 

est pair, point méplat si X est impair. L a courbe auxi-

liaire est 

( y — m x ) 4^(1, m ) -+- x ^ 1 m ) = o. 

Elle s'obtient immédiatement en remplaçant dans 

chacun des groupes homogènes ®p+i, . . . de la courbe 

donnée, y par mx, puis en conservant seulement le 

terme en y — mx suivi du premier terme qui ne s'an-

nule pas identiquement. 

P r a t i q u e m e n t , ou étudie directement la position par 

rapport à la courbe dont nous venons d'étudier les pro-

priétés en tirant y — mx de l'équation. 

On garde au numérateur le coefficient de la plus 

faible puissance de x\ 011 constate le signe du dénomi-

nateur quand t tend vers m ; on en déduit le signe 

de y — mx. O n place la courbe dans la région telle 

q u e j - — mx ait le signe voulu. 

E x e m p l e : 

( y - 3 r O c ) ( y — 2 x ) - h 2 y 2 x — 8 x 3 - h x l t — 5 x 2 y 2 — x s - i - y s = o . 

Considérons la tangente y — 2X = o : 

— x ^ - h 5 x 2 y 2 - h . . . — x * * ( i - + - 5 t 2 ) • + • . . . 
y — 2 X = - = - • 

y -+- X -+- 2 ( y -+- 2 X ) X . x ( l - \ - t ) - h 2 X 2 ( 2 - \ - t ) 
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Quand t tend vers 2, y— i x a le signe de — x z . 

On en conclut qu'il y a inflexion graphique; du côté 

des x positifs, le facteur y—ix est positif; il est 

positif du côté des x négatifs. 

Pour l'autre tangente, on a 

8 # 3 — ÀV-X - h . . . 
y-hx = 

y-

Pour y = — x, y -f- x a le sigue de — x2. 

Donc la courbe est toujours du même côté de sa tan-

gente { f i g. 1). 
F i g . 1. 

3f 

20 Tangente double. — Considérons de même 

l'équation 

( y - mx)2 -+- ( x , y ) - f - . . . = o 

a. Supposons d'abord m) o. La tangente 

y — mx = o rencontre la courbe en p -f- 1 points seu-

lement à l'origine, c'est-à-dire en un point de plus seu-

lement qu'une sécante quelconque, et il 11e peut y avoir 

qu'un arc de courbe d'un côté déterminé de la tangente. 

On a comme précédemment 

( y — mx)2 = 
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quand x et y tendent vers o et t = ^ vers m, le second 

membre a le signe de — . Les points de la 
° , m) r 

courbe sont placés par rapport à la tangente double de 

la même façon que ceux de la cubique unicursale 

( y — mx)*1 — -
x 3 c p p + i ( i , m ) 

(i, m) ' 

il y a rebroussement de première espèce. 

Pratiquement, on opère comme précédemment en 

tirant ( y — mx)2 pour avoir son signe quand x tend 

vers zéro et ~ vers m, c'est-à-dire en remplaçant y 

p a r mx. 

Exemple. — Soit la courbe 

(y + — 
on a 

( y — x)* = 

4 xzy — x& = o, 

4 xzy — • • 
y -h x 

En remplaçant^ par x , on voit que le signe est celui 

de c'est-à-dire de x; il faut donc que x soit positif 

pour que les points de la courbe soient réels; il y a 

rebroussement de première espèce du côté des x posi-

tifs (Jig. 2). 
F i g . 2. 

il 

Remarque. — La méthode s'applique évidemment 

si m = o, c'est-à-dire si la tangente est l'axe Ox; dans 
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le cas où m est iniini, pour avoir la position par rap-

port à Oy, il suffit de tirer x pour une tangente simple, 

x2 pour une tangente double, en r e m p l a ç a n t ^ par zéro 

pour avoir le signe. 

Soit 
x* ( y —  x ) -+•  x* —  %y*— x 5 — 

on a 

( * - - ) + 

_ -2JK4 - = y* \ / V 

y — x y (i— 

x2 a le signe de y; il y a donc rebroussement de pre-

mière espèce du côté des y positifs ( fig. 3). 

Fig. 3. 

y 

\ ( 
o 

b. Supposons maintenant 

m) = o et <?p+t(i, m) ^ o. 

O n peut alors poser 

<?p+i(&,y) -(y — ™> x)tyP(
x,y)> 

L'équation de la courbe proposée devient 

( y — m x ^ t y p - ^ y ) 
( y __ „, X) typ(x,y) -h f„+3(x,y) 4 - . . . = o 
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OU 

( r — mar)*+#»-2(1, — t ) 

f p + ç i ^ 1 y ) ® l a n t premier groupe homogène qui 

suit jr)} ou encore 

X7"+"2 çp ( 1 

a' et a" étant les racines de l'équation 

a2 <^-2(1, 0 a <W»(i, 0 H- T/M-SO» t) = o 

et ayant respectivement pour limites, quand x et y 
tendent vers o et i vers m, les racines a! et d ' de 

l'équation 

(1) a 2 4/p-2(i, m) + m) -h 'fP-t-2(i, m) = o. 

II existe alors des points de la courbe pour lesquels 

on a identiquement 

y — m x — OL'X2-
(jK — ma? — 0 

Par suite, le second membre est du signe de O L ' X ' 2 , 

qui est celui de a'x2. Donc la parabole 

y — mx = 

a même tangente et est placée par rapport à cette tan-

gente du même côté que l'arc de courbe considérée. On 

peut donc encore remplacer la courbe par le faisceau 

des deux paraboles 

( y —mx — a x2) ( y — mx — a"x2) — o, 

la position de la courbe par rapport à chacune d'elles 

étant donnée par le signe de v p + g (1 , m) et de <|>/>_2(i, m). 

Ann. de Mathémat., 4' série, t. VI. (Mars 1906.) 8 
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Si a! et ci1 sont réels et de signe contraire, on a un 

contact double départ et d'autre de la tangente { f i g . 4)* 

Fig. 4. 

Si d et d'sont réels et de même signe, mais distinctsr 

on a un contact double du même côté de la tangente 

( f i s - 5 ) -
Fig. 5. 

Si d et d' sont deux racines imaginaires, on a un 

point double isolé. 

Enf in, si a ' et d' sont deux racines égales, on a , 

à la limite, 

( y — mx — ax2)2 = ^— -, 
, m) 

qui est encore la courbe auxiliaire, , t ) étant la 

première fonction qui ne s'annule pas pour t — m. Si q 
est impair, on a un rebroussement de seconde espèce; 

si q est pair, point double isolé lorsque > ° 
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et contact double d'un même côté de la tangente lorsque 

în) ^ ^ c" i a ( lu e branche de courbe pouvant être 

remplacée par Tune des deux courbes explicites 

La parabole y = mx -+• ax2 sépare les deux bran-
ches de courbe, qui lui sont tangentes, l'une intérieure-
ment et l'autre extérieurement. 

La méthode étant ainsi théoriquement justifiée, voici 
comment on peut opérer dans la pratique. Soit la 
courbe 

— i { y — x ) (y4-h x*y) -hy6— ^x1 -+- ;ly7 = o; 

on prend tous les termes contenant y — x en facteur, 
plus les termes de plus bas degré qui suivent immé-
diatement 

( y — x)* (y*-hx*) — 2 ( y — x)(y,>-hx*y)-+-ys. 

En remplaçant, dans les coefficients de y — .r, y par xy 

et en divisant par x2y on a l'équation 

La position des branches de la courbe est donnée par 

y — mx -h ax2± x <fp+q( i , m ) 

' Uh™) 

i ( y — x)2— 4 x ' {y — x ) -h x^ = o, 

qui peut s'écrire en décomposant en carrés 

x4 
( y — x — a?2)2 = o. 

celle des paraboles 
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On voit que les deux branches sont du côté où y — x 
est positif. 

c. Supposons non identiquement nul, mais 

( i , £ ) nul ainsi que Çp+2(i>0 e t s°îL 'f 

la première fonction ne s'annulant pas pour t = m. 

On a, comme précédemment, 

( y — mx)» 0 H- x*(y — mx) , t ) 

ou, en posant a = ^ > a ayant pour limite 

~ ~ ( I , Î ) 

2 ^ - 2 ( 1 , rn) 

( y — M X — O L X 2 )2 

\ <iv 2O, 0 / 

011 

( y — m x — < x # 2 ) 2 

Y/>-+->/1I, V J -T-. . . 
^ - 2 ( 1 , 0 

Si a ^ - o, c'est-à-dire <¡^(1,771)5^0 [en d'autres 

termes, si m est racine simple de cp/?+1 ( i , i ) = o ] , le 

second membre est du signe de a 2 x 4 , donc positif ; il y 

a encore deux branches de courbe du même côté de la 

tangente. La courbe auxiliaire devient 

( y — m x - a*2)2 = a2x'+— m ) 

^ - 2 ( 1 , m) 

ou 

y = mx-hax*±.x*i/ a 2 - x i 
J V <lv-1(1, m) 

Si a = o, c'est-à-dire si a est racine double de 
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( i 5 0 = o n a u r a 

( y - m * ) * [ 4 ^ * 0 » 0 •+• * 0 ] 

-H x*{y — mx) f ) h- . . . , 

et l'on sera, comme précédemment, ramené à l'étude 

d'une courbe auxiliaire de la forme 

Y = mx -4- atx3±: \I avec a^ = 
J 2<|/p_i(i, m) 

et ainsi de suite. 

d. Enfin, supposons ®P+i identiquement nul, ainsi 

que • • jusqu'à rfp + r_i inclusivement. On aura 

{ y — mx)* 4>p-2(x,y) yp+r(x, y ) + . . . = o. 

On obtient immédiatement, comme précédemment, 

la courbe auxiliaire 

( y — mx)2 = =———-—-— ? 

en supposant c p ^ ^ i , jn) yé. o. 

Si r est impair, rebroussement de première espèce. 

Si r est pair, point double isolé ou deux branches 

de part et d'autre de la tangente qu'on peut remplacer 

par les branches de la courbe : 

y — mx ± x'1 [ / — ' 

e. Si <P/>+r(t > m) = o, on a 

*P+v(xyy) = ( y — mx)typ+r-i(x1y). 

On est comme précédemment amené à considérer la 

courbe 

!

( y — mx)* m) 

-+-xr+i(y — mx)typ+r-,(i, m) 

-+- xr+*+t m) = o. 
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Si a = r, on peut encore comme plus haut remplacer 

la courbe proposée par le faisceau de deux courbes uni- * 

cursales de la forme 

(y— mx -h- a'xr+x) ( y — mx -h a" xr+i) = o, 

et si a > r, par une courbe 

( y — mx — axr+iy— a 2 x 2 ^ l ) — Aa?8^1^; 

résultats analogues à ceux trouvés précédemment. 

Si a < V , soit a = r — /i; l'équation (2) est de la 

forme 

( y — mx)2-H 2 Axr+l(y — mx) -4- Bxir+2~/l = o 

ou 
y — mx =— Axr^ldz J x2r+2~h(A2xh — B). 

Si h est impair, le radical n'est réel que pour des 

valeurs de x d'un signe déterminé, il y a rehausse-

ment de première ou de seconde espèce suivant la pa-

rité de r. 

Si h est pair; deux cas : B > o point double isolé, 

et si B<^o deux branches de courbe réelles d'un même 

côté de la tangente et de part et d'autre de la courbe 

y = mx — Aa?r"Hl. 

Tangentes multiples. — La discussion complète 

serait trop longue ; les considérations précédentes suf-

fisent pour justifier les procédés pratiques suivants : 

On prend tous les termes, à partir de ceux de moindre 

degré, contenant y — mx en facteur ; on prend de plus 

l'ensemble des termes de degré supérieur qui suivent 

immédiatement, en laissant de côté tous les autres 

termes; la courbe ainsi obtenue possède à l'origine, au 
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point de vue de la tangente considérée, les mêmes pro-

priétés que la courbe proposée. On remplace y par mx 
dans les coefficients de y — mx et dans les derniers 

termes conservés. On a ainsi une équation en y — mx 
dont on étudie les racines au point de vue de la réalité 

et du signe, aux environs de l'origine. On en conclut 

la position des diverses branches de courbe réelles. 

Nous supposerons d'abord un cas où l'équation peut 

s'étudier complètement, par les procédés ordinaires. 

Exemple. — Soit la courbe 

^ H y — & ) 3 i y — 2 a?)2 -+- x*(y — x ) —x3y1 -+- ¿y11 — x12 = o. 

Pour étudier la position par rapport à la tangente 

y — x = o, 

il suffit de conserver les termes 

x3(y — x)3 ( y — *2a?)2 -h x8(y — x ) — x3y7 = o. 

En remplaçant y par x dans les coefficients, on a 

(y — x)3 -t- x3(y — x ) — xs=o, 

que nous considérons comme une équation du troisième 

degré en y — x. 
La condition de réalité des trois racines est 

4a?9-l- 27a?10 < o. 

Quand x tend vers zéro cette expression a le signe 

de x. Donc, du côté des x positifs, il y a une seule va-

leur réelle pour y — x\ cette valeur est positive; donc 

la courbe est du côté y — x }> o. 

Pour j < o et suffisamment petit, on a trois bran-

ches réelles; l'équation ayant deux variations, il y a 
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deux branches telles que y— x soît positif et une 

branche telle que y — a: < o ; il y a donc une branche 

ordinaire et un rebroussement de première espèce 

Fig. 6. 

L'étude de la tangente double ( y — 2x)2= o rentre 

dans un cas déjà traité par un exemple. Cherchons les 

branches tangentes à O y . 

Conservons tous les termes jusqu'à yn ; on peut 

écrire l'équation ainsi réduite, pour faire apparaître 

[y3(l ~ j f ~ ~ y ) ~~ 7 7 ] + ' l y n = 

L'équation sera nécessairement de la forme binôme, 

puisqu'il n'y a pas de termes, après le premier, conte-

nant x à une puissance inférieure à trois. 

Cette équation se réduit à 

a?3(i —JK2) sjK6 — o. 

On voit que x 3 a le signe de — y 6 ; il y a donc une 

seule branche de courbe réelle tangente à O y du côté 

des x négatifs. 

Cas général. — Soi tune courbe ayant à l'origine un 
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point multiple, les termes de moindre degré contenant 
yP en facteur. 

Les considérations justifiées précédemment nous per-
mettent, après avoir ordonné l'équation par rapport 
aux puissances décroissantes de y , et remplacé, dans 

les coefficients, ~ par zéro, de nous limiter à l'étude 

d'une équation de la forme 

yP -+- A yP-* xa -+- B yP~2 xb -+-... -f- L yxl -+- K xm = o. 

Pour étudier la réalité des racines lorsque x tend 

vers zéro, après avoir tenu compte des lacunes pos-

sibles, on examine le cas x^> o; la transformée en — x 
permet ensuite d'étudier de même le cas x o. 

On est conduit à substituer à y des valeurs tendant 

vers zéro en même temps que x , c'est-à-dire de la 

formé x^j ce qui donne 

Pour x suffisamment petit, le signe de cette expres-

sion sera celui du coefficient de la plus faible puissance 

de x . 11 suffit de voir quelles valeurs on peut donner 

à \ pour que les résultats des substitutions soient de 

signes alternés. 

Dans la pratique, en s'aidant de l'examen des varia-

tions de l'équation, il est aisé d'apercevoir les valeurs 

utiles de X, comme nous le montrerons sur un exemple; 

dans le cas le plus général, on peut régler les tâtonne-

ments de la manière suivante : 

Prenons deux axes de coordonnées O A, Oz et figu-

rons les droites 

z — a -h \ ( p — i), * = / X, z = m, 

qui représentent les variations des exposants, en mar-
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quant sur les droites le signe 4- ou — suivant le signe 

du coefficient correspondant; ces droites ont des coef-

ficients angulaires p, p — i , . . . positifs et décrois-

sants. 

On voit aisément, quand \ varie, les régions où Ton 

peut trouver des signes alternés, et l'on en conclut le 

nombre de branches réelles. Ces régions sont séparées 

par les points de rencontre des droites deux à deux. 

Pour étudier les branches négatives, toujours du côté 

des x positifs, on opère de même en substituant — x'\ 

Exemple : 

yk(y — zy7(y -4- x)3 -hyx7 -h xi0 = o. 

On est amené à étudier l'équation 

y'+x2 -4- v.y^x* -+- yx~ -4- x10 = o, 
y'* -4- iy2xz H- yxs -4- x8 = o. 

Pour x ^ > o, on a au plus deux racines réelles et né-

gatives, comme l'indiquent la lacune et le nombre des 

variations. La substitution y = o donne le signe de x8 

qui est positif. Substituons — x 

Construisons les droites 

z = 4À, z = 3 -H i \ z=\-4-5, 2 = 8, 

et marquons sur ces droites les signes des coefficients 

ifig- 7 ) . • " 
Pour que les deux branches possibles soient réelles, 

il faut que donne son signe; il suffit pour cela de 

prendre X entre a et A, le z de la droite marquée du 

signe — sera le plus petit. 

On voit ainsi que X est compris entre 2 et la 
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courbe y = — x^ sépare les deux branches réelles de la 

courbe du côté dès y négatifs. 

Pour x o, formons la transformée en — x 

yk — iy2xs — yx5 x* = o. 

Il peut y avoir deux branches réelles positives 

y = o donne le signe - K 

Fig. 7 . 

Substituons y = x \ 

et construisons 

z = 4 X, * = 2 X - T - 3 , = X - H 5 , ¿ = 8 . 

En changeant le signe de la deuxième droite sur 

figure précédente, on voit qu'i l suffit de prendre 

3 - < x < - 5 
2 2 
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pour avoir un résultat de substitution négatif. Il y a 

donc deux branches positives réelles séparées par 

y = x2, par exemple. 

Pour étudier les racines négatives, substituons 

y = — 

x^ — i a? 2 ^ 3 a ? ^ 5 -h x8 ; 

on a le signe négatif pour 
i 

Donc les deux branches négatives sont réelles. 

On voit aisément que le procédé est général. En con-

struisant exactement les droites z = a\ -f- b on peut, 

sans calculer les valeurs de X, voir s'il est possible de 

trouver une ordonnée rencontrant ces droites en des 

points correspondant aux signes cherchés. La méthode 

est la même pour étudier le nombre des branches 

réelles et leur position par rapport à une tangente 

m u l t i p l e t — mx = o. {A suivre.) 

[ L ' i e ] 

SUR LA PROJECTION CENTRALE; 
PAR J. M. J U H E L - R Ë N O Y . 

Dans son excellent Ouvrage : A Treatise on the 
analytical Geometry (Dublin, i885), M. John Casey 

expose, en ces termes ( Theory of projection, Sect. V, 

p. 271), la théorie analytique de la projection cen-

trale. 

« Soient O lorigine, O X , O Y les axes; BB' et II' 

deux droites parallèles à Taxe des y et rencontrant 
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l'axe O X en B et I (appelées respectivement droite de 
base et droite de l'infini). Soit P un point quelconque 

du plan; joignons IP coupant BB' en C ; par G, 

menons CP' parallèle à O X , rencontrant OP en P'. Le 

point P' est appelé la projection du point P. » 

M. Casey, faisant ensuite ressortir les avantages de 

cette méthode, entre autres de débarrasser le lecteur 

d'avoir à considérer différents plans et d'admettre 

l'usage de l'analyse, montre que les propriétés aux-

quelles elle conduit sont précisément celles de la 

perspective. 

On voit, en particulier, que si une droite CD coupe 

la droite de base et la droite IF aux points C et D 

respectivement, sa projection passe par C et est paral-

lèle à OD, et que si l'on mène la parallèle K K ' à BB', 

telle que BR = — Ol , KK/ est la ligne de fuite du plan 

que l'on projette. 

Le but de cette Note est de faire l'application géo-

métrique de la méthode à l'étude des propriétés fonda-

mentales des coniques, propriétés focales et intersec-

tion avec une droite, et en particulier, en ce qui 

concerne l'hyperbole, démonstration du théorème ca-

pital de la constance aréolaire du triangle déterminé 

par les deux asymptotes et une tangente quelconque, 

non sans avoir montré, au préalable, comment la défi-

nition de M. Casey se rattache à celle des figures 

lioniologiques, l'origine étant le centre d'homologie, et 

la base, l'axe d'homologie. 

En effet, menons par P la ligne Q R égale et parallèle 
à B1 ; nous aurons, ¡x étant le point de rencontre de OP 
cl de BB', 
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Or 

Q P P C __ C P ' pip _ Q P _ P R 

P R " IP " o r U IJ.P' ~ C P ' ~ 0 1 

et, par suite, 

^ ; O P ' > P ' BI 

Le rapport anharmonique des quatre points O F X P P ' 

est done constant et, par suite, les points P et PR dé-

crivent deux lignes homologiques, ce qui justifie la 

définition de perspective donnée par M. Casey. On sait, 

en effet, que, quand deux figures sont hotnologiques, il 

suffit de faire tourner le plan de l'une d'elles d'un angle 

quelconque autour de l'axe d'homologie pour que les 

deux figures soient en perspective. 

On voit d'ailleurs que la construction dont nous nous 

occupons n'est autre que celle qui donne l'homologue P' 

d'un point P, connaissant le point I dont l'homologue 

est à l'infini sur O X . Elle se déduit, en outre, immé-

diatement de la construction de la Hire ( Aperçu histo-
rique, p. 128); car il est évident que les deux droites OR 

et QP' sont parallèles, les points Q et R étant respecti-

vement sur les droites BB' et IF . 

I . T H É O R È M E . — Tout cercle peut se projeter sui-
vant une courbe telle que le rapport des distances 
d'un quelconque de ses points à un point fixe et à une 
droite fixe soit constant. 

C'est un théorème bien connu de la théorie des 

figures homologiques. Sa démonstration se fait en pre-

nant pour origine le centr e F du cercle et pour droite 

de base la tangente en B à la circonférence. On en 

conclut que, m étant la projection de M, on a 

m F B F 
—»r? = t7t7 = = c o n s t . , avec B K = — F I , m P K K 7 
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mP' étant la distance de m à la ligne de fuite K K ' . Le 

point F est le foyer, et la ligne de fuite la directrice. 

Proposons-nous de construire la tangente à la co-

nique en m ; soit T le point d'intersection de la ligne 

de fuite et de la parallèle menée par F à la tangente au 

cercle en M; les perspectives de deux droites parallèles 

se coupant sur la ligne de fuite K K ' , m T est la tangente 

en m) on voit que m F T est droit. 

T H É O R È M E I N V E R S E . — On peut projeter une conique 
suivant un cercle. 

Il suffit de prendre pour origine le foyer F de la co-

nique et, pour droite IF ou droite limite, la directrice 

correspondante. 

T H É O R È M E . — La projection d'un cercle qui n'est 
pas tangent à la droite IF est une courbe telle que la 
somme ou la différence des distances de Vun quel-
conque de ses points à deux pointe fixes ( foyers) est 
constante ( fig. i). 

Fig. i . 

B' I' 

En effet, prenons pour origine le centre F , la droite IF 

ne rencontrant pas le cercle, et pour base BB' la tan-

gente au cercle parallèle à II'. Soient m, rc, E les points 
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d'intersection avec la circonférence et avec la base 

d'une sécante passant par I, qui se projette suivant une 

parallèle à F I passant par E et rencontrant la courbe 

de projection en deux points M et N, respectivement 

situés sur F m et F « . 

Si L désigne le point de rencontre de mn avec la po-

laire de I, on a 
F ( 771/1 I L ) = — i . 

Donc F L coupe MN en son milieu S. Or 

F S IE 
_ = - = const. 

Le lieu de S est donc une perpendiculaire à F I ren-

contrant cette droite en un point fixe O ; c'est un axe 

de symétrie pour le lieu des points M et N. 

On a d'ailleurs 

M F _ JE N F _ IE 

m F ~~ I m n F I n ' 

d'où, par addition, 

MF + NF i î \ IE 
— IE ( 1 b 

w F \ 1 /?i I n ] IL 

et, par suite, 
M F + N F == const. 

O r , par raison de symétrie, N F est égale à la distance 

du point M au symétrique F ' de F par rapport à O ; on 

a donc 
* M F + M F ' = const. , 

ce qui démontre la proposition. 

Dans le cas où la droite II7 coupe le cercle, on dé-

montre d'une façon identique que 

M F — M F ' = const. 
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De ce qui précède, ou peut donc conclure que la 

perspective d'un cercle peut être une ellipse, une hy-

perbole ou une parabole, ces trois courbes ayant la 

propriété commune d'être le lieu des points dont le 

rapport des distances à un point fixe (foyer) et à une 

droite fixe (directrice) est constant. 

II. Soit à trouver les points d'intersection d'une 

droite et d'une conique à centre donné par un foyer F , 

la directrice correspondante IF et un point C. Proje-

tons la conique suivant un cercle, en prenant pour ori-

gine F et pour base la perpendiculaire BB' à F I menée 

par C et soient D et E les points d'intersection de la 

droite donnée avec IF et BB'; la parallèle menée par E 

à F D rencontre le cercle en deux points m et « qui 

sont les projections des points M et N cherchés, points 

situés respectivement sur F m et F n ( f i g . 2). 

F i g . 2. 

III. Considérons plus particulièrement le cas de l'hy-

perbole et de ses asymptotes. C'est un théorème bien 

connu, qui peut même servir de définition à l 'hyper-

bole, qu'une tangente à cette courbe forme avec les 

asymptotes un triangle d'aire constante, le point de con-

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. ( Mars 1906.) 9 
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tact étant le milieu du segment intercepté sur la tan-

gente par les asymptotes. Pour le démontrer, projetons 

un cercle (J ig . 3) en prenant pour origine son centre F , 

pour base la tangente BB' en un point B et pour droite II' 

une parallèle à BB' coupant le cercle en deux points D 

et D ' ; les tangentes en D et D' à la circonférence cou-

pent la base respectivement en C et C ; la projection du 

cercle est une hyperbole ayant pour asymptotes les 

droites O C et O C ' perpendiculaires, la première sur C D , 

la seconde sur C ' D ' ; la tangente en un point m du 

cercle rencontre respectivement les droites IF en P, 

CD en r, BB' en Q , C D ' en /', et se projette suivant 

une parallèle menée par Q à F P et rencontrant respec-

tivement les droites OC et F r en R, F m en M, O C 

F i g . 3. 

H 
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et F i J en R'. La proposition sera démontrée, si l'on fait 

voir que les triangles R O R ' et C O C sont équivalents et 

que M est le milieu de RR'. La première partie résulte 

de ce que CR' et C ' R sont parallèles ou que C r f et C f r 

se coupent sur la droite IP. En effet, soient y le point 

d'intersection de Bra et de IF, a le point d'intersection 

de BD et de raD*, ¡3 le point d'intersection de BD' et 

de raD; ay est la polaire de (3, elle se confond donc 

avec C ' r ; de même [3y est la polaire de a, elle se con-

fond donc avec C i J . Donc Crf et Or se coupent en y 

sur 1F. La seconde partie résulte immédiatement de 

ce que les quatre points P , /', m , r f forment une 

division harmonique. En effet, soit P ' le conjugué 

harmonique de P par rapport à DD' , la droite qui 

joint V au pôle H de DD' est la polaire de P par 

rapport au cercle et aux deux tangentes} elle passe 

donc par m. 

La proposition est donc établie; on peut démontrer, 

d'une manière analogue, qu'une transversale rencontre 

la courbe et les asymptotes en deux couples de points 

ayant le même milieu. En effet, soit une sécante ren-

contrant respectivement ( f i g . 4) IF en P , C D en /', la 

circonférence en m et /i, la base tangente au cercle en 

un point Q , C D ' en ?J et se projetant suivant une 

droite coupant O C et F r en R, Fm en M, F n en N, la 

base en Q , 0 ( 7 et F/l/ en R ; et de plus parallèle à F P . 

Il suffit de montrer que le rayon F P a même conjugué 

harmonique par rapport à Fr et F r' d'une part, à F m 
et F n de l'autre, ou que P a même conjugué par rap-

port aux deux couples de points r, r' et m, n. En effet, 

soitP7 Je conjugué de P par rapport à D D ' ; H étant le 

pôle de DD', P 'H est la polaire de P par rapport au 

cercle et par rapport aux deux tangentes à la circonfé-

rence en D et D\ 
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IV. Considérons maintenant Je cas de la parabole, 

c'est-à-dire le cas où la droite IF est tangente au cercle 

à projeter et prenons pour base BB' la tangente paral-

lèle à IF. La tangente en un point m du cercle rencontre 

la base en D et la droite IF en C et se projette suivant 

Fig. 4. 

la parallèle menée par D à F C , le point de contact M 

se trouvant sur F m. Or 

D M F = M F C = 6 f I et D F G = 90°. 

Donc, dans la parabole, la tangente fait des angles 

égaux avec le rayon vecteur du point de contact et la 

parallèle à l'axe menée par ce point, et la projection du 

foyer sur la tangente est sur la tangente au sommet. 
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Soient C D et C'D' deux tangentes parallèles au cercle 

en des points m et m'; leurs projections, respectivement 

parallèles à F C et F C , et par suite rectangulaires, se 

coupent sur la ligne de fuite, en d'autres termes sur la 

directrice et par suite le lieu des sommets des angles 

droits circonscrits à la parabole est la directrice. 

Cherchons enfin les points d'intersection d'une 

droite L et d'une parabole. Projetons la parabole sui-

vant un cercle en prenant pour origine le foyer F , pour 

base BB' la tangente au sommet B et pour droite II' la 

directrice; la droite L rencontre la directrice en C , la 

tangente au sommet en D ; sa projection, menée par D, 

parallèle à F C , rencontre le cercle de projection, décrit 

de F comme centre avec FB comme rayon, aux points m 
et /i, projections des points M et N cherchés et situés 

respectivement sur les rayons F m et F/i. 

Comme conséquence de cette construction, remar-

quons que la bissectrice de l'angle MFN est perpendi-

culaire sur mn et que, par suite, F C est bissectrice de 

l'angle formé par F M et FN' prolongement de FN. On 

a donc ce théorème bien connu, que la construction 

analogue, donnée précédemment, permet d'énoncer 

pour une conique quelconque : 

T H É O R È M E . — Soient M , 3N deux points quel-
conques d'une conique; la droite F C qui joint un 
foyer F de cette conique au point C de rencontre de 
la sécante MN avec la directrice qui correspond au 

foyer F , est bissectrice de l'un des angles formés par 
les droites FM, FN. 

On pourrait obtenir une autre construction des points 

d'intersection d'une parabole et d'une droite en proje-

tant le cercle, au lieu de la parabole, et retrouver ainsi 

une construction donnée par M. Ernest Lebon dans les 
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Nouvelles Annales de Mathématiques (i885, p. 338). 

Soient, en effet, un cercle de centre F , BB7 et II' deux 

tangentes aux extrémités du diamètre BI, M et N les 

points d'intersection avec une sécante qui coupe la base 

en C et la droite IF en D-, la sécante se projette suivant 

une droite L passant par C et parallèle à F D ; le cercle, 

suivant une parabole ayant pour foyer F et pour tan-

gente au sommet* BB7, les points M et N ont pour pro-

jections les points m et n d'intersection de la droite L 

et de la parabole. D'où la construction. M. Lebon re-

marque, avec raison, qu'elle est plus simple que celle 

que l'on donne habituellement.ÎLes considérations qui 

précèdent permettent d'ailleurs d'établir, avec la même 

facilité, la construction que, dans le même article, 

M. Lebon a donnée des points d'intersection d'une 

droite et d'une conique dont on connaît un foyer et les 

sommets situés sur l'axe focal. 

Soient, en effet, F un foyer d une conique, B et 1 les 

sommets de l'axe focal, BB7 et 1F les tangentes aux som-

mets, la première étant la base et la seconde la droite 

dont la projection passe à l'infini, la conique se proje-

tant suivant une parabole ayant pour foyer F et pour 

tangente au sommet BB7. Une droite CD rencontrant IF 

en C et BIV en D se projette suivant une droite DG, 

coupant IF en G, dont les points de rencontre avec la 

parabole, m7 et n', s'obtiennent par la construction 

donnée précédemment, c'est-à-dire en joignant le point 

d'intersection E de C F et de la droite HH7 symétrique 

de BB7 par rapport à F au point D, en prenant les 

points d'intersection m et n de DE avec le cercle de 

centre F et de rayon FB, puis les points d'intersection 

m' et n' de DG avec les rayons F m et Fn. On en déduit 

immédiatement les points d'intersection M et N de la 

droite et de la conique données, qui se trouvent sur la 
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droite C D et les rayons F m el F n respectivement. 

C'est la construction même que M. Lebon a obtenue, 

d'une manière toute différente. On remarquera que la 

ligne D G est inutile pour la construction. 

N. B. — On voudra bien observer que la construc-

tion, donnée au paragraphe IV, des points d'intersec-

tion d'une droite et d'une parabole s'applique, sans 

modification, au cas d'une conique quelconque. La 

démonstration élémentaire de la construction est d'ail-

leurs immédiate. C'es^, d'autre paî t, un cas particulier 

de celle du paragraphe II. 

[D6if3] 
SUR UNE INÉGALITÉ DE M. HADAMARD; 

PAR M. L A N D A U . 

Dans un travail récent Sur les séries de la forme 

ane~^nz, publié dans les Nouvelles Annales de 

Mathématiques (4e série, t. IV, »904, p. 029-533), 

M. Hadamard a développé quelques inégalités, qui, 

suivant son expression, « peuvent avoir leur utilité ». 

Je vais confirmer, dans les pages suivantes, cette attente 

de M. Hadamard, en en faisant une petite application à 

la théorie de la fonction Ç(z) de Riemann. En combi-

nant les anciennes méthodes avec une de ses nouvelles 

relations, je parviendrai à prouver le théorème sui-

vant : 

Il existe une constante positive a telle que, pour 
tous les q >> o, 

I £ ( ' +• qi) I > , + ' o g 6 g -
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En d'autres termes, la limite inférieure d'indétermi-

nation, pour q = oo, du produit 

est supérieure à o. 

Jusqu'ici, on ne connaissait que l'inégalité un peu 

moins précise 

démontrée par moi, comme proposition auxiliaire, par 

e x e m p l e dans mon travail Neuer Beweis des Prim-
zcihlsatzes und Beweis des Primidealsat zes [Mathe-
matische Annalen, t. LVI, 1903, p. 654, formule (19)]. 

Je commence par refaire, dans un cas spécial, un 

raisonnement général de M. Hadamard. Soit 

une série de Dirichlet, dont les coefficients an sont 

tous >0 et qui converge pour R(^) > 1. Soient £ o, 

q réel ; on aura 

lim inf. log7 I Ç(i -h qi) | > o, 
q — as 

n= 1 

n — 1 

R F(i + e H - qi) = 2 ^Ti cos(<? L O G " ) ' 

et pareillement 
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Donc, en posant 

/ F(i + e) = R 0 , 

(I) RF(i -hz + qi) = R„ 

( RF(i + e + iqi) = R2, 

71 = 1 
00 

= 2 ^ ( c o s 2 ( ^ l o **> - V C 0 S ( < ? l 0 g , l ) + ïït) 
71 = 1 

oo 

= 2 ( i + Ï C 0 S ( 2 9
 « o g f O - ^ c o s ^ l o g n j + M ) 

7Ï = 1 

= - R0-+- i R2— Bj —j R0 — - R0-+- - R 2 — > 
2 2 R0 R(J 2 2 n0 

Ro= U o / 

2 
— I. 

C'est l'inégalité (3) du Mémoire de M. Hadamard, pour 

le cas spécial qui m'intéresse; elle donne 

Rf^R 0 (Ro+-R 2 ) , 

(2) — ^ / ^ M R o - t - R * ) . 

Je rappelle en outre les propositions connues (voir 
p. 649, 651 et 653 de mon Mémoire cité) : 

(3) logÇ(H- e) < 1-+- log i pour o < e l i , 

(4) K (i-Jr-z-+-iqi)\<'ïlogq ) 
> pour oSeSi , tf^io. 

(5) | Ç ' ( n - e + qi)\<G\og*q ) 

Je pose maintenant, pour 1, 

p p 771 = 1 
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où p parcourt les nombres premiers $ c'est une série 

V a " 

où a n = i pour n = pm et an = o pour les n qui ne 

sont pas des puissances de nombres premiers. Tous 

les an étant on peut appliquer l'inégalité ( 2 ) , en 

posant, d'après (1), 

R 0 = logî( iH-e), 

Rt = R log Ç(l-f- £ 4- qi) = log | Ç(H- £ -4- qi) 
R 2 = R l0gÇ(n- e -h iqi) = log | Ç(i -+- s'-h iqi) |. 

O n obtient, pour £ ]> o, q | o, 

| ï(i •+• e -+- qi) | 

è —y/^logÇCiH- £) (log Ç ( n r e ) + l o g K ( i + s - f -

d'où, en vertu de (3) et (4) , pour o < e < 1, 7 ^ 1 0 , 

l o g | Ç ( n - £ ~ h ? i ) l 

^ — y- 2 (ï-H log log ̂  H-iH-loglog^, 

(6) iCO + s - f - y O l S , f 1 , 

D'autre part, pour ( 5 ) donne 

I .,14-S-hqi 
+ / Ç(z)dz < 6 s l o g ^ , 

I J\ + qi 
donc, en appliquant (6) , 

(n\ 1 6£ log2 
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Pour tout ? = je fais maintenant 

i 
ei0ïog8 y ' 

ce qui satisfait évidemment aux conditions 

J'obtiens, en vertu de ( 7 ) , 

1 6 

(11 +8 log log <7) (12 + 9 log log q) e 9 

l o g 6 ? 6 
(8) iog*y| ; ( . + ? » • ) ! > — 7 = - — 

6 y (-j + \og\ogiij ( --t-iog iog 17 j e 

O r , en posant loglogi/ = y , 

lim — l o S g — _ |;m _— 

= ^ t - v ^ H ' ^ ) ] = . - K T - Î ) = A 

Le second membre de (8) tend donc, pour q = 00, vers 

la limite positive 

/ _65\ 6 65 / i ! \ 

P = \e 4 8j — e 8 — 6 e - " = — 6 / . 

Donc, pour tous les ? suffisamment grands (<y = 

(9) (1 •+• l o g ^ ) | Ç(i + ) | > log*ç | Ç(i H- qi) | > 

d'autre part, étant différent de o pour = 1, 

le premier membre de (9) est, pour o q qo, supé-

rieur à une constante positive; il existe donc une con-

stante positive a telle qu'on ait, pour tous les q > o, 

i k ' + ^ t t w 
ce qu'il fallait démontrer. 



( >4o ) 

En vertu de l'identité 

| + = {q$ o), 

on a, pour tous les q ^ o , 

I ?(' + ?*) I > I + |0g6 | g 

Dans tous ces développements, je ne me suis appuyé 

que sur les propriétés les plus élémentaires de la fonc-

tion Je ne me suis pas servi du théorème impor-

tant de M. Hadamard (publié en 1893) sur l'existence 

et la densité des racines imaginaires de ni même 

du fait, découvert déjà par Rietnann, que la fonc-

tion existe dans tout le plan. 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Poitiers. 

EPREUVE ÉCRITE. — Ï. Former l'équation différentielle 
des lignes géodésiques d'une surface de révolution définie 
par les relations 

a? = rcos6, ^ = rsin6, z = 

et montrer que l'intégration se ramène aux quadratures. 

II. Une courbe plane G est rapportée à deux axes rec-

courbe étant projeté en Q sur l'axe Oz, le point Q se pro-
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jette en P sur la tangente en M, et Von a 

PM = a ; 
déterminer la courbe. 

III. Trouver les projections sur un plan perpendiculaire 
à l'axe de révolution des lignes géodèsiques de la surface 
engendrée par la courbe G, tournant autour de O z. 

ÉPREUVE PRATIQUE! — I . On demande les conditions pour 
que Vintégrale 

rlx*~l(i — x)~adx 

Jo b ~ * 

ait une valeur déterminée. 

II. Calculer cette intégrale. 

III. Cas particulier 

a = - , b — 'i. 
i 

(Juillet J9o5.) 

EPREUVE ÉCRITE. — I. On prend pour origine des rayons 
vecteurs d'une épicycloïde le centre du cercle fixe. Soient 
alors p le rayon de courbure en un point quelconque, r le 
rayon vecteur correspondant ; démontrer qu'il existe une 
relation de la forme 

p2 ( tti — i) r2 = const., 

m est un nombre positif. 

II. Trouver toutes les courbes planes telles que Von ait 

p2-4- (m — i ) r 2 = K, 

m étant un nombre positif donné, K une constante donnée. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Trouver le volume limité par la 
surface lieu des cercles de courbure des sections normales 
en un point d}une surface, en admettant que} pour une 
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section normale faisant avec un plan normal fixe V angle a, 
le rayon de courbure soit donné par la formule 

c* 
^ ~~~ a*cos*a -h ¿>2sin2a 

(Novembre 1903.) 

CERTIFICATS D'ANALYSE ET DE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 

Bordeaux. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Soient une sphère S de centre O et de 
rayon r, H un cylindre de révolution de rayon p < /* et 

dont l'axe Oz passe par le centre de la sphère. On consi-
dère sur le cylindre H les courbes dont les tangentes sont 
en même temps tangentes à la sphère S ; on exclut parmi 
ces courbes Vinterjection de % et de H. Soient G Vune 
d'entre elles, M un point quelconque de G, et Q le point 
ou la tangente en M vient toucher la sphère S. 

I° Démontrer que le plan osculateur EN M à la courbe G 
est tangent en Q à la sphère S. 

20 Déterminer la surface développable R contenant la 
courbe C et telle qu'en tout point M de C le plan oscula-
teur à cette courbe soit normal à la développable R. 
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3° Montrer qu'en choisissant convenablement une ori-
gine A sur la courbe G, l'aire cylindrique limitée par 
l'aafe AM, par les génératrices A a , M m et par la pro-
jection am de l'arc A M sur le plan xOy perpendiculaire 
à 0z est proportionnelle à Varc AM. 

4° Soient u>, co' les centres du cercle osculateur et de la 
sphère osculatrice en M, montrer que le triangle Mtoo>' 

reste semblable à lui-même quand le point M se déplace 
sur la courbe G. 

EPREUVE PRATIQUE. — Soit le paraboloïde de révolution 
autour de Oz dont les coordonnées d'un point quelconque 
en fonction de deux paramètres r et 6 sont 

r* 
a? = /'cosô, ^ = / * s i n 6 , z = —. 

Étant donnés deux points M 0 ( r 0 , ô0), M ^ / ' j , 8i) sur cette 
surface, on considère sur le paraboloïde une courbe G 

joignant ces deux points et faisant avec les méridiens 
qu'elle rencontre un angle constant V . 

Déterminer l'angle V en fonction de r0 , 0O, r 1 } 8 t . 

( J u i l l e t 1905.) 

EPREUVE ÉCRITE. — Énoncer et démontrer les théorèmes 
généraux sur la courbure des lignes tracées sur une sur-
face et passant par un même point. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale définie 

u 
4 

Vrtâng^r dx. 

(Novembre 1905.) 

QUESTIONS. 

1 

2038. On mène les hauteurs A D , BE, C F du triangle A B C . 

Soit D i E t F t l 'axe d'homologie des triangles A B C et D E P . 

Par E t , F 1 ? D4 on mène les parallèles à A B , B C , GA qui 
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coupent BG, GA, A B aux points I, H, K en ligne droite, et 

les parallèles à BG, G A , A B , qui coupent A B , BG, C A aux 

points K 1 ? II, HI aussi en ligne droite. Soient Q et QT les 

coniques circonscrites à ABG, et tangentes, la première à AI, 

B H , GK et la seconde à A I „ B H , , GKT . 

I. Si par un point O de Q on mène les perpendiculaires 

à BC, GA, A B , elles coupent GA, A B , BG en JJL, V, X, et l'on a 

la droite A(Xfxv). Ges mêmes perpendiculaires, menées par 

un point Oj de Q, , coupent A B , BG, GA aux points v j , Xi, (xt, 

et l'on a la droite A i X ^ ^ ) . 

II. Les coniques Q, Qi et le cercle ABG ont un quatrième 

point commun OJ auquel correspondent deux droites A, At et 

la droite A2 de Simson. 

III. Si ABG est un triangle équilatéral, les coniques Q, Q t 

se superposent au cercle A B C , et à tout point O de ce cercle 

correspondent trois droites A, A1? A2. ( P . SONDÂT.) 

2039. Démontrer la relation 

/ y /"'(«) , y . /"(ft) 

! f ( i ) f ' ( r ) = 

la première somme s'étendant à toutes les racines, supposées 

distinctes, de l'équation algébrique 

/ O ) =: o ; 

la deuxième somme s'étendant à toutes les racines, supposées 

distinctes, de l'équation 

f ' ( x ) = o, 

et la troisième somme s'étendant à toutes les racines, suppo-

sées distinctes, de l 'çquation 

f ( x ) = o. 

Étendre la relation (i) , en faisant intervenir les dérivées 

quatrième, cinquième, etc. du polynome f { x ) . 
( N I C O L A S K R Y L O F F . ) 
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[K13cß] 

SUR UNE SURFACE DU TROISIÈME ORDRE QUI EST L'ANALOGUE 

DU CERCLE DES NEUF POINTS; 

PAR M. G. F O N T E N É . 

J'ai donné récemment dans ce Journal (1906, p. 55) 

1111 théorème relatif au triangle pédal d'un point S ; ce 

théorème généralise la construction d'Hamillon pour le 

point de contact du cercle des neuf points et du cercle 

inscrit. O n trouvera ici l 'extension partielle de ce théo-

rème au cas de l 'espace; je n'ai pas réussi à obtenir une 

extension du théorème de Feuerbach. 

Ces nouvelles recherches m'ont conduit à compléter 

le théorème de Géométrie plane. Je commencerai donc 

par rappeler l 'énoncé de ce théorème, en écartant les 

faits que je n'ai pu généraliser, en indiquant des faits 

nouveaux qui ont leurs analogues dans l'espace. 

I . — G É O M É T R I E P L A N E . 

1 . Etant donné un triangle A B C , le lieu d'un point M 

dont les projections sur les trois côtés du triangle sont 

en ligne droite est le cercle circonscrit au triangle 

(Sims on). 

Si H est l 'orthocentre du triangle, la droite de Simson 

du point M passe au milieu K de M H (Sterner). 
Lorsque M décrit le cercle ABC, le lieu du point K * 

est un cercle, homothétique au cercle A B C pour le 

centre d'homothétie H et le rapport i ; le cercle qui 

s'introduit ainsi est le cercle des neuf points du triangle. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Avril 1906.) 10 



( '46 ) 

Les milieux des segments HA, HB, HC étant A", B'7, C", 

ce cercle est le lieu d'un point K dont les projections 

sur les côtés du triangle A"B^C77 sont en ligne droite. 

2. J'indiquerai encore pour le point M, relativement 

au triangle A B C , une construction que nous aurons 

l'occasion d'appliquer pour le point K , relativement 

au triangle A'7B/7C77. Les symétriques du point M par 

rapport aux trois côtés du triangle, soient M 4 , M 2 , M3  

( f i g . i), sont sur une droite parallèle à la droite de 

Fig. i . 

et nous la désignerons par la lettre S. La droite S étanl 

donnée, il est facile de retrouver le point M. En effet, 

la droite S rencontre les côtés du triangle en trois 

points i , 3, etT les droites i M, 2M, 3M sont les 

symétriques de S par rapport à ces côtés-, on peut con-

struire ces droites symétriques, et par suite obtenir le 

point M, en joignant les points i , 2, 3 aux points H l 7 

112, H3 qui sont les symétriques de H par rapport aux 

côtés du triangle. 
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3 . T H É O R È M E . — Soit un triangle A B C , et soient 
A', B', C les milieux des côtés. On projette un point S 

en a, h, c sur les côtés du triangle; si Von désigne 
par a, ¡J, y les points d'intersection des côtés corres-
pondants des deux triangles A ' B ' C et abc, les trois 
droites acL, cy concourent en un point K (4) . 

Appelons H ; le centre du cercle ABC, qui est en 
même temps Vorthocentre du triangle A'B'C : si le 
point S se déplace sur une droite <Y passant par le 
point H', le point K reste fixe; les milieux des seg-
ments HA, HB, HC étant A/7, B;/, G7 , les projections 
du point K sur les côtés du triangle kl,W(Jl sont en 
ligne droite, ou encore les symétriques du point K par 
rapport aux côtés de ce triangle, soient K'J, K.'̂ , KJ, sont 
sur une droite S qui passe nécessairement et cette 
droite S est perpendiculaire à la droite H'S ou a\ 

Il y a donc un lieu du point K, et ce lieu est le 
cercle des neuf points du triangle ABC. 

Si l'on donne le point S, ou plutôt la droite H'S 

ou a-, pour avoir le point K, on mène par H la droite S 

perpendiculaire à T : cette droite S rencontre les côtés 

du triangle A"B"C"aux points i", 2", 3"; si H", H^, H; 

désignent les symétriques du point H par rapport aux 

côtés du triangle A^B^C", c est-à-dire les pieds des 

( l ) Ce fait rentre dans un théorème général indiqué par M. Bri-

card (Nouvelles Annales, 1906, p. 9(1) : 

Étant donnés deux triangles ABC, A'B'C' , si les droites AA', 
BB', CC' rencontrent respectivement les côtés a, ¿>, c du pre-
mier triangle en trois points situés sur une même droite, les 
points (a , a ' ) , (b, 6'), (c, c') se joignent aux sommets A', B', C' 
du second triangle par trois droites concourantes. 

Pour le théorème du texte, les deux triangles sont le triangle A' B' C' 

et le triangle pédal. 
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hauteurs du triangle A B C , la droite qui joint le 

point H", au point i", et les deux droites analogues, 

concourent au point K . 

4. Quand on projette un point K sur les côtés d'un 

angle A/;, la droite déterminée par les projections de 

ce point est perpendiculaire à la droite inverse de la 

droite A/7K par rapport à l'angle; les droites inverses 

des droites A " K , B"K, C/K, par rapport aux angles A", 

B", C" du triangle A" B^C", sont donc perpendiculaires 

à la droite S ou parallèles à la droite T. On en conclut 

aisément ceci : Les coordonnées du point K , rapporté 
au triangle A^B^C", sont, inversement proportionnelles 
aux distances algébriques du point S aux axes menés 
par H' parallèlement aux côtés de ce triangle. 

I I . — G É O M É T R I E D A N S L ' E S P A C E . 

o. Étant donné un tétraèdre ABCD, le lieu d un 

point M dont les projections sur les plans des quatre 

laces du tétraèdre sont dans un même plan est une sur-

face 01L dont l'équation, par rapport au tétraèdre de 

référence ABCD, est 

A , B, C , D représentant les aires des laces du tétraèdre-, 

c'est une surface du troisième ordre, corrélative d'une 

surface de Steiner, et ayant pour points doubles les 

points A , B, C, D(elle contient les arêtes du tétraèdre). 

Ce théorème est bien connu, mais je ne crois pas 

que l'on ait remarqué ceci : lorsque le tétraèdre est 

oriliocentrique, l'orthocentre étant H, le plan qui con-

tient les projections d'un point M de la surface ren-
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contre la droite HM en un point K pour lequel on a 

H K _ 2 

H M ~ 3 * 

Lorsque M décrit la surface OU', le lieu du point K 

est une surface homothê tique à la surface Dit pour 
le centre d'homothétie H et le rapport la surface 
qui s'introduit ainsi joue pour le tétraèdre un rôle 
comparable à celui du cercle des neuf points pour le 
triangle. Si A", B", C;/, D" sont les points situés aux\ 
des segments HA, HB, HC, HD, cette surface est 
le lieu des points dont les projections sur les plans des 
faces du tétraèdre A/; WC"D f sont coplanaires. C'est 

une surface du troisième ordre ayant pour points 

doubles les points A", B", C", D". 

6 . J'indique pour le point M , relativement au 

tétraèdre A B C D , une construction que nous aurons 

l'occasion d'appliquer pour le point K , relativement 

au tétraèdre A" B^CD". La longueur KH étant double 

de MK, si l'on prolonge d'une longueur double de leur 

propre longueur les perpendiculaires abaissées de M 

sur les plans des faces du tétraèdre ( f t g . 2, pour le 

plan BCD), on obtient quatre points M, , M2 , M3 , M4 

situés dans un même plan S parallèle au plan II des 

projections et passant par H. 

Le plan S étant donné, on retrouve facilement le 

point M. Soient 1 , 2 , 3 , 4 droites suivant lesquelles 

le plan S coupe les plans des faces du tétraèdre; 

soient HÎ, H 2 , H 3 , H4 les points obtenus en abaissant 

de H des perpendiculaires sur les plans des faces et en 

les prolongeant de la moitié de leur longueur; le plan 

mené par la droite i et le point H, , et les trois plans 

analogues, ont en commun le point M. 
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7 . T H É O R È M E . — Soit un tétraèdre orthocen-
trique A B C D , et soient A 7 , B ' , C ' , D ' les centres de 
gravité des faces. On projette un point S en a, b, c, d 

Fig. 2. 

sur les plans des faces ; si l'on désigne par a, ¡3, y. S 

les]ciroites d'intersection des plans des faces corres-
pondantes des deux tétraèdres A ' B ' C ' D ' et abcd, 
les quatre plans (a, a), (¿>, ¡3), (c, y) et (<i, S) ont un 
point commun K ( ' ) . 

Appelons H' le point de rencontre des perpendicu-

(1 ) Ce fait rentre dans un théorème général qui est l'extension 

à l'espace du théorème plan donné par M. Bricard (note précé-

dente) : 

Etant donnés deux tétraèdres ABCI), A ' B ' C ' D ' , si les 
droites A A', BB', CC', D1V rencontrent respectivement les 
plans a, ¿>, c, d des faces du premier tétraèdre eix quatre 
points situés dans un même plan> les droites (a, a'), (¿>,6'), ... 
déterminent avec les sommets A', B', C', D' du second tétraèdre 
quatre plans qui ont un point commun. 

Pour le théorème du texte, les deux tétraèdres sont le té-

traèdre A'B'C'D' et le tétraèdre pédal, 
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Iaires aux plans des faces menées par leurs centres 
de gravité, ou Vorthocentre du tétraèdre A 'B'C'D 7 : 

si le point S se déplace sur une droite <r passant, par 
le point H', le point. K reste fixe; les points A77, B/7, 

C", D" étant les points des segments HA, HB, HC, HD 

qui véiifient les relations 

ha" _ m r _ H(7 _ mr _ 2 
H A ~ H B ~ H C ~ H D ~ 3 ? 

les projections du point R sur les plans des faces 
du tétraèdre A" B^C77!)77 sont dans un même plan, ou 
encore, si Von abaisse du point R des perpendicu-
laires sur les plans des faces de ce tétraèdrey et si on 
les prolonge du double de leur longueury les points 
obtenus, R",, R'!,, R'^, R'^, sont dans un plan S qui passe 
nécessairement en H, et ce plan S est perpendiculaire 
à la droite H'S ou o\ 

Il y a donc un lieu du point R , et ce lieu est la 
surface du troisième ordre dont il a été parlé. 

Si l'on se donne le point S, ou plutôt la droite H'S 

ou a-, pour avoir le point R , on mène par H le plan S 

perpendiculaire à <7 : ce plan S coupe les plans des faces 

du tétraèdre A" B"C"D"suivant des droites i", 2", 3", 4"; 

si H"n H'̂ , H'3, H'̂  désignent les points obtenus en abais-

sant du point H des perpendiculaires sur les plans des 

faces de ce tétraèdre et en les prolongeant de la moitié 

de leur longueur, c est-à-dire les pieds des hauteurs du 
tétraèdre ABCD, le plan qui passe par le point H'J et 

la droite i'7, et les trois plans analogues, passent par le 

point R . 

8. Quand 011 projette un point R sur les plans des 

faces d'un trièdre A77, le plan déterminé par les projec-

tions de ce point est perpendiculaire à la droite inverse 
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de la droite A " R par rapport au trièdre; les droites 

inverses des droites A " R , B"R, C"K", par rapport aux 

trièdres A", B", C", D" du tétraèdre À* BP C D " sont done 

perpendiculaires au plan 2 ou parallèles à la droite cr. 

On en conclut aisément ceci : Les coordonnées du 
point R , rapporté au tétraèdre A'/B"C"D'/, sont inver-
sement proportionnelles aux distances algébriques du 
point S aux plans orientés menés par H7 parallèle-
ment aux plans des faces de ce tétraèdre. 

9. Voici un résumé succinct des calculs cpii m'ont 

donné les résultats précédents. 

J'ai pris le tétraèdre A B C D , d'abord supposé quel-

conque, comme tétraèdre de référence; j'ai désigné 

par A , B, C les cosinus des dièdres extérieurs du 

trièdre D, par A', IV, C' les cosinus des dièdres exté-

rieurs opposés; j'ai appelé X , G, (0 les sinus des 

trièdres supplémentaires de ceux du tétraèdre, c'est-

à-dire les sinus des trièdres qui empruntent leurs arêtes 

aux axes X , Y , Z, T des faces du tétraèdre, ces axes 

étant supposés concourants. On a 

la seconde relation se déduisant de la première en met-

tant B et C au lieu de B' et G', et en échangeant \)ì> et G, 

X et (£> ; 011 a encore 

/ (£2 = 1 — a s — B2 — C2 -+- 2 A B C , 

(TI) ] eJU2 — A2 — B ' 2 — C'2—f- *2AB'C', 

I I I . — R É S U M É D E S C A L C U L S . 

( I ) 
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(jOX = — A'-f- A 2 A ' — A B B ' — A C C ' 4- BG'-f- CB' , 

t a = — A 4- A'2 A — A ' B B ' — A'GG'H- BG 4- B ' C ' , 

10. Les coordonnées normales du point S étant p , 

q, r , s, celles des points a, c, d sont respective-

ment 

( a ) o, 

(b) p - q C , 

(c) p — r B , 

(d) p — s A ' , 

o, 

q — >'A, 

r — p B, 

r — qk, 

o, 

r — 5 G', 

s — / ? A' , 

^ q B', 

5 — r C ' , 

o, 

et le déterminant de ces quantités a pour valeur 

— (J^p 4- 4 - . . . ) (Xqrs 4- \)b rsp -+-...); 

l'équation du plan ( a , a) est alors 

x y z t 

p — qC o r— q A s — q B' 

p — r B q — rk o s — zC 

p — s A ' q—sB' r— ¿ C ' o 

4- (&>qrs -+- il h rsp 4-. . .) (iJbj + 2 ^ ) = o. 

Si Ton ajoute les équations des quatre plans (a , a) , 

(6, P), . . . , on a une identité. 

1 1 . Pour avoir les coordonnées du point K , j'ai con-

sidéré les équations des trois premiers plans, soit 

X t = o, X 2 = o , X 3 = o , 

et j 'ai ordonné les coefficients par rapport à s en posant 

S = eilo qrs 4 - l)b rsp -+-... 

= s(Xqr -f- rp 4- &pq) 4- (&pqr. 
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Ces coefficients renferment au troisième degré les 

coordonnées /?, q, r, s du point S. J'ai formé d'abord 

la combinaison 

Xj -h X2 X3 = o, 

puis les combinaisons 
(£) p Xj H- cAs 5 ( Xi X2 -+- X3 ) = o, ...; 

elles sont divisibles par S, et l'on obtient ainsi trois 

équations dont les coefficients renferment <7, r , s au 

premier degré seulement. 

12. Le tétraèdre étant maintenant supposé ortlio-

cen trique, on a 

AA = BB' = CC'= DD', 

et l'on peut poser 

A=(3 T , B = T a , C = * p , 

A'=8«, B'=op, C'=8y; 

les coordonnées de l'orthocentre soîit proportionnelles 

à a, ¡3, y, S, et celles du point H7 vérifient les relations 

ax = = yz = 8 t. 

Les coefficients des équations, transformés par l'in-

troduction des quantités a, ¡3, y, 8, s'expriment au 

moyen des binômes 

8s —zp, $q— yr, 

qui sont les coordonnées de la droite H'S ou <7. 

Le point R dépend donc seulement de cette droite o-, 

et il y a un lieu du point R . 

13. La relation entre les quantités A , B, C, 
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est ici 

*2 _ P* 
^ jzrpï r ' 

ou encore 
i i 

a 
- . . . -V-.. . = 3 ; 

on a 
(QX = — Sa(i — p2) (i — y 2 ) , 

Jt>(i — a 2 ) _ Di>(i — ¡32) _ _ (D(i — 82) t 

a " ¡3 o ; 

en appelant a, è , c, d les coordonnées normales de 

Porthocentre, la relation entre les coordonnées nor-

males d'un point est alors 

a2 x B2 y 
1 L - 4 - . . . = J . 

i — a2 a i - P2 6 

Au moyen de cette relation, il arrive que l'on peut 

faire disparaître y et z de la première des équations 

qui déterminent le point K ; en posant 

„ a „ b 
x = x"-+-~y y =:/'-+--, 

on t r o u v e 

a + i - 8 2 i a p ) 

et l'on vérifie aisément que l'on a 

t i ill) G (D 
y + y + F + F ^ 0 5 

le lieu du point K est donc la surface di. 

14. Si l 'on suppose que p, /•, s représentent des 
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coordonnées normales, on obtient 

en posant 
a __ b _ __ _ j on a donc 

Or, si x0f yo, . . . sont les coordonnées normàles du 

point H', on a 

a^o = ?>yo = = = -yS 

on a finalement 

x"(p — ^o) =y"(q— ro) = . . . = . . . . 

C'est le résultat indiqué à la fin du n° 8, et duquel il 

résulte que le plan S est perpendiculaire à la droite a. 

^ Si les dièdres du tétraèdre A B C D sont aigus, 

comme on a par exemple a 2 = les quantités a, ¡3, 

y, 3 sont des imaginaires pures; si l'on pose a = a 

¡3 — |3'i, . . . , on a 

a _ b _ _ i __ l' 
CL' i 8' i ' ' ' ¿y 

et les égalités relatives à y0, . . . deviennent 

Note. — Revenons à la Géométrie plane. 

a. Soit le milieu commun des segments A7 A", 

B'B'7, C C " . La droite de Steiuer du point K par rap-
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port au triangle A"B"C" étant J a droite 2, si K ' est le 

symétrique de K par rapport à Q, la droite de Steiner 

du point K ' par rapport au triangle A ' B ' C ' est la paral-

lèle à 2 menée par H7; comme K/ et R sont diamétra-

lement opposés sur le cercle A ' B ' C ' , la droite de 
Steiner du point K par rapport au triangle A ' B ' C ' 

est perpendiculaire à celle du point K ' , et se confond 
par suite avec la droite or. Donc, si l'on se donne la 

droite <7, en traçant les droites symétriques de celle-là 

par rapport aux côtés du triangle A ' B ' C (ce qui peut 

se faire en joignant les points i ' , i ' , 3' où la droite c 

coupe les côtés de ce triangle aux points H!,, H3 

qui sont les symétriques de H' par rapport aux côtés 

de ce même triangle), 0 1 1 aura trois droites qui iront 

concourir au point K. Cette propriété de la droite <7 
n'est d'ailleurs pas susceptible d'extension à l'espace : 

il y a entre les deux droites o- et 2 cette différence 

essentielle, au point de vue de l'extension à l'espace, 

que la droite 2 a pour analogue un plan 2, tandis que 

la droite <7 a pour analogue une droite <7. 

La propriété de la droite <7 qui vient d'être indiquée 

a été signalée par M. Bricard, dans une Note où il a 

établi géométriquement le théorème plan dont j'avais 

donné une démonstration analytique, et avant que 

j'eusse rencontré de mon côté la propriété du plan 2. 

b. Soit Si le point inverse du point S par rapport 

au triangle ABC. Les deux points S et Sj ont même 

cercle pédal, et celui-ci rencontre le cercle des neuf 

points en deux points K et K j , qui sont précisément le 

point K relatif à la droite H'S et le point K< relatif à 

la droite H'S|. Lorsque la droite SS, passe en H', les 

deux points K et R, se confondent, et le cercle pédal 

est tangent en K au cercle des neuf points. Plus par-
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ticu fièrement, si S et S* se confondent avec le centre I 

d'un cercle tangent aux'trois côtés du triangle, le cercle 

pédal est précisément ce cercle, qui est ainsi tangent 

au cercle des neuf points. 

Etant donné an triangle ABC dont les hauteurs AD, 

BE, C F se coupent en H, soient A/;, B", C/; les milieux 
des segments HA, HB, H C ; si O et I sont les centres 
du cercle circonscrit et du cercle inscrit, la perpen-
diculaire menée par H à la droite 01 rencontre les 
côtés du triangle A"B"(7 en trois points X , Y , Z, et 
les droites D X , EY, F Z concourent en un point qui 
est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle 
des neuf points. 

Ou encore (construction de M. Bricard, quest. 2036) : 

Les milieux des côtés du triangle ABC étant A7, B', 

C', la droite 0 1 rencontre les côtés du triangle A ' B ' C 

en des points U, V, W , et si O n 0 2 , 0 3 sont les symé-
triques de O par rapport aux côtés de ce triangle, les 
droites 0 , U , 0 , V , 0 4 W concourent en un point qui 
est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle, 
des neuf points. 

Si le cercle d< s neuf points est supposé tracé, comme 

D et 0 { sont sur ce cercle, on aura sans ambiguïté le 

point cherché en traçant seulement la droite DX, ou 

la droite O^ U. 

(Le lieu des points inverses S et S< tels que la 

droite SS< passe; au centre H' du cercle ABC est une 

cubique circonscrite au triangle ABC et passant en H' : 

toute droite passant par H' est encore rencontrée par 

la cubique en deux points inverses; le point inverse 

de A est sur BC, . . . ; le point inverse de H' est l'or-
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thocentre H, de sorte que la tangente en H'passe en H; 

les quatre tangentes que l'on peut mener de H' à la 

eubique ont pour points de contact les centres I , I', 

l/;, l'" des cercles tangents aux trois côtés du triangle. 

Aux points à l'infini sur la cubique, S, S', S", et à 

leurs inverses, S 4 , S'4, S", correspondent trois droites 

de Simson tangentes au cercle des neuf points : ce sont 

les tangentes aux points de contact de ce cercle avec 

l'hypocycloïde à trois rebroussements qui est l'enve-

loppe des droites de Simson relatives au triangle ABC.) 

[P6b] 

SUR LA GÉOMÉTRIE DE DIRECTION; 

PAR M. R. B R I C A R D . 

1. Laguerre parait avoir le premier introduit en 

Géométrie plane l'étude systématique des droites diri-

gées ou semi-droites, des cercles dirigés ou cj cles. Il a 

fait connaître une transformation fort intéressante, la 

transformation par semi-droites réciproques, qui joue, 

dans la Géométrie de direction, un rôle analogue à 

celui que joue l'inversion dans la Géométrie ordinaire. 

Les recherches de Laguerre ont été publiées dans 

plusieurs Mémoires, parus dans les Comptes rendus de 
VAcadémie des Sciences, dans le Bulletin de la So-
ciété mathématique de France et dans les Nouvelles 
Annales (4 ). 

(*) En voici la liste complète : 

Sur la Géométrie de direction {S. M., 1879, p. 80; Œuvres, 
p. 592). 
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Plusieurs de ces travaux, surloul ceux qui sont rela-

tifs aux principes de la théorie, ne contiennent que des 

résultats sans démonstration; en outre, ici comme en 

d'autres occasions, Laguerre n'a certainement pas mis 

en lumière ses idées directrices, et son exposition prend 

de ce fait un caraclère artificiel qui rend la lecture de 

ces Mémoires un peu difficile. 

Il est assez vraisemblable que l'éminent géomètre a 

été conduit à plusieurs des notions qu'il a introduites 

dans la Géométrie de direction, et particulièrement à 

sa transformation par semi-droites réciproques (*) , 

par des considérations de Géométrie dans l'espace. Je 

vais, du moins, chercher à montrer comment de telles 

considérations conduisent de la façon la plus naturelle 

à cette transformation, dont Laguerre n'a pas révélé 

l 'origine. 

2. Soit ( P ) 1.111 plan que je supposerai horizontal, de 

manière à pouvoir parler des régions de l'espace qui 

Sur la transformation par directions réciproques (C. B., 1881; 

Œuvres, p. (k>j). 

Transformations par semi-droites réciproques (IV. A., 1882; 

Œuvres, p. 608). 

Sur les hypercycles ( C. B., 1882; Œuvres, p. 620). 

Sur les anticaustiques par réflexion de la parabole, les rayons 

incidents étant parallèles (N. A., i883; Œuvres, p. ^36). 

Sur quelques propriétés des cycles (N. A., i883; Œuvres, 

p. 651). 

Sur les courbes de direction de la troisième classe (N. A., i883; 

Œuvres, p. 660). 

Sur l'application des intégrales elliptiques et ultra-elliptiques 

à la théorie des courbes unicursales (C. B., 1883 ; Œuvres, p. 671). 

Sur les anticaustiques par réfraction de la parabole, les rayons 

incidents étant perpendiculaires à l'axe (N• A., 1885 ; Œuvres, 

p. 676). 

C1) Ou plutôt à ses transformations, car il y en a deux très dis-

tinctes, comme on le verra plus loin. 
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sont l'une au-dessus, l'autre au-dessous du plan. Soit 

S une semi-droite du plan (P), c'est-à-dire une droite 

à laquelle 011 attribue un sens. Par 8 je puis faire passer 

deux plans, (D) et (D ; ) , faisant tous deux des angles 

de 45° (*) avec le plau (P). 

Imaginons maintenant un observateur, debout sur 

le plan (P) et se déplaçant suivant 8, dans le sens de 

cette semi-droite. L'un des deux plans (D) et (IV) fait 

avec le plan (P) un dièdre aigu situé à la gauche de 

l'observateur dont il s'agit. Je ferai correspondre ce 

plan à la semi-droite 8. 

Je ferai donc ainsi correspondre, à toute semi-droite 
du plan (P), un plan faisant un angle de 45° avec le 
premier, et parfaitement déterminé. 

Réciproquement, il est évident quà tout plan (D) 

faisant un angle de 45° avec le plan (P) correspond 
une semi-droite parfaitement déterminée 8, portée 
par la trace du plan (D) sur le plan (P) . 

Je dirai que le plan (P) est représentatif de la semi-

droite 8. 

Considérons maintenant un cycle Y du plan (P) , 

c'est-à-dire un cercle auquel on attache un sens. Par T 

passent deux cônes de révolution (G) et (G'), ayant 

tous deux un angle au sommet de go°. L'un de ces 

cônes a sou sommet au-dessus du plan (P), l'autre a 

son sommet au-dessous de ce plan. Je ferai corres-
pondre à T le premier de ces cônes, si Y est sinistrór-

sum, c'est-à-dire si le sens de Y est contraire à celui 
des aiguilles d'une montre, et le second de ces cônes, 
dans le cas contraire. Réciproquement, à tout cône de 

( l ) Cet angle de n'est introduit que pour fixer les idées; je 

pourrais le remplacer par un angle quelconque non droit. 

Ann. de Mathémat., 4' série, t. VI. (Avril 1906.) II 
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révolution (G), ayant un angle au sommet de 90° et 

son axe vertical, correspond un cycle parfaitement dé-

terminé, porté par la trace du cône sur le plan (P). Ce 

cycle est sinistral sum, si (G) a son sommet au-dessus 

du plan (P), et dextrorsum dans le cas contraire. 

Je dirai cpie (G) est le cône représentatif du cycle T. 

Cela posé, soient 0 une semi-droite et T un cycle du 

plan (P). On dit que S touche F, si la droite qui porteS 

louche le cercle qui porte T, et si, en outre, les élé-

ments en contact du cercle et de la droite ont le même 

sens. On voit très aisément que la condition nécessaire 
et suffi saule pour que 8 touche T est que le plan (D), 
représentatif de 8, soit tangent au cône (G), repré-
sentatif de T. 

Remarquons enfin que tous les plans (D) sont tan-

gents à un même cercle C situé dans le plan de 1 infini, 

ayant pour équations en coordonnées rectangulaires 

homogènes (on suppose Ox et Oy dans le plan P) 

t = o, cc2 -h y2—z2 = o. 

Tous les cônes ( G ) sont les cônes du second ordre 

qui contiennent ce cercle C. On peut donc ainsi résu-

mer les considérations qui précèdent : 

A toute semi-droite du plan (P) correspond d'une 
manière univoque un plan qui touche C; h tout cycle 
du plan ( P) correspond, d 'une manière univoqtte, un 
cône du second ordre contenant C. Une semi-droite 
et un cycle sont tangents entre eux si le plan et le cône 
correspondants sont tangents entre eux. 

3. Il est maintenant avantageux (mais non essentiel) 

d'avoir recours à une transformation par polaires réci-
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proques, ayant pour hase la sphère dont l'équation est 

dans le système de coordonnées précédemment défini. 

Le cercle C a pour transformé le cône (C) dont l'équa-

tion est 
x2 y2— z2 — o. 

Tout plan (D) a pour pôle un point d du cône (C) ; 

tout cône ( G ) a pour transformé une conique G tracée 

sur le cône (G). 

Par suite : 

Les semi-droites et les cycles du plan (P) corres-
pondent d} une façon univoque aux points du cône (C) 

et aux coniques tracées sur ce cône. Je dirai qu'un 

point du cône est représentatif d'une semi-droite et 

qu'une conique tracée sur le cône est représentative 
d'un cycle. 

La Géométrie de direction dans le plan (P) se trouve 

ainsi ramenée à l'étude des figures tracées sur le cône (C). 

On se rend compte immédiatement des propositions 

suivantes : 

Une semi-droite et son opposée, c'est-à-dire la se-
conde semi-droite portée par la même droite, ont en 
générai des points représentatifs distinctsy symé-
triques par rapport au plan (P). Il n'y a d'exception 
que pour les semi-droites isotropes : une telle semi-
droite et son opposée ont le même point représentatif\ 
situé sur l'une des génératrices isotropes du cône (C). 

En particulier, la droite de Vinfini du plan (P) 

il a quun point représentatif\ qui est le sommet du 
cône (C) . 

Si une semi-droite S enveloppe un cycle T, son point 
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représentai if d décrit la conique G, représentative du 
cycle T. 

Il y a d'ailleurs correspondance homographique 
entre le point d, mobile sur G, et la semi-droite S, 

tangente mobile de T. 
Dans le cas ou le cycle T a son rayon nul, c'est-

à-dire si la semi-droite 8 passe par un point fixe, la 
conique G est située dans un plan vertical. 

Si plusieurs semi-droites sont parallèles, leurs points 
représentatifs sont situés sur une même génératrice du 
cône (C). 

Le faisceau constitué par des semi-droites parallèles 
et ta ponctuelle constituée par leurs points représen-
tatifs se correspondent homographiiiuement. 

On voit enfin que, étant définie une transformation 

ponctuelle quelconque du cône (C) en lui-même, on 

peut en déduire une transformation qui établit une 

correspondance entre les semi-droites du plan (P). 

Parmi les transformations de cette nature, les plus 

intéressantes sont les transformations par semi-droites 

réciproques. Pour y arriver, il est nécessaire d'étudier 

tout d'abord les transformations homographiques in-
voltitives du cône (C) en lui-même. 

4. Transformations h omo graphiques involutives du 
cône (C) en lui-même. — Une transformation liomo-

graphique générale de l'espace dépend de i5 para-

mètres. Si l'on cherche à déterminer cette transfor-

mation de telle manière qu'elle change le cône (C) en 

lui-même, on l'assujettit à 8 conditions. U existe donc 

oo7 transformations honiographiques jouissant de la 

propriété énoncée. Une telle transformation change les 

points et les coniques du cône (C) en éléments de 
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même nom. Considérons maintenant ces points et ces 

coniques comme représentatifs des semi-droites et des 

cycles du plan (P). On voit ainsi que l'on peut définir, 

dans le plan (P), oo7 transformations qui changent les 

semi-droites en semi-droites et les cycles en cycles. 

Je réserve, pour une autre occasion, l'étude de ces 

transformations générales. Je me contenterai d'étudier 

ici celles d'entre elles qui présentent un caractère invo-

lutif. 

Pour les définir, je rappelle qu'il existe dans l'espace 

deux espèces de transformations homographiques invo-

lutives : 

i° L'homologie involutive, définie par un point 

(,sommet de Vhomologie) et un plan ( p l a n de base de 
Uhomologie)', deux points correspondants sont en ligne 

droite avec le sommet; de plus, les deux points divisent 

harmoniquement le segment limité par la trace sur le 

plan de base de la droite qui les joint et par le sommet. 

L'homologie involutive a une infinité de points 

doubles : ce sont le sommet et tous les points du plan 

de base. 

2° L'homographie axiale involutive, définie par 

deux droites qui ne se rencontrent pas ( a x e s de 
l'homographie); deux points correspondants sont tels 

que la droite qui les joint rencontre les deux axes; de 

plus, les deux points divisent harmoniquement le seg-

ment limité par les deux points de rencontre de la droite 

qui les joint et des axes. 

L'homographie axiale involutive a une infinité de 

points doubles : ce sont les points des deux axes. 

Examinons à présent dans quels cas l'une de ces 

homographies peut transformer un cône du second 

ordre en lui-même. 
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i" Cas de l'homologie involutive. — Le sommet du 

cône devant se correspondre à lui-même doit être au 

point double de l'homologie. Il y a deux cas à distinguer : 

(a). Le sommet du cône est au sommet de l'homo-
logie; il est bien clair alors que, quelles que soient les 

autres conditions qui définissent la transformation, le 

cône est transformé en lui-même; 

(b). Le sommet du cône est dans le plan de base 
de l'homologie ; alors, le sommet S de l'homologie est 

en dehors du cône, et il est visible que le plan de base 

doit être le plan polaire du pointS par rapport au cône. 

Réciproquement, toute homologie involutive ayant pour 

sommet un point quelconque de l'espace et pour plan 

de base le plan polaire de ce point par rapport au cône 

transforme le cône en lui-même. 

2° (c). Cas de l'homographie axiale involutive.— 
Le sommet du cône doit être sur l'un des axes, et les 

deux axes sont évidemment des droites conjuguées par 

rapport au cône. Réciproquement, toute homographie 

axiale involutive, dont les axes sont conjugués par rap-

port au cône, transforme le cône eu lui-même. 

Il y a donc trois espèces bien distinctes de transfor-

mations homographiques involutives qui transforment 

un cône en lui-même. Les deux premières, (a) et (£), 

dépendent de trois paramètres; la troisième, (c), dé-

pend de quatre paramètres. 

Dans les transformations ( a ) et il existe une in-

finité de points doubles, le sommet du cône et tous les 

points de la ligne commune au cône et au plan de base 

de l'homologie. Cette ligne est une conique dans la 

transformation (a) , un système de deux génératrices 
dans la transformation (b). 
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Dans la transformation (c), il n'y a que trois points 

doubles, qui sont les points où le cône est rencontré 

par les axes de l'homographie, deux de ces points étant 

confondus au sommet du cône. 

o. Transformai ions par semi-droites réciproques. 
— Examinons successivement les transformations par 

semi-droites du plan (P) , qui sont figurées par les 

transformations (a), (¿), (cj définies précédemment. 

Nous désignerons ces nouvelles transformations res-

pectivement par (a), (¡3) et (y). 

Transformation (a). — 11 existe sur le cône (C), 

dans la transformation (a), une conique G qui se cor-

respond à elle-même. Donc, dans la transformation (a), 

il existe un cycle T qui se correspond à lui-même. 
Soient m, m1 deux points du cône (C) conjugués dans 

la transformation (a). Ils sont sur une même généra-

trice du cône, et, si l'on appelle O le sommet du cône, 

p le point où mm' rencontre la conique G, les [joints 

m et m' divisent harmoniquement le segment O p . En 

appliquant les remarques faites à la fin du n° 3, on voit 

immédiatement que : 

Si l'on appelle p. et ¡j.f deux semi-droites se corres-
pondant dans la transformation (a), ces semi-droites 
sont parallèles et, de plus, la semi-droite m parallèle 
à [JL et ¡À' et équidistante de ces deux semi-droites 
touche le cycle T. 

La transformation (a) est ainsi définie sans ambi-

guïté par le cycle T. 

Construisons (fig* i) la semi-droite p.", parallèle 

à (JL% et lelle que le point to, centre de F, soit équ ¡dis-

tant de pi et de pi". On voit tout de suite que la droite p/' 
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est à gauche ou à droite de ¡A, suivant que le cycle T 
est sinistrórsum ou dextrorsum, et que la distance de tx 

à p." est égale au double du rayon du cycle T. 

On peut donc passer de JJL à p/ en construisant p/7, 

parallèle à u, de même sens vt d'un côté déterminé de 

Fig. i. 

cette semi-droite, puis en construisant ¡JI', symétrique, 

en position, de u" par rapport à w et de même sens. 

Autrement dit, la transformation (a) n'est qu'une 

combinaison de deux transformations bien connues : la 

transformation parallèle ou dilatation et la symétrie 
par rapport à un point. 

Transformation (¡3). — Dans la transformation ( ¿ ) , 

deux points conjugués m et m' sont en ligne droite 

avec un point fixe s de l'espace. Soient p. et p/ les 

semi-droites du plan (P) correspondant à m et m' ; 
(M) et (M') leurs plans représentatifs. Ces plans, qui 

sont les plans polaires des points m et m' par rapport 

à la sphère 
O C 2 Y 2 Z 2 ~ I , 

se coupent suivant une droite qui appartient au plan (S), 

plan polaire du point s par rapport à la même sphère. 

Donc les semi-droites p. et p/, qui sout les traces des 

plans (M) et (M') sur le plan (P'), se coupent sur la 

droite S, trace du plan (S) sur le plan (P) . Ainsi : 
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Deux semi-droites jjl ei [//, se correspondant dans 

la transformation ( j ï ) , 5e coupent, sur une droite 
fixe S. 

Soient, en second lieu, deux couples de points du 

cône (C) m'), (rc, zi'), conjugués dans la transfor-

Fig. 2. 

Par suite : 

Quatre semi-droites u., p/, v, v', conjuguées deux 
à deux dans la transformation (¡3), sont tangentes à 
un même cycle. 

Il suffit dès lors, pour définir la transformation (¡3), 

de se donner la droite S et un couple de semi-droites 

conjuguées, p. et p/, se coupant sur la droite S. Pour 

construire la semi-droite conjuguée d une semi-droite 

quelconque v, on construira le cycle qui touche ui, p/ 

et v et, par le point où v coupe S, on mènera la seconde 

droite v' qui touche ce cycle ( f i g . 2). 

On vérifie bien que la transformation (P) dépend de 

trois paramètres : il faut, en effet, pour la définir se 

donner la droite S (deux paramètres) et la semi-droite 

conjuguée d'une droite donnée (un seul paramètre, 

puisque cette conjuguée est assujettie à passer par un 

point connu). 
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On vérifie facilement aussi qu'il existe dans la trans-

formation (¡3) une infinité de droites doubles, paral-

lèles à l'une ou l'autre de deux directions fixes : on les 

obtient de la manière suivante : 

Soient k et / les points de rencontre de S et d'un 

cycle quelconque qui touche JJL et p/ ; les tangentes à 

ce cycle aux points h et / sont des semi-droites de direc-

tions bien déterminées : 

Toute semi-droite parallèle à l1 une ou Vautre de 
ces tangentes se confond avec sa conjuguée dans la 
transformation ( ¡3 ). 

Ce fait concorde bien avec celui qu'il existe, dans la 

transformation (b) définie sur le cône (C) , une infinité 

de points doubles répartis sur deux génératrices. 

Transformation (y). — Soient m, m' deux points 

du cône (C), conjugués dans la transformation (c). La 

dro\le mmf rencontre, comme on Ta vu, deux droites A 

et B, conjuguées par rapport au cône. L'une d'elles, 

A , passe par le sommet du eône; l'autre le rencontre 

en doux points a et b qui sont des points doubles de la 

transformation. Il en résulte que les points m, m! 

sont sur une même conique du cône (C), et que, sur 

celte conique, les points m et m' sont conjugués har-

moniques par rapport aux points a et b. 
On conclut immédiatement de là que : 

Dans la transformation (y) il existe deux semi-
droites doubles a et ¡3. Si pi et )x! sont deux semi-droites 
conjuguées quelconques, les semi-droites a, P, pt, pt/ sont 
tangentes à un même cycle, et de plus les tangentes pi 

et pt/ sont conjuguées harmoniques par rapport aux 
tangentes a e£ ¡3. 
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La transformation est ainsi définie par ses deux semi-

droites doubles a et [3 (quatre paramètres). Pour con-

struire la semi-droite pi', conjuguée d'uue semi-droite 

donnée p., on opérera de la manière suivante : on con-

struira ( fig. 3) le cycle qui touche a, ¡3 et p. et l'on 

F i g . 3. 

de a et de Celle àroile rencontre \e eyc\e en un 

second point; en menant en ce point la tangente au 

cycle, on obtient la semi-droite cherchée p/. 

La transformation définie par Laguerre dans le pre-

mier des Mémoires énumérés au début de ce travail est 

la transformation (¡3). Vers la fin du Mémoire, on lit 

la Note suivante (p. 6oi des Œuvres) : 

Depuis que c e t t e Note a été c o m m u n i q u é e à la S o c i é t é , 

j 'a i reconnu qu' i l était uti le de modif ier l é g è r e m e n t la déf i -

nition p r é c é d e n t e de la t r a n s f o r m a t i o n p a r d irect ions réci-

proques ( J ) ; j e d é v e l o p p e r a i ce po int dans une p r o c h a i n e 

C o m m u n i c a t i o n . 

En effet, dans tous ses travaux ultérieurs, Laguerre 

( 1 ) Laguerre n'a adopté que plus tard l'expression de semi-

droite; il disait alors : direction. 



( *72 ) 

a utilisé exclusivement la transformation (¡3); mais, 

chose assez singulière, sans plus jamais parler des dif-

férences qui la séparent de la transformation (y), con-

sidérée en premier, et qui sont plus que des « modifi-

cations légères ». [Je rappelle que la transformation (y) 

dépend de quatre paramètres, et la transformation (¡3) 

de trois seulement-, que la transformation (y) n'a que 

deux semi-droites doubles et la transformation ((3) une 

infinité.] 

Laguerre n'a pas signalé la transformation (a). 

6. Il n'entre pas dans le plan de ce travail de pousser 

à fond l'étude des transformations par semi-droites réci-

proques : ce serait, la plupart du temps, répéter inutile-

ment ce qu'a déjà dit Laguerre. J'examinerai seulement 

le problème suivant, que Laguerre a passé sous silence, 

malgré son importance qui me paraît fondamentale ; 

Une semi-droite JJL varie en restant tangente à une 
courbe donnée ; la semi-droite pi', conjuguée de JJL dans 
l'une des transformations (a), (¡3), (y), enveloppe une 
courbe qui est la transformée de la première. Com-
ment construire le point de contact q' de pi; avec son 
enveloppe, connaissant le point analogue q, relatif à 
la semi-droite JJL ? 

Il est clair tout d'abord que, la transformation envi-

sagée étant de contact, le point q' ne dépend que du 

point et nullement de la nature de l'enveloppe de la 

droite p.. 

Nous pouvons donc imaginer ( f i g . /\) que l'enve-

loppe de JJL est le cycle bien déterminé T, qui louche p/ 

et pt, cette dernière semi-droite au point q. Le trans-

formé Tf de T touchera aussi p. et u', cette dernière 
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droite au point cherché q'. Appelons r le point où le 

cycle r ; touche la semi-droite p i . 

La transformation considérée étant involulive, si 

l'on fait varier le poiut q, ce point et le point r vont 

engendrer une involution sur la semi-droite ¡JL. Remar-

F i g . 

quons en outre que, si le cycle T s'éloigne à l'infini, il 

en est de même du cycle T7 : donc le point q et le 
point r engendrent sur la semi-droite JJL une involu-
tion dont un point double est, rejeté à Vinfini. 

Or il existe sur une droite deux espèces d'involution 

de cette nature : Vinvolution identique, qui fait se cor-

respondre un point à lui-même, et la symétrie, dans 

laquelle deux points conjugués sont symétriques par 

rapport à un point fixe de la droite. C'est l'une ou l'autre 

de ces involutions qui entre en jeu, suivant que l'on a 

affaire à la transformation (a), (¡3) ou (y). Je laisse de 

côté la transformation (a), pour les raisons données 

plus haut. Disons seulement que l'involulion à laquelle 

elle donne lieu est une symétrie; on le voit immédia-

tement. 

Dans le cas de la transformation (¡3), tout cycle tan-

gent à p. et p/ se transforme en lui-même. On a donc ici 

une involution identique. 
Dans le cas de la transformation (y), un cycle tan-
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gent à p. et pi' 11e se transforme en lui-même que s'il est 

aussi tangent aux droites doubles a et a;. On trouve 

donc une symétrie dont le centre est le point A* de la 

figure 3. 

De la relation entre les points q et r, on passe immé-

diatement à la relation entre les points q et q!. On par-

vient ainsi aux constructions suivantes, que l'on peut 

énoncer d'une façon précise, en remarquant qu'un seg-

ment d'origine et d'extrémité données, porté par une 

semi-droite donnée, est bien défini en grandeur et en 

signe : 

Dans le cas de la transformation l'on désigne 
par l le point de rencontre des semi-droites JJL et pt/, on 
a la relation 

lq' = — Iq. 

Dans le cas de la transformation (y), si l'on désigne 
par k et k' les points de contact respectifs des semi-
droites pi et pi' avec le cycle qui les touche ainsi que 
les semi-droites doubles de la transformation, on a 

k' q' — kq. 

On déduit immédiatement de là le théorème fonda-

mental suivant, donné par Laguerre : 

Soient C et C, deux courbes, pi une semi-droite qui 
les touche respectivement aux points q et qu C, C,, 
pi', q\ q\ les éléments qui leur correspondent respec-
tivement dans une transformation (¡3) ou (y). 

On ay dans le cas de la transformation (¡3), 

9'q'i = — ÇÇn 

et, dans le tas de la transformation (y), 
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Autrement dit, la distance tangentielle de deux 

courbes est, en grandeur et eu signe, un invariant pour 

la transformation ( y ) ; la valeur absolue de cette dis-

tance tangentielle est un invariant pour la transforma-

tion (¡3). 

7. Hyper cycles. — Plusieurs des travaux que La-

guerre a publiés sur la Géométrie de direction sont 

relatifs à des courbes qu'il a nommées hypercycles. 
J'appellerai hyper cycle général la courbe enveloppe 

des semi-droites du plan (P) qui ont pour points repré-

sentatifs les points d'une biquadratique gauche tracée 
sur le cône (C). 

Autrement dit, un hypereycle général est la trace, 

sur le plan (P) , de la dévcloppable circonscrite au 

cercle C et à une quadrique quelconque. On voit que 

l'hypercycle général est une courbe de quatrième classe, 

de genre un, dépendant de huit paramètres. 

Dans le cas où la biquadratique représentative de 

l'hypercycle général passe par le sommet du cône, l'hy-

percycle devient unieursal. Ce sont les hypercycles 
de cette nature que Laguerre a exclusivement consi-
dérés. 

11 est clair que les propriétés des biquadratiques per-

mettent d'énoncer de nombreux théorèmes relatifs aux 

hypercycles généraux. Je me contenterai, pour ne pas 

allonger ce travail outre mesure, de donner à ce sujet 

quelques indications rapides. 

Je désignerai par- V l'hypercycle (en supprimant, 

pour plus de brièveté, le mot général) et par U sa 

biquadratique représentative. 

On peut exprimer les coordonnées d'un point de U 

en fonctions elliptiques d'un paramètre, de telle ma-

nière que les arguments de quatre points de U situés 
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dans un même plan aient une somme nulle. Par suite : 

On peut faire correspondre aux semi-droites tan-
gentes à T des arguments elliptiques, tels que, si 
quatre tangentes ont des arguments dont la somme 
est nulle} ces quatre semi-droites sont tangentes à un 
même cycle. 

Considérons maintenant les involutions de points 

sur la biquadratique U. On sait qu'il y en a de deux 

espèces. Dans une involution de la première espèce, 

deux points conjugués ont des arguments de somme 

constante et d'ailleurs quelconque; dans une involution 

de la deuxième espèce, deux points conjugués ont des 

arguments dont la différence est l'une des trois demi-

périodes G)J , 0)2, OJ3. 

Les involutions de la première espèce 11e semblent 

conduire à un résultat intéressant que dans le cas où 

la somme constante des arguments est o, O ^ , CJL>2 OU O>3. 

Les points conjugués de U sont alors alignés sur le 

sommet de l'un des quatre cônes qui contiennent cette 

courbe, y compris le cône (C). On en conclut que : 

L'hypercycle Y sr correspond à lui-même dans une 
transformation (a) et dans trois transformations (¡3). 

Le premier de ces résultats peut encore s'énoncer 

ainsi : 

La semi-droite parallèle à deux tangentes paral-
lèles de l'hj percycle .et équidistante de ces deux tan-
gentes enveloppe un cycle. 

Théorème dont la démonstration directe est d'ail-

leurs immédiate. 

Dans une involution de la deuxième espèce, deux 

points conjugués m et ml de U ont pour arguments 
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respectifs u et M + par exemple. La droite qui les 

joint rencontre, comme l'on sait, la droite qui joint le 

sommet du cône (C) au sommet de l'un des autres 

cônes passant par U, et aussi la droite qui joint les 

sommets des deux autres cônes. Ces deux droites sont 

d'ailleurs conjuguées par rapport au cône (C). Par suite: 

V hyper cycle Y se correspond à lui-même dans trois 
transformations (y). 

Plus généralement, l'une quelconque des transfor-

mations (a), (¿) , (c) transforme U en une courbe de 

même nature. Donc : 

Toute transformation (a), (¡3) ou (y) change un 
hyper cycle en un autre hypercycle. 

Le premier de ces résultats peut encore s'énoncer 

ainsi : 

Toute courbe parallèle à un hypercycle est un 
hypercycle. 

Terminons ce paragraphe en montrant que l'on peut 

choisir la transformation (p) (*) de manière à trans-

former Y en une conique. 
Il va sans dire que la transformation ne peut être 

biratiounelle : il faut entendre que les semi-droites 

tangentes à Y sont transformées, deux à deux, en les 

semi-droites opposées portées par une même tangente 

à une conique. 

Il faut montrer qu'on peut choisir une homologie 

involutive (¿) , de telle manière qu'à la biquadratique U 

(*) La même chose pourrait se dire de la transformation (y). On 

trouverait même une infinité de transformations de cette nature 

satisfaisant à la condition énoncée. 

Ann. de Mathemat., 4e série, t. VI. (Avril 1906.) 12 



( -78 ) 

elle fasse correspondre une biquadratique U', ayant le 

plan ( P ) comme plan de symétrie. Autrement dit, soit s 
le sommet d'un cône autre que (C), contenant U. Il faut 

déterminer l'homologie involutive (b) de telle manière 

qu'elle transforme le point s en le point rejeté à l'infini 

dans la direction de la verticale. 

Menons la verticale du point 5; elle rencontre le 

cône (C) aux points i et k. Le centre de l'homologie 

cherchée doit évidemment se trouver en un point to 

de cette droite et, si p est le point où le plan de 

base de l'homologie rencontre la même droite, les 

points i et k d'une part, s et le point à l'infini de ik de 

l'autre, doivent diviser harmoniquemeirt le segment 

Fig. 5. 

UP 

I li 
( '»y 

* >i;J 

Donc to est l'un des points doubles de l'involution 

déterminée sur la droite ik par les couples (1, Zr), ( î , 00), 

et l'on obtient le point to en prenant sur cette droite 

s(o = ± ^si.sk. 

Ainsi, à chacun des cônes autres que (C) qui con-

tiennent la biquadratique U correspondent deux homo-

logies involutives satisfaisant à la condition énoncée. 

On peut donc énoncer finalement le résultat suivant : 

Un hyper cycle est, de six manières différentes, 
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le transformé d'une conique par une transforma-

tion (P) (')• 

8. Dans ce travail j'ai rattaché la géométrie de di-

rection à la géométrie sur un cône du second ordre. 
En soumettant ce cône à une transformation par polaires 

réciproques, on rattachera la géométrie de direction à 

la géométrie autour d'une conique. 
Les résultats prennent une forme particulièrement 

frappante si Ton suppose que cette conique est Yombi-
licale. On peut ainsi faire dériver des similitudes de 

l'espace les transformations par semi-droites qui chan-

gent les cycles en cycles. En particulier, les transfor-

mations (a), (¡3), (y) se rattachent aux transformations 

involutives de l'espace qui n'altèrent pas la grandeur 

des figures, et qui sont : la symétrie par rapporta un 
point, la symétrie par rapport à un plan, la symé-
trie par rapport à une droite. 

Je reviendrai prochainement sur ce sujet et sur les 

transformations analogues de l'espace qui se rattachent 

aux similitudes de l'espace à quatre dimensions. Je 

montrerai en particulier qu'il existe dans l'espace quatre 
transformations par semi-plans réciproques, dérivant 

des quatre transformations involutives de l'espace à 

quatre dimensions, qui n'altèrent pas la grandeur des 

figures (symétrie par rapport à un point, un plan, une 
droite, un espace). Laguerre n'a fait connaître que la 

dernière de ces transformations ( 2 ) . 

( 1 ) Un passage du Mémoire Sur les courbes de direction de la 

troisième classe ( Œuvres, p. 667) établit clairement que Laguerre 

rattachait Thypercycle à la développable circonscrite à deux qua-

driques. Mais il ne párait s'être attaché qu'au cas où cette déve-

loppable est unicursale. 

(2) Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathéma-

tiques (janvier 1906, p. 19), M. Butin a déjà rattaché la transforma-

tion de Laguerre à la symétrie par rapport à un espace linéaire (ou un 

plan, comme sYxprirne M. Butin ) dans l'espace à quatre dimensions. 
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[05d, M23a] 

SUR LA SURFACE LIEU DES CENTRES DE COURBURE DES 
COURBES D'UNE SURFACE PASSANT PAR UN P O I \ T DE 
CETTE SURFACE; 

PAR M . JACQUES-JEAN C H A P E L O N , 

Élève à l'École Polytechnique. 

D'après le théorème, de Meusnier, si l'on considère 

les courbes d'une surface 2, passant par un point A de 

cette surface et tangentes à une tangente D à la surface 

au point A , le lieu de leurs centres de courbure est une 

circonférence, tangente en A à la surface et située dans 

un plan perpendiculaire à la droite D, de sorte que, 

lorsqu'on fait varier la droite D dans le plan tangent, 

le lieu des centres de courbure des courbes de la sur-

face S passant en A est une surface S engendrée par 

des cercles. 

Le but de celte Note est de faire connaître la pro-

priété suivante de cette surface : 

La transformée par inversion de S par rapport au 
point A pris comme pôle est un conoïde de Pliicker. 

Le conoïde de Pliicker, que l'on appelle souvent 

aussi cylindroïde, peut être engendré de la manière 

suivante : 

Considérons deux droites X , Y , rectangulaires, et 

leur perpendiculaire commune A ( fig. i). Par A, fai-

sons passer un plan quelconque P que l'on prendra 
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comme plan directeur d'un paraboloïde passant par X 

et Y. Ce paraboloïde ayant évidemment ses deux plans 

directeurs rectangulaires est isoscèle, et l une des géné-

ratrices Z , de même système que X et Y , est perpen-

diculaire au plan P. Lorsque ce plan P varie, le lieu 

Fig. i. 

A r 

de Z est un conoide de Pliicker. Remarquons en pas-

sant que X et Y appartiennent au conoide : il suffit 

pour le voir de prendre le plan P perpendiculaire à X , 

puis à Y ; remarquons encore que la droite Z, étant per-

pendiculaire à toutes les génératrices du système A, est 

ligne de striction du paraboloïde II, de sorte que l'on 

peut encore définir le eonoïde de Pliicker comme étant 

le lieu des lignes de striction des paraboloides isoscèles 

passant par deux droites rectangulaires. 

Nous allons maintenant faire connaître une propriété 

du eonoïde de Pliicker le caractérisant et pouvant, par 

suite, lui servir de nouvelle définition : 

Soit T une génératrice du paraboloïde II, de même 

système que A; je considère la projection orthogonale 

de toute la figure sur un plan perpendiculaire à A en 

un point quelconque 8 ( fig. 2). On obtient ainsi trois 

droites x\ y, z passant par 8 et une droite y a c è per-
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pendiculaire à z. D'ailleurs 

Fig. 2. 

8Y, 

w 

Y® 
W 

8 Y , 

W 

puis 
yc = y a -h ac; 

m a i s 
a c = 8 sin to, a 8 = ab sinto, 

d'où ' 

Y c = y a H- «¿> sin2 w 

= Y a -f- ^ y — Y a ) s h ï 2 t o = Y a cos* w + y è sin2 w, 

donc, à cause des rapports (i), 

= 8 X j cos*w •+• S Y j sin*to. 

Réciproquement, soient X , Y /Yeax droites rectan-

gulaires, S w / ? point de leur perpendiculaire cotn-

d'où 

( i ) 

Sx, _ azi 
ï A " 7 C 
Y A y G 

Y« y c 

5 X T 

Y a 
8Zi 
T c 
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mune, Q un plan passant par A et faisant Vangle o> 

avec X , si l'on construit dans ce plan une droite Z 

perpendiculaire à A et coupant A en un point rLK tel 
que 

SZt = 8Xt cos2o) -h 8 Yj sin*u>, 

le lieu de IL quand Q varie est un conoïde de Pliicker. 
Cela est évident. 

Fig. 3. 

La propriété que j'ai énoncée est dès lors très facile 
à démontrer. La surface S étant engendrée par des 
cercles passant par un point se transforme par inver-
sion relativement à ce point en une surface engendrée 
par des droites. On reconnaît d'ailleurs de suite que 
toutes ces droites rencontrent la normale à la surface 
et sont parallèles au plan tangent en A. Prenons pour 
puissance d'inversion le produit R2 des rayons de 
courbure principaux de la surface au point A, et soient 
0 4 , 0 2 les centres de courbure principaux. Les cercles 
de la surface S , correspondant aux sections princi-
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pales T* A N et T 2 A N ( f i g . 3) sont respectivement 

les cercles de diamètres A 0 4 = R { et A 0 2 = R 2 , situés 

dans les plans T 2 A N et T ^ A N . Le cercle A O , se 

transforme en une parallèle à A T 2 menée par 0 2 , 

le cercle A 0 2 en une parallèle à A T { menée par 0<. 

Si l 'on considère maintenant une tangente A t faisant 

l'angle 9 avec A T 2 , d'après la relation d'Euler, le rayon 

de courbure AO = R de la section normale correspon-

dante est donné par la formule 

i _ sin26 cos2ô 
R R.j R2 

Le cercle correspondant se transforme en une droite 

passant par O' et menée dans un plan perpendiculaire 

à A t. On aura 
AO'. AO = RiR2, 

d'où 
A O ' = Ri cos20 -h R2 sin20, 

d'ailleurs l'angle du plan du cercle avec le plan T< A N 

est 

u> = 6 — -> 
1 

de sorte que 

A O ' = AOi sin2w •+• A02 COS 2 OJ. 

Donc, d'après ma définition du conoïde de Pliicker, 

le lieu de la droite figure inverse du cercle de dia-

mètre A O est un conoïde de Pliicker, ce qui démontre 

le théorème énoncé. 

Bien entendu, en prenant une autre puissance d'in-

version, on obtiendrait un autre conoïde homothétique 

du précédent, mais le conoïde de Pliicker que nous 

avons obtenu est particulièrement intéressant, nous 

allons voir pourquoi. 

Considérons les tangentes asymptotiques à la sur-
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face S au point A. Ces droites appartiennent évidem-

ment à la surface S, mais elles se transforment visi-

blement par inversion en elles-mêmes. Considérons 

maintenant toutes les surfaces parallèles à S : en pre-

nant une puissance d'inversion convenable (le pro-

duit R , R 2 relatif à chaque surface), toutes les sur-

faces S se transforment en le même conoide de Plücker, 

car toutes les surfaces parallèles ont mêmes centres de 

courbure principaux et mêmes plans de sections prin-

cipales. Il en résulte le théorème suivant, d'ailleurs 

déjà connu : 

Le lieu des tangentes asymptotiques à une famille 
de surfaces parallèlesy le long d'une normale à ces 
surfacesy est un conoide de Plücker. 

BIBLIOGRAPHIG. 

L E Ç O N S D ' A L G È B R E E T D ' A N A L Y S E à l'usage des élèves 

des classes de Mathématiques spéciales; par M. J. Tan-
nery. — 2 vol. grand in-8° de 4^3 et 636 pages. Paris, 

Gauthier-Villars. 

I. L'enseignement scientifique de nos Lycées n'est pas seu-
lement une préparation technique; il n'a pas non plus la 
préoccupation unique d'élever de futurs savants : tout le 
monde est d'accord là-dessus. Mais quelles qualités cet ensei-
gnement doit-il développer dans les jeunes esprits et par 
quelles méthodes? Dans ses Leçons d'Algèbre et d'Ana-
lyse, M. Tannery apporte une réponse à ces questions. 

Sa méthode est de tout dire. Cela soulève des objections. 
Celle-ci d'abord : la méthode est dangereuse, elle fera des 
raisonneurs. Mais ce qui est dangereux ce n'est pas de rai-
sonner, c'est de raisonner mal et il est dangereux aussi que, 
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dans un pays libre, trop de personnes aient des préventions 

contre l'usage de la raison. Autre objection, d'un caractère 

plus pratique : on n'aura pas le temps de donner, dans les 

Cours, toutes ces explications et d'ailleurs il vaut mieux, dans 

une Leçon orale, faire bien comprendre l'idée essentielle que 

passer en revue toutes les difficultés. Mais le maître a dû 

réfléchir à plus de choses qu'il n'en peut enseigner et puis, 

à coté du Cours, il y a les Conférences et surtout il y a les 

Livres auxquels on pourra, de plus en plus maintenant, ren-

voyer les meilleurs élèves. 

Voilà, il me semble, le grand service que va rendre le nou-

veau Livre de M. Tannery : il engagera les jeunes professeurs 

à réfléchir sur leur enseignement; il aidera les bons élèves à 

compléter ce qu'ils viennent d'apprendre, à goûter la joie de 

voir clair et d'être sûrs, à acquérir, par de longs et conscien-

cieux efforts, une raison plus ferme et une intelligence plus 

vigoureuse. Ce n'est pas, du reste, un Livre de pure théorie. 

Les règles y sont préparées et énoncées de façon à prévenir 

toute confusion dans les applications et à conduire jusqu'aux 

calculs numériques; des discussions minutieuses, des exemples 

traités avec détails montrent comment on peut, dans la pra-

tique, obtenir une approximation donnée ou compter les déci-

males exactes. 

Il serait trop long de signaler tout ce que l'auteur a apporté 

de personnel dans un Cours qu'il a évidemment repensé tout 

entier. J'essaierai seulement d'indiquer dans quelles limites il 

me paraît avoir voulu se maintenir et quelle part il a faite à 

la pratique et, pour cela, je considérerai d'abord les ques-

tions d'Analyse, en prenant mes exemples dans les Chapitres 

consacrés aux nombres irrationnels, aux séries et aux inté-

grales définies. 

II. La définition d'un nombre irrationnel est rattachée à la 

notion de coupure. Il n'y a pas de difficulté à donner cette 

notion, en se servant d'exemples simples, ni à introduire les 

valeurs approchées, avec une approximation donnée, d'un 

nombre défini à l'aide d'une coupure. Ce qui demande plus 

d'efforts aux élèves, c'est de comprendre le sens des calculs 

faits sur les symboles représentant des nombres irrationnels, 

calculs abrégés qui se rapportent, en définitive, à des valeurs 

approchées de ces nombres et qui rejettent à la fin les discus-
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sions relatives à l'approximation. L'exposé systématique des 
définitions et des opérations sur les nombres irrationnels est 
fait avec rigueur, mais avec l'aide de tout ce qui peut sou-
lager l'attention : représentation par un point sur une droite, 
représentation d é c i m a l e . . . . Le calcul des radicaux, l'intro-
duction des exposants fractionnaires ou irrationnels, les défi-
nitions des arcs et des aires montrent déjà l'utilité des concep-
tions qui viennent d'être expliquées. Cette utilité apparaîtra 
plus clairement quand on abordera l'étude des séries et des 
fonctions d'une variable réelle. 

Dans le Chapitre sur les séries, l'auteur s'est visiblement 
attaché à employer les démonstrations les plus élémentaires; 
ainsi la condition de convergence de Gauchy est indiquée 
seulement dans un passage imprimé en petits caractères. 
Mais on donne une démonstration rigoureuse de ce fait qu'une 
quantité qui va constamment en croissant et reste inférieure 
à une quantité fixe tend vers une limite. Cette démonstration 
n'est pas autre chose, au fond, qu'une analyse de ce qui est 
admis dans le raisonnement géométrique exposé ordinaire-
ment à ce sujet; on le verrait encore mieux si l'auteur ne 
s'était pas interdit de parler de la limite supérieure d'un 
ensemble. La fin du Chapitre sur les séries est consacrée au 
problème : Calculer, avec une approximation donnée, la 
somme d'une série dont on sait calculer chaque terme 
avec telle approximation que Von veut; l'application est 
faite en détail à deux exemples numériques. 

On lira avec un vif intérêt tout le Chapitre sur les séries 
de fonctions. Le rayon de convergence d'une série entière 
en x est déterminé, dans le cas simple où tout est positif, 
par un raisonnement qui revient à considérer la limite supé-
rieure des valeurs de x qui rendent la série convergente. La 
continuité d'une série entière est rattachée à la même ques-
tion pour une série de fonctions continues de x dont les termes 
sont inférieurs, en valeur absolue, aux termes, tous positifs et 
fixes, d'une série convergente. Ceci permet de trouver la dé-
rivée d'une fonction f ( x ) définie par une série entière en chér-
ie , • J /(*-+-£)—/(a?) . 

chant directement la limite du rapport — ^ — > ou 

l'on fait tendre h vers zéro. L'analogie des propriétés entières 

avec celles des polynomes entiers est ainsi bien mise en évi-

dence, Les développements des fonctions ex,(i-+-xyn,log(i-t-a?) 



sont obtenus directement. On explique, en grand détail, l'em-

ploi des développements limités avec un terme complémen-

taire et l'on en fait l'application aux fonctions rationnelles 

et aux fonctions implicites. 

A propos de l'intégrale définie, je montrerai seulement 

comment M. Tannery considère l'aire d'une courbe fermée. 

La notion d'aire a été introduite, dès le premier Chapitre, à 

propos du cercle, en considérant un polygone ( p ) limité par 

une ligne fermée dont tous les points sont intérieurs au cercle 

ou sur la circonférence, puis un polygone ( p ' ) limité par une 

ligne fermée ayant tous ses points extérieurs au cercle ou 

situés sur sa circonférence; l'aire p du premier est plus petite 

que l'aire p' du second; d'autre part, on voit aisément que, 

parmi les polygones intérieurs à la courbe et les polygones 

extérieurs, il y en a dont les aires diffèrent aussi peu qu'on 

veut. L'aire du cercle peut être définie comme un nombre 

plus grand que l'aire de n'importe quel polygone (/>), plus 

petit que l'aire de n'importe quel polygone (//). Pour étendre 

cette définition au cas d'une courbe fermée quelconque, on 

considère l'aire limitée par une courbe 

l'axe des x et les ordonnées correspondant aux abscisses a 
et ¿> ( a < h) en supposant d'abord que la fonction f ( x ) soit 

positive et croissante; on prend pour polygone ( p ) la somme 

des rectangles intérieurs et pour polygone ( p ' ) la somme des 

rectangles extérieurs qui correspondent à une division de 

l'intervalle (ab) en intervalles partiels; la différence p' — p 
des aires de ces polygones tend vers zéro quand tous les 

intervalles partiels tendent vers zéro. On peut alors répéter 

les raisonnements faits à propos du cercle et regarder comm£ 

définie l'aire du trapèze curviligne considéré : p est une 

valeur approchée par défaut, p' une valeur approchée par 

excès de cette aire. 

Le paragraphe consacré à l'évaluation approchée d'une 

intégrale définie contient une discussion intéressante de la 

méthode de Simpson et conduit de la façon la plus naturelle 

à des formules qui pourraient être rattachées à la formule 

sommatoire d'Euler-Maclaurin. La méthode de Simpson con-

venablement 
o 

donne pour 
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l'intégrale la valeur 0,7853983 dont la différence avec la 

valeur exacte est moindre que 1 x io~7. On considère encore 

l'intégrale / e~x% dx, on évalue une limite de l'erreur com-

mise en la remplaçant par / e~x*dx et l'on calcule cette J0 
dernière intégrale avec quatre décimales exactes. 

Je m'en tiendrai à ces exemples pris dans les questions les 
plus abstraites du programme d'Analyse; on verra que les 
calculs d'intégrales, les applications aux arcs, aux volumes, 
aux moments d'inertie, les équations différentielles linéaires 
ont été traités avec grand soin, le point de vue restant celui 
du nouveau programme de Mathématiques spéciales. 

III. La partie algébrique de ces Leçons apporte des éclair-
cissements et des précisions sur bien des points au sujet des-
quels il serait certainement plus facile et plus rapide de s'en 
tenir aux généralités. Par exemple tout ce qui se rapporte 
aux fonctions symétriques, aux racines infinies des équations 
algébriques, aux solutions eommunes à deux équations algé-
briques renouvelle l'enseignement de ces questions impor-
tantes. 

A propos des fonctions symétriques, l'auteur insiste sur la 
distinction à faire entre les fonctions symétriques de n va-
riables et les fonctions symétriques des n racines d'une équa-
tion algébrique (x\— x2xz est une fonction symétrique des 
racines de l'équation xz H - p x -4- q = o). 

Je ferai, en passant, une remarque que je tiens d'ailleurs 
de M. Tannery sur la question suivante : Montrer que le 
calcul d'une Jonction rationnelle et symétrique 

F O i , x2, . . . , x n ) 

des racines d'une équation algébrique de degré n se 
ramène au calcul d'un ou de deux polynomes entiers et 
symétriques de n variables x1: xif . . . , xn. La proposition 

s'établit pour une fonction entière en prenant la moyenne 

~ ( Fi -h Fj -f-.. . -+- Fv ) 

des valeurs que prend la fonction quand on effectue sur x u 
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. x n les v = i , i . . . n permutations possibles. L'exten-

sion à une fonction rationnelle ^ est immédiate si l'on consi-

dère le rapport 

-+- h2 -+- ...-+- hy 

et si l'on écarte le cas singulier où l'on aurait 

hi -I- ht -+-...-+- = o. 

Pour éviter d'avoir à faire cette restriction, il suffit d'opérer 

comme on l'a fait pour les fonctions entières et de considérer 

la somme 

Kl Kl + i l = ffi h2...hy-{-g2 hi...hy-f-... ^ 
hi " ' hy hi h2... hv 

cette somme étant mise sous forme de fraction, son dénomi-

nateur et par suite son numérateur sont des fonctions symé-

triques des n variables xu x2, . . . , xn. 
Quand on veut calculer une fonction symétrique entière 

f ( & u ' - - t ^ n ) à l'aide des fonctions symétriques élémen-

taires Sj, s2, . . . , sn, on peut passer par l'intermédiaire des 

sommes de puissances semblables. Mais cette méthode n'est 

pas toujours la plus commode. On expose ici la méthode de 

Waring qui, outre ses avantages pratiques, met en évidence 

des propriétés du polynome F(sj , • • - , s n ) auquel se ramène 

la fonction donnée f ( x i , x 2 , . . . , x n ) et l'on montre sur des 

exemples comment on peut profiter de simplifications qui 

résultent des valeurs numériques des coefficients. 

L'examen des cas particuliers et de la façon dont il faut 

entendre le théorème : Deux équations des degrés respec-
t i f s n, p ont np solutions est, dit l 'auteur, en dehors du 

cadre de ces Leçons. Mais, dans les passages imprimés en 

petits caractères, il donne à ce sujet des indications très 

instructives. Les degrés de deux polynomes entiers en x dont 

les coefficients sont des fonctions entières de y peuvent 

s'abaisser tous les deux pour une valeur particulière de y\ 
on dira que ces deux polynomes ont un diviseur commun de 

degré rectifié y + r si y est le plus petit des deux nombres 

qui marquent l'abaissement du degré et si, en outre, les 
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deux polynomes ont un diviseur de degré vrai égal à r. Ceci 
permet de présenter avec précision ce qui se rapporte aux 
points à l'infini communs à deux courbes algébriques. Quant 
à définir une solution multiple de deux équations 

/ O , j ) = o, g(x,y) = o, 

on montre qu'on y peut parvenir par une méthode qui 
revient à former l'équation tangentielle des points communs 
aux deux courbes correspondantes. 

Je voudrais parler encore des 4o° Exercices proposés à la 
fin des Chapitres auxquels ils se rapportent. Mais il faut ter-
miner une Note déjà bien longue. C'est en lisant avec soin 
les deux Volumes de cet Ouvrage qu'on reconnaîtra tous les 
services qu'il peut rendre aux élèves et à l'Enseignement. 

E . L A C O U R . 

SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2023. 
(1905, p. 48«.) 

Cr
m désignant le nombre des combinaisons de m objets r 

à /•, démontrer Vinégalité 

< i [ ( G S F ' )« - E S . G S F » ] [ ( Ciï* r - est'-1C ST* ] , 

m et r étant quelconques (r^m). 
( S O L O N C L I A S S I O T I S . ) 

SOLUTION 

P a r L ' A U T E U R . 

L'équation 
(x — i)m= o 
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a toutes ses racines réelles et, d'après un théorème de Catalan, 
entre quatre coefficients consécutifs a, b, c, d, on a l'inégalité 

(i) {ad — be)*— 4 ( 6 2 — ac)(c*—bd) < o. 

En remplaçant a, ¿>, c, d par 

( - O ' C s , , ( - I ) ^ C K - * , (— 

on a l'inégalité proposée, en remplaçant les puissances paires 
de (— i) par + i . 

QUESTIONS. 

2040. Attachant aux mots de semi-plan et de semi-sphère 
les sens que leur a donnés Laguerre, démontrer les théorèmes 
suivants : 

i° Les cinq semi-sphères qui touchent cinq semi-plans quel-
conques, pris quatre à quatre, touchent une même semi-sphère. 

•2° Étant données cinq sphères qui touchent une même semi-
sphère (S), il existe, outre (S) , unê  semi-sphère qui touche 
quatre quelconques d'entre elles. Les cinq semi-sphères ainsi 
obtenues touchent une même semi-sphère. (R. B.) 

2041. Démontrer l'identité suivante, relative au triangle 
arithmétique : 

rl 3 4 

3 * 6 i o 

4 i o IO 

n 

( G . F O N T E N É . ) 
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[ H l h , R l a ] 

SUR LES COURBES DE POURSUITE D'UN CERCLE; 

P A R M . L . D U N O Y E R . 

1 . Je me propose d'étudier le mouvement relatif de 

deux points dont l'un décrit un cercle d'un mouvement 

uniforme et dont l'autre est animé d'une vitesse con-

stamment dirigée vers le premier point et de grandeur 

constante. Ce problème correspond au cas où un navire, 

dont l'appareil à gouverner serait immobilisé sous un 

Fig. i. 

angle de barre fixe, serait poursuivi par un autre qui 

chercherait à l'aborder ou à l'éperonner en mettant 

constamment le cap sur sou adversaire. Nous suppose-

rons d'abord que les navires sont des points et nous 

verrons ensuite dans quelle mesure les dimensions des 

deux navires modifient les résultats. 

Le mouvement relatif des deux points dépend d'une 

équation différentielle du premier ordre dont il s'agira 

d'étudier les intégrales dans le domaine réel. Formons 

d'abord cette équation. 

Ann. de Mathémat4e série, t. V. (Mai 1906.) l 3 
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Le point M {fig- i) décrit le cercle O d'un mouve-

ment uniforme; sa vitesse angulaire est 

a 
u > = ï ï . 

Le point P a une vitesse toujours dirigée vers M ; 

elle est constante en grandeur et égale à b. 

Nous supposons que M et P partent de positions ini-

tiales données et que l'axe 0 . r soit parallèle à la tan-

gente au cercle au point M0 . Par rapporta l'axe polaire 

de direction fixe M x , le mouvement relatif de M et de P 

est défini par les équations : 

MP = p, x M p = 6, 

(0 

Posons 

~ = — b — acos(to£ — 6), 

M p - j j = — a sin(tùt — 0). 

co t — 6 = a 

et éliminons p entre ces deux équations; nous obtenons-

l'équation différentielle 

• D 2 U / A \ I D U V a sin u ( b H- I a cos u) i j 

H- (ib -h 3acosw)u> — (b -h a cosw)co 2 = o. 

Comme t ne figure pas explicitement dans cette équa-

tion, nous la ramènerons au premier ordre en posant 

du b 
— C O S I i = , , - = C , 

ce qui donne 

• ('ic + 3 x)u>y — (c-*-#)u> i=o 
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O U 

dx _ dy 
y(x2 — i) ( y — co) (2xy — u>x -t- cy — cw) 

2. Celte équation est de la forme 

dx dy 
XT = T ' 

X et Y étant deux poljnomes en x et y du troisième 

degré. Par chaque point du plan des xy passe une 

intégrale holomorphe et une seule. Il ne peut y avoir 

exception que pour les points de rencontre des deux 

courbes 

X = o, Y = o ; 

ces points ont pour coordonnées : 
/' x = i, 

N 
x = I , 

C { 
y = I y = 

/ a? = — î, 
x = — i, \ 

N'1 G' ' c -
JK = w, I y = . 

( = — C, V J X = ± 0 0 , Y i X — 

)y=zo, v ' l y = O, y'\y=±co. 

Pour n'avoir pas de branches infinies nous projette-

rons le plan des sur une sphère tangente à ce plan 

au point x = o, y = o, le centre de la sphère étant le 

centre de projection. 

Pour étudier la forme des courbes intégrales dans le 

voisinage d'un point singulier, il suffit de transporter 

l'origine des coordonnées en ce point et d'appliquer le 

théorème suivant ( 4 ) : 

(») Cf. PICARD, Traité d'Analyse, t. III. 
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Soient 

X = ax -f- by -+-..., 

Y = a'x -4- b'y -+- . . . , 

et, À2 /ei deux racines de Véquation 

a — X b 

a b'—X 

Si \\ et X2 reWs : 

> o, le point est un nœud, 
A 2 

y ' r- < o : le point est un col. 
A2 

Si et À2 sont imaginaires : 

imaginaire : le point est un foyer, 
A2 

_ J le point est généralement un foyer7 

X2 ( quelquefois un centre. 

Le eas où le poinl singulier considéré serait un centre 

est un cas très particulier, dans lequel une certaine in-

finité de coefficients qu'il faudrait calculer pour trouver 

une série convergente y ) ordonnée suivant les 

puissances croissantes de a? et d e y satisfaisant à l'équa-

tion 

X ^ - H Y — = o àx ày ' 

seraient tous nuls. JNous verrons d'ailleurs que, dans le 

cas actuel, cette circonstance ne peut se présenter. 

L'application de ce théorème ne présente aucune dif-

ficulté pour les points IN, C, N', C' et A ; elle fournit 

les résultats suivants : 
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Pour N ^ = 2 nœud 

A2 

c-h i ^ , 
» LJ =R- = — 2 COI 

A2 C + 2 

» N' T^ = 2 nœud 
A2 

G' ^ = — 2 ! î < c < 2 nœud 
A2 C — 2 1 

o < c < i col 
î < c < 2 nœuc 
2 < c col 

Pour le point A , Xj etX2 sont les racines de l'équation 

X 2 — cwX — io2(c2 — i) = o; 
donc 

foyer, 
v 5 

< c < i , nœud, 
Y/5 

i < c : col. 

Comme cco est toujours différent de zéro, on ne peut 

jamais avoir de centre. 

Pour les points v, v', y et y', l'application du théo-

rème invoqué ne peut pas être immédiate, car chacun 

de ces points est un point double pour l'une ou l'autre 

des courbes X = o, Y = o . Pour ramener ce cas au 

précédent, il suffit de déformer légèrement une des 

branches de la courbe qui admet le point étudié comme 

point double et de voir ce qui se passe à la limite. 

Pour étudier les points y et y', nous remplacerons 

donc l 'hjperbole 

2 xy — wx cy — c co = o 

par l'hyperbole 

2 (x -+- * y ) y — mx -r- cy — cw = o, 

a étant une quantité très petite que nous ferons tendre 
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vers zéro. Cette hyperbole eoupe le grand cercle x = i 

au point 

+ 2 ) — vA c -+- 2 )2 -+- 810 ( c H- i ) a * = ,, y = 

qui tend vers l'équateur quand a tend vers zéro. Por-

tons l'origine en ce point 

X = x' H- I, 

_ , c + î + ^ c + ' ^ F + S w f c + iJa 
y ~ f 4a ; 

l ' é q u a t i o n d e v i e n t 

dx' 

c -+- 2 -4- i/V c -H '2 )2 -4- 8 o» ( c H- i ) a , ! i i—x -

dy 

C 1 —T— \/ ( C + 2 + L / ) 2 C + 2 + 
h- 7 T - 1 tt) C • 4a 

— c OJ — ^ -t- cô  [2 — (c H- 2 -4- \/ 

Les termes en dehors des radicaux sont du second 

degré àu moins; il est inutile de calculer le coefficient 

de x ' ; les deux racines de l 'équatien en \ sont, en effet, 

c -t- '}. - h -H 2 ) 2 + 8 w ( c + i ) a 

3 [ c + 2 - f / ( c + 2 ) 2 + 8 w ( c + i ) a ] 2 

: 8Ï 

C -I— 2 -R~ V , . . RY \ 
(C 2 2 wa ) WÎ2C + j) . 

2 a 

Mettons le radical sous la forme 

/ n c+[ , c -h 1 
c + 2 ) t / H - 8 1 0 a = c - + - 2 - f - 4 t o a -+-. V (c-4-2)2 C H— 1 
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JNous obtenons pour et X2 : 

. c -h i . D 
X, H A + B A H- . . . , 

a 

Pour les valeurs très petites de a, le rapport ~ est 

li es voisin de 

c -H 2 

<e qui correspond à un col. 

Il faut voir maintenant quelle est la nature du point 

de rencontre, voisin de l'équateur pour les petites va-

leurs de a, de l'hyperbole 

i ( x -f- ajK) y — iox cy — cw = o 

avec le grand cercle x = — i . Ce point a pour coor-

données 

_ — (c — 'i) — y/(c — 2)2-h 8to(c — i)a  
y ~~ 4a 

Un calcul tout à fait semblable au précédent fournit 

les valeurs suivantes de et X2 : 

C — 2 
— + À 1 + B 1 A + . . . , 

a 

(C — 2)2 -j-v f 
À 2 = V -H A I -+- B , A -H . . . , 

a . 

ce qui correspond 

si c < 2 à un col ; 

si c > 2 à un nœud. 

Il résulte de là que 

l les points y et y' sont la superposition 
si c < •! j ^^ deux cols; 
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e t 

l ces points sont la superposition d'un 
si c > 2 j col et d'un nœud. 

Dans le premier cas, les seules intégrales passant par 

les points y et y' sont l'équateur (limite commune de 

deux des intégrales passant par les cols composants) et 

les deux grands cercles x — — 1 , x = -sr 1. 
Dans le second, il passe par les points y et y' une in-

finité d'intégrales ). 

En ce qui concerne les points v et v', nous pouvons 

remarquer que leur étude n'est pas nécessaire au pro-

blème posé, car le champ qui intéresse ce problème est 

celui qui est compris entre les grands cercles x = ± i . 
Toutefois, la même méthode que ci-dessus montre que 

les points v et v' sont toujours des nœuds. 

3. Examinons maintenant comment les caractéris-

tiques ou courbes intégrales aboutissent aux nœuds. 

En portant l'origine au nœud N', par exemple, l'équa-

tion devient 

dx' _ dy' _ dv / x = x' — i \ 
2 ~ v \ y = y ) 

On sait qu'il existe des développements de x' et de yr 

suivant les puissances croissantes de c^2 et de c, v res-

pectivement, convergents dans un certain intervalle; 

soient 
x' = CP2 - h . . . , 

y = c { v - + - . . . 

( 1 ) L a m é t h o d e q u i v i e n t d 'être e m p l o y é e est é v i d e m m e n t g é n é -

rale. E n f a i t , p o u r les points y et y ' , on a r r i v e p l u s r a p i d e m e n t au 

r é s u l t a t en f a i s a n t la t r a n s f o r m a t i o n x — x ' ± i , y — — ; ce p r o c é d é 

d i r e c t r é u s s i t ici p a r c e qu'on p e u t séparer les d e u x b r a n c h e s de la 

c o u r b e X = o q u i passent p a r le p o i n t é t u d i é . 
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ces développements. Il en résulte que toutes les carac-

téristiques sont tangentes au grand cercle x = — i , qui 

est lui-même une caractéristique. Une seule fait excep-

tion, c'est le grand, cercle 

y = o, 
ou 

y = w. 

Il en est de même pour les caractéristiques qui 

aboutissant au nœud J\ sur le grand cercle x = i . 
Quand c est compris entre i et 2, le point c' est un 

nœud. Posons 

x = x' — 1, 

, c — 1 
+ ; 

l'équation devient 

dx' dy' 

c— I , CO)2 , , 
211) X -h . . . . — X -h CO Y 

C — 2 (c — 2)2 y 

i't l'on a 

^ c — 1 / Ai = — 2 0) » A2 = a), a -
( C - 2)2 

Pour ramener l'équation à la form e 

dxx _ G?JKl 
~~ X2jki-H. • • ' 

posons 
X I = O L X ' -h ß^', 

J i = «V-+- p y . 

Si F est une série convergente satisfaisant à l 'équa-

tion aux dérivées partielles 
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on doit avoir 

^ , J â F d F A 

, , , ^ , ^ l a d ¥ 

•ce qui donne 

Xi O L X ' H- ( A ' X ' - H L 2 Y ) ß = Xj (ota?' -h ß/'), * 

X j a V - f - (a'x'-h X27') X2(a'^'-h ß'jr'); 

d'où 

ß = O, (X2— li)cc'= a'ß\ 

= (dy\— ^ dr^j (XiiTi-H...) 

ou 

XiX\ -+-... ~ X2jKi-f-... ~ V 

O11 a donc pour.*^ et y K des développements conver-

gents de la forme 

Xi — kv^i H- . . . , 

yx = k' ^ 2 -H ... ; 
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d'où 

/ c — 1 \ , n .. { , —2t0 * I 

* C — 1 
— 2 ( 0 -

x = kv c_2-h 

Si donc 
c — i 4 

10 > — 210 ou C < - ) 
c — 2 3 

la tangente à une caractéristique, au nœud c', d'ailleurs 

variable avec les constantes k et k\ sera distincte du 

grand cercle x = — i . 
Si, au contraire, 

!<c<2' 
la tangente à toutes les caractéristiques sera le grand 

cercle x = — i . 

Quand c= on a = X2 ; on sait alors que les 

intégrales du système 

dx' _ dy' _ dv 

x' -h . . . CU) . . V 
; x -hy -h.. . 

(C-2) 2 

se présentent sous forme de développements ordonnés 

suivant les puissances croissantes de v et de ^log^: 

tend donc vers zb oo quand u tend vers o. 
x ^ 

Dans le cas où c est plus grand que 2, les points y et y' 

sont des nœuds. II nous sera encore nécessaire de con-

naître les développements représentant les intégrales 

dans le voisinage de ces nœuds. 

En posant = l'équation devient 

¿Ix — dz 

(aP—i) z( i — o)Z ) (— o>xz H- 2 x — cmz-hc) 
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Par le point t r = o c , (a2 ^ i), z = o passe donc une 

intégrale représentée par le développement 

z = A.(x— a ) 2 -h. . 

d'où 

y 

les termes non écrits étant des puissances supérieures 

de x — a. 

Si a = — i , en faisant la substitution x — x' — i , 

l'équation devient 

dx' dz 
— x \ x ' — l ) (C — 1)Z-4-... 

Le point x' = o, z = o est donc un nœud; au con-

traire, le point x = i , z — o qui fournirait l'équation 

dx' dz 
— x'(x'-h2) ( c + 2 ) 3 + . . . 

est un col par où passent les grands cercles z = o 
et x = i ( 4 ) . 

Dans le voisinage du nœud on peut développer les 

intégrales sous la forme 

x' = ku'2 -4-..., 

• z = k' -+-... 

y = k' uc 2 -+-... 

Reste en lin l'qtude des intégrales au voisinage du 

point A(x = — c, y = o) quand ce point est un nœud 

En transportant l'origine en ce point, l'équation 

( ' ) Voir plus haut. 
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devient 

dx' dy t 

(c2 — i)y -h... = (x'=x-hc). 

Pour ramener l'équation à la forme 

dx j 
x, = . 

•2 
A , \ C + V / 5 ^ H - 4 

À2 = U) 

il suffit d'appliquer la méthode déjà employée. Ou 

pose 

xx = a x' -+-

yt= a'x'-h p'7, 

et l'on a, pour déterminer a, [3, a', ¡3', les équations 

u>2(} = aXj, to2p)' = a'X2, 

( c ' 2 - i ) a + cwf = ( c2 — i ) ot' H— c w f ' = X2p'; 

X< et X2 étant les racines de l'équation 

X2 — cwX — 0)2(c2—i) = o, 

dans chaque groupe, les secondes équations sont une 

conséquence des premières. On pourra donc prendre 

a = to2, P = X„ = P'=X,, 

et l'on a 

, _ Xj yt —X23?I _ —.Ki 
* - to2(X| — X2)' 7 ~ X , - X 2 ' 

(Xj dy ! — X2 / X i j j — X ^ ^t — \ 
co»(Xt—X,) 1 X t - X s " ^ X i - X , ' 7 

-^(«-'»gse--)-
ou 

[— Xi X2 -H c toXj -H to2 ( c2 — 1 )] a?t M- .. . 
= 

[— w2(c2 — i)-f-XiX2 — X2 c 10 ] y i -+-... 
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ou encore 
dx\ 

( — sl^c*— 4 + c)a?! + . . . 

dyx _ du 

-h (v/5c2 — 4 -h c )^!- ! - . . . w 

d'où l'on conclut que xK et yK peuvent se développer 

suivant les puissances de e t ¿ e . 

Xi = K u- . 

J K I = K ' + 

ce qui donne 

( (c — /'"¡c2— ..) ) 

^ = , ? — lui2 y 5c1— 4 

K . . . — K ' . . 
JK = , > 

— (0/5 02—4 

x ' et y sont donc du même ordre infinitésimal, de 

sorte (|ue l'on a, dans le voisinage du point F , 

y = -4-c)-+-... (A = ~ V 
\ c + v/DC--4/ 

Il resterait enfin à examiner s'il y a autour du point F 

(nœud ou foyer) un cycle limite. Je n'ai pas encore 

résolu cette question-, nous verrons dans quelle mesure 

intervient l'existence ou la non-existence de ce cycle 

limite. 

4. Connaissant les points singuliers du système des 

caractéristiques, il nous suffirait encore de connaître le 

système topographique des cycles sans contact pour 

pouvoir tracer complètement le système des caractéris-

tiques. On sait en effet qu'il existe toujours un tel sys-
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tème topographique de cycles et de polycycles sans 

contact dont les fonds et les sommets sont les nœuds et 

les foyers du système des caractéristiques, et dont les 

cols sont les cols de ce système (4 ). 

Sans connaître l'équation du système des cycles sa us 

contact, il est possible dans le cas présent de prévoir la 

forme des caractéristiques en s'appuyant sur la pro-

priété qui vient d'être rappelée et en se servant du tracé 

des courbes 
X = o, Y = o. 

En tout point de la première la tangente à la carac-

téristique passant par ce point est parallèle à l'axe des y 

et en tout point de la seconde la tangente est parallèle 

à l'axe des x , les points singuliers qui sont à la fois sur 

ces deux courbes étant naturellement exclus. 

Ces courbes, qui se composent (fig. 2), la première 

F i g . 2. 

T 

de l'axe des x et des grands cercles x — ± 1 et la 

seconde du grand cercle y — co et de l'hyperbole 

2xy — iùx-\-cy — co) = o, partagent la sphère en 

C1) Cf. H. POINCARÉ, Journal de Liouville, t. VIII , 1882. 
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régions dans chacune desquelles ™ a toujours le même 

signe. Dans la ligure ci-jointe les régions marquées + 

sont celles où ^ est constamment positive et — celles 

où ^ est négative. Suivant les valeurs de c nous aurons 

donc, pour le système des caractéristiques, dans le fu-

seau compris entre les deux cercles x — db i , les figures 

suivantes : 

c > 2 ( / l g . 3 ) . 

Fig. 3. 

7 

2° 2 > c > i . — S i c > | ( f i g . 4)? toutes les carac-

téristiques sont tangentes au grand cercle x = i au 

point O . 
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3° i c > — La figure 5 est faite en supposant 
s/5 

Fig. 4. 

T 

qu'il n'y a pas de cycle limite autour du nœud A. En 

ce point toutes les caractéristiques sont tangentes à la 

droite ayant pour coefficient angulaire 2C° * 
J 1 c - h / 5 c 2 — 4 

comprise par conséquent entre la tangente à l 'hyper-

bole, dont le coefficient angulaire est — ^ et la droite 

x = — c. 

4° - p c o. — La figure 6 est faite en supposant 
Y/5 

que le foyer A n'est pas entouré d'un cycle limite. 

La figure 7 représente le voisinage du point A quand 

il y a un cycle limite. 

Ann. de Mathémat(f série, t. V. (Mai 1906.̂  
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Remarque. — Quand c < i il ne peut y avoir de ca-

ractéristique joignant le nœud N et le col C7, ni C et C , 

tandis qu'il y en a une joignant IV et C. En effet, les 
I , i • /1 / v c — I C-4-I 

ordonnées des points L, et L, sont to et to  
r c — i c H- 2* 

celle du point C7 est donc toujours plus petite que celle 

Fig. 5. 

T 

où l'on aurait o et qui seraient situés dans la 

région — comprise entre les grands cercles x = ± i , 
l'hyperbole 2xj — cox -f- cjr — cw == o et l'axe des x, 
ce qui est impossible. 

5. Il faut maintenant interpréter ces résultats en se 

servant des variables p et 9. 
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Nous avons 

cos II = X , u — 0>t — 0, 
a sin a — dx 

P = , dt : 
y ~ co / sin u 

Soient 90 et p0 les valeurs initiales de 9 et de o (/ = o); 

les valeurs correspondantes de x et de y sont 

x0 = cos G0, 

a sin0o y o = w — 
?0 

Il résulte de là que, à l'instant initial, la région du 

plan située au-dessous de la tangente M 0 T ( f i g . 8) 

0 < 9 o < 2tc) correspond à la région de la sphère com-

prise entre les grands cercles x = ± i et au-dessus du 
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grand cercle y = to. La région située au-dessus de la 

tangente correspond à la région de la sphère située 

au-dessous de ce grand cercle. 

Fi«. 

Si yo >> to, on a 

^ y0< on a 

a 

y 0-

Po 
_ — a \/\ 

y 0-

D'autre part, le sens dans lequel il faut supposer 

qu'un mobile se déplace sur la caractéristique sphé-

rique, à partir de la position initiale Q 0 , est déterminé 

par ce fait que dt doit être un accroissement positif du 
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temps. Si donc y0 > a), le mouvement se fait de ma-

nière que x décroisse. 

Si w >>jKo> o, le sens du mouvement sur la carac-

Fig. 8. 

Si y0< o, le sens du mouvement est celui de x 
décroissant. 

Partant du point initial o n arrive en un 

point de la caractéristique Q ( . r , y ) au bout du temps 

J y sin u 

cette intégrale étant prise le long de la caractéristique. 

La quantité sous le signe J ne devient infinie que 

lorsqu'on rencontre l'axe des x ou l'un des points N 

ou N7, G ou C7. De plus, pour les points y et y7, qui 

sont des nœuds quand 2, ie dénominateur peut 

devenir de la forme oo x o. Examinons ces différents cas. 

Les caractéristiques étant toutes normales à l'axe 

des Xj celle qui passe par le point x = a, y — o, 

— i < a <; i , — c, a pour développement 

3 

y = A (a? — a ) 2 - h A^a? — a)2 -h. 

car ce point est un point ordinaire pour l'équation 
dx _ X 
d ' y - Y 
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et l'on a 

v = 0 
ce qui donne 

x — a = A' r2 h- A j h -

H résulte delà que, si x tend vers a en suivant un arc 

de caractéristique, l'intégrale 

t — f ' - * ? -
JVo ysmu 

tend vers une valeur finie. 

De même, quand le point lend vers un des points N 

ou IV, y tend vers to et sin M tend vers zéro comme 

y/1 — x ou y/1 4- ce qui fait tendre l'intégrale vers 

une valeur finie. 11 en est de même quand le point 

mobile tend vers un des points C ou G . 

Quand le point 6 tend vers y ou y', deux cas sonL à 

distinguer suivant que la caractéristique suivie est 

asymptote au grand cercle x = — i ou au grand cercle 

x = a ( — i < a < i). Dans le premier cas on a, pour 

les valeurs très grandes de \y\, 

Comme 2, on a 

et par conséquent l'intégrale tend vers une limite finie. 

Dans le second cas on a 
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€t l'intégrale a encore une limite finie. 

Il reste enfin à voir ce que devient cette intégrale 

quand le point décrit un arc de caractéristique aboutis-

sant au nœud A > c >> -^r^ • On a, comme nous 

l'avons vu, » 

y = A(x -H c) -+-... ( A — 
^ Y, 
> c1 — 4 / V 5 

11 en résulte que, quand a: tend vers — c, l'intégrale qui 

représente le temps devient infinie comme un loga-

rithme. Dans toute la région étudiée de la sphère c'est 

le seul point où cette intégrale soit infinie. 

Quant à la valeur de p, elle est finie en tout point du 

champ des caractéristiques, nulle aux cols C et (7, in-

déterminée aux nœuds N et N'. Si l'on aboutit à F un de 

ces nœuds en suivant la caractéristique 

X Z H I = C V L H - . . 

p tend vers la limite 

, a s/is/zh c 
P — - Cl 

O n repartira du nœud sur la caractéristique située de 

l'autre côté du grand cercle y = GJ en donnant à p la 

même valeur ^même valeur du rapport e t F o i i 

pourra arriver au bout d'un certain temps à l'autre 

nœud. Je dis que ce sera avec une valeur de p nécessai-

rement plus petite. 

En effet, si le point P0 est très éloigné du point M0 , 

le point Q 0 sera très voisin du grand cercle y = w. 11 

est évident que le navire P se rapprochera constamment 

du centre du cercle décrit par le navire M, tant qu'i l 
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n'aura pas pénétré dans ce cercle. La distance 

P ' = V / p î + R 2 ± a R ? s i n K = a t / . ' + - L ± " 
1 R 1 y ( y — OJ ) 2 W2 — W ) 

doit donc toujours diminuer. Le signe correspond 

au cas où y — o> > o et le signe — au cas où y — to < o, 

comme il est facile de s'en assurer. Si partanL d'un 

certain point d'abscisse x on arrive, en suivant une 

caractéristique joignant N et N' au point d'abscisse — x 

du même côté du cercle y — co = o, il en résulte que 

la valeur absolue de y — to doit être plus grande pour 

ce second point que pour le premier. 

Nous rencontrons donc ce fait assez curieux que le 
point Q , partant de N sur une certaine caractéris-
tique, arrive en N' sur un arc de caractéristique tel 
qxi en revenant en N l'arc de caractéristique suivi ne 
soit pas le même qu'au départ. Le second arc de carac-

téristique suivi de N en N ; est situé au-dessus du pre-

mier et le second arc suivi de N7 en N est situé au-des-

sous du premier. 

Remarquons pour ce qui suivra que l'on a 

dp a(x -+- c) 
drs. y si n u 

En ce qui concerne 0, on a 

_ — ( _ d u \ d t _ . 
dx dt dx \ dt J dx ' 

dx y sin u 

î/0 to i _ y — o) a 
dx j ' s i n w sin u j ^ s i n z i py 

Donc 8 varie dans le même sens que X au-dessus de 

or 

donc 
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l'axe des x et en sens contraire au-dessous de cet axe. 

Il est maintenant facile d'indiquer quelles seront les 

circonstances qui se présenteront dans le mouvement 

des deux navires. 

Si leur distance initiale est suffisamment grande le 

point Q sera voisin du grand cercle y = to. Le temps 

croissant, il arrivera sûrement que : 

Î° Si c > 2, le point Q décrira à partir du point N 

un arc situé au-dessus de la caractéristique NC', ou à 

partir du point N' un arc situé au-dessous de la carac-

téristique N'C (ou l'un de ces arcs de caractéristiques). 

2° Si c <Z 2, le point Q décrira à partir de N' un arc 

situé au-dessous de la caractéristique N'C (ou cet arc 

de caractéristique). 

On peut donc toujours supposer la distance initiale 

grande : 

i° c >> 2. — Soit qu'on aboutisse en y ou en y', soit 

qu'on aboutisse aux cols C ou C', p tend vers zéro en 

un temps fini. Il y a donc rencontre au bout d'un 
temps fini. 

2° 2 > c > i . — On peut aboutir soit en C, soit 

en C . Dans les deux cas la conclusion est la même que 

la précédente. 

Ces deux cas correspondent à une trajectoire (dans 

le mouvement relatif) ayant la forme suivante ( J ig . 9) : 

Le nombre des maxima et minima relatifs est fini; 

ils correspondent aux passages du point Q en N et N' 

puisque l'on a 
dp _ x -H c 

y — OJ 

et que x -j- c >> o. 
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A partir du moment où Ton est sur une caractéris-

tique constamment située au-dessus de INC7 ou au-des-

sous de N 7 C, la trajectoire ne présente plus de maxiina 

ou de miiiima pour p. 

Fig- 9-

3° i c. — Il nous faut voir tout d'abord à quoi 

correspondrait l'existence d'un cycle limite, restée hy-

pothétique dans ce cas et dans le suivant : 

Les remarques qui ont été faites sur le sens dans 

lequel le point Q décrit les caractéristiques quand le 

temps croît constamment, montrent que ce point de-

vrait décrire ce cycle indéfiniment, toujours dans le 

même sens (sens inverse du sens trigonométrique). 

Ce cycle serait tout entier compris entre deux ellipses 

qui lui seraient tangentes 

2 _ a20 — cr2) _ a'2(\ — t-) 
9 1 ~ ( y — t o ' ~~ ( y - ' 

A ces deux ellipses correspondent deux cercles de 

rayons p< et p2, entre lesquels doit rester toujours com-

prise la trajectoire puisque tous les points intérieurs à 

la première ellipse, par exemple, correspondent à des 

valeurs de p plus grandes que p^. Ces valeurs sont 

atteintes pour x = — c, d'après la valeur de ^jj. 

Chaque fois qu'on revient au même point du cycle 

limite, p reprend la même valeur et 6 se trouve aug-
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inenté d'une quantité constante en vertu de la formule 

La trajectoire de mouvement relatif correspondant au 

cycle limite est donc une courbe telle que celle-ci 

(Jig- 10). Comme l'angle 0 n'est généralement pas 

commensurable avec TT, cette trajectoire n'est pas fermée 

en général. Elle recouvre tout l'intervalle compris entre 

les deux cercles. 

Les caractéristiques qui s'enroulent sur le cycle limite 

extérieurement correspondent à des trajectoires qui 

s'approchent indéfiniment de la trajectoire limite pré-

cédente, en la coupant d'ailleurs une infinité de fois. 
Les maxima du rayon vecteur p tendent vers p< par va-

leurs supérieures et les minima tendent vers p2 par 

valeurs inférieures. 

Au contraire, les caractéristiques qui s'enroulent 

autour du cycle limite intérieurement, correspondent 

à des trajectoires qui s'approchent indéfiniment de la 

trajectoire limite, mais telles que les maxima de leurs 

rayons vecteurs tendent vers p4 par valeurs inférieures 

et les minima tendent vers p2 par valeurs supérieures. 

Quand oj) suit ces trajectoires dans l'autre sens (le 

¿6 
dx 

a 

Fig. io. 
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point Q sur les caractéristiques tend alors vers le 

point A, foyer ou nœud), elles s'approchent indéfini-

ment du cercle de rayon 

__ a y/1 — c2 

qui correspond à l'ellipse 

i — c2 _ î — x2 

u)2 ( y — to )2 

passant par le foyer F . Elles coupent d'ailleurs ce 

cercle une infinité de fois; elles tendent vers ce cercle 

en festonnant. 

Les circonstances suivantes peuvent donc se pro-

duire : 

Si la caractéristique suivie aboutit au col C, il y a 
choc au bout (Fun temps fini. La trajectoire présente 

la même forme que lorsque c > 1. 

Si la caractéristique n'aboutit pas au col G : 

Ou bien il n'y a pas de cycle limite et la trajectoire 

se rapproche indéfiniment du cercle de rayon — — — 

en festonnant sur ce cercle; il ny a jamais rencontre ; 
Ou bien il y a un cycle limite; si, alors, le point Q 0 

est en dehors de ce cycle, la trajectoire s'approche in-
définiment de la trajectoire limite; si le point Q 0 est à 

l'intérieur de ce cycle la tr ajectoire s'éloigne de cette 

trajectoire limite -pour s'approcher indéfiniment du 

cercle de rayon — • Dans l'un et l'autre cas il 

n'y aura jamais rencontre. 

En résumé, en ce qui concerne la rencontre : 

i° c > î . — Il y a toujours rencontre au bout d'un 

temps fini. 
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2° c < i . — Il y a une infinité simple de ehanees 

contre une (infinité)2 d'autres pour qu'il y ait ren-

contre au bout d'un temps fini (caractéristique abou-

tissant eu G). Quand il n'y a pas rencontre la tra-

jectoire relative du point poursuivant s'approche 

indéfiniment d'une trajectoire limite comprise entre 

deux cercles ou bien festonne autour d'un cercle com-

pris entre ces deux-là en s'en approchant indéfiniment. 

Si maintenant l'on tient compte des dimensions finies 

des navires on voit que : 

Si 2, il y a toujours rencontre au bout d'un 

temps fini. 

Si c 2, il existe deux bandes de largeur égale à 

la somme des demi-dimensions des navires et dont les 

lignes moyennes sont les trajectoires qui correspondent 

aux caractéristiques passant par le col C ou le col C'. 

Ces bandes sont telles que, si la position initiale du na-

vire P s'y trouve, il y aura rencontre au bout d'un 

temps fini. Pour une position initiale de P non comprise 

dans ces bandes il n'y aura jamais rencontre. 

Remarques. — i° Le cercle de rayon — — — a une 

signification évidente. Supposons que la droite P0M0 

(/¿g. i i) soit perpendiculaire à OP0 et que l'on ait 

O P 0 = R c ; 

le point P décrira indéfiniment le cercle OP0 . En effet, 

pendant le temps dt, le point M tourne de l'angle 

, a dt 
da= -g-. 

Pendant le même temps le point P0 tourne de l'angle 

b dt a dt 
TÛT = ~R~~ 
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O n a alors 

P0 M0 = / R 2 — R2 c ~ = ^ y / T Z T ^ i . 

Fig. i i . 

20 Si le point Q 0 est très voisin du point (c <C i) la 

distance initiale des deux navires est très petite. On voit 

cependant qu'elle ne s'annule jamais et reste toujours 

supérieure à une v aleur fixe différente de zéro. 

3° O n voit par l 'exemple qui vient d'être traité com-

bien les circonstances que peuvent présenter les courbes 

limites d'un système d'intégrales d'une équation diffé-

rentielle du second ordre, étudiées dans le domaine 

réel, sont plus compliquées que celles que présentent 

les cycles limites des systèmes de caractéristiques rela-

tifs aux équations du premier ordre. 

[ I 1 9 c ] 

CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DE L'ÉQUATION 

1 . 2 . 3 . 4 . . - 8 + 1 = ^ ® ; 

PAU M. A. G É R A R D I N . 

Le théorème de W i l s o n , autrement dit l 'équation 

( p — 1)! H- 1 — M .p {p premier ), 

a donné l'idée de chercher d'autres relations. C'est 

ainsi que la faetorielle N ! des nombres naturels, ou 
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celle P ! des nombres premiers, augmentée ou dimi-

nuée de l'unité, et devenant parfois un carré ou une 

somme de divers nombres figurés, s'est présentée fré-

quemment à l'attention des mathématiciens, qui ont 

énoncé à leur sujet quelques propositions, pour la 

plupart empiriques, ou dont la démonstration n'a pas 

encore abouti, et parmi lesquelles notamment la ques-

tion proposée, après d'infructueuses recherches, par 

M. H. Brocard, successivement dans la Nouvelle Cor-
respondance Mathématique (n° 166, 1876, p. 287), les 

Nouvelles Annales de Mathématiques (n° 1532, 1885» 

p. 391) et Mathesis (11° 597, 1887, p. 280) : 

Uéquation indéterminée en nombres entiers 

I . 2 . . . 3 + I = y 2 

n admet pas d'autres solutions que 

* = 4, 5, 7; y = 5, 11, 71. 

Cette question est demeurée sans réponse et, en 

1897, M. E. Fauquembergue en a sollicité de nouveau 

la recherche clans Y Intermédiaire des Mathématiciens 
(n° 1264, p. 146). 

La difficulté de la question réside en la nature de la 

factorielle 
N ! = 1 . 2 . 3 . 4 . . . " , 

qui ne peut se représenter par les symboles de l'Algèbre. 

C'est pourquoi il 11e nous paraît possible de l'étudier 

que par échelons successifs, ce qui multiplie les hypo-

thèses auxiliaires. 

De nombreuses recherches dans la Théorie des 
nombres nous ont montré le rôle particulièrement 

important de la résolution en nombres entiers de 

l'équation 
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et la corrélation de ce problème avec celui de l'équa-

tion 
N ! H- I = JK2 • 

Le présent travail est destiné à développer cette idée 

et montrera, à défaut de certitude décisive, que, s'il 

existe d'autres solutions que z = 4, ^ 7? elles doivent 

être extrêmement grandes. 

L'hypothèse fondamentale, reconnue exacte, est que 

l'équation 
z ! i = y2 

n'a pas de solution entre z = 7 et z — 20. Nous sup-

poserons donc z au moins égal à 26, ce qui donnera 

z 1 - h 1 = 1 o 6 h 4 - 1 = y2. 

On est ainsi d'abord amené à rechercher une solution 

de l'équation 

106 h -+- 1 = j2, 

y 11e peut être ici que iox + 1 ou i o x -f- 9. 

10 y = iox -f- 1. — On aura 

100a?2 H- iox -f- 1 = io6/i -f-1, 

d'où 

10a?2 -t- ix = 105 /?, 
r i x ( 5 x -+-1) = a 5 . 55 A. 

Or 5 x - h i ne sera jamais m. 5, d où 

x = 5 5 a , 

• 2 . 5 5 a ( 5 6 a + i ) = 2 5 . 5 5 / I 

a(5èa -+-1) = 2 4 / i , 

et al o r s 

ou 

ce qui donne 

a = 1 6 / o u a = 16 / -



( aa5 ) 

Donc h ne peut avoir que les deux iortues 

25oooo/2-h/ OU a5oooo/l-h 2187511 n- 47S52, 

ce qui donne pour y 

5ooooo£-+-i, 218751. 

20 y — IOX -+-9. — Cette hypothèse, développée de 

la même façon, montrera que^K doit être ici de la forme 

y zzz I OOOOOO f - h 781 249, 

d'où 
h = 1 0 0 0 0 0 0 - t - 1 562 498/-4- 6io 35o, 

et enfin 
y = 1 0 0 0 0 0 0 / - + - 9 9 9 9 9 9 , 

d'où 
h = 1 0 0 0 0 0 0 / 2 - f - 2 1 7 9 9 8 / - + - 854 198. 

D'autre part, nous savons qu'un carré impair n'est 

jamais de la forme 6 g -4- 5; il y aurait donc pour ce 

problème général seize formules. 

Mais pour le problème particulier 

y 2 = IO6 h -+- I = 2 ! -h I, 

nous n'aurons que les quatre formules précédentes 

où h sera 6 m. 
Il reste à exprimer dans la seconde partie des 

recherches que chacune des formules est séparément 

divisible par 2 1 6 . 3 1 0 . 73 . 112 . 1 3 .1 7 . 19 . 23, au moins. 
Ceci donnera toutes les conditions particulières, qui, 

évidemment, 11e seront pas toutes compatibles entre 

elles. 

L'étude de ces nouvelles hypothèses est un peu 

lougue et aride : en conséquence, nous ne la déve-

lopperons pas ici. 

La conclusion de nos premières recherches est que, 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Mai 1906.) l 5 
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si la question comporte une autre solution, elle don-

nera pour y un nombre de 20 à 3o chiffres au moins. 

Nous serons heureux de voir continuer et développer 

ces investigations, et espérons les voir aboutir défini-

tivement, après trente années d'attente pour l'auteur 

de la question. 

Il serait peut-être intéressant d'étudier 

io8h -h 1 = y*. 

Nous avions d'abord essayé d'autres méthodes, mais 

celle qui vient d'être exposée nous semble préfé-

rable (<). 

[ K 2 c ] 

DÉMONSTRATION DE LA CONSTRUCTION TROUVÉE PAR 

HAMILTON POUR DÉTERMINER LE POINT OÙ LE 

CERCLE DES NEUF POINTS D'UN TRIANGLE TOUCHE 

LE CERCLE INSCRIT (2); 

PAR M. A. MANNHEIM. 

En 1899, la question 1 5 4 4 posée dans XIntermé-
diaire des Mathématiciens appela l'attention sur la 

détermination du point de contact du cercle des neuf 

points d'un triangle et du cercle inscrit à ce triangle. 

J'envoyai une première réponse, parue la même année 

P o u r la bibliographie des questions mentionnées, voir aussi : 

Nouvelle correspondance mathématique : F. PROTH, quest. 301, 

1 8 7 7 , P* ^ 9 9 ; E . LUCAS* 1878, p . IA3 ( g é n é r a l i s a t i o n ) . 

Intermédiaire des Mathématiciens : A. THORIN, quest. 334, 189^ 

p. 1 8 6 ; E . FAUQUEMBERGUE, 1 8 9 5 , p . 1 2 8 ; H . T A R R Y , 1895, p . 3 6 3 ; 

1896, p. 276. — E.-B. ESCOTT, quest. 1264, 1898, p. 78; quest. 2546, 

1903, p . 69; P . - F . TEILHET, 1904, p . 5 i . — G . DE ROCQUIGNY, 

quest. 2746, 1904, p. 68; quest. 2813, 1904, p. 190; quest. 2822, 

1904, p. 214. 

(2) Voir : GÉRONO, Nouvelles Annales, I 8 6 5 ; e t CANON, Nou-

velles Annales, 1903. 
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à la page 264, puis une autre qui, publiée en 1904, 

page 18 (*), renferme la construction suivante, la plus 

simple, je crois, des constructions connues : 

P 

Sur le cercle de centre I, inscrit au triangle A B C , 

on prend le point E' diamétralement opposé au 
point E, où ce cercle touche BC; la droite qui passe 
par E' et par le milieu L de AI coupe le cercle ins-
crit au point où celui-ci est touché par le cercle des 
neuf points du triangle ABC. 

C'est en 111e servant de cette construction que je vais 

retrouver la suivante, due à W . - R . Hamilton : 

Pour un triangle ABC, par le point de contact E 

du côté BC et du cercle inscrit, on mène la droite qui 
passe par le point ou la polaire de À, par rapport 
au cercle inscrit, coupe la droite B ' C qui joint les 
milieux de AB et A C ; cette droite rencontre le cercle 
inscrit au point T où il est touché par le cercle des 
neuf points. 

Appelons T le point de rencontre des tangentes en E' 

et T au cercle inscrit. La polaire de T est E T , par suite 

la polaire de L est la perpendiculaire T P à Aï . On a 

alors 

IL x IP== ÎÊ* ou 2.IL x — = TÉ'2, 
1 

( 1 ) Je l 'avais déjà proposée, sous forme de question à résoudre, 

en 1902, page 9.1, dans le Bulletin des Sciences mathématiques et 

physiques élémentaires. 
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c'est-à-dire 

Ainsi, la polaire de A est la perpendiculaire à AI, 

élevée du milieu de 1P, c'est donc la perpendiculaire 

abaissée du milieu J de IT sur A l . Cette droite ren-

contre EE' au point F , dont la polaire A Q est alors la 

perpendiculaire abaissée de A sur EE'. 

Menons la droite ET, elle est parallèle à IT, elle 

coupe alors E ' T au point V tel que 

T V = TE' . 

Il résulte de là que, si l'on appelle R le point où EV 

coupe A Q , les droites R Q , RE7, R T , RE forment un 

faisceau harmonique. 

Les rayons de ce faisceau déterminent sur Q E une 

division harmonique, donc R T passe par F , qui est le 

pôle de R Q . 

La podaire FJ de A, passant par le milieu J de IT, 

coupe ER en son milieu U. On voit donc que la 
droite ET passe par le point U, qui, sur la polaire 
de A , est à égales distances de A et de RC. 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

[ L ' ô a ] 

NOTE A PROPOS DE LA QUESTION 1960 (M; 

PAR M. A. MANNHEIM. 

Ainsi que dans la solution insérée en 1903 (p. 47^), 

commençons par parler de ce problème : 

Construire ( f i g. 1) le rayon de courbure en un 

(*) Nouvelles Annales, 1903, p. 4$ et 476. 
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point a d'une- conique, connaissant la tangente en ce 
point et les points b, c, d. 

Appelons e et f les points où la tangente en a est 

coupée par les droites cò, crf, et désignons par p le 

rayon de courbure de la conique pour le point a. 
On a la relation ( 1 ) 

ae af <2p\tang eab tangua// 

Au lieu de rester dans le cas général, nous allons 

supposer que les angles eab, daf sont égaux et que le 

point c est sur la normale en a. Pour bien marquer ces 

nouvelles données, nous supposons (fig. 2) que la co-

nique est tangente en M à une ellipse donnée, qu'elle 

passe par les foyers F , F ' d e cette courbe et par un 

point arbitraire G de la normale en M. Dans ces con-

ditions, la relation (1) devient 

, y _ J _ _ I _ _ I 

{ 1 ) MB + MD ~ p t a n g ( B M F ) " 

(*) Bulletin de la Société mathématique de France, 1890 
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Appelons N le point où la normale MC coupe F F ' . 

Par F' , N menons des parallèles à M B ; elles coupent 

M F aux points G , L. 

Les points M, G, L , F forment une division harmo-

nique. 

Fig. 2, 

Par suite, il en est de même des points M, D', K , H. 

On a alors 
2 I I 

MK ~~ MB + MDJ 

p u i s q u e 
MD = MD'. 

La relation (i)' devient alors 

MK p t a n g ( B M F ) 

Abaissons la perpendiculaire K l sur M F , on a 

MK = MI tang(BMF), 

par suite, 

1 _ i 
M! ~~ p' 
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Le centre de courbure de la conique est donc le mi-

lieu to de Ml. 

On voit que la construction de co est réduite à ceci . 

On mène la droite CL. Du point où elle coupe la tan-

gente MB on abaisse sur MF la perpendiculaire RI, le 

milieu co de MI est le centre de courbure cherché. 

On peut remarquer qu'on peut inversement prendre 

C, afin d'obtenir un centre de courbure que Ton se 

donne. 

Remarquons encore que la construction ne dépend 

pas de la position des points F , F ' sur les droites MF, 

M F . Pour chacune des positions de la droite F F ' , qui 

tourne autour de N, on a une conique comme précé-

demment et toutes ces coniques ont en M un contact du 
second ordre. 

Enfin, si le point C est le centre de courbure de 

l'ellipse donnée, il est sur la perpendiculaire élevée 

de L à MF, le point R appartenant à cette perpendi-

culaire, on voit que le point I se confond avec le centre 

de courbure de l'ellipse donnée. Le centre de cour-
bure to est alors au milieu du rayon de courbure 
de l'ellipse donnée. On peut donc énoncer cette pro-

priété : 

On a une ellipse de foyers F , F' et dont le rayon de 
courbure pour son point M est M a : la conique tan-
gente en M. à l'ellipse, et qui passe par F , F', ¡x, a 
pour centre de courbure le milieu de M[x. 

Arrivons maintenant à ce problème : 

Construire le rayon de courbure en un point d'une 
conique, connaissant la tangente en ce point et trois 
autres tangentes. 
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Nous ne le traiterons ici qu'avec des données parti-

culières. Démontrons d'abord ce lemme : 

On donne une ellipse de foyers F , FA (fig- 2) ; si une 
conique touche cette courbe en M et passe par F , F ; , 

ses tangentes en ces points se coupent sur la normale 
en M à Vellipse donnée. 

Appelons T le point où la tangente en M à l'ellipse 

coupe l'axe focal. La polaire de ce point, par rapport 

à une conique qui passe par F , F7 et est tangente en M 

à l'ellipse, est la normale MN, puisque N est conjuguée 

harmonique de T par rapport à F et F7 et que cette 

droite passe par M. 

Il résulte de là que les tangentes à cette conique aux 

points F , F ' se coupent sur MN. 

Dans le cas général où les données pour une conique 

sont (fig* 3) le point a, la tangente en ce point et les 

Fig. 3. 

courbure de cette courbe la relation suivante (*) : 

O ) ' , = - '—p- H ! ) • ab ad r\tangp tangy/ 

(!) Comptes rendus, séance du i5 mars i8j5. 
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Prenons maintenant des données particulières. 

Supposons qu'en outre de la tangente en M (Jig. 2) 

les trois tangentes données soient BF, F C , CD. La re-

lation (2) devient 

1 1 2 
MB MD ~~ r t a n g ( B M F ) * 

Mais le premier membre de cette égalité, ainsi qu'on 

l'a vu précédemment, est égal à alors 

MK = r t a n g ( B M F ) . 

Donc le point I est le centre de courbure demandé. 

On voit que, pour un point arbitraire C de la normale 

en M, il suffit de mener CL qui détermine K sur MB 

et d'abaisser de ce point la perpendiculaire K l sur MF : 

le point 1 est le centre de courbure demandé. 

Dans le cas particulier où C est le centre de courbure 

de l'ellipse donnée pour le point M, il est sur la per-

pendiculaire élevée de F à F M et il en résulte que I 

coïncide avec C ; donc : la conique, tangente en M à 
l'ellipse donnée, qui est tangente en F et F\ aux 
droites qui vont de ces points au centre de cour bure c 
de Vellipse, a un contact du second ordre avec cette 
courbe (1 ). 

Pour terminer, voici une autre construction du 

point to. On mène MP parallèlement à F ' C , puis PQ 

parallèlement à CM : La perpendiculaire Qa> à MF 

détermine co sur MC. 

(*) Voir K O E H L E R , Exercices de Géométrie analytique et de 
Géométrie supérieure, Ire Partie, p. 258. 
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[ B l O a ] 

SUR LES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES OUI LAISSENT 

«NE FORME QUADRATIQUE INVARIANTE ; 

PAR M. H. L A U R E N T . 

On a donné bien des moyens pour trouver les sub-

stitutions qui transforment une forme quadratique en 

elle-même ou qui laissent cette forme invariante. Je 

crois que la solution que je vais indiquer aura le mé-

rite de la simplicité lorsqu'il s'agira d'applications. 

Soient dij des constantes et xK, x^ ..., xn les variables, 

f == Ĵ̂  a i j xi X j 

une forme à n variables. On peut exprimer la condi-

tion d'invariance au moyen de la formule 

^ aij Xi xj = ^ ciij yi y j 

ou 

S aiï (y* y i ~
 Xi xJ }= 0i 

..., yn désignant de nouvelles variables ; ou, en met-

tant les carrés en évidence, 

2 au ( y f — Xi2 ) -+- ^ a£J ( y i y j — xt xj ) = o. 

Sous le second signe i et j seront alors différents 

et l'on aura 

^ au (yi— x i ) (yi Xi) 

-+• 2 au i Kyi — x i ) ( y j ) + (yt-*- xù (yj— xj)] = ° ; 
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ce qui revient à 

2 ay (y/ — (yj -+- ) = o, 

ou, si l'on désigne par // la demi-dérivée de / relative 
à Xi : 

{ O 2 a?/)// (^1 + + - . ) = o. 

Adjoignons à cette équation les suivantes, où les c/y 

sont indépendants des x e t d e s y : 

/ CU O , — jKi) H-. • .-H Ctn {xn— yn) = o, 
(a) 

' c„i (#1 — jri) -h. . .-4- cnn (xn— yn) = o; 

nous supposerons que les n équations (2) se réduisent 

à n— 2 distinctes, le système (1) , (2) déterminera 

alors les y i — Xi en fonction des y i - \ - X i au moyen 

d'équations de la forme 

( y\ — = ¿11 fi-h ¿12/2 -+-... 
(3 ) , 

( yn kn\f\ + ¿/m/*, 

les k i j désignant des quantités indépendantes des x et 

desjK; quant à / ¿ i l est mis pour abréger à la place 

de f i ( x i - y { , • • •)> d'ailleurs il faudra sup-

poser 
k u = o, kij-\- kji = o. 

Vérifions que les équations (3) représentent bien les 

substitutions laissant f invariante. A cet effet multi-

plions la première formule (3) par la seconde par 

/ 2 . . . , la dernière par f n et ajoutons ; nous aurons 

^ ( y t — v O f i ^ o , 
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équation qui en vertu de ( i ) est équivalente à 

2 = ^ cLtjnrj> 

En particulier, si f ^ ^ x ] , les formules (3) de-

viennent 

y\~0C\ = ku(y\-+-Xi) + kin(yn -+- xn), 

et définissent une substitution orthogonale de déter-

minant -j- i . 

Les form u les (3) qui ren fermen t ——-—— paramè très k i j 

ont cela de remarquable que les y s 'expriment en 

fonction des x sous forme rationnelle, en sorte que, si 

les nombres k i j sont rationnels, les coefficients de la 

substitution seront des fonctions rationnelles des a/y à 

coefficients rationnels. 

Interprétons géométriquement les résultats qui pré-

cèdent : f o représente une surface dans l'espace à 

n dimensions, cette surface est un cône. La substitu-

tion (3) laisse ce cône invariant, mais elle laisse 

encore invariantes n droites. 

Posons, en effet, 

yt = sxt ; 

les équations (3) deviennent 

(s — l)xt=(s -h i)[frufi(xux2,.. .)-H.. .-hklnfn(Vi,Vl,. . •)] 

ou 

S j 
j-q-y a?i « xift (kn, . . . , k i n ) - + . x % f 2 { k u . 

g j 
-— x î = x i f i { k n , . . k i n ) -t- Xif2(ku, . . k i n ) -h . . s —t— 1 
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l'élimination des x fournit une «équation du degré n 
en s, à chaque racine de cette équation correspondent 

des valeurs des x , que la substitution ( 3 ) multiplie 

simplement par s, et les valeurs des n définissent une 

droite passant par l'origine, droite qui reste invariante, 

quoique ses points ne soient pas invariants. 

Il ne sera peut-être pas inutile de faire observer que 

les substitutions (3) que nous avons trouvées ont pour 

déterminant -f- 1, car, pour 

Il ne serait pas difficile de se procurer des substi-

tutions du déterminant — 1 en changeant quelques 

signes dans les formules (3) . 

Je vais montrer que cette intégrale définie est la 

limite vers laquelle tend 

on a 

[ E 5 ] 
DEMONSTRATION DE LA FORMULE 

PAR M. E. GUITTON. 

quand m augmente indéfiniment par valeurs entières. 

Prouvons d'abord que 3m a pour limite y/71. 
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Le changement de variable x = m sincp donne 

cos2w'-(-l çpafo ; J/n = m I 
—E 

2 

on est ainsi conduit à considérer 

it 

lp = ! cosf cp dy 

2* 

(c'est ce qu'on fait quand on démontre la formule de 

Wall is) . 

On voit facilement que : 

i° lp diminue q u a n d p augmente; 

9° 1 — p ~ 1 I o 2 lp — p V - 2-

Ceci permet de calculer en remarquant que 1 { = 

I0 = 7 1 ; ensuite de conclure que 

1 TZ 
lp \ p \ = — , 

r h iim = i, 
V-i 

et finalement 
lim/? Ij, = 'iiz. 

Il reste pour achever à remplacer p par 2 m 2 1 . 

J'appelle A l'intégrale proposée, e étant un nombre 

posiiif aussi petit qu'on veut, il faut montrer que, à 

partir d'une certaine valeur de m, la différence entre A 

et 3m est inférieure à e. 

Il existe un nombre positif a tel que 

A = I dx -h - ; - / a 
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je vais faire grandir m en le prenant plus grand que a. 

i — —A y quand mQlx) grandit, va évidemment 

en croissant, et l'on sait qu'il tend vers e~x\ donc, 

/ X 2 \ m% 

Par suite, 

( i - ^ ) dx < Jm< e-»dx< A ; 
— a ^ ' —m 

et 
f* -\ra / x2 \mS 

jL dx<s'»<j_a 

Il suffit de montrer que Ton a, à partir de /n suffi-

samment grand, 

En développant la fonction sous le signe J s u i v a n t 

les puissances ascendantes de X, on trouve une série 

alternée; on augmente sa valeur d'abord en prenant la 

série des valeurs absolues, ensuite en remplaçant x 
par a : elle devient alors 

a2 \m* 

Il suffit de prendre m assez grand pour que 

/ a2 \m5 s 
e — ( 1 i < - > \ m1 ] a 

ce qui est possible, puisque le premier membre a pour 

limite zéro. 
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S O L U T I O N S M QUESTIONS P R O P O S É E S . 

2025. 
(1905, p. 5x8.) 

On donne quatre points quelconques sur un plan. On 
prend deux triangles ayant pour côté commun le seg-
ment compris entre deux de ces points et respectivement 
pour sommet opposé à ce côté l 'un des deux autres points 
donnés. Chacun de ces triangles donne lieu à une droite 
qui joint les pieds des hauteurs issues des extrémités du 
côté commun. Par le point de rencontre des deux droites 
ainsi obtenues et par le milieu du côté commun, on mène 
une droite : les six droites, qu'on construit ainsi en chan-
geant le côté commun, passent par un même point. 

( Canon.) 

SOLUTION 

Par M. PAR H O D . 

Les six droites sont les six axes radicaux relatifs aux 
quatre cercles des neuf points des quatre triangles dont les 
sommets sont les quatre points donnés; ces cercles ayant un 
point commun les droites passent par ce point. 

AUTRE SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

Considérons l'hyperbole équilatère qui passe par les points 
donnés A, B, C, D. Les hauteurs AE, BF du triangle ABC se 
coupent en H, le quadrangle ABGH est inscrit à la courbe, 
la droite EF est la polaire du point où GH coupe AB, la 
droite EF passe par le pôle de AB. Le triangle ABD donne 
de même une droite passant par le pôle de AB. Les deux 
droites formées par les triangles ABG, ABD se coupent 
donc en un point (pôle de A B ) tel que la droite joignant ce 
point au milieu de AB passe au centre de l'hyperbole équila-
tère. D o n c . . . . 
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[ M ' i b ] 

ÉTUDE DES POINTS A L'INFINI D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE O ; 

PAR MM. P E R N O T ET MOISSON, 

Anciens élèves de l 'École Polytechnique. 

On sait que les points communs à la courbe et à la 

droite de l'infini sont dans les directions obtenues en 

égalant à zéro les termes du plus haut degré : 

xPyi(y — ax)*(y — bx)$...(y — la?)*== o. 

La multiplicité du point à l 'infini dans la direction 

y = ax est obtenue en coupant par y — ax = 8, et 

constatant l'abaissement du degré de l'équation aux x 
de rencontre. 

Pratiquement, on cherche le groupe homogène de 

degré le plus élevé qui ne soit pas divisible par y — ax: 
la différence entre le degré de l'équation et celui de ce 

groupe homogène est l'ordre de multiplicité du point à 

l ' infini. 

Si cet ordre est a, la droite à l ' infini, rencontrant 

en a points seulement, n'est pas tangente; 011 trouvera 

a asymptotes, réelles ou imaginaires à distance finie. 

Si l'ordre est inférieur à a, la droite à l'infini est né-

cessairement tangente, il y a branche parabolique 

simple ou multiple; il peut y avoir certaines branches 

de courbe à l'infini ayant une tangente ordinaire, c'est-

à-dire que la courbe peut avoir simultanément des 

{ l ) Cet article fait suite à celui qui a pour titre : Sur la con-

struction des courbes algébriques (p . 106 du présent Tome) . 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Juin 1906.) 1 6 
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branches paraboliques et des branches hyperboliques 

dans une même direction. 

Nous étudierons d'abord les branches hyperboliques 

dans les directions où l'orcTre de multiplicité du point 

est le même que celui de la direction asymptotique ; en 

second lieu, les branches paraboliques existant seules ; 

enfin les branches hyperboliques et paraboliques simul-

tanées. 

Les procédés employés sont analogues à ceux em-

ployés pour l'étude de la courbe aux environs d'un point 

à distance finie ; ces procédés permettent d'obtenir un 

tracé correct de la courbe et de fixer la position ainsi 

que le genre des branches paraboliques. 

I . — D I R E C T I O N A S Y M P T O T I Q U E S I M P L E . 

Soit y— cx = o, cette direction. L'équation de la 

courbe est de la forme 

( y — (x, y) -h <pn_i (#,y) -h <?n-r(&, y) -+-... = o. 

Si c p n _ \ { x , y ) est identiquement n u l , la droite 

y — ex — o est l 'asymptote elle-même, car elle ren-

contre la courbe en deux points au moins, confondus en 

un point simple à l ' infini, elle est donc tangente à l ' infini. 

Supposons ®fi_{ ( x , y ) non identiquement nul et soit 

on_r(x, y ) de degré n — /'le groupe homogène suivant 

par ordre de degrés décroissants. 

Posons y = t x , t a pour limite c quand, x cl y crois-

sant sans limite, le point qui décrit la courbe s'éloigne 

à l ' infini dans la direction considérée. Il vient 

( y — C X ) ^ n - i ( \ , t)xn~l-h t)xfl~l 

4-<p„_r(i, t)xn~r - + - . . . = o 
OU 
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Quand x croît sans limite, la limite de y— ex est 

l'ordonnée à l'origine d de l'asymptote. On a donc 

on retrouve la règle connue. L'asymptote est alors la 

droite 
y — C Î v — d = o. 

Pratiquement, on résout l'équation de la courbe par 

rapport au facteur y — ex pris dans les termes du plus 

haut degré 

y —CX = _ 
J y ) 

On remplace dans le second membre y par e x , il 

reste une fraction rationnelle, quotient de deux poly-

nômes entiers en x , dont on cherche la limite pour x 

infini. 

Exemple : 

x2(ix — Zy) — ( y — x) (3y -h x) -hy — 2x = o. 

Cherchons l'asymptote parallèle à 2 X — 3 y z = o . 

On a 

Remplaçons dans le second membre y par ^x en 

remarquant qu'il suffit de faire la substitution dans les 

termes du second degré. On a 

1 <> — - x x 3 x -4-... 



( 244 ) 

dont la limite est — i . L'asymptote cherchée est 

ix — 3 y —— i. 

Position de la courbe par rapport à Vasymptote. 
— Elle est donnée par le signe de y — ex — cl ou, plus 

généralement, si l'asymptote est 

O L X -h (jJK -f- Y = o, 

la position est donnée par le signe de a x + fiy + y 

pour les coordonnées du point de la courbe quand il 

s'éloigne à l'infini, l'asymptote partageant le plan en 

deux régions pour les points desquelles la fonction 

OLX + fiy + y est d'un signe ou de l'autre. 

L'asymptote rencontre la courbe en deux points à 

l'infini au moins. L'équation de la courbe peut donc se 

mettre sous la forme 

(y — ex — d) [<|/w_ ! {x, y) -h O , y)] •+• /. (a?, y) = o, 

y(x, y ) étant un polynotne de degré au plus égal 

à 7i — 2. Effectuons la division de y(x^y) par 

y — ex — d\ 

on aura 

X(x,y) = (y — ex — d)Q(x, y )-h R(x), 

R(.r) étant un polynôme de degré n — p, avec p ^ i . 

On a donc 

y _ C T _ d = -RQg) 

_ — (a0xn-P+. . . 

xi> r T 
t) -f- - ^«-2(1, t) -h... 
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Quand x croît sans limite, le second facteur du se-

cond membre a pour limite — -: — L e signe 

v — ex — d pour x infini est donc celui de 

«0 
i(l, C) 

Le calcul se fait pratiquement de la manière sui-

vante : on écrit 

y - d. 

On réduit le second membre au même dénomina-

teur; dans le numérateur de la fraction obtenue, on 

remplace y par ex -f- d, ce numérateur se réduit alors 

à — R ( # ) ; dans le dénominateur, on remplace y 

par ex et l'on prend les termes de plus haut degré en x 

au numérateur et au dénominateur; le signe de leur 

rapport est celui de y — ex — d. 

Si p est pair, la courbe est de part et d'autre de son 

asymptote. Il y a contact simple à l'infini si p = 2, 

point méplat à l'infiui si p = 2 K avec K > 1. 

Si p est impair, il y a inflexion à l'infini et les deux 

branches de courbe sont asymptotes du même côté de 

la droite. 

Dans les deux cas, la courbe est asymptote aux deux 

extrémités de la droite. 

Remarquons enfin que, si R ( x ) = o, on a 

y — ex — d = o. 

Les racines de R ( # ) sont donc les abscisses des points 

de rencontre à distance finie de la courbe et de son 

asymptote. Pour la position de la courbe, il suffit de 

calculer le terme de plus haut degré de R ( # ) , qui per-

met de conclure. 
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Exemple. — Reprenons la courbe donnée en exemple 

précédemment 

x2(2x — 3y) — ( y — x) (3y -+- x) -{-y — ix = o. 

L'asymptote est 

ix — 3y -+- i = o. 

L'équation de la courbe donne 
(y— x)(3y-\~x)— y-h ix 

ix— 3y -h i = — —-—-— h i J x2 

_ 3 y2 — i xy — y -h 2 x 

Remplaçons dans le second membre y par — y — H 

vient, réductions faites, 

6x -i- 2 
3x2 

Le signe de cette expression est celui de - pour x 

croissant sans limite. La courbe est donc dans la région 

positive (celle de l'origine) par rapport à l'asymptote 

pour x infiniment grand positif, et de l'autre côté 

pour x négatif. 11 y a contact simple à l'infini. L'asymp-

tote rencontre la courbe à distance finie en un troi-

sième point dont l'abscisse est — | et, par suite, 

l'ordonnée ^ ^— | + ou + i -

Remarque. — Pour la détermination de l'asymptote, 

tout se passe comme si la courbe proposée était rem-

placée par la courbe 

(7 — ex) -h 7 ) = o, 

courbe unicursale de degré rc, puisqu'elle a un point 

multiple d'ordre n — i à l'origine. 
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Pour l'étude de Imposition de la courbe par rapport 

à son asymptote, il faut prendre un terme de plus (gé-

néralement suffisant) et considérer la courbe 

( y — ex) tyn-i O, jk) -h <p«-i O, y ) + yn-r(*,y) = o 

ou 
(y— ex — d) tyn-i(x, y) 

= — <?n-1 O, JK) — «ty/i-l O, y ) — ?»-/•(#, r )i 

qu'on transforme immédiatement en la suivante, qui 

est unicursale : 

xn-1 ( y — CX — d ) ^ - ^ ! , C) 

= — C I + rf) 

— ! (a?, ca? -h d) — yn-r(x, ex -4- d). 

Si le degré du second membre s'abaisse au-dessous 

de n — /', il faut alors prendre un terme de plus dans 

l'équation de la courbe proposée et l'on ramène de la 

même façon à une courbe unicursale. 

I I . ' — P O I N T D O U B L E A L ' I N F I N I . 

L'équation de la courbe peut s'écrire, en supposant 

les asymptotes à distance finie, 

( y — cxy y ) -+- (7 — c x ) xn-*(*> y ) 

-h <p»-t(a?, y) •+• <p/*-30, y) -+-.. • = o , 
ou 

(y —ex)* (i, t) + (y — cx)xn-i(h 0 

en posant y = tx, ou encore 

{y — cx — a') ( y — CX — CL") -h - <pn-3(i,T) h - . . . = o, 
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CL' et a" étant les racines de l'équation en A, 

2(1, t) -+- X x«-s(i , 0 + ¥«-2(1, 0 = o. 

Q u a n d x et y croissent sans limite de telle sorte 

que t tende vers c, c'est-à-dire quand le point s'éloigne 

à l ' infini sur la courbe dans la direction donnée, oJ et a" 

ont pour limites les racines d' et d" de l 'équation 

en d : 

2 ( 1 , C ) — D L N - 2 ( I , C ) -+- C ) = O , 

'f.n-2(1? c ) «t c) pouvant être différents de zéro 

ou nuls, sans que les résultats suivants en soient chan-

gés, contrairement à la discussion analogue des tan-

gentes en un point double à distance finie. 

O r r a 

(y —ex —a') (y — ex _ a " ) = — ^ - 3 ( 1 , *)•••• 

Par suite, quand x et y croissent sans limite : 

Y\m(y — ex — d') (y — ex — d") = 0. 

L 'un des facteurs au moins a donc une limite nulle. 

On vérifie facilement que l 'une quelconque des deux 

droites 

y — ex — d! — o, y — ex — d" — o 

est asymptote, c'est-à-dire qu'elle rencontre la courbe 

en trois poinis au moins à l ' infini. En effet, si l'on 

coupe la courbe par une quelconque de ces droites, la 

première par exemple, on est ramené au système des 

deux équations 

d'2 ^,«-2(0?, ex -4- d') H- d ex -+-d') 

-I- ex-h d') -4- cp„_30, ex -h d') - h . . . = o, 

y = ex -+- d'\ 
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les termes de degré n — 2 de la première sont 

d'ttyn-zix, ex) -h ûT^n-aCa?, ex) -t- <pn-2<>, ex); 

le coefficient de xn~2 est 

c ) -+- d ' ln-<i(l , c)-f-cp / i_2(l, c), 

qui est nul . 

La première équation est donc au plus de degré n — 3 

et la droite considérée rencontre bien la courbe en trois 

points à l ' infini. 

Par suite, le faisceau des deux asymptotes est 

(y—ex)* ^«-2(1, c) -h (y — ex) (1, c) -h cp„_.2(i, c) = o. 

On l 'obtient pratiquement en prenant les termes de 

degré n, de degré n — 1 et de degré n — 2, en mettant 

( y — ex)2 en facteur dans les premiers, y — ex dans 

les seconds et en remplaçant dans les autr es facteurs x 
par 1 etjK par c. 

Si , dans l'équation ainsi obtenue, on remplace 

y — ex par d, on a l'équation aux ordonnées à l'ori-

gine d' et d n des asymptotes. 

Exemple. — Soit la courbe 

(x — y)2 {X -]-yy~^(x~^y)(x—y)(2y — x) 

— ( 3 x — y ) ( \ i y - + - x ) - 1 r x = 0. 

Cherchons les asymptotes parallèles à x — y ~ o. 

Prenons les trois premiers groupes du premier membre 

en y remplaçant ( x — y ) 2 par d2, x—y par d et par-

tout ailleurs x et y par 1. puisque le coefficient angu-

laire est 1. O11 a 
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Les deux asymptotes sont 
3 x — y — i = o, x — y - h - = o. 

On aurait de même les deux asymptotes parallèles 

à x -h y = o. 

Discussion. — Si d'et dP sont imaginaires, on a un 

point double isolé. Si d'et dn sont réels et distincts, on 

a deux asymptotes parallèles tangentes à l'infini à deux 

branches de courbes réelles. Si l'équation en d a une 

racine double, on a une asymptote double; la réalité 

des branches de courbe à l'infini dans ce cas sera dis-

cutée plus loin. 

Tout se passe comme si la courbe était remplacée par 

la courbe auxiliaire : 

(y—cxy^n^(x,y)-±-(y — cx)yn-,_(x,y)-+-<?n^(x,y) = o. 

Position de la courbe par rapport à son asymptote. 
— L'asymptote tangente en un point double à l'infini 

y rencontre la courbe en trois points au moins. Si les 

deux asymptotes sont distinctes, on peut écrire 

y — ex — d' 

On verrait alors, par le même raisonnement que dans 

le cas de l'asymptote simple, que le signe du premier 

membre pour x infini est celui du second membre dans 

lequel 011 a remplacé y par cx-\-df a t que le numé-

rateur de la fraction est alors un polynome de degré au 

plus égal à n — 3. Tout se passe donc alors comme si 

l'on considérait la courbe 

-+- y ) -+- <p«-3<>, y ) = o, 
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obtenue en prenant les quatre premiers groupes de 

l'équation proposée. La courbe précédente peut alors 

elle-même être remplacée par la suivante qui s'en dé-

duit : 

( y — cx — d ' ) ( y — cx)<\>n-2(x, y ) + «!>»_» (a?, y ) = o. 

Enfin cette courbe peut elle-même être remplacée par 

la courbe unieursale 

d'(y — ex — d!) <K_2(I, C) H- i c) = o. 

Ce sont ces différentes transformations qu'on opère en 

agissant comme il est dit. 

Si le degré du numérateur de la fraction obtenue 

s'abaissait au-dessous de n — 3, il faudrait alors prendre 

en plus dans l'équation le groupe (x, y ) et ainsi 

de suite; et, d'une manière générale, tout se passerait 

comme si l'on remplaçait à l'inlini la courbe proposée 

par une courbe unieursale de la forme 

d'(y — CX — d')<\>n-2(I, C) + C) = O. 

Exemple. — Appliquons ce procédé à la courbe étu-

diée précédemment 

(x—y)*(x-hy)*-h(x-hy)(x—y)(2y — x ) • 

— (3x — y ) ( i y + + I = o 

et à son asymptote x — y — i = o. On a 

__ — (x-hy)(x — y)(iy — x)-h(àx—y) (iy-+-x) — x 
(x y^j (x 

D'où 

( - (x-^y)(x—y)('?.y — x)-h(3x—y) ( i y -f- a? ) ) 
^ ( ; — ^ — — ) 

7 
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Remplaçons dans le second membre x par y -h i , il se 

réduit, tous calculs faits, à 

3 r 

ce qui, pour y infiniment grand, montre que la fonc-

tion x — y — i est du signe d e y et, par suite, qu'à 

l'infini la courbe est par rapport à son asymptote dans 

la même région que l'origine du côté des y négatifs et 

dans la région opposée du côté des y positifs. La courbe 

coupe l'asymptote au point pour lequel y = o. 

Si d' = d" = c'est-à-dire si l'asymptote est double, 

l'équation de la courbe peut se mettre sous la forme 

{y— ex — d)2 y ) -+- 3{x, y ) - h . . . = o. 

La discussion s'opère alors de la même façon que pour 

les tangentes doubles à l'origine. 

Si ( i , tout se passe comme si l'on avait 

la courbe 

11 y a rebroussement de première espèce à l'infini, dans 

la région des x positifs ou négatifs suivant le signe du 

coefficient de La courbe auxiliaire a son équation 

résoluble en y : 

V 3? <|/„_,(I,C) 

Si ( i , c) = o ou si ®n-z(Xiy) e s t identique-

ment nul, on opère d'une façon générale comme pour 

les tangentes, et le procédé pratique de calcul peut 

s'énoncer de la façon suivante : 
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On met d'abord l'équation de la courbe sous la forme 

( y — car — <]/„_,(;r, y ) -+- <p„- P (a? , 7 ) - h . . 

en remplaçant dans l'équation de la courbe ordonnée 

en groupes homogènes (y— ex)'2 par ( y — ex — d)2, 
puis en complétant l'équation par les termes ainsi 

ajoutés changés de signe- on conserve dans ce qui suit 

les groupes successifs en s'arrètant au premier non di-

visible par y — ex. 

i° Le second groupe on_p(xy) n'est pas divisible 
par y — ex. — On remplace, dans et dans on_pi 

y par e x , ce qui revient à prendre la courbe auxiliaire 

' X P - * 

Si p est impair, 011 a rebroussement de première es-

pèce ( f i g ' 1). 

F i g . 1. 

Si p est pair, point double isolé à l'infini si le coef-

cient A = — est négatif. 
< p n _ , ( i , c ) 

Si p est pair et A positif, 011 a deux branches de 

courbe tangentes à l'infini de part et d'autre de l'asym-

ptote (fig. 2). 

2° Un certain nombre de groupes sont divisibles 
par y — ex. — O11 cherche après le premier terme 

tous ceux consécutifs qui sont divisibles par ( y — ex)2 

et Ton remplace comme précédemment ( y — ex)2 par 
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( y — c x — d)* ; dans les termes qui suivent, on rem-

place de même y — cx par y — cx — rf, de façon à 

F i g . 2.-

mettre l'équation sous la forme 

(jr—cx — dpwn-tixty) 

( y c x d)<Pn-q(x, y ) -h X „ _ r O , y ) - h . . . = o. 

Dans les trois polynomes <ï>, X ainsi formés, on ne 

conserve que les groupes homogènes de plus haut degré 

et l'on y remplace y par cx. On obtient ainsi l'équa-

tion 

-+- ¿ ^ ( y — d)Vn-qO, c) = O. 

Enfin 011 décompose en une somme de carrés le trinôme 

en y—cx — d ainsi formé. S'il est carré parfait, on 

prend un groupe de plus dans l'équation. On le met 

ainsi, dans tous les cas, sous la forme 

Tout revient à remplacer la courbe proposée par la 

précédente. 

h impair. — Rebroussement de seconde espèce 

{fig. 3 ) . 
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h pair. — Point double isolé si B < o ; contact double 

F i g . 3. 

à l'infini si B > o [d'un même côté si q pair (Jig. 4)? 

Fig. 4. 

de part et d'autre si q impair ( f i g . 5)]. 

F i g . 5. 

I I I . — P O I N T M U L T I P L E D ' O R D R E p . 

La détermination des asymptotes se ferait de la même 

façon que pour le point double. L'équation est de la 

forme 

( y — cx)P<\>n-p+(y — C X ) P ~ I <\>'n_p-+-... 

-+- ( y - cvWnp-pl) + + • • • = 

En remplaçant dans les p -f- i premiers ternies y — ex 
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par rf, puis, dans les fonctions <|/, x par i et y par c, 011 

aura l'équation aux ordonnées à l'origine des asym-

ptotes. Pour avoir la position par rapport à l une des 

asymptotes y = ex -h d, on étudie comme précédem-

ment le signe du (acteur y — ex — d. 

I V . — A S Y M P T O T E S P A R A L L È L E S A U X A X E S . 

La théorie précédente ne suppose pas c ^ o et s'ap-

plique encore aux asymptotes parallèles à Ox. Dans 

les différents groupes homogènes, on remplace donc x 
par 1 et y par o. 

Exemple : 

y (y2 — a?2 ) x2 — ixy -h a y — x — o. 

O11 résout l'équation par rapport au facteur y des 

termes de plus haut degré, 

— x2-h 1 xy -h... 
y = yï-x*-

Pour y — o, le second membre se réduit à 1. L'asymp-

tote est 
y —1 = 0. 

On retrouve ainsi la règle connue pour obtenir les 

asymptotes parallèles aux axes. Pour étndier la posi-

tion de la courbe, on tire 

— x2 -+- ixy — i y -4- x ixy — i y -4- x — y2 
y _ ! _ _____ 1 _ _____ 

Pour j ' = 1, le second membre, quand x est infini, a le 

signe de — ce qui détermine la position par rapport 

à l'asymptote y — 1 = 0. 

Pour les asymptotes parallèles à O y, il suffit de 
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changer x en y et y en x dans les raisonnements faits 

pour les asymptotes parallèles à Oa;. Dans les groupes 

homogènes facteurs des diverses puissances de x , on 

remplacera donc x par o et y par i . 

V . — B R A N C H E S P A R A B O L I Q U E S . 

Pour étudier les types de branches paraboliques, il 

est plus commode de supposer (|ue la direction asym-

ptotique est celle de O x . 

Quand la droite à l'infini est tangente ordinaire en 

un point simple, on a comme parabole asymptotique 

yt- — ax. 

En coordonnées homogènes : 

yi = ax t; 

sous cette forme, 011 voit que t — o rencontre en 

deux points : c'est la forme ordinaire des paraboles 

du second degré. 

y3 == ax2t donne un poinl d'inflexion sur la droite 

à l 'infini, ¿ = = 0 , qui rencontre en trois points con-

fondus. Les branches infinies ont la disposition de la 

figure 6. 
Fig. 6. 

y 

y*z= axt2 correspond à un point double à l'infini, 

avec rebroussement sur la droite à l'infini (fig- 7) qui 

doit être considérée comme une tangente double. 

En général, le genre yp= axP~{ t correspond à une 
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branche simple du type des branches paraboliques du 

second degré, ou du type de la figure 6, suivant que p 
est pair ou impair. 

Fig. 7. 

Le type yP = axP~2t2 correspond à un point double 

à l ' infini; si p est impair, 011 a la disposition de la 

figure 7 ; si p est pair, par exemple, 

y* = act?2. 

Pour a o, on a quatre branches paraboliques 

y* = ± x y/â, 

symétriques par rapport h Oy. 
Pour y 6 = a x 4 , on aurait quatre branches du genre 

y 3 = kx2, 

symétriques par rapport à O y. 
On voit aisément comment on étudie le cas général 

correspondant à 
yf>= axP-i. 

Nous allons nous proposer d'étudier, pour une direc-

tion quelconque, le genre de la branche parabolique et 

son amplitude par la grandeur du coefficient a . 

Le même procédé permettrait de trouver le plus 

souvent une parabole d'équation simple asymptote à 

la courbe proposée, et la position par rapport à cette 

parabole ; mais ce procédé n'est pratique que dans le 

cas d'une branche parabolique du premier ou du second 
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type. On peut, dans le cas général, placer exactement 

la branche parabolique, sans qu'il soit nécessaire d'avoir 

une parabole asymptote. 

Nous supposerons d'abord que dans une direction 

donnée, y— mx = o, la droite de l'infini est seule 

tangente à la courbe à l'infini, c'est-à-dire qu'il n'y a 

pas de branche hyperbolique dans la même direction. 

I. Droite (Je Vinfini tangente en un point simple. 
— L'équation de la courbe est de la forme 

(y — mx)P y) -+- On-^x^y) H- <p*- 2 (a?, y ) • •= 

avec la condition ( i , m) ^ o. La droite de l'infini 

rencontre la courbe en p points confondus; il y a 

inflexion graphique ou point méplat à l'infini suivant 

que p est impair ou pair et supérieur à 2, contact 

simple si p = 2. 

Toute courbe de la forme 

(y — mx)P-h IxP-1 = o 

a en commun, avec la courbe donnée, p points à l'in-

fini au point considéré; cherchons à déterminer), par 

la condition qu'un (/? + i ) l è m e point commun s'éloigne à 

l'infini. La courbe ainsi obtenue aura, par rapport à la 

droite de l'infini, même position que la courbe donnée 

et servira de courbe auxiliaire pour caractériser la 

forme de la branche parabolique à étudier. On peut 

écrire 

<?n-i(x,y) = {y — -+- A.xn~l, 

A étant un coefficient numérique non nul. Soit de 

même 

tyn-p(x,Y) = (y - mx) yn-P-\(x,y) BX"-P. 
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L'équation de la courbe donnée peut être remplacée par 

— \ x P — m x) Xn-P-i(or,y) -h Bar»-/'] 

-h ( j — ma?) -f- kxn~l->r.. . = o. 

Déterminons À par la condition que 

A = XB. 

Cette équation devient 

( y — mx) [— \xP~i yn-p^(x,y) -f- yji-<t{x, y)} 

et la courbe donnée a bien, avec la courbe auxiliaire, 

p -f- i points au moins communs à l'infini. 

Pratiquement, on remarque que A J w _ i et Bx n ~P sont 

les restes des divisions de et de ù 

ri—p p&r y—nuej 

c'est-à-dire les résultais de la substitution de mx à j 
dans ces polynomes et l'on oblient la courbe auxiliaire 

par le procédé de résolution déjà employé pour les tan-

gentes à l'origine et les asymptotes. On écrit 
i y - m x y - - * » - } 1 * ' ^ - . 

J ' _ tyn-p{T,y) 

La courbe auxiliaire est alors 

/ w , < p « - i ( # , / n x ) C p w _ t ( i , m ) ( y — mx)i> — ¡i . = — y-xP-1. 
mx) ^«--1(1, m) 

courbe unicursale. Si f) est pair, il y a à l'infini 

deux branches de courbe de part et d'autre de la 

droite y — mx = o et toutes deux du côté des x posi-

tifs ou du côté des x négatifs. Si p est impair, il y a 

inflexion à l'infini, les deux branches sont l'une du côté 

des x positifs, l'autre du côté des x négatifs, toutes deux 

d'un même côté par rapport à la droite y — mx — o. 

La courbe auxiliaire précédente fixe le genre de la 
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branche parabolique considérée et permet de lui donner 

la même amplitude que celle de la parabole asyinpto-

lique. La recherche d une parabole asymptote n'est 

possible pratiquement que dans les cas simples, par la 

détermination de la limite de ( y — mx)P -\-\xP~K. 

On peut trouver la position par rapport à la courbe 

auxiliaire de la manière suivante, si l'on a besoin d'étu-

dier plus complètement la-branche de courbe consi-

dérée, en opérant toujours d'une manière analogue à 

celle qu'on emploierait pour une courbe unicursale. 

On peut écrire 

( y — mx)P-h \xp~1 

___ <pn-i(g,y) — ixr-* y)•+-2O,r) + . . . 

11 résulte de la manière même dont X a été déterminé 

que ceci peut s'écrire 

( y — mx)P-f- XxP-i 

_ ( y — mx) <Pn-2(x,y) -h yn-j(x,y) -h... 

Pour les valeurs de x et de y infiniment grandes, si 
m ) y*- o, le second membre, donc aussi le pre-

mier, sont du signe de 

, <i>„_2( 1, m) 
— ( y — mx)xP~ m) 

et l'on voit ainsi dans quelles régions du plan sont les 

branches de la courbe donnée par rapport à celles de 

la courbe auxiliaire. Si ^,¿-2(1, w ) = o, on a 

= (y*— mx)^q(x,y) 

et le signe est celui de 

X . Q ( I , 771 ) — ( y — mx)a-+"1 XP-« , v ; • 
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Enfin, si &n_2(x, y ) est identiquement nul, on opère 

de même sur le groupe suivant y) du numé-

rateur. 

Exemple. — Soit la eourbe 

( y — 2 X ) 2 (x — jk)2-H (x2-+-y2) {x -hy) - h . . . = o, 

on a 

La courbe auxiliaire est 

{y — 2x)2 = —\5x1 

parabole ayant ses branches infinies du côté des x néga-

tifs. 

L'équation de la courbe peut s'écrire 
{ y _ 1 5 * = -

{oc—y)2 

__ ( y — 2x) (y2— 22xy-h 7 X 2 ) . . . 
~ (x— y)2 

Le second membre est du signe de i 3 ( y — ce 

qui fixe la position de la courbe au-dessus et au-dessous 

du diamètre y — 2.2? = 0, par rapport à la parabole 

asympto tique. 

IL Droite de l'infini tangente en un point mul-
tiple. — ( y — ax)P étant en facteur dans les termes 

du plus haut degré, supposons que le point correspon-

dant soit de multiplicité q </>• Cela veut dire qu'en 

remplaçant y par ax -l'équation en x est de 

degré p — q. 
Le genre de la branche parabolique est celui de 

yp= A XP-9 
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et, dans le cas qui nous occupe^ 

(y— ax)P = A xp-9. 

Proposons-nous de déterminer le signe et la valeur 

numérique de A , quand x et y augmentent indéfini-

ment, ^ prenant la valeur a . 

Pour qu'il n'y ait pas de brandies hyperboliques, il 

faut que, si l 'on coupe par y — ax -f- X, l 'annulation 

du coefficient de la plus haute puissance de x ne donne 

pas de valeurs finies pour X, c'est-à-dire que ce coef-

ficient se réduise à une constante. 

y — ax peut être en facteur dans plusieurs groupes 

homogènes; il faut cependant que les groupes conte-

nant ce facteur ne contiennent pas, en dehors de ce 

facteur, des termes de degré supérieur ou égal à p — 
sans quoi il y aurait une ou plusieurs branches hyper-

boliques. 

Nous allons le montrer sur un exemple : 

Soit la courbe 

x 3 ( y — 'ix)k— ( y — ix)3 ( y -h x)3 

-h ( y — ix)2x3 — xy3 -+-y'* — x2 = o. 

Si l'on coupe par y — i x = \ l 'équation s'abaisse 

au quatrième degré; il y a point triple à l ' infini. 

Pour que l'équation aux x de rencontre ait une 

racine de plus infinie, on annule le coefficient de la 

plus haute puissance de x , c'est-à-dire, dans ce cas, 

le coefficient de xh. Pour qu'il n'y ait pas de valeurs 

finies de X satisfaisant à cette condition, il faut que le 

coefficient de xh soit une constante, ce qui a lieu parce 

que les facteurs multipliant y — i x ne sont pas de 

degré 4 î il est, évident que, si l 'on mettait, par exemple, 

( y — ix)2xk au lieu de ( y — 2x)2x3, il y aurait une 
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asymptote à distanee finie, donnée en annulant le coef-

ficient de x* : 
X - H 8 = o. 

Reprenons la courbe proposée. On peut écrire 

(y — ixf 

__ (y — a a?)3 (y -h x j3 — (y — ix)2xz-h xyz — y^-h x2 

xz 

D'après un raisonnement déjà fait, pour x et y infinis, 

quand ~ tend vers 2, le second membre se réduit au 

rapport des plus hautes puissances de x : 

xz 

La branche parabolique a pour position et pour ampli-

tude celle de la parabole 

(y — ix)'+ = — Sx. 

Dans le cas général, 

RO, r) 4 k (y — ax)i>= , • = A-rP ^-j- ; 

la parabole asymptotique est ainsi déterminée. 

Pratiquement, on considère seulement les termes 

de plus haut degré ne contenant pas y — ax en fac-

teur. On forme le rapport de ces ternies au coefficient 

de ( y • — a x ) P \ on cherche la valeur de ce rapport 

quand y est remplacé par a x , au numérateur ou au 

dénominateur, en ne conservant que les plus hautes 

puissances de x. 

Cas de branches hyperboliques et paraboliques 
dans la même direction. — On cherche d'abord les 
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asymptotes des branches hyperboliques et la position 

de la courbe, comme il a été dit précédemment, sans 

s'occuper des branches paraboliques; connaissant la 

multiplicité du point à l'infini et le nombre des points 

restant comme contacts avec la droite à l ' infini, on en 

conclut le genre des branches paraboliques à étudier, 

c'est-à-dire le type de la branche parabolique asympto-

tique à déterminer. 

Reprenons l 'exemple précédent, modifié comme nous 

l'avons dit, pour qu'il y ait une branche hyperbolique, 

(y — 'ïx)** — (y — i x ) 3 ( y -+- x)3 

-h ( y — 2x)x^— xy3-hy'*— x2 = o, 

on étudierait, par les procédés employés pour les 

branches hyperboliques, la position par rapport à 

l'asymptote ordinaire 

y — IX —— 8. 

La droite à l 'infini reste tangente double; il faut donc 

chercher une parabole asymptotique de la forme 

( y — ix)3 = \x. 

Posons A = A 3 pour simplifier l 'écriture : 

i 
y — ix -h A x3. 

Il faut déterminer A pour que cette parabole rencontre 

la courbe en un point de plus à l ' infini, en annulant 

le coefficient de la plus haute puissance de x dans 

l'équation aux x de rencontre. 

Il est évident que ce coefficient ne pourra provenir 

que du premier terme x*(y — ix)h et du terme 

( y — ix)xk-, dans le cas général, il est aisé de voir 

également le résultat de la substitution. T o u t revient 

donc, dans la pratique, à considérer le groupe de termes 
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correspondíant, soit ici 

( y — ix)4ír3-h ( j — ix)x¡>= o, 

ce qui donne la parabole asymptotique 

( y — ix)z-+- x == o, 

et permet de fixer la position de la courbe. 

Le plus souvent, la simple inspection de l'équation 

permet de déterminer la parabole asymptotique, parce 

que l'élude des points sur la droite à l'infini donne 

exactement le type de la branche parabolique étudiée. 

Le procédé est particulièrement simple dans le cas où 

la direction asymptotique est Ox ou Oy. 

[M22e] 

SUR m THÉORÈME DE CIIASLES ET D'AREL; 
PAR M. H. L A U R E N T . 

On connaît ce théorème de Ghasles : 

Si à une surface algébrique on mène des plans 
tangents parallèles à un plan donné P, le centre 
des moyennes distances des points de contact reste 
Jixe quand on fait varier le plan P. 

On sait que Ghasles pensait que son théorème ne 

pourrait pas être démontré par l'analyse, on sait aussi 

que Liouville en a donné une démonstration analy-

tique, mais en imaginant une nouvelle méthode d'éli-

mination qui d'ailleurs est très intéressante en elle-

même. Je me propose dans ce qui suit de donner une 

nouvelle démonstration du théorème de Ghasles : i° en 
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Tétendant à l'hyperespace ; 2° en montrant que, même 

dans l'espace à trois et à deux dimensions, il est en-

core susceptible d'être considérablement généralisé ; 

3° en montrant qu'il n'est qu'un cas particulier du 

théorème d'Abel. 

Les quelques lignes qui suivent sont extraites d'un 

travail sur la pangéométrie que je me propose de pu-

blier un jour quand les circonstances me le permet-

tront. 

Soit f ( x i , . . . , xn) un polynome entier e n ^ , . . . , xn. 

Considérons la surface représentée par l'équation 

(i> / = o 

dans l'espace à n dimensions, menons-lui les plans 

tangents parallèles au plan 

lx X\ H- -+-...-!- l n x n = o, 

les points de contact seront donnés par la formule ( i) 

et les suivantes : 

df . i _ d f • i _ _ àf . 3 . — -t . ¿2 = • • > — "î • ln> 
O X \ O X 2 O X N 

Posons 

dxi J l ' dxidxj J l j ' 

enfin, désignons par s les rapports (2), les équa-

tions (1) et (2) pourront être remplacées par les sui-

vantes : 

( 3 ) / = O, f \ — sl\ = O, f n sln = O. 

Considérons les l comme des variables indépen-

dantes et différentions ces équations, nous aurons : 

/ , dx 1 -4- /*2 dx 2 -4-...-+-/» dxn = 0 , 

fiidxi -+- 2 - f - . . .-f- f x n d x n - f - ¿1 ds — sdli = o, 
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d'où, en résolvant par rapport à dx, et en appelant D 

le déterminant, 

d(xu xn, s) 
l'on tire 

le degré de D par rapport à s, x^ ..., xn est, en appe-

lant m le degré de / , 

m — i -+- ( m — 'i) n — mn 4-m — m — i = 8 ; 

le degré du facteur de ^ dans le second membre est 

o — (m — i), donc, en vertu d'un théorème bien connu 

de Jacobi, si l'on ajoute toutes les équations analogues 

à (4) et relatives à toutes les solutions des équa-

tions (3), on aura 

X d x x — o, de même o. 

On voit donc que le centre des moyennes distances 

des points de contact des plans parallèles au plan 

lK xK -f- ... -f- lnxn — o ne dépend pas des coefficients 

l\, /2? • • •-> l/f C'est le théorème de Chasles qui se pré-

sente comme un cas particulier du célèbre théorème 

d'Abel. 

Il y a plus, ce théorème de Chasles peut être consi-

dérablement généralisé, même pour l'espace à deux ou 

trois dimensions, et, en effet, de ce que dans la for-

mule (4) le coefficient de ~ est de degré 8 — (m — i), 

il en résulte, non seulement que Hdx est nul, mais 

encore que 2 H d x = o. 

Pourvu que H soit un polynome dont le degré v tel 

que 
o — (m — i) 4- p < ô 
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ou que 

v < m — i. 

Si donc m est au moins égal à 3, 

Sa?2, •••> 

seront constants, c'est-à-dire indépendants de , •. 

il en sera de même de 

S(arJ -h ... + ¡ r £ ) , 

ce qui constitue autant de théorèmes de géométrie; en 

particulier, on voit que : 

Si Von mène à une surface les plans parallèles 
à un plan donné, la somme des carrés des rayons 
vecteurs des points de contact issus d'un point fixe 
sera constante quelle que soit Corientation des plans 
tangents. (Ce théorème n'est pas vrai pour les sur-

faces du second degré.) 

Si m est au moins égal à 4, Z x * x 2 l . . . seront 

également indépendants des quantités /f, /2, . . m a i s 

ces théorèmes sont moins intéressants parce qu'ils 

sont moins susceptibles d'une interprétation géomé-

trique. 

Voici quelques énoncés de théorèmes qu'il serait 

peut-être difficile de démontrer par les procédés ordi-

naires de la géométrie : 

i° Si l'on mène des plans tangents parallèles à une 

surface du troisième degré ou de degré supérieur, la 

somme des cariés des cordes qui joignent les points 

de contact deux à deux est indépendante de l'orienta-

tion de ces plans ; 



2° Si l'on considère une surface et les points où le 

produit des rayons de courbure principaux a une va-

leur donnée, ainsi que l'angle de sa normale avec une 

droite fixe, le centre des moyennes distances de ces 

points aura une position indépendante de ces valeurs 

données. 

3° Les mêmes choses étant posées, la somme des 

carrés des cordes joignant les points en question deux 

à deux sera constante. 

4° Si l'on considère des surfaces de même degré en 

nombre n — i dans un espace à n dimensions et si on 

leur mène des plans tangents passant par un point 

donné P, le centre des moyennes distances des points 

de contact sur chaque surface restera fixe quand on 

fera varier le point P. 

5° Si l'on considère une surface 

ont des valeurs données, le centre des moyennes dis-

tances de ces points ne variera pas quand on fera va-

rier A 4 / et A 2 / . 

Le lecteur pourra inventer ainsi une foule de théo-

rèmes, relatifs, par exemple, à des familles de courbes 

ou de surfaces. Ce qui précède suffit pour montrer 

tout le parti qu'on peut tirer de la méthode que nous 

venons d'indiquer. 

f ( x , y , z ) = o 

et les points où les deux paramètres 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 9 0 6 . 
COMPOSITION DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE ET MÉCANIQUE. 

S O L U T I O N PAR M . P H I L B E R T DU P L E S S I S . 

On considère un système d'axes rectangulaires 
fixes, O x , Oy,Oz, et, dans leplan ^ O y ,un cercle (C) 

de rayon 1 m a animé d'un mouvement de trans-
lation, dans lequel son centre C décrit dans le sens 
de la flèche F , et avec une vitesse angulaire 

(i — m) G), un cercle de centre O et de rayon 1 m a. 

En même temps que ce cercle (C) se déplace, un 
point P est mobile sur sa circonférence, et la par-
court dans le sens de la flèche f avec la vitesse an-
gulaire (i -h m)(o. Il décrit ainsi une courbe (E) 
(.Epicycloïde). 

Fig. i . 

Les quantités a, co, m sont trois constantes posi-
tives, dont la dernière est moindre que l'unité. 

I. On demande d'exprimer en fonction du temps 
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t, les coordonnées x, y du point P, sachant qu'à 
Fépoque t — o les points C et P sont tous deux sur 
la partie positive deOx, P à la distance a du point C. 

II. Le point P est la projection d'un point M, mo-
bile dans Vespace : on demande d'exprimer sa 
cote z en fonction du temps ty sachant qu'elle est 
nulle à Vépoque t = o, et que la vitesse v de M fait 
avec Vaxe Oz un angle constant 8 quelconque 
d'ailleurs. 

On montrera que la trajectoire ( K ) du point M 

s'obtient en coupant le cylindre dont (E) est la sec-
tion droite par un ellipsoïde de révolution autour 

de Oz : — - — = i, où la longueur b varie 
avec 0. 

On introduira, au lieu de 6, la constante b dans 
la représentation de la cote z du point M. 

III. Calculer la grandeur et les cosinus direc-
teurs a, ¡3, y de la vitesse v du point M, ainsi que 
C arc de la courbe ( K ) parcouru par ce mobile pen-
dant le temps t. Exprimery en jonction du temps> 
le rayon de courbure R de la courbe (K) , et vérifier 
que la vitesse lui est proportionnelle. 

IV. Après avoir formé l'équation du plan oscu-
lateur de la courbe (K), on démontrera quey à une 
époque t, tous ceux de ces plans qui correspondent 
aux diverses courbes (K) qu'on obtient en faisant 
varier b, passent par une même droite A du plan 
xOy. 

V. Montrer que9 lorsque t varie, cette droite A 
enveloppe une épier cloïde (E') homo thé tique à celle 
que décrit le point P' diamétralement opposé au 
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point P dans le cercle (C) . — Faire voir que la 
courbe (E') a pour développée Vépicyloïde (E). 

I. Au bout du temps t, les coordonnées du centre G, 

rapporté aux axes fixes O x et Oy, sont : 

(i m)a , (i m)a . , 
cos(i — m) bit et s i n ( i — rn)uit, 

celles du point P, rapporté aux axes menés par C pa-

rallèlement à Ox et 0 y , 

(i — m)a , K (i — m)a . , — c o s ( i - f - m)u> t e t s i n ( n - m ) c o £ . 
2 2 

Les coordonnées de P rapportées à O x et O y sont 

donc 

i x = - [(i - h / n ) c o s ( i — m)iùt - f - ( i — m) c o s ( i H - m ) u > i ] , 
o l 

f y — - [( i -h m) s in ( i — m)u> t -+-(i — m) s i n ( i — m)u> 

qu'on peut encore écrire 

( x = a ( c o s o > i c o s m i x t t -+- m s in co t sin mo>t), 
l1 bis) \ , . 

( y = a( s i n w i c o s m coi — m c o s w t s in m o>t). 

II. On tire immédiatement de là 

; dx 

(2) 

= — a(i — m2) co sin co t cos m co 
dt 

f ^ = a ( i — m2 ) co cos co t cos m co t, 

et, par suite, pour la vitesse u du point P, 

Mais, puisque la vitesse du point M fait l'angle 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Juin 1906.) 18 
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constant 6 avec MP, on a 

dz u a{\ — m2) u) 
( o ) — = ——T- = — — c o s mut, v ' dt tangÔ tang0 ' 

et, par suite, en intégrant et tenant compte de ce que 

z = o pour t = o, 

//x — r n ï ) . 
(4) z— — sin mu)t. 7 m tang6 

Or, des formules (i bis), on tire immédiatement 

( 5 ) x2 -4- y2 = a2 (cos2 mm t -+• m2 sin2 m bit). 

Donc, 

x2~\-y2 , . „ /n 2 tang 2 0 „ 

et l'on voit que l'on a bien 
X2-hV2 z2 

1 — I 
a 2 b2 

si l'on pose ) 

(6) m tang ( 

Remplaçant tangO par sa valeur tirée de là dans (4), 

on a 

(4 bis) z — b i — w 2 s i n m w t. 

III. On a maintenant pour la vitesse v du point M 

, x i dz a{i — m2)ta 
( 7 ) V — j. — = r—r COS m (Si t 
w / cos 6 dt sin 6 

(*) U est facile de voir que, si Ton pose m — coscp, cp est l'ano-
malie excentrique des points de rebroussement (points les plus 
hauts) de la ligne d'égale pente tracée par le point M sur l'ellip-
soïde de révolution. 



( 2 7 5 ) 

et pour ses cosinus directeurs 

I i dx . . . 
1 a = — — — sin o sin co t. 
I v dt ' 

(8) <B = - ^ Z = sin6 cos v 1 r v dt 

i dz 
Y = r - = C O S 0 , ] v dt ' 

cette dernière expression fournissant une vérifica-

tion (<). 

Quant à l'arc de courbe, vu les conditions initiales, 

il est donné par 

C * a ( i — m 2 ) . 
(Q) s = I vdt — — —sin/raa>£. KJ/ Jo m sin6 

Si maintenant a', ¡3', y7 sont les cosinus directeurs de 

la normale principale, on a 

v . dx . . 
^ a = -=- = — wsin9cosa>£, 
K dt 

v n, . A . 
— p = = — to sin 0 sin a) t, 

R ^ ~ dt =*°' 

d'où, faisant la somme des carrés et tenant compte de 

ce que a'2 + 3'2 + y'2 = i , 

( io) r̂ = a) sin6, 
K 

(*) Si, dans ces formules et dans les suivantes, on voulait intro-
duire b au lieu de 6, il suffirait de remarquer que de (6), qui peut 

,, . ^ a. — m 
s ecrire tangO = , on tire 

bm 

a di — tri fl rnb v cos6 = — 
v V ( i — m 2 ) + 62 m 2 s]d'il — m 2 ) + 6 W 
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et, en rapprochant de (7) , 

/ , r» m 2 ) 
(11) K = r——-—-cos mm t. 

sin2 0 

On a, en outre, 

a ' = — cosco t, — sin toi, y ' — o . 

IV. Le plan oscillateur au point (x, y, z) a pour 

équation 

A X + B Y - f - CZ = C x + B y + C z 

avec (puisqu'il contient la tangente et la normale prin-

cipale) 
A B C 

PY'—P'Y " T a ' ~ ï ' a a?' — 
ou 

A B G 

cos 0 sin toi — c o s 0 cos coi sinO 

ou encore 
A B C 

sin toi — c o s toi tangO 

Or, si l'on multiplie les formules (1 bis) respective-

ment par sin coi et — costo/, la formule (4) par tangÔ, 

et si l'on additionne, on a 

(12) x sin toi — y costoi s tangO = — s i n m t o i . 

C'est donc là l'équation du plan oscillateur, si l'on y 

regarde x , y , z comme des coordonnées courantes. 

La trace A de ce plan sur le plan Oxy est 

a . 
(13) .r sin t o i — y costo t = — s i n m toi, 

indépendante de 9, donc de b. 

V . Pour avoir l'enveloppe de cette droite A, il faut 

éliminer / entre cette équation ( i3) et sa dérivée par 
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rapport à i, qui peut s'écrire 

0 4 ) x costo t -hy sin w i — a cos m a> t. 

Au lieu d'éliminer t, on peut représenter cette en-

veloppe paramétriquement en tirant de là 

a 
x — —( sin to t sin rniùt mcoswi cos m toi), 

m 7 

a . y — — ( — c o s a ) i sin to i -+- m s in to i c o s m co i ) . 
m ' 

Or, pour avoir le lieu du point P' diamétralement 

opposé à P dans le cercle (C) , il faut dans les for-

Fig. 2. 

mules (i bis) remplacer coi et mwi par ces mêmes an-

gles augmentés de ce qui donne précisément les der 

nières formules écrites, à cette différence près que 

c'est a au lieu de ~ qui figure en dehors de la paren-

thèse. 
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Donc l'enveloppe de A est une épicycloïde (E') ho-

mothétique de celle que décrit le point P' par rapport 

à l'origine O , le rapport d'homothétie étant 

Remarquons maintenant que la droite ( i 3 ) , qui 

passe par le point où A ( i 3 ) touche son enveloppe, est 

perpendiculaire à cette droite; c'est donc la normale à 

(E'), et son enveloppe s'obtient en éliminant t entre 

(14) et sa dérivée par rapport à t 

(15) a ? s i n u > £ — y costo t = am s i n m w i . 

Or, on voit immédiatement que, si l'on tire x et y 
de ( i4) et ( i 5 ) , on retombe sur les formules (i bis), ce 

qui montre que la développée de (E') se confond avec 

le lieu de P. 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E . 

I. La vitesse relative du point P [tangente au 

cercle (C)] et sa vitesse d'entraînement (équipollente à 

celle de C , par suite, perpendiculaire à O C ) sont toutes 

deux égales à — ^ )cna ^ Leur résultante, vitesse ab-

solue de P, est donc dirigée suivant la bissectrice PT 

de leur angle, T étant le point où le rayon O C pro-

longé rencontre le cercle ( C ) . Par suite, la normale à 

la trajectoire (E) de P passe par le point [ diamétrale-

ment opposé à T , et, comme ce point I est le même 

quel que soit le point P choisi sur (C), c'est le centre 

instantané de rotation du cercle sur lequel serait mar-

qué le point P. Le lieu de ce centre I sur le plan du 

cercle (C) est ce cercle lui-même ; sur le plan fixe, c'est 

le cercle de rayon 0 1 . Donc, le mouvement de P peut 

s'obtenir par roulement du premier de ces cercles sur 
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le second, et la courbe que décrit ce point est une épi-

cycloïde (E). 

On peut remarquer, en outre, que, d'après l'énoncé 

&OCÎ = (i — m)<ot, &LP = (i -hm)iot, 

d'où l'on déduit 

ICP^= imiùt. 
Et, comme 

0 1 = O C — C P = ma, 

on vérifie immédiatement l'égalité des àrcs P^I et IP' 

donnés respectivement par 

arc Pq I = ma(\ — m)oit 
et 

(i — m)a 
arc IP = - — i m u a t . 

2 

Remarquons encore que l'on a 

O T = O G -+- G P = a 
et 

trp^ 
P I T = — — = M U T ; 

2 

d'où l'on déduit 

PKx^xOè-hPVT'== ta t. 

II. La vitesse absolue u du point P, dirigée suivant 

P T , fait avec la vitesse relative, dirigée suivant la tan-

gente en P au cercle ( C ) , un angle égal à PIT ou mtùt. 

Et , puisque, comme nous venons de le voir, la vitesse 

d'entraînement est égale à la vitesse relative, c'est-à-dire 

, a(\ — m2 )LD 
a _i — , nous avons 

'JL 

a2(i — m2)2u>2 . 
U 2 = 2 ; ( i - f - C 0 S 2 m O I T ) 

4 

= a2(i — m2 y a)2 cos2/ntoi. 
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Or, la vitesse v du point M fait avec sa projection u 

un angle constant égal à ~ — 9; on a donc 

a o) ( i — m2 ) 
v = :—- c o s m oj t. 

si ti 0 

C'est la formule (7) ci-dessus. Pour en déduire z , il 

suffit de remarquer que, le lieu du point M étant une 

hélice, on a 
dz — = v c o s t ) : 
dt 

d'où, par intégration, la formule (4). Pour faire voir 

que l'hélice en question se trouve sur l'ellipsoïde ci-

dessus défini, il suffit donc d'établir directement la 

formule (5) . Or, rien n'est plus simple ; abaissons, en 

effet, de O la perpendiculaire O H sur P T ; cette perpen-

diculaire fait avec O C un angle égal à PIC ou m w i , et 

l'on a 

X * = 0 P 2 = Ô H 2 H - I I P 2 

= O T c o s 2 m u ) t 4- 0 1 sin2/?iu>£ 

= a 2 cos2 m a) t -h m2 a2 sin2ma>£. 

C'est précisément la formule (5) . 

III. La formule (7) vient d'être obtenue. Il suffit de 

remarquer qu'en vertu d'une propriété connue de l'hé-

lice, on a 
z 

S — 77 > 
cost) 

pour déduire de (4) la formule (9). Reste à obtenir 

les formules (8) et (10). Or, rien n'est plus aisé géo-

métriquement. En effet, la projection P T du vecteur 

vitesse fait avec O x un angle égal à - 4- toi, et, d'autre 
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part, ce vecteur fait lui-même avec O s un angle égal 

à 9. On a donc 

a = sin6 cos ^ + w i j = — sin 8 sin toi, 

p = sin6 sin -+- to = s i n ô c o s t o i , 

Y = cos6. 

Ce sont les formules (8). De plus, la considération 

de l'indicatrice sphérique (ici un cercle parallèle au 

plan Oxy) donne immédiatement pour l'angle de con-

tingence de 

dt — sin 0 + w i j = w sin 6 dt. 

D'où 
ds 

^ _ ds dt _ « 
dz dz tosinO 

~dt 
C'est la formule ( io) . 

IV. Le plan osculateur à l'hélice décrite par le 

point M contenant la normale principale, c'est-à-dire la 

normale au cylindre mené p a r ( E ) parallèlement à O z , 

normale qui se projette sur O x y suivant P K , a pour 

trace sur ce plan Oxy, la parallèle à PK (c'est-à-dire la 

perpendiculaire à PT) menée par le point V où la tan-

gente à Thélice rencontre Oxy. Or, la sous-tangente P V 

étant égale à l'arc PP0 de l'épicycloïde (E) décrite par P , 

est indépendante de l'angle 9 de l 'hélice, et, par suite, 

il en est de même de la trace du plan osculateur. 

D'autre part, puisque le plan osculateur a pour ca-

ractéristique la tangente, la trace de ce plan osculateur 

touche son enveloppe au point V où elle est rencontrée 

par cette tangente. Ceci montre que Y P est normale à 

cette enveloppe qui est, par suite, une développante 

de (E). 
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Reste à faire voir qu'elle est homothétique de l'épi-

cycloïde décrite par le point P', par rapport au point O. 

Or, la sous-tangente P V est donnée par 

P V = z tang0 

ou, en vertu de la formule (4), par 

aii — m2) . 
P V = — sin mm t. 

On a donc 

T V = P V — P T 

a ( 1 — m2
 ) . 

sin mm t — ail — m) sin mmt 
m 

a(\ — m) . s in m to t. 

Mais, d'autre part, 

Par suite, 

I C P ' 
IP' = '¿IC sin = a i l — m) sin m to t. 

1 v 7 

I X - ± . 
I P ' ~~ m ' 

comme, d'ailleurs, T V et IP' sont parallèles (comme 

perpendiculaires à PI), et que Ton a aussi 

PI - 1 
01 ~ m ' 

on voit que les points P7 et V sont en ligne droite avec 

le point O, et que l'on a 

OV _ 1 
O P ' ~ m ' 

ce qui démontre la proposition annoncée. 

Remarque. — En vertu de la construction de Savary, 

ou mieux d'Euler, le point Q est le centre de courbure 
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de l'épicyeloïde (E). Or, le triangle O P ' C , coupé par 

la transversale PIQ, donne 

Q O P P ' IG _ 

Q P ' P C 1 0 

d'où 

O Q _ P C 0 1 _ r ma _ i — m 
Q P ' ~ P P ' IG ~ 2 (i — m)a ~~ m 

et 
O Q 

Par suite, en vertu de la dernière égalité obtenue, 

ÔV = m ' 

d'où ce théorème connu que la développante et la dé-

veloppée d'une épicycloïde sont homothétiques. 

BIBLIOGRAPHIE. 

I N I T I A T I O N M A T H É M A T I Q U E . — Ouvrage étranger à 

tout programme, dédié aux amis de l'Enfance, par 

C.-H. Laisant, i vol. in-12 de v m - 1 6 7 pages avec 

97 figures. Prix : 2 fr. Paris, Hachette et C i e . 

Le petit volume que publie aujourd 'hui M. Laisant a pour 

but de montrer comment on peut éveil ler le goût des m a t h é -

matiques chez les enfants même les plus jeunes. L 'auteur avait 

soutenu la possibil ité de cet éveil dans une conférence faite il 

y a plusieurs années, et des esprits non moins excel lents que 

le sien partageaient sa manière de v o i r ; toutefois, l 'enseigne-

ment restait ce qu'il était et l'on abordait (d 'ai l leurs, on aborde 
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t o u j o u r s ) la science par l 'aspect le plus rébarbat i f qui se puisse 

imaginer. 

Voici le moyen d' intéresser les jeunes, même les tout petits, 

de leur faire voir combien il est facile de s 'amuser, avec des 

bâtons, des al lumettes, des billes, des haricots , des papiers 

découpés, voire une règle et un compas pour tracer des figures 

simples dont la symétrie sera pourtant bien remarquable et 

intéressante. S'il est vrai que Pascal a reproduit de lu i -même, 

et seulement avec des données e x t r ê m e m e n t vagues, les pre-

mières propositions de la géométrie, c'est probablement en 

agissant et réfléchissant ainsi, non en enchevêtrant des raison-

nements aussi r igoureux qu 'ennuyeux. 

M. Laisant commence par une foule de petits exercices 

qui peuvent conduire à la connaissance de la numération. Il 

est bien entendu qu'il ne doit pas d 'abord être question de ce 

mot. On fait des fagots d 'al lumettes, on met les fagots en 

bottes ou en boîtes. On se sert encore de je tons de couleurs 

différentes pour représenter les unités, les dizaines, les 

dizaines de dizaines, etc Les opérations ari thmétiques 

s 'exécutent dans les mêmes conditions, la table de multiplica-

tion nous apparaît dans toute sa simplicité, mais non sans que 

l'on puisse en voir bien des curieuses propriétés, par exemple , 

la possibilité de la former sans écrire de chiffres sur du papier 

assez finement quadri l lé . 

Dès que l'on a fait connaissance avec les chiffres p r o p r e -

ment dits, M. Laisant ne parait pas être d'avis que l 'on fasse 

beaucoup d'opérations abstraites sous prétexte d 'exercice. On 

peut en faire qui sont amusantes , où par e x e m p l e les chiffres 

du produit offrent une symétrie remarquable ou reproduisent 

à l 'ordre près c e u x du mult ipl icande. 

On fera connaissance avec les nombres premiers, en cons-

truisant le crible d 'Ératosthêne. En découpant des gâteaux, 

on aura une première idée de la théorie des fractions. 

Maintenant, nous devenons géomètre . Il faut entendre par 

là que nous tracerons des figures. Nous ne chercherons pas à 

étudier leurs propriétés, mais nous insisterons sur tout ce qui 

saute aux y e u x . Gela nous permettra d'établir bien des points 

importants de la théorie des aires Nous arriverons même à 

résoudre complètement le problème pour les polygones sim-

ples et nous démontrerons le théorème de P y t h a g o r e . Nous 
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pourrons assembler de petits carrés, voire deux petits cubes 

et cela permettra de faire connaissance avec les nombres 

tr iangulaires, la somme des carrés , des cubes, des premiers 

nombres entiers. Voic i , dans le même ordre d'idées, le triangle 

arithmétique de Pascal et même des notions sur les progres-

sions et les différents systèmes de numérat ion. Il s'agit moins 

d 'apprendre ces résultats que de s' intéresser à leur harmonie 

et M. Laisant intéresse non sans esprit, avec une bonhomie 

anecdotique. 

V o i c i l 'histoire des grains de blé réclamés par l ' inventeur 

du jeu d'échecs, lesqùels croissent en progression géométrique 

et sont te l lement nombreux qu'il est impossible de satisfaire 

l 'apparente modestie de l ' inventeur. Une maison achetée dans 

des conditions analogues, ou un centime placé à intérêts c o m -

posés pendant quelques siècles nous montrent des résultats 

quelque peu déconcertants et capables de piquer au vif la cu-

riosité enfantine. Des gens cérémonieux peu satisfaits des 

places qu'ils occupent à table et désirant continuel lement en 

changer nous conduisent à la considération des permutations. 

Dans le domaine de la géométrie , nous nous amusons avec 

le compas, ce qui vaut bien un autre j o u e t . Nous construisons 

des cercles, des rosaces, des lunules. Nous construisons des 

graphiques et nous voyons c lairement comment doivent se 

croiser des trains, des b a t e a u x . Beaucoup de petites questions 

qui semblent créées tout exprès pour ne donner lieu qu'à des 

considérations arithmétiques obscures deviennent claires par 

la méthode graphique. Gela nous conduit même à entrevoir 

les méthodes de la géométrie analytique proprement dite. 

Le petit volume se termine par l 'étude d'un quadri l lage in-

téressant dans lequel il semble qu'on puisse compter tantôt 

64, tantôt 65 carrés. C'est un exemple de paradoxe. Voici 

aussi les carrés magiques. 

De tout cet ensemble, il faut conclure qu'on peut intéresser 

sans fat iguer . Si , mis entre les mains des enfants, il ne peut 

forcer leur attention, il sera du moins une ressource pré-

cieuse pour l 'éducateur habile jusqu 'au moment où l 'enfant 

lui-même devenu un peu plus âgé reverra avec plaisir les pre-

mières harmonies mathématiques présentées à son intell i-

gence en éveil. A . BUHL (Montpel l ier) . 
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CORRESPONDANCE. 

M. V . Jamet. — A propos de mon article sur la limite 

(i \ m 

H ) 9 publié dans les Nouvelles Annales au mois 
de janvier, je m'aperçois que le calcul final peut être simplifié 

comme il suit : sachant que les deux nombres 

\ m J \ m — 1/ 

comprennent entre eux le nombre e, chaque fois que m est un 

entier positif, la transformation 

\ m / \ m — [/ \ m — i / 

= ( lH — ) ""'H ( 1 -I \ m — i / m — i \ m — i 

montre que leur différence tend vers zéro, quand m est de 

plus en plus grand. D'où la conclusion du paragraphe final. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2020. 
I1905, p. 479-> 

On considçre tous les triangles M P Q inscrits dans un 
cercle et tels que MF et MQ aient des directions données. Le 
lieu des centres des cercles tritangents aur triangles M P Q 

se compose de quatre cercles. ( E . - N . BARISIEN.) 

SOLUTION 

P a r M . À B R A M E S C U . 

Soient I, I', r , Y" les centres des cercles inscrit et exinscrit 
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correspondants aux sommets M , P , Q. On remarque que 

l 'angle 

P M Q = const. , 

et que les milieux des arcs MP, MQ sont des points fixes A , B. 

De même 

P M Q 
PIQ = ^ -h 90° = const., 

donc le point I décrit un segment de cercle G décrit sur A B 

et capable d'un angle constant. 

De même, on a 

IA = TA, IB = 1"' B, 

donc les lieux des points I" et Y" s'obtiendront en prenant sur 

la sécante AI une longueur I"A = I A ; comme A et B sont 

fixes, les l ieux des points Iff et Y" seront des cercles égaux au 

cercle G et tangents à C aux points A et B respectivement. 

Désignant par D le point où II' coupe le cercle PMQ, on a 

id = Dr. 

Ainsi, le lieu de I' s'obtient en menant une sécante de direction 

donnée, perpendiculaire à AB ( l a bissectrice de P M Q restant 

parallèle à e l le-même) , et coupant deux cercles G et P M Q en 

des points I et D, et l'on prend extérieurement 

Dr = DI. 

Donc, le lieu de I' est un cercle ayant son centre sur la 

ligne des centres des cercles P M Q et G. 

Autre solution par M. G. PÀINVIN. 

2024. 
(1905, p. 528.) 

Soient G une cubique gauche, aar, bbcc' trois cercles 
de cette courbe, génératrices d'une quadrique qui ta con-
tient tout entière. 

Démontrer que les quatre plans (a6c), (ab'c), (a'bc'), 
{a! b'c) passent par un même point d. De même les quatre 
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plans ( a ' & V ) , ( a ' & c ) , ( a è ' c ) , (abc1) passent par un même 
point d'. La droite dd' est une corde de la cubique C , et 
les points d et d'sont conjugués harmoniques par rapport 
aux extrémités de cette corde. ( R . BRICÀRD.) 

SOLUTION 

Par M. R. B. 

Je m'appuierai sur le lemme suivant : 

Soient, sur une courbe unicursale G, (a, a') et (b,b') 
deux couples de points : ils déterminent sur G une invo-
lution dont les points doubles sont a, {3. Je dis que (a, 
(a ' , 6'), (a, ¡3) sont trois couples de points conjugués dans 
une certaine involution déterminée sur G. 

On peut évidemment supposer que G esf une conique. Il 

résulte alors de l 'hypothèse que aa' et bb' vont concourir au 

pôle de a(3 par rapport à G ; ab, a'b' vont donc, en vertu 

d'un théorème bien connu, concourir sur a^, ce qui démontre 

la proposition. 

Gela posé, les couples de points ( a , a ' ) , (b,br), (c , c ') 

de l'énoncé sont conjugués dans une involution déterminée 

sur G, et dont je désignerai les points doubles par a, (3. En 

vertu du lemme précédent, ( a , b), (a\ b') et (a , |3) sont trois 

couples de points conjugués dans une nouvelle involution. 

Autrement dit ab, a'b' et sont trois génératrices, d'un 

même système, d'une quadrique ( Q ) que contient G. 

Considérons la génératrice du second système de ( Q ) qui 

passe par le point c : elle rencontre «6, a'b' et a[3. Cela 

revient à dire que les plans (abc) et (a'b'c) passent par un 

même point d de a&. On voit de même que les plans ( a b ' c ' ) 
et ( a ' b c ' ) passent par le point d. 

On reconnaîtra de la même façon l 'existence du point d'. 
Les plans (abc), (abc'), ( a & a ) , (ab$) forment un faisceau 

harmonique, puisqu'ils sont déterminés par une même corde 

de C et par quatre points c, c', a, (J qui forment une division 

harmonique sur cette courbe. Il en est de même, par consé-

quent, des points ci, d a et (3, où ces plans rencontrent res-

pectivement la droite a|3. La dernière partie de l 'énoncé se 

trouve ainsi établie. 
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[L 2 lb] 

C O N S T R U C T I O N DE L A S U R F A C E DU S E C O N D O R D R E 

D É T E R M I N É E P A R N E U F P O I N T S OU N E U F P L A N S 

T A N G E N T S ; 

PAR M . CH. M É R A Y , 

Ancien professeur à la Faculté des Sciences de Dijon. 

1. En 1854, dans un travail d'écolier que l'hospita-

lité des .Nouvelles Annales a honoré, j'ai ébauché, 

pour toutes le§ coniques, l'emploi des merveilleuses 

méthodes dont le Traité de Géométrie supérieure de 

M. Chasles venait de faire connaître le principe et l'ap-

plication au cercle, dont son Traité des sections co-
niques devait donner en i865 le développement ma-

gistral. 

En 1860 (Annali di Matematica pura ed appli-
cata, t. III) j'avais poussé un peu plus loin, en indi-

quant des moyens tout semblables pour l'édification 

de la théorie géométrique des surfaces du second ordre. 

L'esprit de la méthode consiste à transférer simplement 

le rôle joué, pour une conique, par une paire de divi-

sions, ou de faisceaux homographiques, dans un même 

plan, à un système de deux figures corrélatives sur des 
plans de l'espace, ou de deux faisceaux corrélatifsy 

familles de droites et de plans, issus respectivement de 

deux points fixes, dont les éléments se correspondent 

de manière à tracer, sur des plans quelconques, ceux 

de deux figures corrélatives. 

2. J'ai été conduit ainsi à prendre, pour point de 

départ, deux théorèmes qui sont fondamentaux dans 

cette théorie : 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Juillet 1906.) 1 9 
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I. Le lieu de Vintersection m d1 une droite M' et 
d'un plan Oïl", homologues dans deux faisceaux 
corrélatifs, de centres o\ </, est une surface du 
second ordre qui passe par ces deux points, y ayant 
pour plans tangents les homologues <!)', O" de la 
droite 0'on rattachée successivement au second fais-
ceau, puis au premier. Et réciproquement, sauf à 
choisir convenablement les faisceaux. 

II. Uenveloppe du plan Oit déterminé par un 
point m! et une droite M", homologues dans deux 
figures corrélatives sur des plans fixes cV, O", est 
aussi une surface du second ordre, maintenant tan-
gente à ces plans, en of, o", poin ts homologues dans 
les deux figures respectivement, de la trace mu-
tuelle des mêmes plans, rattachée successivement 
à l'une et à Vautre. Et réciproquement, sous res-
triction analogue. 

Ces propositions sont comme identifiées par le 

Principe de dualité, qu'il soit employé à faire la dé-

monstration de l'une par Je retournement détaillé des 

moyens propres à l'autre, ou bien à déduire l'une, en 
bloc, de l'autre préalablement établie, sans parler de 

voies différentes, qui ne sont ni détournées, ni diffi-

ciles. Mais, c'est sur la première, que l'attention se fixe 

exclusivement, cela pour la même cause qui nous fait 

concevoir une ligne ou surface par ses points, infini-

ment plus volontiers que par ses tangentes ou plans 
tangents. 

3. La première partie de ce théorème I est très fa-

cile à établir, mais non la réciproque revenant à l'allé-

gation que : neuf points arbitrairement donnés ap-
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partiennent toujours à quelque lieu, de la nature 
spécifiée dans Vaffirmation directe. 

L'existence d'un tel lieu est liée à celle de quelque 

solution pour le problème : 

I. En nommant o', o'f deux des points donnés et 
aif ..., an les sept autres, trouver deux faisceaux 
corrélatifs, de centres d, o", où les rayons o ' a . . . , 
o' a7 du premier aient pour homologues dans le se-
cond, des plans issus respectivement des droites o" o{, 
o"o2, • • • . ©"«7 • 

II. En prenant les traces a\, . a \ et ..., 
d!7, sur deux plans fixes <£' et de ces deux 
groupes de sept droites respectivement, construire 
dans ces plans, des figures corrélatives oit les points 
ax, ..., a1 de l'une aient, pour homologues, des 
droites passant par d\, .. ., d\ dans l'autre. 

Dans mon Mémoire de 1860 précité, j'ai réussi à ré-

soudre le dernier par un expédient imité de l'artifice 

qui venait de fournir à M. Chasles sa construction de 

la surface du second ordre passant par neuf points 

(Comptes rendus, t. XLI , p. 1 io3). Mais, ramené der-

nièrement à cette question par un hasard, j'ai aperçu 

la solution directe exposée ci-après. 

4. Pour pouvoir remplir pleinement leur rôle dans la 

théorie des surfaces du second ordre (pour des motifs 

d'ordre général encore), les figures corrélatives de-

mandent, dans leur définition, quelques modifications 

et élargissements. A mes yeux, deux figures (planes) 

seront corrélatives dans l'un ou l'autre des deux cas 

suivants : 
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I. O u bien elles sont composées de points m!, . . . , 
ml', . . . respectivement associés par la condition, pour 

leurs coordonnées (x' y! z')9 . . . , {x" y*' z"), . . . (recti-

lignes homogènes, ou trilinéaires), de satisfaire à une 

équation de la forme 

c 2 2 / / + c n y z" 
-H c^z'y" -h c3IsV-h c 2 1 / / = o, 

c 'est-à-dire linéaire par rapport aux coordonnées de 

m! et aussi à celle de m/;, les lettres c n , . . . représen-

tant des constantes. 

Chaque même point m' d'une figure a ainsi, dans 

l 'autre, une infinité d'associés m", dont le lieu est une 

droite M", du moins en général, et ces objets m r , M" 

sont dits homologues l 'un à l'autre. 

i° Quand le déterminant de l 'abaque des coeffi-

ficients 

1̂2, C22, C32, 

C i 3 , C 2 3 , C 3 3 

n'est pas nul, on reste dans la conception habituelle 

des figures corrélatives (celle qui est connexe au Prin-
cipe de dualité) : tout point, toute droite d'une 

figure ont, dans l 'autre, une seule droite, un seul point 

pour homologues; à un groupe de points en ligne 

droite ou de droites concourantes, correspondent tou-

jours un faisceau de droites concourantes ou une divi-

sion rectiligne de points, avec homographie mutuelle 

dans les deux cas; etc. 

2° La nullité du même déterminant sans celle de la 

totaliLé de ses mineurs d'ordre 2, assure à l 'équation ( i ) 
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la possibilité d'être écrite 

où composent une paire réduite de formes li-

néaires en x\ y'j z', et de même pour <£"t relati-

vement à x", y , z". 
Cette circonstance imprime au système des figures 

un premier degré de dégénérescence. Dans chacune se 

trouve un point -pivot unique, dont les associés dans 

l'autre figure sont absolument indéterminés; les droites 

joignant aux pivots deux points associés quelconques 

composent deux faisceaux homographiques, chacune 

d'elles étant l'homologue unique d'un point quel-

conque de l'autre ; . . . . 

3° Celle de tous les mineurs précités, mais non de 

la totalité des éléments dell'abaque (2) permet, pour 

l'équation (t), cette autre écriture 

<sfr= o, 

où 9' et sont des formes linéaires non identique-

ment nulles, en x \ y \ z' et x", y", ¿!, et provoque, dans 

le système des figures, une dégénérescence plus pro-

fonde. Chacune possède une &vo\le-thalweg dont tout 

point a ses associés en complète indétermination dans 

l'autre figure; tout point étranger à une thalweg a pour 

associés ceux seulement de la thalweg de l'autre 

figure ; . . . . 

II. Ou bien les figures sont formées de droites 
M', M", . . . , pareillement associées par la condi-

tion pour leurs coordonnées (. X' , Y ' , Z ' ) , 

(X", Y", Z"), . . . (coefficients de x, y , z dans leurs 

équations), de satisfaire à une équation bilinéaire ana-
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logue à (i) 

G n X T + . . . = o . 

Chaque même droite M' d'une figure a, dans l'autre, 

une infinité d'associées ayant en général une enveloppe 

qui se réduit à un point m", et M', m!' sont dits encore 

homologues. 
Les trois hypothèses faites successivement sur 

l'abaque (2) se représentent textuellement pour celui 

des coefficients de cette équation, avec des consé-

quences analogues. 

i° La correspondance entre les objets M', m!' est la 

même qu'entre M", m', tout à l'heure (I, i°), et la con-

ception habituelle des figures corrélatives se retrouve 

au bout d'une autre voie. 

2° Dans chaque figure, une droite-pis te unique a 

ses associées absolument | indéterminées ; les traces 

marquées sur les pistes par deux droites associées quel-

conques y forment deux divisions homographiques, 

chaque trace étant le point homologue unique à une 

droite quelconque issue de l'autre; . . . . 

3" Un point - s t igmate , unique dans chaque figure, 

rend absolument indéterminées les associées de toute 

droite passant par lui; toute droite ne passant pas par 

un stigmate a pour associées toutes celles qui rayon-

nent de l'autre, indistinctement; . . . . 

l l l . En résumé, dans les premiers cas des deux dé-

finitions, leur dissemblance laisse néanmoins la même 

nature générale aux systèmes de figures qui en dé-

rivent. Dans les deux derniers, c'est le contraire, les 

figures particularisées par l'un d'eux échappant tou-

jours à l'autre définition ( 4 ) . 

( 1 ) L'extension aux figures homographiques, de la notion des ofo-
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5. L'allusion faite aux figures corrélatives, dans 

l'énoncé II du n° 3, vise exclusivement celles qui 

dérivent de la première des deux définitions précé-

dentes (4, I), et dont j'aurai ainsi à mentionner quel-

ques propriétés successivement. Je ne le ferai qu ' en 
thèse générale et en gros, pour ne pas franchir le 

cadre naturel de cette notice par les discussions mi-

nutieuses qu'exigeraient une précision et une rigueur 

absolues. 

I. Dans de telles figures , , les points m! d'une 
droite fixe D7 de V une et ceux de leurs associés, m", 
qui sont situés sur une droite Ff de Vautre, forment 
deux divisions homographiques. 

Car xf, y', z' sont alors fonctions linéaires et homo-

gènes de deux indéterminées seulement, dont x,f, y", z" 
dépendent de la même manière, en vertu de l'équa-

tion (1) et de celle de la droite W. 

II. Leur système est déterminé par la connais-
sance de huit paires de points associés. 

Car la substitution, dans l'équation (1), des coordon-

nées des poinls de ces huit paires, fournit, entre les 

neuf coefficients (2), huit conditions linéaires et ho-

jets associés, permettrait de lier très étroitement leur théorie à 
celle des figures corrélatives, d'unifier complètement toutes deux; 
les considérations analytiques propres à l'une et à l'autre met-
traient en jeu les mêmes formules impliquant les mêmes lettres, 
celles-ci, toutefois, représentant les coordonnées, tantôt de points, 
tantôt de droites (tantôt de plans dans l'espace). Dans deux figures 
homographiques planes, Y association s'établit non plus entre point 
et point, ou droite et droite, comme dans les figures corrélatives, 
mais entre point et droite toujours, Vassociée d'un point étant 
toute droite issue de son homologue, l'associé d'une droite, tout 
point situé sur son homologue; 
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mogènes, d'où, par suite, ceux-ci peuvent être tirés en 

fonctions linéaires et homogènes d'une seule indéter-

minée 

IÏI. Il est laissé indéterminé par la connaissance 
de sept paires seulement de points associés, cette 
condition assignant à une même figure, S' par 
exemple, une infinité de corrélatives possibles (1) $n, 

... Mais, dans toutes celles-ci, un même 
point mn demeure associé commun à * tout même 
point m' de , et il y a homographie entre tous les 
faisceaux ( m M", (2) M", . . . ) , ( ( 1 ) N", (2)N", . . . ) , . . . 

formés ainsi autour de m!\ n1f, ... par les droites 
homologues des divers points, mf, nf

y ..., de . 

Car les équations de condition entre les neuf coef-

ficients du système ne sont maintenant qu'au nombre 

de sept, et ne fournissent plus leurs valeurs qu'en fonc-

tions linéaires et homogènes de deux indétermi-

nées X, [x. De quoi les faits en question se déduisent 

bien facilement. 

6. Le cas où les figures considérées sont dans un 

même plan $ comporte une particularité spéciale, à 

propos de laquelle il faut noter quelques observa-

tions. 

1 . Sur ce plan commun il y a des points doubles, 
c'est-à-dire dont chacun se confond avec un de ses 
associés, situé ainsi sur sa droite homologue; et le 
heu 8, de tels points, est une conique. 

Car alors, on peut prendre identiques les repères 

coordonnés, auxquels les points associés m m ! ' sont 

rapportés, et les substitutions x = x,y'—y"=y, 
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z' = z" = z, faites dans l'équation (i) , donnent : 

M Cil v*+ctsy*-+-csnz* 
\ -4- ( C 2 3 H - cZi)yz - h ( c 3 I H - cn)zx H - ( c l t - h c 2 i ) ^ > ' = o , 

pour équation du lieu G. 

II. Pour les systèmes (I) 2, (2) 2, ... de figures ad-
mettant sept mêmes paires de points associés (o, III), 

les coniques (1)C, (2)G, ... passent par quatre mêmes 
points fixes, et leur faisceau est homographique à 
ceux de droite, mentionnés au lieu cité. 

Car les coefficients de l'équation (3) sont alors, 

comme ceux de l'abaque (2) ( loc. cit.), des fonctions 

linéaires et homogènes des deux mêmes indétermi-

nées X, [X. 

III. Deux points associés m', m" seront dits tels 

relativement à un point neutre donné w, s'ils se 

trouvent en ligne droite avec lui. D'après cela, tout 
point double est associé à lui-même, relativement 
à un point quelconque du plan commun des figures, 
considéré comme neutre. 

Quand, pour les sept paires considérées ci-dessus 
(II), l'association est relative à un même point 
neutre co, cette disposition s'étend à toutes les autres 
paires de points qui sont associés à la fois dans les 
divers systèmes . .(loc. cit.), et une même 
conique G est engendrée par les points doubles d'un 
quelconque de ces systèmes. 

i° Les points m!, n', . . . d'une figure et d'autres 

m", n . . . pris en indétermination absolue sur les 

droites o> m!, w n!, . . . respectivement, sont visiblement 

associés dans un système S dont les figures , P ' sont 

douées de pivots confondus avec to (4, I, 20). Cela 
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posé, soient i " la figure corrélative à dans le sys-

tème ( 1 ) S par exemple, puis n", . . . ceux de 

ses points qui sont associés à m', /?/, . . . relativement 

à co, c'est-à-dire les traces des droites io m i o n f 7 . . . 

sur les droites homologues de m!, n\. . . . Les points 

des paires ( mf,(i) m!')y (n'^^ n"),. . . étant ainsi associés 

dans deux des systèmes . . . , savoir 2 figurant 

parmi eux et(,^2, ils le sont dans tous les autres (S, 111), 

ce qui équivaut à la première partie de l'énoncé. 

Si enfin m désigne un point quelconque de la 

conique appartenant au système ^ 2 , il est associé 

à lui-même dans ce système, et encore dans le système 

spécial 2 puisqu'il appartient à la droite co ^̂  m ( i ° ) . Il 

l'est donc aussi, double en conséquence, dans chacun 

des autres systèmes ( 2 ;2, . . . , ceci étant le fait 

formulé par la dernière partie de l'énoncé. 

7. Sur les systèmes de deux ligures corrélatives 

situées dans un même plan 9?, nous pouvons mainte-

nant résoudre les problèmes posés successivement 

ci-après. 

I. Dans tous les systèmes oit trois paires de points 
associés, (a'n à\ ), (a!,, a" ), (a'3, a3), sont données sur 
une même droite A, on demande Vassocié commun 
m" d'un point mf de la première figure par exemple, 
marqué arbitrairement sur cette droite. 

Les données laissent le système dans une indéter-

mination bien plus étendue que celle dont nous avons 

parlé au n° 5, III, mais n'en déterminent pas moins ce 

point m". Car il est évidemment l'homologue de m' 
dans la seconde des divisions homograpbiques définies, 

sur la même droite A , par la correspondance des 
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points a\, a'2, afz à a" , a"27 a"3 respectivement ( I b I ) . 

I I . Dans tous les systèmes où sont données une 
conique G comme lieu des points doubles et deux 
paires de points associés (a\, a\), (a'2, a.t), dont les 
droites sont distinctes, on demande Vassocié m" 
d'un point quelconque m! du plan attaché à la 
première figure par exemple. 

Ici, sept paires de points associés sont donnés, 

savoir deux explicitement, cinq implicitement par le 

dédoublement d'autant de points déterminant la 

conique 6 , et leurs associations sont toutes relatives à 

l'intersection todes droites a\ d\, a'2 a"2. En conséquence, 

on se trouve dans le cas particulier (6, III) de l'indé-

termination mentionnée au n° o, 111. 

Nommons e, f et g, h les points doubles, tracés, 

sur laconique ©, par les droites a\ d\ et a'2d'2. Le point 

w'J qui, sur a'{ d\, s'associe à to rattaché à la première 

figure, dans tous les systèmes constructibles sur les 

données (e, e)>>(f,f) (1), lui est associé en 

particulier dans tous ceux que nous considérons. Et 

de même, pouro^, associé à w sur la droite a 2 a'^,dans 

tous les systèmes dérivant de (d2Ja"2), (gy g),(/">/) 
prises maintenant pour données. La droite Q" qui joint 

ces deux points est donc homologue à to dans tous 

les svstèmes considérés, puisqu'elle contient deux de 

ses associés communs dans tous ces systèmes (4, 1). 

Si maintenant, sur la droite wm7, on prend les 

traces o/et/,y de cette homologue U'7et de la conique 0 , 

puis les divisions homographiques où co, i,j correspon-

dent à o>7, î, j , le point cherché m77 sera visiblement 

l'homologue, dans la seconde division, de m7 rattaché à 

la première ; car <o, i , j sont respectivement associés 

à G/, ¿, /, sur une même droite ww' (5, I). 



( 3oo ) 

lit. Construire le système des figures §', con-
naissant la conique G lieu de ses points doubles, et 
trois paires de points associés, p<, ps? dont les 
droites ne passent pas par un même point. Ceci 

équivaut à la connaissance de huit paires de points 

associés ( C f . II), détermine le système, en consé-

quence (o, II). 

Soient m' un point quelconque du plan que nous 

rattacherons à la première figure pour fixer les idées, 

puis m\, m'2l m"3 ses associés communs dans les trois 

familles de systèmes, dérivant de la conique G combi-

née successivement avec les trois couples de paires 

p2 et p3, p3 et p4 et p2 (H). Chacun de ces trois 

points étant évidemment associé à m' dans le système 

déterminé par la totalité des données, tous se trou-

vent sur la droite homologue M" de m' dans ce système, 

et la déterminent (même surabondamment); puis, de 

même, pour les autres points nf, . . . de J ' . Or ce sys-

tème est précisément celui qui était à construire. 

IV. On donne quatre points doubles, trois paires 
de points associés, soit sept semblables paires au 
total ( C f . II, i l l ) , et, dans toutes les figures J", on 
demande l'associé commun m!', d'un point quel-
conque m' de 3' (5, 111). 

Parmi les coniques qui passent par les quatre points 

doubles donnés, nommons ( 2 )G, les trois 

consistant eu paires de droiles, puis <4>M", ^ M " , {3)MV 

les droites homologues à m! dans les systèmes déter-

minés par les paires de points associés données, com-

binées successivement avec les trois coniques (111). 

Comme le point cherché m11 se trouve visiblement sur 

chacune de ces trois homologues, celles-ci passent 
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toutes par lui, le déterminent en conséquence, même 

surabondamment. 

On remarquera que cette solution comporte exclu-
sivement des tracés de droites. 

8. La résolution du problème précédent (7, IV) 

nous permet de passer au cas où sont distincts les 
plans des figures corrélatives à construire, 
ce, à l'aide du lemme suivant dont la démonstration 

est assez visible pour être omise : 

Deux figures respectivement homographiques à 
deux autres, qui sont mutuellement corrélatives, le 
sont aussi entre elles. 

I. Dans tous les systèmes où sont données sept 
mêmes paires de points associés (a\> •. ,(a'7,a"7), 
on demande Vassocié commun m!' dyun point quel-
conque m' de la première figure (5, III). 

Ayant marqué arbitrairement sur un plan auxi-

liaire II, quatre points ai , a2 , a3 , a4 (sous la condition 

toutefois que trois quelconques d'entre eux ne soient 

pas en ligne droite), nous y construirons les homologues 

a'5, a'6, ou, jjt/, des points a'6, a'7l m7, dans la seconde 

des deux figures homographiques (planes) déterminées 

par la correspondance de a\, a'2, a'3, a\ à a h a 2 , a3, a4 

respeclivement, puis les homologues a'̂ , a'g, a 7 , de 

a"5J d'6, a1} dans la seconde des figures homographi-

ques déterminées par la correspondance de a\, a!'2, , a\ 
maintenant à a, , a2 , a3, a4 encore, puis L'associé 

commun ¡J/7 de ¡JL7 dans tous les systèmes de figures 

corrélatives, sur le même plan II, qui ont a<, a2 , a3 , a4 

pour points doubles avec (a'5, a 5 ) , (a'6, a'é), (a7 ,04 ) 

pour autres paires données de points associés (7, IV) , 
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finalement, l'homologue m" de ¡x", dans la première 

figure du dernier des systèmes homographiques qui 

viennent d'être définis. Ce point m" sera visiblement 

celui qui était demandé. 

II. Construire les figures , J", connaissant huit 
paires de points associés (5, II). 

Si O/n", puis mff sont les associés communs d'un 

point quelconque m' de la première, dans tous 

les systèmes constructibles sur sept seulement des 

paires données, puis sur quelque autre combinaison 

des mêmes paires prises en nombre égal (I), la droite 

U) m" m" est visiblement l'homologue M'7 de m'. 

III. Avec un peu d'attention, on apercevra que 

l'intervention du plan auxiliaire II peut être évitée par 

des tracés exécutés sur les plans seulement. Et, 

comme celle du n" 7, IV, qui en a fourni la base, ces 
constructions ne comportent que l'emploi de la 
règle. 

9. Le problème I ci-dessus (8) est précisément celui 

qui a été posé au n° 3, II, et qui se trouve mainte-

nant résolu, lui-même et Je précédent (Ib. , I). 

D'après une constatation générale faite antérieure-

ment (5, III), le système des faisceaux corrélatifs 
de centres o\ o", dont les éléments homologues don -
nent, par leurs intersections, les divers points m, . . . 
d'une surface du second ordre passant par ces cen-
tres, n'est pas entièrement déterminé; mais, dans 
toutes ses réalisations possibles, deux mêmes rayons 
o'm et oln pris arbitrairement dans le premier fais-
ceau, par exemple, ont pour homologues des plans 

<»>¿>11,", . . . et ^ dï,", . . . , 
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rayonnant des droites o"m et o" n en deux fais-
ceaux mutuellement homo graphiques. 

Sur un même plan sécant ces systèmes auraient 

pour traces des systèmes de figures corrélatives, indé-

terminées aussi, mais où tout point m1 d'une figure 
aurait dans Vautre un associé commun m" relati-
vement à la trace co de la droite des centres o', o", 

dont une même conique serait le lieu commun des 
points doubles. Celte conique est précisément la trace 

de la surface sur le plan sécant. 

10. Pour une surface du second ordre, considérée 
comme enveloppe de ses plans tangents (2, II), on 

construira le pendant exact de tout ce qui précède, en 

en retournant les détails dans le sens indiqué par le 

Principe de dualité, après adoption, pour deux 

figures corrélatives planes, de la définition 11 du n° 4. 

Quand il s'agit de figures corrélatives sur un même 

plan, la relativité à un point neutre to, de l'association 

de deux points m', m!' appartenant à l'une et à l'autre 

(6, 111), sera remplacée par celle à une droite neutre O, 

de l'association de deux droites M',M", ces mots expri-

mant ici que le point de concours de M', M" se trouve 

sur Q. 

[R8aa] 

SUR LA IMtOPRIÉTE DE CONCAVITÉ DE L HEItPOLIIODIE 

DE POINSOT; 

PAR M. H. P A D É . 

i . « La propriété de l'herpolhodie de Poinsot, de 

n'avoir pas de rebroussements et d'être toujours con-
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cave vers le pôle des coordonnées, peut être établie 

sans faire aucun emprunt à la théorie de la courbure 

et par les seuls moyens élémentaires de la mécanique 

classique. 

» Il suffit de démontrer que la vitesse du point qui 

décrit l'hodographe correspondant au .mouvement du 

pôle instantané sur l'herpolodie, vitesse qui est équi-

pollente à l'accélération de ce pôle, a un moment de 

signe invariable autour du pôle des coordonnées, pris 

pour centre de cette hodographe. » (Soc. des se. 
phys. et nat. de Bordeaux, séance du 5 avril 1906.) 

2. Soient : 

m la position, à l'instant t, sur l'herpolhodie qu'il dé-

crit, du pôle instantané ; 

P le pied de la perpendiculaire abaissée du point fixe 

sur le plan fixe tangent en m à l'ellipsoïde d'inertie; 

p, ^ les coordonnées polaires du point m, le point P 

étant le pôle de ces coordonnées ; 

PJ;', P y' deux axes rectangulaires dont le premier 

coïncide avec P m, et tels que x' Py'z=z-\-

/rcV la vitesse de m ; 

PV' le vecteur équipollent à cette vitesse; V7 décrit 

l'hodographe du mouvement de m ; 

J la vitesse de Y7 , accélération de m. 
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3 . L'herpolhodie n'aura pas d'inflexions [ G I L B E R T , 

Sur quelques formules d'un usage général dans la 
physique mathématique (Ann. de la Soc. se. de 
Bruxelles, 14e année, 1890)], si l'angle que fait le 

vecleur mV avec une direction fixe quelconque du plan 

de la figure varie toujours dans le même sens ; elle 

n'aura pas de rebroussements, si le vecteur mV n'est 

jamais nul. 

Ces deux conditions seront simultanément réalisées, 

si le moment de J autour de P conserve un signe in-
variable pendant toute la durée du mouvement : 
nous allons constater qu'il en est effectivement ainsi. 

4. Dans le système d'axes P x f , P y ' , les coordonnées 

de Y' sont : 
dp dj^ 
di' ,0 dt' 

les projections de J, vitesse de V', sont : 

dt« p V dt } p dt Y dt J 
Nous devons faire voir que le moment M de J au-

tour de P, savoir : 

a un signe invariable. 

Au moyen des équations du mouvement du point M, 

cette quantité s'exprime aisément en fonction de p seu-

lement. 

5. Soient : 

A, B, C les moments principaux d'inerlie autour du 

point fixe ; 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Juillet 1906.) 20 
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¡JL, D deux constantes positives ; 

e le nombre + i ou — i ; 

( B — D)(C — D) (Ç — D)( A — D) 
BCD ' b - CAD ' 

_ _ (A — D ) ( B - D )  
C ~ ABD 

c p ( p S ) = - D ( p « - a ) ( p * - & ) ( p » - c ) ; 

( A — D) ( B — I)) (G — D) 
ABCD 

Les équations qui déterminent p et y en fonction 

de t sont (Nouv. Anrt. de Math.y 4e série, t. III, jui l-

let 1903, p. 289) ; 

\ ? tt 

( E). 

Elles donnent immédiatement 

d'où, en substituant, dans ( A ) , 

(B) M=^J[(3p* + E) (?(?•)-p»(p> + E)<p'(P*) + (p»-HE)»]. 
P 

6. Posons 

ç(p2) = — D(p6 — ap*-+- £p2 — y), 

en sorte que 
a -+- b H- c. 
bc h- 1 

Y = abc ; 

ß = bc h- ca -h ab, 
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après des réductions immédiates, et en tenant compte 

de ce que 

E2 + abc D = E2 H- 7 D = o, 

on trouve : 

(G) M = fx3 [(2 DE + aD + i ) p î - ( 2 D f + a DE — 3E)] ; 

ou, en remplaçant a et ¡3 par leurs valeurs en A , B, 

C, D : 

( M = AÏ^T [(A + B + G — 2D)p2-+-(A-4-B-+-C)E] 

( D ) <, 

7. La quantité M se trouve ainsi mise sous la forme 

d'un produit de deux facteurs. 

Le premier de ces facteurs, qui n'est nul que quand 

rherpolhodie est réduite à un seul point, casque nous 

laissons naturellement de côté, est essentiellement po-

sitif. 

Pendant le mouvement, p2 demeure une moyenne 
q2 | g 

entre a , 6, c ; la quantité est une moyenne 

entre 
a -h E è + E c-t-E 

~D6~' " D e " ' 
ou, simplement, 

1 1 1 
Â ' B ' G' 

le second facteur est donc une moyenne entre 

B-t-G — A G -h A — B A -+- B — C 
Â ' B G ' 

quantités essentiellement positives. 

Donc M garde un signe invariable. 
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[P2a] 

SUR LES COURBES INVARIANTES PAR POLAIRES 
RÉCIPROQUES ; 

P A R M . S . L A T T È S . 

La détermination de toutes les courbes planes inva-

riantes dans une transformation par polaires récipro-

ques a été effectuée depuis longtemps par M. Darboux 

qui a traité aussi le problème dans l 'espace : M. Dar-

boux détermine la surface invariante la plus générale 

comme enveloppe d'une famille de quadriques inva-

riantes (4 ). 

J'ai étudié, d'une façon générale, dans ma thèse ( 2 ) , 

les courbes invariantes par une transformation de con-

tact en ramenant leur recherche à la résolution d'équa-

tions fonctionnelles. Je me propose de montrer dans 

cette Note comment le problème résolu par M. D a r -

boux peut être traité, à ce dernier point de vue, du 

moins dans le cas du plan. 

On peut, sans diminuer la généralité, supposer que 

la conique directrice a pour équation 

x2— i y — o. 

La transformation par polaires réciproques est alors 

définie par les équations suivantes : 

( T ) X = Y , Y = xy' — y, Y ' = x. 

( 1 ) DARBOUX, Sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces algébriques (Note IX). 

(2) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe 
ou une surface invariante par une transformation ( Paris, 1906) ; 
et Annali di Matematica> 3" série, t. XIII. 
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Soi t y = ^ ( . r ) l 'équation d'une courbe invariante 

par ( T ) . Si (x, y, y) est un élément de cette courbe, 

l 'élément ( X , Y , Y ' ) doit appartenir à la même courbe. 

On doit donc avoir 

X = W(x), V ( X ) = xW'(x) — x), W(X) = x; 

d'où l'on déduit que la fonction *P(.r) doit vérifier les 

deux équations fonctionnelles suivantes : 

(E) W[ W'(x)] = xW'(x) — W(x), 

(E') W'[W(x)]=x. 

Nous déterminerons d'abord toutes les solutions de 

l'équation (F/), puis nous chercherons quelles sont, 

parmi ces solutions, celles qui vérifient aussi l 'équa-

tion ( E ) . Si l 'on pose 

W'(x)= GO), 

l 'équation (E ' ) devient 

(ET) Q[B(x)]=x. 

Cette nouvelle équation définit une courbe y = 9(.r) 

invariante par la transformation 

(I) X=jr, Y = X , 

qui est une transformation par symétrie par rapport à 

la droite y — oc. Amenons l'axe de symétrie à être 

l'axe O x . Il suffit de poser 

x = u -h v, X = U - 4 - V , 

Y ^ U — V, Y = U — V . 

La transformation ( i ) devient alors 

U = M, V = — V. 

Toute courbe invariante par cette transformation 
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peut être définie par les équations 

F(t) étant une fonction paire arbitraire et $(£) une 

fonction impaire arbitraire du paramètre t. Pour 

t = o, on a un point où cette courbe coupe l'axe de 

symétrie : nous supposerons que les fonctions F et <P 

sont définies dans le domaine de t = o, le point t = o 

pouvant d'ailleurs être réel ou imaginaire. 

En remontant à la transformation (i), on voit que 

toute courbe invariante par cetle transformation peut 

être définie par les équations 

y =z — F(£) — 

On a ainsi la solution générale 0(#) de l'équa-

tion (E< ). La solution générale de l'équation (E r) 

est donc définie par les équations 

* = F ( F ) - + - * ( 0 » 

W(x) = F(t) — 

W(x) désignant la dérivée de par rapport à x. 

On a donc 

X = F ( F ) -+• 

et, en intégrant de o à t, on voit que la courbe inva-

riante cherchée est définie par les deux équations 

^ C + f [F(t)-^(t)][F'(t)-+-^{t)]dt 
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bien 

/ x == F ( O H - < Î > ( 0 > 

( 4 ) y = C i F ' C > - * ' ( 0 F '2(°) | f \ ( 2 2 •'„ 
et l'on a 

Il faut chercher, parmi ces courbes, quelles sont 

celles qui vérifient l'équation ( E ) . Cette équation 

exprime que, si y, y') est un élément de la courbe, 

Je point 

X=y, \ = xy' — y 

appartient aussi à la courbe. Or, on a 
X = F ( 0 - * ( 0 , 

Changeons t en — t dans ces équations. Elles de-

viennent 

X = F( £) -f- <£(£), 

— — G - f (FV—&F')dt. 
1 Ja 

F*(t) — **(t) , F«(o) 
i = -' 

Il faut que la courbe définie par ces équations coïn-

cide avec la courbe définie par les équations (2). 

Comme X et.r sont égaux, il faut que Y e t y le soient 

aussi, ce qui donne 

2 ( — ^ ) — 

— f (F<ï>'— <PF')dt==o. 

Or F<ï>' — <Ï>F' est une fonction paire de t et par 
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suite l ' i n t é g r a l e ^ F * ' - * ^ est une fonction 

impaire de t. L'égalité précédente devient donc 

F*(o) = c 

À 

Les équations générales d?une courbe invariante 

par la transformation (T) sont donc 
j ^ = 

( 3 ) | y = ll^l -4-jf [ F ( 0 ~ * ( 0 J [ F ' ( 0 + * ' ( ' ) ] ¿'i 

F (t) étant une fonction paire arbitraire de £et<ï>(i) 

une fonction impaire arbitraire de t. 

Remarquons que cette courbe contient au moins un 

élément double de la transformation ( T ) : c'est l'élé-

ment 
F 2 ( o ) 

x — F(o) , y = —---, r = F ( o ) . 

En ce point la courbe est tangente à la conique direc-

trice. 

Parmi les courbes (3) il y a une infinité de courbes 

algébriques : on en obtient, par exemple, en prenant 

pour F(t) un poljnoine en t2 et pour <$(£) le produit 

de t par un polynome en t2. La conique directrice 

2 y — x2= o s'obtient en prenantF( i ) = ¿2, = o. 

On voit que la méthode précédente permet de dé-

duire de toute courbe qui admet un axe de symétrie 

une courbe qui est sa propre polaire réciproque par 

rapport à une conique donnée. 
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C O N C O U R S D'ADMISSION A L'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E EN 1 9 0 6 . 

C O M P O S I T I O N D ' A L G È B R E E T T R I G O N O M É T R I E . 

SOLUTION PAR M . J E A N S E R V A I S . 

I. Étudier la variation de la fonction y = L - — - ? 

où L désigne un logarithme népérien. 

ra dx II. Evaluer l'intégrale I — . et cal-
J0 + + i 

euler sa valeur à près quand a = • 
\Ji 

III. Uéquation X 3 — C L X - - \ - — y = o a pour 
racines les longueurs des côtés d'un triangle ABC. 

Former l'équation ayant pour racines cos A, 
cos B, cos C. 

IV. On donne une fonction f(x). 
Deux autres fonctions <p(x) et F(#) sont définies 

par les relations suivantes, où K est un nombre 
constant : 

<p(ir) = K f j ^ x ) ' * ( * ) = / ( * ) ? < * > • 

Démontrer qu'on a identiquement : 

F"(*) = f ( x ) f ( x ) t iK 

F(®) f(x) ©(*) ^ f(X)<t(X)' 

'F(x) f(x) ?(x) ' 

I. Pour que y soit réelle, il faut que J'on ail : 

soit x > i, soit x < — 1. 
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Dans les deux intervalles ( — o o , — 2 ) et (1, -f- 00) 

la l'onction - — - est croissante : dans le premier 
x -h 1 r 

intervalle elle croît de 1 à 4-00, dans le second de o 

à 1. Comme le logarithme népérien varie dans le même 

sens que le nombre, on a immédiatement le Tableau 

suivant et la courbe ci-jointe : 

X y 

— oc 0 

c r o î t 

— 2 - h 00 

H- I — oc 

c r o î t 

- h oc 0 

IL Pour évaluer l'intégrale 

dx 

- j vn J0 (2#2-h I) I 

posons # = l a n g o ; supposons le radical pris avec le 

signe -f- et désignons par ¡3 l'arc positif, plus petit 

que ^, tel que 

tang[3 = a ; 

l 'intégrale devient : 

, coscp do _a . . _ x 

J r^sin^ = ° sin<PJo = arc tang(sin p)-

O r , lorsque 

tang p = 
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on a 

s i n | J = 7 r 

Donc, dans le cas particulier où 

i 
a = — , 

/ 2 

J = arc tan g -1— = ^ = o,523. 
/3 6 

III. Soient a , c Jes trois côtés du triangle. O n a, 

comme on sait, 

( b -f- c — a ) ( 6 + c + a ) 
i -+- cos A = r -

ibc 

_ ( f l + è + c — 2 f l ) ( a + è + c ) a 

labc 

Or, en vertu des relations entre les coefficients et les 

racines, on a 

fl + 6 + c = a, a6c = y. 

D 'où l'on tire 

A a a(a — 2a) 
H - c o s A = • 

2Y 

Si donc nous désignons par x l 'une quelconque des 

racines de l 'équation donnée 

(1) X* — OC 27 2 -H § X — Y = 

et par y la racine correspondante de l'équation cher-

chée, le problème proposé revient à faire la transfor-

mée définie par 

, x ax(a. — ix) ( 2 ) t+y= 1. 

Il n'y a donc qu'à éliminer x entre cette égalité et 
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l 'équation ( i) . L'égalité (2) s'écrit 

( 3 ) 2 A A ? 2 — a f i x -+- (y -f- 1) = O. 

En multipliant celle-ci par a*, l'équation (1) par — 

et ajoutant, on obtient 

(4) a*a:2-+- 2[7 (y -+- 1) — -4- = o. 

L'équation cherchée est le résultant des équations ( 3 ) 

et (4). C'est donc : 

[4a2y — 2a2-/ (y -+- i)]2-h [4«Y (y -+-1) — 2a2P -h a*] 

[ 2 a » Y + 4*PY(7 + 1)] = 

Ce qui donne, en ordonnant par rapport à y -f- 1 , 

« Ï 2 ( r 0 3 + 4 *Y ( a 2 — 4 P) ( r H- O2 

— 2a2(a2 p — 4 p2-+- 2aY) ( y -f-1 ) a3( a3 — 4 a P 8 Y ) == 

I V . L'égalité donnée 

dx 

- f w 
revient à celle-ci 

(1) * ' ( * ) / ' ( * ) = K 

qui donne, par dérivation, 

(2) ? ' ( * ) / ' ( * ) + ? ' ( * ) / ' ( « ) = 0. 

En prenant les dérivées logarithmiques des deux 

membres de l'égalité 

F ( » ) = / ( * ) ? ( * ) , 
o n a 
m F'(*) _ / ' ( * ) ? ' ( .r) 

F(:r) ~ / ( » ) <?(*)' 

qui, en dérivant, donne 

m - £ Î £ ) - F ' V ) _ /'*<*> _ 
F ( » ) / ( * ) Ç(a?) F»(*) / * ( * ) ?«(*) ' 
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En remplaçant dans cette égalité p-^y P a r sa valeur 

tirée de ( 3 ) , simplifiant et tenant compte de l'égalité ( i), 

on obtient la première égalité demandée 

m ï!(fL> = + £<£> + 2 K 

F(x) f(x) ^ ?(*) f(x)?(x)' 

Dérivons, à leur tour, les deux membres de l 'éga-

lité (5) et nous obtenons 

Fm{x) _ f"(x) f'(x) 

F"(x) F ' Q ) _ f"(x) f{x) __ o"{x)y\x) 

F'2{x) /20) Q-'-(X) 

iK[f'(x)v(x)-i-o'(x) f{x'<\ 

Remplaçons, dans cette égalité, — ^ ^ — - par sa 

valeur obtenue en multipliant membre à membre les 

égalités (3) et ( 5 ) et nous obliendrons, toutes simpli-

fications faites, la seconde des égalités demandées : 

F»'(x) = f"'(x) f'jx) 

F ( * ) / ( * ) ' 

C E R T I F I C A T S DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET I N T É G R A L 

Bordeaux. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Dans le plan représentatif de 
la variable complexe z, on trace une circonférence de 
rayon R, ayant pour centre Vorigine et coupant en A et B 
Vaxe des quantités imaginaires, et en G la partie positive 
de Vaxe des quantités réelles. Calculer Vintégrale 

r r z3 dz 
âTîr J eiiizzi— Ï ' 
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1° Le long de la circonférence précédente ; 

Le long du contour formé par la demi-circonférence 
ACB et le diamètre BA. 

On supposera /? < R3 </?-HI, p désignant un entier 
positif. 

II. Donner l'expression de la fonction e2¿7Uz8— i sous 
forme d'un produit infini de facteurs primaires. 

III. Si u et v désignent deux paramètres variables indé-
pendantsr, la droite ayant pour équations : 

x — uz — '1U — uz — 2 WP3, 

y — çz — 3 P 2 — U2V — 2 P 4 

(en coordonnées rectangulaires) est normale à une infi-
nité de surfaces qu'on propose de déterminer. 

IV. Déterminer les surfaces S telles que, en un point 
quelconque de l'une de ces surfaces, ses deux tangentes 
principales, d'une part, et ses deux directions principales, 
d'autre part, se projettent sur le plan des xy suivant 
deux angles ayant leurs bissectrices parallèles à Ox 
et O y. 

Lignes de courbure de ces surfaces. 

É P K E U V E P R A T I Q U E . — On considère Vintégrale définie 

^ dx f / 0 > o ) . 
X V 2 372-+- IX — 4 

Cette intégrale a-t-elle une limite pour s = o ? 
Si oui, calculer cette limite. (Juillet 1906.) 

Marseille. 

E P R E U V E THÉORIQUE. — Parmi les surfaces qui satisfont 
à l'équation aux dérivées partielles 

px^-qy = o, 

déterminer celles qui satisfont aussi à la condition 

+ = K * , 
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où K est une constante donnée, et déterminer leurs lignes 
de courbure. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Calculer à 0 , 0 0 0 1 près Vintégrale 
définie 

dz -f f0 •(**-»-1) ' 

i° Quand le point z va du point z = o au point z — 1 
directement sur Vaxe des x; 

•2° Quand le point z varie entre les mêmes limites sur 

un arc de cercle qui passe au point z ~ 

3° Quand le point jz varie entre les mêmes limites sur 

un arc de cercle qui passe au point z = 4— • 

o ^ TU 7TC 
SOLUTION. — On t r o u v e — et — > 

0 o 
(Juillet 1906.) 

Paris. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Étant donnée Véquation aux 
dérivées partielles 

(I) p*+q*=i\J{x,y), P=-d~> 1 = %' 

où U {x, y) est une fonction connue des variables x et y, 
soit S une surface intégrale quelconque de cette équation: 

i° On demande de démontrer que les caractéristiques 
situées sur cette surface coupent orthogonalement les sec-
tions planes faites dans la surface par les plans paral-
lèles au plan des x, y ; 

2° Les courbes caractéristiques F de l'équation (I) se 
projettent sur le plan des x, y suivant une famille de 
courbes (y) dépendant de deux constantes arbitraires. 
Former Véquation différentielle du second ordre dont ces 
courbes (Y) sont V intégrale générale ; 

3° Déterminer la fonction U (x, y) de façon que les 
courbes (y) soient des circonférences orthogonales à Vaxe 
des x\ 
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4° Trouver une intégrale complète de Véquation ( I ) ainsi 
obtenue et une intégrale particulière se réduisant à zéro 
pour x ~ o. 

N O T E . — Les axes de coordonnées sont supposés rectan-
gulaires. 

II. On considère Véquation différentielle du premier 
ordre 

( o % = 
oii X et X, sont des fonctions de la variable complexe x 
holomorphe à l'intérieur du cercle G, de rayon a, décrit 
du point x = o pour centre, et sui\ ce cercle lui-même. 
Soit un nombre positif tel que Von ait 

|Xl<w, |X, | <m pour \x\ <a. 

Véquation (i) admet une intégrale particulière y\. holo-
morphe dans le domaine de Vorigine et se réduisant à 
zéro pour x = o. On demande de trouver un nombre posi-
tif p, ne dépendant que de m et de a, tel que l'intégrale yx 

soit sûrement holomorphe dans le cercle de rayon p décrit 
de Vorigine pour centre. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Calculer l'intégrale définie 

(Juillet 1905.) 

E P R E U V E THÉORIQUE. — Etant donnée une équation li-
néaire aux dérivées partielles du premier ordre : 

(,) P/> + Q y = R, = = g ) ' 

oit les coefficients P, Q, R sont des fonctions de deux va-
riables indépendantes x et y, et de la fonction inconnue z, 
on demande ce qu'on entend par caractéristiques de cette 
équation. Démontrer que l'intégration de l'équation (1) 
revient à la détermination des caractéristiques. 
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A P P L I C A T I O N . — Soient Ox, Oy, Oz un système de trois 
axes de coordonnées rectangulaires, IVf un point d'une 
surface (S) , m la projection du point M sur le plan xOy, 
N le point où le plan tangent en M à la surface (S) ren-
contre la perpendiculaire élevée par Vorigine au plan 
O m M. 

i° On demande Véquation générale des surfaces (S), 
telles que Von ait ON = O/rc, pour un point quelconque M 
pris sur la surface; 

2° Déterminer la fonction arbitraire de façon que la 
surface ( S ) passe par la courbe représentée par les deux 
équations 

y = o, z*=2x; 

3° Trouver les lignes asymptotiques de cette dernière 
surface. 

II. On fait décrire à la variable complexe z le segment 
de ligne droite joignant Vorigine au point z = -+- i. Quelle 
est la valeur finale de la fonction arc sin z, si la valeur 
initiale est égale à -+- TC? 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer Vintégrale définie 

Ç71 dx 
J0 ( 4 cosx h- 5 )2 * 

(Octobre igo5.) 

Poitiers. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Les surfaces définies par Vè-
quation aux dérivées partielles 

(0 1 + ^+92= q1f(y) 

Ann. de Mathemat., 4* série, t. VI. (Juillet 1906.) 21 
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ont un système de lignes de courbure dans des plans pa-
rallèles au plan zox. 

II. Les surfaces définies par Véquation 

( 2 ) X -h pZ = y ( p) 

ont un système de lignes de courbure dans des plans pa-
rallèles à Oy. 

IJI. Les équations précédentes (i) et (2) ont toujours des 
solutions communes. 

IV. Déterminer ces solutions communes en prenant 

/ dz âz\ 

É P R E U V E PRATIQUE. — Une lemniscate est donnée dans un 
plan horizontal : un cercle variable dont le plan est ver-
tical a pour diamètre un rayon vecteur de la lemniscate ; 
trouver l'aire de la surface ainsi engendrée. 

Prendre des coordonnées polaires : rayon vecteur, lon-
gitude <p, latitude 6, et, si le temps le permet, démontrer 
la formule qui donne Vexpression de l'aire au moyen 
d'une intégrale double. (Juin 1906.) 

C E R T I F I C A T S DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Bordeaux. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — 1 . Théorie des petits mouvements 
autour d'une position d'équilibre stable, dans le cas d'un 
système holonome à deux degrés de liberté. 

II. Une plaque matérielle infiniment mince a, à l'ins-
tant t == 0, une certaine rotation instantanée donnée w0 

autour d'un point de son plan. A partir de cet instant, 



( 3a3 ) 
elle est soumise à Vaction d'une force unique inconnue F 
agissant, dans son plan, sur un de ses points A. On observe 
la loi du mouvement que prend le point A, et Von demande 
de déterminer la loi de la force F et le mouvement de la 
plaque. 

Cas particulier où la plaque part du repos et où le 
mouvement de A est rectiligne et uniformément accéléré. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un cercle plonge verticalement 
dans un liquide homogène pesant, sur la surface duquel 
ne s'exerce aucune pression; les deux tiers de la surface 
du cercle sont immergés ; déterminer la distance du centre 
de pression à la surface du liquide. 

Rayon du cercle = om, 12. 

(Juillet 1906.) 

Lille. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — Théorie élémentaire de l'effet 
gyroscopique. 

Après avoir démontré la coïncidence approchée de Vaxe 
de révolution du gyroscope et du moment cinétique résul-
tant du système par rapport au point de suspension, on 
étudiera les apparences du mouvement et l'on établira la 
formule classique, en supposant qu'il n'existe qu'une force 
appliquée, constante en grandeur, direction et sens, solli-
citant un point de Vaxe de révolution. 

P R O B L È M E S : I . C I N É M A T I Q U E . — Une figure plane se 
mouvant dans un plan P, on demande le lieu des points 
du plan P pour lesquels la vitesse, à un instant donné, du 
point superposé de la figure mobile : i° est dans un rap-
port constant soit avec l'accélération totale, soit avec 
l'accélération tangentielle, soit avec l'accélération nor-
male; 20 fait un angle constant avec l'accélération. 

I I . D Y N A M I Q U E . — Une barre homogène et pesante A B , 

de poids p et de longueur l, est astreinte à se déplacer 
dans un plan vertical II; l'extrémité A y glisse sans 
frottement sur une droite verticale A; à l'extrémité B est 

accroché un poids cette barre s'appttie, aussi sans frot-
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tement, sur une cheville Q, de rayon négligeable, normale 

au plan II et distante de A de —-— 

i° Etudier le mouvement de cette barre abandonnée 
dans une position horizontale A 0 B 0 sans vitesse initiale; 

2° Rechercher la position d'équilibre stable de cette 
barre et étudier les petites oscillations près de cette posi-
tion d'équilibre. (Juillet 1906.) 

Marseille. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — Une droite A B pesante et homo-

n CO ^ 
A 

>P 

gène repose par deux pointes émoussées A et B sur une 
droite horizontale. La pointe A glisse sans frottement, 
mais la pointe B glisse avec frottement. Au point A est 
attaché un fil horizontal, dont on néglige la masse, qui 
passe sur une très petite poulie O et qui porte à son extré-
mité un poids P. Sur AB glisse avec frottement un point 
pesant G. Le système est primitivement en repos et le 
point G est en A. On abandonne le système à lui-même, 
trouver son mouvement. 

Les trois corps ont la même masse et le coefficient de 
frottement est égal à un quart. 

On remarquera que la pression en B varie. 
É P R E U V E PRATIQUE. — L'intrados d'une voûte en plein 

cintre, d'épaisseur constante, a i2m de rayon; l'extrados 
a i6m de rayon. Vérifier la stabilité de la voûte en tra* 
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çant la courbe des pressions. Le coefficient de frottement 
est 0 , 7 5 . 

Donner en fonction du poids 2P de la voûte la poussée 
horizontale à la culée en supposant que la courbe des 
pressions passe au tiers extérieur du joint à la naissance 
et au tiers extérieur de la clef. 

On fera l'épure en prenant 2cm par mètre. 
(Juillet 1906.) 

Nancy. 

É P R E U V E É C R I T E . — Envisageons un fil homogène pesant 
ayant la forme d'un arc de cercle AB, de rayon R, de 
longueur il, de densité e. Supposons que ce fil rigide soit 
assujetti à glisser sur un plan horizontal ic. 

Chaque élément dm du fil est attiré par un axe fixe OX, 
situé dans le plan ir, proportionnellement à sa distance à 
cet axe et à sa masse dm\ soit f l'intensité de Vattraction 
exercée sur Vunité de masse à Vunité de distance. 

A l'instant initial on imprime au fil rigide une rota-
tion de n tours à la seconde, dans le sens direct, autour 
de la perpendiculaire menée au plan u par l'extrémité A 
du fil; puis on abandonne le fil à son mouvement de glis-
sement sur le plan TZ avec cet état initial des vitesses, la 
corde AB étant supposée à l'instant t = o parallèle à Vaxe 
fixe OX à une distance A de cet axe. 

On demande : i° d'étudier le mouvement du fil rigide 
dans le plan fixe ir; la pression que le fil exerce sur le 
plan fixe ir. On s'attachera particulièrement au cas où 

20cm 

R = > l = 2ocm, s = 7,7, 
TC 

/ = 3 dynes, n = 8, A = ioocm. 

( J u i l l e t 1 9 0 5 . ) 

Paris. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un cadre rigide gauche A B D G A 

est mobile autour d'un axe vertical Oz qui renferme le 
coté AB du cadre. Le côté CD est un tube creux, de très 
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faible section, dans lequel glisse sans frottement un point 
pesant P de masse m. Etudier le mouvement du système 
d'après les données suivantes : les trois côtés AB, A G, BD 
du cadre ont même longueur /, les côtés AG, BD sont per-

pendiculaires à AB, et (AD' désignant une demi-droite 
parallèle à BD et de même sens) l'angle D'AC compté po-
sitivement autour de la demi-verticale ascendante O2 est 
égal à 6o°. Enfin, le moment d'inertie du cadre seul au-
tour de Oz est égal à 4ml2. 

Etudier, en particulier, le mouvement qui a lieu quand 
on abandonne le système sans vitesse, le point P occupant 
le milieu M du côté CD. 

On pourra définir la position du système par l'angle 9 
que fait avec un plan vertical fixe xOz, le plan MO^ 
et par la distance MP = X comptée positivement dans le 
sens CD. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un cercle solide, plein, homogène 
et pesant, dont le rayon est égal à un mètre et la masse 
à 5 o o g , est lancé dans le plan vertical xOy sur une droite 
horizontale fixe, dépolie, 0x. A l'instant initial t = o, le 
centre G du cercle est animé d'une vitesse horizontale de 
iom par seconde, ^dans le sens Ox, et le disque tourne au-
tour de G avec une vitesse de 5 tours à la seconde, dans le 
sens xOy (Oy demi-verticale ascendante). Le coefficient 
de frottement entre le cercle et la droite Ox étant 0,20, 
on demande de calculer : i° l'instant ¿j, où la vitesse du 
centre G du cercle changera de sens ; 20 l'instant t% OÙ G 
reprendra sa position initiale; 3° l'instant où le glisse-



( 3^7 ) 

ment sera détruit par le frottement ; 4 ° la valeur (en uni-
tés C. G. S.) de la force vive perdue par le cercle entre 
les instants t = o et t = t3. 

N O T E . — On adoptera comme valeur de g (accélération 
de la pesanteur): ^ = 981(0. G . S.). On négligera le 
frottement de roulement. 

(Octobre 1905.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un fil parfaitement flexible, inex-
tensible, et sans masse, de longueur 4 l, est attaché par 
une de ses extrémités à un point matériel pesant P, et par 

Vautre extrémité au centre G d'un cercle solide homo-
gène et pesant, de rayon l dont la masse m est égale à 
celle du point P. Le système étant abandonné sans vitesse, 
dans un plan vertical xOy, on demande d'étudier son 
mouvement, en supposant que le fil glisse sans frottement 
sur le point fixe O, et que le point P et le disque C glis-
sent sans frottement sur une droite AB inclinée à 45° sUr 
la verticale, et située au-dessous de O à une distance de O 
égale à il. 

Calculer la tension du fil POG à l'instant initial. 
La disposition initiale du fil étant celle de la figure, et 

l'angle initial de OG avec la direction AB étant de 45°, 
décider si le fil reste tendu ou non au début du mouvement. 
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E P R E U V E PRATIQUE. — Une circonférence de cercle homo-

gène et pesante ( cerceau ) de centre C et de diamètre égal 
à im est fixée par un de ses points O. Le cerceau étant 

abandonné sans vitesse initiale dans le plan vertical xOy, 
calculer : 

i° La durée des oscillations infiniment petites du pen-
dule composé ainsi formé; 

L'angle initial de OG avec la verticale descendante 
étant, non plus très petit, mais égal à 3o degrés, calculer 
la réaction qu'exerce l'appui O sur le cerceau à l'instant 
où G traverse la verticale Oy, ainsi que la durée, à 
yi-j de seconde près, d'une demi-oscillation du cerceau. 

(Jui l le t 1905.) 

Poitiers. 

É P R E U V E THÉORIQUE : C I N É M A T I Q U E . — Une figure inva-
riable se meut dans son plan de manière que deux de ses 
droites demeurent tangentes à un même arc de cycloïde. 
Trouver dans ce mouvement les deux courbes qui roulent 
sans glisser l'une sur l'autre. 

D Y N A M I Q U E . — Dans un plan vertical xOy (Oy vertical 
et dirigé vers le haut) une barre homogène pesante AB de 
masse M et de longueur 'il peut tourner sans frottement 
autour de son milieu O; une sphère de rayon très petit et 
de masse m est fixée en A; en B est attaché un pendule 
simple constitué par un fil sans masse de longueur r et 
par une masse m fixée à son extrémité c. 

Former les équations du mouvement du système. Y a-t-il 
des positions d'équilibre stable? Etudier les petits mouve-
ments dans leur voisinage. 
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( On suppose que le pendule peut osciller librement en 
dehors du plan vertical xOy.) 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère l'arc de cycloïde dé-
fini par les formules 

x = R(0 — sin 8), 

y =z R ( i — C O S 0 ) , 

où 6 varie de o à une valeur a inférieure à TZ : 
i° Trouver les coordonnées r) du centre de gravité de 

l'aire comprise entre cet arc, l'axe des x et l'ordonnée 
correspondant à 0 = a ; 

2° Calculer, en supposant l'aire précédente homogène 
et de densité 8, le moment d'inertie de l'aire par rapport 
à l'axe des y. 

Application au cas particulier a = ir. 

(Juillet 1905.) 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Le mouvement d'un trièdre 
trirectangle ( T ) ou ( 0 x y z ) , par rapport à un trièdre 
analogue (Tj ) ou (Oi zx ), étant donné par les projec-
tions r), Ç, p, q, r de la translation et de la rotation 
instantanées sur les axes mobiles, on demande à un 
instant t : 

i° Les coordonnées du centre de courbure de la trajec-
toire du point M (x,y, 3); 

20 Les lieux géométriques des points (x,y,z) dont Vac-
célération normale (ou l'accélération tangentielle) est 
nulle. 

II. Une parabole concave vers le haut peut tourner 
librement autour de son axe qui est vertical : les extré-
mités d'une barre homogène pesante AB de longueur il 
sont assujetties à glisser sans frottement sur la parabole t 

dont on regarde la masse comme nulle. 
Équations du mouvement du système. Calcul des réac-

tions en A et B. Positions d'équilibre relatif. Etude des 
petits mouvements dans leur voisinage. (Juin 1906.) 
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C E R T I F I C A T S DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

Paris. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une surface étant donnée par les 
équations 

y — ux, z — v - h ¿ r c p ( u , v), a?cp¿( w, o ) - b i = o , 

où cp est une fonction quelconque des paramètres u et 
définir géométriquement le réseau formé par les deux 
familles de courbes u = const. et v — const. Prouver que 
ce réseau est conjugué. 

Déterminer les lignes de courbure des surfaces (S) qu'on 
obtient en prenant 

eu-hv+e-u-+-v 
cp = y i + m 2 ? T i 

U étant une fonction arbitraire de u, et V une fonction 
arbitraire de c, indiquer la nature de ces deux familles 
de courbes. 

Former l'équation aux dérivées partielles à laquelle 
doit satisfaire la fonction cp pour que les plans oscula-
teurs des courbes v = const. menés aux divers points de 
chaque courbe u — const. soient parallèles à une droite 
dont les coefficients directeurs ne dépendent que de u. 
Montrer que la forme générale de cp est alors 

cp = U ( I I ) - H U I ( M ) V 1 ( P ) H - U , ( T T ) V 2 ( e ) , 

les cinq fonctions mises en évidence étant arbitraires, et 
que les surfaces S précédemment considérées sont parmi 
les surfaces correspondantes. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Etant donnée la surface quiapoixr 
équation 

i y3 — 3 xyz -+- z* = o 
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déterminer ses lignes asymptotiques et construire leurs 
projections sur le plan des xy, en faisant prendre succes-
sivement diverses valeurs à la constante d'intégration. 

(Octobre 1905.) 

E P R E U V E THÉORIQUE. — On considère les deux parabo-
loïdes 

x*-hy2 = 2 az, 

xi -{-y* — — iaz, 

et les droites qui sont tangentes communes à ces deux sur-
faces. Déterminer les arêtes de rebroussement des déve-
loppables engendrées par ces droites. 

Équations qui déterminent la surface minima ayant 
pour ligne géodésique la développée d'une parabole. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Etudier les sections par les plans 
de coordonnées et par des plans parallèles au plan des 
x, y de la surface lieu du point dont les coordonnées en 
x, y, z s'expriment d'une manière suivante : 

x 

y 
z 

(Mars 1905.) 

É P R E U V E THÉORIQUE. — Étant donnée l'équation aux déri-
vées partielles suivantes : 

, / ¿ e \ 2 , de de /dey 

^{toj+^diàï + Kàï) : 

i° Intégrer les équations différentielles de ses caracté-
ristiques; 

20 Montrer que ces caractéristiques sont les lignes géo-
désiques d'une certaine surf ace dont l'élément linéaire 
est 

4 u dv2 — 4 v du dv -+- du2 
//eî — — • 

U3 
= u — -h uv2. 

= 

R= ( M2-H P2 ) 2 - H 2W2 — 2 P 2 . 
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3° En substituant aux deux variables u et v les sui-

vantes : 
v et s/u — v1 == u>, 

prouver que la surface est applicable sur des surfaces de 
révolution. Déterminer les méridiens de ces surfaces de 
révolution. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Étant donné l'ellipsoïde lieu du 
point dont les coordonnées rectangulaires s'expriment en 
fonction de deux paramètres u et v par les formules 

x = fala — u)(a^v)^ 
y/ (a — b) (a — c) 

_ /b(b-u)(b-v)  
y ~ \ (b - a) (b — c) 7 

— / c{c—u){c — v)  
z - y { c - a ) ( c - b ) : 

i° En déduire l'expression des deux formes quadra-
tiques de différentielles 

dx2 - h dy2 -+- dz2, 

ety dx -h dy -h d-y" dz 

(oit y, y' y" sont les cosinus directeurs de la normale); 
1° Former l'équation différentielle des lignes asymp-

totiques, des lignes de courbure, Véquation aux rayons 
de courbure principaux. (Mars 1906.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

480. 
( 1859, p. a66 ; 1899, p. 99. ) 

Soient D0 un cercle, DJ une développante de D0, DJ une 
développante de DT, . . . , D„ une développante de Ap-

pelons^ n développante du cercle de l'ordre n. Cela posé, 
on propose de démontrer le théorème suivant : 

Si une figure plane varie en restant semblable à elle-
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mêmey et si trois droites de cette figure ont chacune pour 
enveloppe une développante de cercle de Vordre n, toute 
autre droite de la figure a pour enveloppe une dévelop-
pante de cercle du même ordre. ( P . DE L A F F I T T E . ) 

SOLUTION 

P a r M . THIÉ. 

Soit ( F ) une figure plane qui varie dans son plan en restant 
semblable à elle-même. Toute droite D de cette figure enve-
loppe une certaine courbe. Pour une position donnée ( F ) , on 
obtient le point o où D touche cette enveloppe par la con-
struction suivante, qui est bien connue : 

Soit to le centre instantané de rotation et de similitude 
qui correspond à la position considérée. Le point 8 est le point 
de rencontre de D et d'une droite issue du point w faisant 
avec D un angle 6 qui ne dépend que des éléments qui carac-
térisent la variation infinitésimale de (F) . Cet angle 6 est 
donc indépendant de la droite particulière considérée D. 

Par S menons la perpendiculaire D' à D. Soient m et m' 
les projections du point o> sur D et sur D' ; u>/n et wm' sont 
rectangulaires et l'on a 

wm' n 
= cotÔ. 

(o m 

Si donc nous considérons plusieurs droites D quelconques 
de la figure ( F ) , la figure formée par les droites correspon-
dantes D' dérive de la figure formée par les droites D, par 
une rotation d'un angle droit autour de w, suivie d'une ho-
mothétie caractérisée par le rapport cot6. Nous parvenons 
donc à ce résultat : 

Soient DJ, D2, . . . diverses droites de la figure ( F ) , DJ, 
D'2, . . . les normales aux courbes enveloppes de ces droites, 
aux points de contact de ces courbes et des droites Dj, 
D2, . . . pour une même position de (F) . La figure 
(DJ, D^, ...) est semblable à la figure (D l 7 D2. . . . ) : elle 
reste donc constamment semblable à elle-même. 

Il est maintenant facile d'établir le théorème énoncé par 
voie de récurrence. 

Supposons, en effet, qu'il soit vérifié, quand les dévelop-
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pantes de cercle considérées sont de rang n — t . Soient Di, 
D ï f D3, D* quatre droites de la figure (F) , les trois pre-
mières enveloppant des développantes de cercle de rang n. 
Soient D'j, D j , D3, D'4 les normales aux enveloppes des 
quatre droites considérées. D't, DJ, D^ enveloppent les déve-
loppées des courbes enveloppes de D,, D2, D3, c'est-à-dire 
des développantes de cercle de rang n — i. Donc, en vertu 
de l'hypothèse, D^ enveloppe aussi une développante de cercle 
de rang n — i. Donc, D4, etc. 

Or, le théorème est vrai si Ton suppose n = — i, autrement 
dit si les droites Dj, D2, D3 enveloppent des développées de 
cercle, c'est-à dire passent par des points fixes. Il est, en 
effet, bien connu que, si trois droites d'une figure de forme 
semblable à elle-même passent par trois points fixes, il 
en est de même de toute autre droite de la figure. 

Le théorème correspondant au cas où n = o est encore bien 
connu (théorème de Bobillier). 

2019. 
( 1905, p. 479.) 

Par l'un des axes d'une conique W on mèrt€ un plan v 
perpendiculaire au plan de cette conique; un segment de 
longueur constante l se déplace sous les conditions sui-
vantes : l'une de ses extrémités décrit la conique W, il 
reste constamment normal à cette conique, et son autre 
extrémité est dans le plan v\ démontrer que cette seconde 
extrémité décrit une conique V ( à laquelle le segment est 
d'ailleurs constamment normal). 

Avec l'autre axe de la conique W, et une autre longueur 
constante m, on aura une nouvelle conique U. Démontrer 
quun certain segment de longueur constante p peut se 
déplacer en ayant ses extrémités sur les coniques U et V, 
et en restant normal à ces deux coniques. 

( G . F O N T E N É . ) 

SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

La conique W étant une ellipse dont les demi-axes sont 

OA = a , OB = b (b < a ) ; 
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considérons dans le plan v la droite OG faisant avec OA un 

angle dont le sinus est l'ellipse est située sur le cylindre 

d'axe OG et de rayon b. Soit HM un rayon du cylindre dont 
l'extrémité M est située sur W . Il est normal à OG et à W. 
Un segment MP de longueur l a son extrémité P sur la per-
pendiculaire HH' abaissée de H sur OA. 

Soient O H ' = x et H'P = z, on a 

b2 
s2 = l2 — b2-+-x2 —-, 

c2 

ou 
c2z2 — b2x2 = ¿>2); 

V est une hyperbole d'axes OA et O z et dont une asymptote 
est OG. 

On a de même, pour l'équation de la conique U dans le 
plan JK O s , 

( b2 — a 2 ) s 2 — a2 y2 = ( b2 — a 2 ) ( m 2 — a 2 ) 

ou 
c2z2-ha2y*=z c2(m2 — a 2 ) ; 

U est une ellipse dont les axes sont O y et Oz. 
Considérons la conique V comme la conique W et formons 

dans le plan yO z l'équation du lieu correspondant à une lon-
gueur p ; en posant 

A = V - b \ B = - £ ( * » - . * « ) , 

on a 
(A — B)y*— B z 2 = ( A — B)(/>2— B) 

ou 

a2y2 —f- c2z~ = a2(p2-h 

Déterminons p2 de façon que cette équation soit identique 
à celle de U, il suffit que 

On a ainsi la relation 
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Il reste à montrer que le segment MP est normal à la 

conique V : considérons le segment MI P! voisin de MP; le 
cylindre de révolution d'axe MMT et de rayon l coupe le 
plan v suivant une conique passant par PPI; à la limite PPT 

est tangente au cylindre et à la conique V, donc cette tan-
gente est perpendiculaire au rayon MP du cylindre. 

A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . ABRAMESCU, J . ROSE e t Y A L È R E MAËS. 

2021. 
(1905, p. 4k».) 

Soit un triangle ABC, et soient M, N, P les milieux des 
côtés. Considérons les projections D, E, F d'un même 
point sur ces côtés. Si a, b, c sont respectivement les inter-
sections des droites NP et EF, PM et FD, MN et DE, le 
triangle abc est conjugué par rapport au cercle DEF. 

( G . F O N T E N É . ) 

NOTE. 

Cette question se trouve résolue par l'article de M. Fon-
tené : Sur le cercle pédal, du numéro de février. 

Q U E S T I O N S . 

2042. Soient, dans un plan vertical, Ox une droite horizon-
tale, Oy une droite verticale dirigée de haut en bas. Cons-
truisons : une cardioide ayant son point de rebroussement 
en O et son axe dirigé suivant O x ; soit A son second point de 
rencontre avec O x ; 2° une lemniscate ayant son point double 
en O, tangente à O r et O y et située dans l'angle xOy et dans 
l'angle opposé par le sommet. 

Un point matériel pesant M est abandonné sans vitesse ini-
tiale en A et assujetti à décrire la cardioide (on fait abstrac-
tion des résistances passives de toute nature). Pour chaque 
position du point M on construit la bissectrice de l'angle x O M, 
qui rencontre la lemniscate en deux points. Démontrer que 
chacun de ces points décrit la lemniscate d'un mouvement 
uniforme. (R. B . ) 
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[ M ^ c a ] 

S U R UNE P R O P R I É T É D E L A S T R O P H O Ï D E E T S U R 
L E S C U B I Q U E S QUI C O Ï N C I D E N T A V E C L E U R S C I S S O Ï -
D A L E S ; 

PAR M. F . GOMES T E I X E I R A . 

Nous allons donner, dans la première partie de ce 

travail, une propriété de la strophoïde qui nous paraît 

intéressante et qui n'a pas été encore remarquée, 

croyons-nous. Ensuite, en généralisant le résultat 

obtenu, nous chercherons les cubiques qui coïncident 

avec les cissoïdales d'elles-mêmes et d'une droite ou 

d'une circonférence. 

I. 

Rappelonsd'abord un théorème de M. de Longchamps 

dont nous ferons usage. Ce'théorème a été obtenu par 

une voie purement géométrique par ce savant géo-

mètre; mais on peut le démontrer aussi clairement par 

l'analyse, comme on va voir. 

Considérons une courbe quelconque C, une droite 

D et un point O, non situé sur cette droite, et mentons 

par O une autre droite arbitt *aire . Soient R. et 

S les points où D, coupe la courbe et la droite D, 

respectivement; p, et p2 les vecteurs de ces points, 

rapportés à l'origine O, et M un point de Di dont 

le vecteur p soit égal à la différence p2 — p<. Le lieu 

des positions que M prend quand varie, en pas-

sant toujours par O, est une courbe nommée, comme 

on sait, cissoïdale de la courbe C et de la droite D 

Ann. de Malhémat., 4e série, t. VI. (Août 1906.) 22 
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par rapport au point O, que nous nommerons pôle. 

Cela posé, prenons pour origine des coordonnées le 

point O , et pour axe des abscisses la perpendiculaire à 

D qui passe par ce point, et représentons par 9 l 'angle 

formé par D , avec cet axe, par {x,y) les coordonnées 

de M, par { x \ , y \ ) les coordonnées de R et par a la 

distance de O à la droite D . On a alors 

x — a—pi cosG, ^ = a t a n g 6 — pi s inô, 

^i==piCOs6, ^i=rpisin6; 

et par conséquent les équations de la tangente à la cis-

soidale au point M et de la tangente à la courbe G au 

point R sont les suivantes : 

(pi sin 6 — pi cos -h s inô -+- p j c o s 6 — 

Q 2 a 2 

cos 6 1 1 c o s 2 6 ' 

( p i c o s 6 — p! sin Q)js — (p! c o s 6 -h pi sin 6 ) x = — p f , 

où pj représente la dérivée de p< par rapport à 9. 

On voit, au m o j e n de ces équations, que les coor-

données yK etjK2 des points où ces tangentes coupent 

la droite D sont déterminées par les équations 

_ 2 a pj — p\ costì — a cos6 ( p i sin6 -+- pt cosò ) 

y * ~~ (p! sin 6 — pi c o s ò ) c o s ò ' 

_ pf — a ( pj c o s 6 -4- pi s i n ô ) 

^ 2 — pi s in6 — pi cosO 

O n a aussi, en représentant par y 3 l 'ordonnée du 

point où la droite Di coupe D , 

y3== a tangô. 

11 résulte de ces équations l'identité 
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au moyen de laquelle on voit que la droite qui passe 

par O et par le point (x, y) de la cissoidale coupe 

la droite donnée D en un point equidistant de ceux 

ou elle est coupée par la tangente à la cissoidale 

au point y) et par la tangente à la courbe G au 

point (xK,yK), 

Ce théorème est celui que nous nous proposions de 

démontrer analytiquement. Il a été communiqué en 

1885 par M. de Longchamps à l'Association française 

pour l'avancement des sciences, au Congrès de 

Grenoble. 

II. 

Appliquons maintenant ce théorème à la strophoïde. 

Considérons une droite L, et deux points A et B, 

dont le premier soit situé sur cette droite. Si par le 

point B on mène des droites qui coupent L, et si l'on 

prend sur chacune, à partir du point K d'intersection, 

deux segments K M et KM4 tels qu'on ait 

KM = KM t = KA, 

le lieu des points M et M< qu'on obtient est, comme 

on sait bien, une strophoïde (*). On sait aussi que la 

distance du point B à la droite L est égale à la distance 

de L à l'asymptote réelle, laquelle est parallèle à L. 

On a donc, en représentant par H le point d'intersec-

tion de la droite MM< avec cette asymptote, 

BM -+- BM t = 2BK = BH. 

On voit au moyen de cette relation qu'une partie de 

(*) On peut voir la théorie de cette cubique dans notre Tratados 

de tas curvas especiales notables, ouvrage couronné el publié par 
l 'Académie des Sciences de Madrid (Madrid, 1906, p. 16). 
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la cubique considérée esl la cissoidale de l'autre partie 

et de l'asymptote, et que, par conséquent, les tan-

gentes à la stropkoïde aux points M ei M, coupent 

r asymptote en deux points équidistants de celui ou 

elle est coupée par la droite BR. 

Ce théorème est celui que nous nous proposions 

d'établir : il en résulte les corollaires suivants : 

i° La tangente à la stropkoïde au point B passe 

par le point où cette cubique coupe son asymptote 

réelle. 

2° Les deux points de la stropkoïde où la tan-

gente est parallèle à Uasymptote réelle sont situés 

sur une droite qui passe pai' B. 

111. 

La strophoïde n'est pas la seule cubique qui jouisse 

de la propriété de coïncider avec une cissoidale d'elle-

même et d'une droite par rapport à un point de la cu-

bique. Nous allons chercher les cubiques qui satisfont 

à cette condition. 

Prenons pour origine des coordonnées le pôle de la 

cissoidale et pour une des coordonnées une parallèle 

à la droite donnée, et considérons l'équation générale 

des cubiques : 

kxz -+- Bx ly -h Cxy* -h Dy3 -h Ex2 h- Fxy -+- Gy2 -+- llx h- Ky — o 

ou, en posant 

x — p cosO, y — p sin 6, 

pourla rapporter aux coordonnées polaires, 

(A cos36 -+- B cos20 sin6 H- C cosÔ sin26 -+- D sin36)p2 

-+- ( E cos2 6 -+- F cos 6 sin 6 -+- Gsin 2 6)p-hH cos 0 + Ksin6 = o. 
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En représentant par pt et p2 les racines de cette 

équation, on a 

_ E cos20 H- F cos26 sin6 -h G sin26 

pi -h P2 — — A cos** 6 -+- B cos2 e sin e -h G cos 6 sin2 6 + D sin38 * 

Supposons maintenant que l'équation de la droite 

donnée soit x = a, ou en coordonnées polaires 

P cosò ' 

La condition |>our que la cubique coïncide avec la 

cissoidale d'elle-même et de cette droite, c'esl qu'on 

ait identiquement 

Pl P 2 = 

ou, par conséquent, 

E F tangô -h G tang20 

= - a ( A + B tangO H- G tang26 -h D tang'O), 

quelle que soit la valeur de 9. Celte condition est donc 

exprimée par les équations 

E = - a A , F — — a B , G — — « G , D = o, 

au moyen desquelles on voit que l'équation de la cu-

bique doit avoir la forme 

( A#2-+- Bxy -f- G / 2 ) (x — a ) 4 - H a? K y — o. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

La condition pour qu'une cubique soit la cissoi-

dale d?elle-même et d'une droite est qu'une de ses 

asymptotes coïncide avec cette droite et que les 

deux autres se coupent en un point de la cubique. 

Ce point est alors le pôle de la cissoidale. 

Il résulte çle ce qui précède cet autre théorème, qui 
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contient celui relatif à la strophoïde, précédemment 

énoncé : 

Si deux asymptotes d' une cubique se coupent en 

un point de cette courbe, et si par ce point on mène 

une droite quelconque D, les tangentes à la cubique 

aux points où elle est coupée par cette droite coupent 

la troisième asymptote en deux points équidistants 

du point d'intersection de D avec cette dernière 

asymptote. 

Une classe très importante de cubiques auxquelles 

ces théorèmes sont applicables est celle des cubiques 

circulaires qui passent par leur foyer singulier. 

Cette classe de cubiques comprend, en effet, des cu-

bi(|ues considérées par V A N R E E R et C H A S L E S dans leurs 

études sur les focales du cône de base circulaire oblique 

(Correspondance mathématique de Quetelet, T. V 

et V I ) . 

IV. 

Voici encore une autre question analogue à la pré-

cédente : 

Chercher les cubiques qui sont cissoïdales d'elles-

mêmes et d'une circonférence par rapport à un 

point où la cubique et la circonférence se coupent. 

En prenant ce point pour origine des coordonnées 

et la droite qui passe par le centre de la circonférence 

pour axe des abscisses, l'équation polaire de cette 

courbe est 
p" = i a c o s ô , 

et l'identité 
Pl -H p2 = ?" 

donne, au moyen d'une analyse semblable à celle qui 
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fut employée précédemment, les conditions 

E = — 2 a A, F — — 2 aB, E = 2 aG, F = — i ai), G = o. 

L'équation de la cubique doit donc avoir la forme 

(a?2 -+- y2 — 2 ax) (Aar+ By) + Ha? + Ky — o. 

Nous avons le théorème suivant : 

Les conditions pour qu'une cubique soit cissoïdate 

d'elle-même et d1 une circonférence par rapport au 

point où ces courbes se coupent sont les suivantes : 

i° que la cubique soit circulaire ; 2° que le pôle 

coïncide avec le point où la cubique est coupée par 

son asymptote réelle; 3° que le centre de la circon-

férence coïncide avec le foyer singulier de la cu-

bique. 

[K2d] 

SUIt Q U E L Q U E S C E R C L E S RU P L A N D'UN T R I A N G L E ; 

P A R M . ÉMILE W E B E R . 

Soient P un point quelconque du plan d'un triangle 

ABC ; a, {ï, y ses coordonnées trilinéaires normales. 

Désignons par A i , B, , C< les intersections respectives 

des côtés BC, C A , AB avec les droites AP, BP, CP. 

Par les trois points A ^ B j , C ( faisons passer un cercle. 

Celui-ci coupera les côtés de A B C une seconde fois 

respectivement en A't, B^, C^. On sait que les droites 

AA', , BB'4, CC, concourent en un même point P' (TER-

Q U E M , N. A . , 1 8 4 2 , p . 4 O 3 ; G . C A N D I D O , N. A . , 1 9 0 0 , 

p. 249)-
Nous nous proposons, dans cette étude, de mettre 
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en lumière la relation géométrique unissant les deux 

points P et P'. Nous établirons ensuite la condition à 

laquelle ces points doivent satisfaire, pour que le cercle 

correspondant soit tangent au cercle d'Euler, ce qui 

nous donnera une extension du théorème de Feuerbach 

à comparer avec celle que M. Fontené a établie dans 

les Nouvelles Annales (1905) pour une autre famille 

de cercles. 

1. Au Congrès de l'Association française pour 

l'avancement des Sciences (Oran, 1888), M. Emile Le-

moine a donné l'expression des coordonnées a', ¡3', y' 

du point P' en fonction de celles du point P. Il a ob-

tenu : 

a a ( A— aa)[^Y(A— c y) -h c ¡3(A — b ¡3)] — a 2 ¡3 y (A — cy )(A — b p ) ' 

où A = a a b ¡3 -+- cy. ¡5', y' s'écrivent au moyen de a' 

par permutations tournantes. 

Sous cette forme, les coordonnées a', jî', y' paraissent 

extrêmement compliquées et peu maniables dans les cal-

culs. Nous allons les définir d'une façon plus simple. 

À cet etïet, observons que a' est proportionnel à : 

La même coordonnée, écrite dans le système bary-

centrique, devient 

A présent, si Ton désigne par ¿r, y , z les coordon-

nées baiycentriques de P, on voit que le point P' est 

b c a 
P(A— ¿P) y(A — CY) a( A — a%) 
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le réciproque de Vanticomplémentaire d'un point D, 

dont les coordonnées barycentriques sont - :> 

y ( z •+• X ) 3 ( X H- y ) 

2. Ce point D a une signification remarquable. Pour 

la faire ressortir, nous allons rappeler un théorème dû 

à Steiner : 

Si l'on joint les trois sommets aux milieux des 

côtés correspondants B, CI, C, A, , A, C4 du triangle 

déterminé par les pieds des droites AP, BP, CP, on 

obtient trois droites courantes en un point D'. 11 est 

facile de voir que les coordonnées barycentriques de D' 

sont x ( y z ) , y(z-{-x), z(x-+-y). En les compa-

rant à celles du point D, on voit que le point D est 

Vinverse triangulaire du point D'. 

3. Appliquons ce qui précède, comme vérification, 

au cercle d'Euler. Ici, le point P est le point H, ortho-

cenlre du triangle fondamental ; le triangle A , B , C, 

est le triangle orthique. Si nous joignons les sommets 

aux milieux des côtés du triangle orthique, nous obtien-

drons les symédianes de ABC : le point D' est donc, 

dans ce cas, le point K de Lemoine, dont l'inverse D 

est le centre de gravité de ABC. D'autre part, le centre 

de gravité est lui-même le réciproque de sou anticom-

plémentaire. De là découle clairement la nolion du 

cercle des neuf points. 

4. Dans certains cas, l'énoncé de la correspondance 

entre les points P e t P' se simplifie en introduisant la 

notion de la newtonienne d'une transversale. Si 

Ax -+- By -h Cz = o 
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est l'équation, en eoordonhées barycentriques, d'une 

transversale, les milieux des diagonales du quadrilatère 

complet, que cette transversale détermine avec les côtés 

de ABC, sont sur la droite 

- - x y -+- z 
ir— = 

appelée (par M. de Longchamps) la newtonienne de la 

transversale. 

En écrivant la dernière équation sous la forme : 

il ressort, que le pôle trilinéaire d'une newtonienne 

est le réciproque de ïanticomplémentaire du pôle 

trilinéaire de la transversale contes pondante. 

5. Si nous prenons maintenant, pour le point P, le 

foyer de la parabole de Kiepert a ^ 

ct \ 
— — e n coordonnées barycentriques j , le point D 

sera le pôle trilinéaire de la droite d'Euler et P' le réci-

proque de Fanticomplémentaire de ce pôle. Nous dirons 

donc : Il passe un cercle par les six pieds des droites 

joignant les trois sommets au foyer de la parabole 

de Kiepert et au pôle trilinéaire de la newtonienne 

de la droite d'Euler. 

6. Si le point P est le point de Steiner 1 ^ , 

g2 * a2> a t 1 en coordonnées barjcentriques^* le 

point D sera le foyer de la parabole de Kiepert et P' le 

réciproque de l'anticomplémentaire de ce foyer. En 

observant que le foyer de la parabole de Kiepert est 
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le pôle tri linéaire du diamètre de Brocard, nous pour-

rons énoncer le théorème : 

II passe un cercle par les six pieds des droites 

joignant les sommets au point de Steiner et au pôle 

trilinéaire de la newtonienne du diamètre de Bro-

card. 

7. lin plaçant le point P au point K de Lemoine, le 

point D est le point r r — — — s » ~T—tt» de sorte r r 62-+-c2 c2-+-a2 

que son inverse le point D ; [a'2 (b2 -+- c2), b2(c2 -b a2), 

c2 (a2 + b2)] est le point milieu de la distance des deux 

points de Brocard. En d'autres termes: si l'on joint 

les sommets d'un triangle aicx milieux des côtés 

correspondants du triangle formé par les pieds des 

symédianes, on trace trois droites se coupant au 

milieu de la distance des deux points de Brocard. 

8. Signalons encore un cas particulier digne de 

remarque : si P est réciproque de l'orthocentre H, le 

point D sera l'orthocentre H et nous dirons : 

Il passe un cercle par les six pieds des droites 

joignant les trois sommets au réciproque de l'or-

thocentre et au pôle de la newtonienne de l'axe 

orthique. 

9. Pour étendre le théorème de Feuerbach aux 

cercles de eetle famille, nous nous appuierons sur la 

proposition suivante : le cercle circonscrit à un triangle 

autopolaire à une hyperbole équilatère passe par le 

centre de cette courbe. 

On peut considérer le triangle A ^ C j comme le 

triangle diagonal du quadrilatère A B C P et par suite 

comme triangle autopolaire à l'hyperbole équilatère 



( 348 ) 
ABCP. De même, le triangle A^B'jC', est aulopolaire 

par rapporta l'hyperbole équilatère ABCP' . Il en résulte 

que le cercle A j B , ^ coupe le cercle d'Euler en deux 

points, centres des hyperboles équilatères ABCP, 

ABCP' . Conséquemment, lorsque P et P' appartien-

dront à une même hyperbole équilatère circonscrite 

au triangle fondamental, le cercle A 1 B ] C I sera tan-

gent au cercle des neuf points. 

[Pi f ] 

UN T H É O R È M E S U R LA C O L L I G A T I O N E T LA R É C I P R O C I T É ; 

PAR M. S T U Y V A E R T . 

Le point de départ de ce travail est un théorème 

que nous appellerons théorème de Reye et dont voici 

l'énoncé : 

Toutes les cubiques gauches passant par cinq 

points percent un plan fixe en des ternes de points 

qui sont les sommets de triangles conjugués par 

rapport à une même conique. (Zeitschr. f Math. u. 

Phys.y t. XIII.) 

(^ette propriété a été démontrée trop souvent pour 

qu'une nouvelle méthode de l'établir présente encore 

quelque intérêt en elle-même. Mais on peut analyser 

les relations du théorème de Reye avec des théories 

apparentées; ces recherches, poussées dans deux di-

rections différentes, nous ont donné des résultats. 

En considérant la gerbe de cubiques par cinq points 

comme un cas particulier de systèmes plus généraux, 

nous avons montré (Comptes rendus; novembre 1906) 
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comment les caractères spécifiques de cette gerbe en-

traînent le théorème de Reye. 

Ici, au contraire, nous allons regarder cette propo-

sition comme un analogue supérieur du théorème de 

C. Sturm sur les faisceaux de coniques, et nous 

étendons à l'espace une méthode qui réussit dans le 

plan. 

1. Le théorème de C. Sturm peut se déduire de 

celui de Desargues. Ce dernier repose à son tour sur 

la propriété suivante : 

Si x et IL, y et Y sont deux couples d'éléments 

homologues de deux formes projectiles superposées 

du premier ordre (ponctuelles ou faisceaux), les 

couples (.r, Y ) , (y , X ) et les éléments doubles de la 

projectivité sont en involution. 

Cherchons l'analogue de ce théorème dans un espace 

à deux, trois ou même plusieurs dimensions. Pour la 

facilité du langage, bornons-nous à l'espace ordinaire: 

nous aurons à démontrer le théorème que voici : 

Si le point Y et le plan CJ sont respectivement les 

homologues du point y et du plan u dans deux es-

paces collinéaires (le déterminant de la collinéation 

étant différent de zéro), Y est le pôle de u et y le 

pôle de U dans un système polaire ayant pour té-

traèdre conjugué le tétraèdre fondamental de la 

collinéation. 

M^C. Servais nous a communiqué verbalement une 

démonstration synthétique de cette propriété. Celle 

que nous donnons ici est analytique ; nous n'avons 

donc pas à nous occuper du cas des imaginaires. 

Prenons les points doubles, supposés distincts, de 
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la collinéation pour sommets du tétraèdre de réfé-

rence. Les formules de la projectivité peuvent alors 

s'écrire 
pY,- = ai jr i{ i= r, 2, 3, 4). 

Un plan (J = S U^X; répond à un plan u = S U a ^ t , 

que l'on peut désigner par S uLXi ; on a alors 

a u i = a / U / . 

Or, dans un système polaire où le tétraèdre de réfé-

rence est un tétraèdre conjugué et ou le point y est le 

pôle du plan U, on a des relations de la forme 

par suite aussi 

p'zifi = a/PiU,-, 

ou, d'après les formules précédentes, 
pp' Y / = < J ; 

dans ce système polaire, le point Y est donc bien le 

pôle du plan a. 

Le raisonnement, fait en sens inverse, démontre la 

réciproque : 

Si les points Y et y sont respectivement les pôles 

des plans u et U par rapport à un système polaire, 

le point Y et le plan U sont respectivement les homo-

logues du point y et du point u dans une collinéa-

tion ayant pour tétraèdre fondamental un tétraèdre 

polaire quelconque du système proposé. 

2. La démonstration précédente suppose que #les 

points doubles de la collinéation soient distincts. Le 

raisonnement qui va suivre établit le même théorème 

dans tous les cas. 

Écrivons les équations de la collinéation sous la 
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forme 

; = 4 

pY ( ¿ = 1 , 2 , 3 , 4 ) . 

En général atj diffère de ajly et la seule restriction à 

faire est que le déterminant des quantités a/y ne soit 

pas nul. 

Le plan U = 2 U / X / répond au plan u = S U,-2 a i j X j 

et, si l'on désigne ce dernier par S «/#/, on a 

i = 4 

G U J = ^ a ' 7 U / ' 

Soient fit les coefficients réels d'une quadrique f 

réelle ou imaginaire; on a donc fih~ fhi• Si U est le 

plan polaire du point y par rapport à cette quadrique, 

on a 

Ar = 4 

k = 1 
d ' o ù / = 4 k = '+ 

ax Uj = ^«o^/^r*-
i — 1 k=i 

Si le plan u est le plan polaire du point Y par rap-

port à la même quadrique, on a de même 

i = 4 

i = \ 
d'où 

¿ = 4 * = 4 

pviiy = 
i=1 *=1 

Les deux systèmes de valeurs trouvés pour les quan-

tités Uj ne peuvent coexister, en général, que pour un 
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nombre fini de points y (ce nombre est 4)- Mais elles 

sont compatibles, quel que soit le pointj/-, si l'on a 

Ces conditions sont vérifiées identiquement, si l'on 

a j = k, De plus, les égalités demeurent inaltérées, si 

l'on permute j et k. On ne doit considérer que les cas 

où j par exemple est supérieur à k et, comme les nom-

bres i , 2, 3, 4 présentent six combinaisons, les rela-

tions précédentes sont au nombre de six entre les dix 

coefficients homogènes /¿k\ il v a donc, en général, 

oc3 quadriques satisfaisant à la condition d'avoir pour 

plans polaires de deux points homologues quelconques 

y et Y deux plans homologues aussi, mais en ordre 

inverse, U et a . 

Démontrons que tout point double de la collinéation 

est le pôle d'un plan double par rapport à chacune de 

ces quadriques. Si un point z est double, il existe une 

valeur de p telle que l'on ait 

soit v le plan polaire de z par rapport à une des oo3 

quadriques trouvées, on a alors 

p s , = a u z j 

donc 

mais, à cause des conditions imposées aux quadriques f 
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et écrites plus haut, ces relations deviennent 

* — 4 ;=4 

i=l 7—1 

et, puisque est le plan polaire de s , on a enfin 

ceci exprime que v est un plan double, donné d'ail-

leurs par la même valeur de p qui a fourni le point 

double Ainsi, tout point double de la collinéation 

est le pôle d'un plan double par rapport à chacune 

des oo3 quadriques f . Il est visible que l'une de ces sur-

faces est déterminée, en général, par la condition que 

y est le pôle de U. 

3. Voici, en passant, une application. Supposons le 

complexe tétraédral défini par deux espaces collinéaires 

(voir R E Y E , Géométrie de position). Soient a et b 

deux rayons du complexe; a passe par deux points 

homologues y et Y ; b est l'intersection de deux plans 

homologues u et U. D'après Je théorème du n° i,y est 

le pôle de U et Y le pôle de u par rapport à une qua-

drique ayant pour tétraèdre conjugué le tétraèdre fon-

damental de la projectivité ; donc a et b sont deux 

droites conjuguées par rapport à cette quadrique. Les 

droites conjuguées du rayon a par rapport aux ocs 

quadriques f ayant le tétraèdre fondamental pour té-

traèdre polaire sont toutes des rayons du complexe. Ou 

encore le complexe est conjugué à lui-même par rap-

port à chacune de ces quadriques. (Ces propriétés sont 

connues.) 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Août 1906.) 23 
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4. Les n°s 1 et 2 sont indépendants du nombre de 

variables. Dans un plan, par exemple, on a la propriété 

suivante : 

Si y et Y sont deux points homologues, u et U 

deux droites homologues de deux systèmes plans 

eollinéaires superposés, y est le pôle de U et Y celui 

de u dans un système polaire ayant pour triangle 

conjugué le triangle fondamental de la collinéa-

tion. Et réciproquement. 

Cette proposition conduit au théorème de Reve sur 

les cubiques gauches. 

En effet, les rayons qui projettent les points d'une cu-

bique gauche de deux d'entre eux, G et H par exemple, 

forment deux gerbes eollinéaires et marquent, sur un 

plan fji, deux systèmes plans projectifs dont les points 

doubles sont les traces A, B, C de la cubique sur le 

plan pu 

Soient D, E, F trois points de la courbe; appelons 

IV, E', F' les traces respectives de GD, GE, G F sur le 

plan pi et D", E", F" celles de HD, HE, HF. 

D'après le théorème qui vient d'être énoncé, D' et 

D" sont respectivement les pôles de E^F" et E 'F ' par 

rapport à une conique admettant le triangle A B C comme 

triangle conjugué. 

Si l'on intervertit les rôles des points G et D, on voit 

que, dans la même conique, définie par son triangle 

conjugué ABC et par la condition que D'est le pôle de 

E"F", on a maintenant la trace 1 de G H pour pôle de 

la droite d intersection des plans DEF et JJL. Par inter-

version successive des points D, E, F , G, H entre eux, 

on reconnaît ainsi que le plan pi coupe chaque face du 

pentaèdiv D E F G H suivant une droite et chaque arête 

opposée en un point et que ces dix droites sont les 
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polaires respectives de ces dix points par rapport à 

une même conique qui admet ABC comme triangle 

conjugué. 

Cette propriété est l'analogue du théorème de De-

sargues relatif aux coniques; elle est connue ainsi que 

les cas particuliers que l'on peut en tirer lorsque cer-

tains sommets du pentaèdre coïncident. 

L'analogue du théorème de C. Sturm en résulte im-

médiatement : toutes les cubiques gauches passant par 

les cinq points D , E, F , G, H percent le plan ¡/. en des 

ternes de points A , B, C formant des triangles conju-

gués par rapport à une même conique; celle-ci est 

en effet complètement déterminée par le pentaèdre 

D E F G H , 

[P4h] 

SUK UNE GÉNÉRALISATION DE LA TRANSFORMATION 
BIRATIONNELLE; 

PAR M. H. L A U R E N T . 

Soient if, i", . . . les racines d'une équation algé-

brique 
/ ( * ) = « 

de degré m. On sait que toute fonction rationnelle de i 

est réductible à la forme <?(<s) désignant un poly-

nôme entier de degré m — i au plus. 

Considérons une fonction de m variables 

#0, • • • ) xm—i 

de la forme 

Xq -+- ¿#1 -4-... -h i'n~l ¿rm-i = y, 
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et une expression de la forme 

( I ) = Y , 
a! y -+- b' 

a, ¿>, a!, b' désignant des quantités indépendantes des a? 

mais pouvant contenir i et ses puissances. Si l'on rem-

place <2, è, a ' , b j / * par leurs valeurs exprimées en 

(onction de i, Y prendra Ja Corme 

Y = XO + X , ¿ + . . . + X ; ) H Î ' « - I 

Pour lui faire acquérir cette forme on observera 

que Y est de la forme 

M0 U\ i H- . . . -h Um-X ¿'"-1 

où les w et les v sont fonctions linéaires des x, le nu-

mérateur et le dénominateur pouvant être remplacés 

par le reste de leur division par f{i). Cela fait, on 

multipliera le numérateur et le dénominateur de la 

fraction précédente par 

(i'o-+- l'-h. . . ) Oo H- i"-+-. . . ) Oo-t- ¿'"-h. . .). . . 

f(z) 

qui est une fonction symétrique des racines de ~ — 

et qui, par suite, est entier en i ; après cel le opération, 

le numérateur et le dénominateur de Y seront des po-

lynomes entiers en x0, xK, ..., xm_K de degré m au 

plus et Je dénominateur ne contiendra plus Y aura 

donc la forme 

Y == 
• ^ ¿ - h . . . -f tym-ti'»-* 

les ^ étant des fonctions entières des x de degré m. 

On aura donc 

X 0 + X 1 Ï + . . , + x w _ , i'»-1 = J- 5 i 
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Or, la racine i étant Tune quelconque des racines de 

f(z) — o, la formule précédente aura lieu en y rem-

plaçant i par iv, i"y . . . , elle aura lieu pour m valeurs de i 

et l'on aura 

x - x - ^ x - i ^ n 

Ces formules sont birationnelles> c'est-à-dire que 

l'on peut les résoudre par rapport aux x et exprimer 

leurs valeurs en fonction rationnelle de X 0 , X<, . . . , 

Ce sont des formules analogues à celles de la transfor-

mation quadratique dans l'espace à deux dimensions. 

Et, en effet, de la formule (i) on tire 

_ AY -+- B  
y ~ A ' Y - f - B , ? 

A, B, A', B' étant des poljnomes entiers, et, en repre-

nant mot pour mot ce que nous venons de dire, on 

aura 

xo = J • • • ^ & m—l = 
m-1 

les W étant entiers et de degré m — i en X 0 , . . . , . 

Les formules (2) sont celles d'un groupe dont il est 

facile de trouver des invariants différentiels. En consi-

dérant Y et y comme des variables complexes formées 

avec les clefs ¿2, , . . , im~K, Y sera fonction de y et 

aura une dérivée bien déterminée, alors 
dy 

/dX0 , dX0 . \ ./àXt, \ 

dy dxx -i- i dx t -h... 

ne dépendant pas de dx§\dxK \dx2*..on aura 



( 358 ) 
et ces équations se décomposeront encore en d'autres 

après avoir été rendues entières en en observant 

qu'elles ont encore lieu en changeant ¿ e n ¿', i,r, .... 

Toutes ces équations ont pour solutions 

X - X -A0 - j , ^ - ~ , . . . . 

Si , par exemple, f ( z ) = z2 + i , on aura 

_ ( a -h a i ) ( x0 -h xt i ) -+- b -h p i 
^ ~~ ( a ' - h O L ' Î ) ( X 0 - + - xvi) H - b' H - I 

_ ax0—0LXI~H b-+-¿(OLXQ-+- ax\ H- (3) 

a! x0 — a' Xi -+- 6' -f- i ( a' a?0 -+- d X\ -f- P' ) 

(ax0— ocxi -\-b)(a'Xq—a'xx H- 6') -+-(aa?0-\-ax\ -f- P) (»'¿Po - + - H - P') 
~~ ( — a'a?! 4- b' )2-f- + -+• P')2 

(a'x o — a'a7j H- b' )(ocxQ -h ax\ -I- p) — (ax0 — a.rt H- ô)(a'a?0—...) . 
{a'xy —.. .).. . 

et Ton aura 

Xo 
(axQ —aXi-hb) (a'x0 — oi'xi-hb,)-h(7.x0-ha.vi-h^)((x'x0-\-a'xi-h p') 

= X , 

(a'xç — a' xt b')(otx0-h axx-\- P)—(ax 0 — aiTj-h b)(a' xx-\- ¡2') 

(a'xo — a'arj-H ¿>')2-*- («"^o -+• -f- P')2 

Ces équations sont de la forme 

XP _ X ! _ I 

uu'vv' u'v — v' Il P2-*-*/2' 

u, u!, désignant des fonctions linéaires. Si v' est 

nul, on a 
X 0 _ X T _ I 

uu' vu' V2 
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C O N C O U R S D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
m 1 9 0 6 . 

Première composition de Mathématiques 
(Sciences I). 

SOLUTION PAN M . J E A N S E R V A I S . 

On considère, dans Vespace, les droites (D) dont 
les équations sont 

ux -H vy -h z -+- i = o, x -h y -+- uz -+- v = o ; 

on regarde les paramètres u, v comme les coordon-
nées d'un point A dans un plan (P) -, à chaque 
point A de ce plan correspondy en général, une 
droite (D) et une seule; par un point M de l* espace, 
il passe, en général, une droite (D) et une seule. 

Ou doit être le point M pour qu'il passe par ce 
point une infinité de droites (D)? Soit M0 un tel 
point; quel est le lieu, dans le plan P, des points A 
auxquels correspondent les droites (D), en nombre 
infini, qui passent par le point M0? Quand, inver-
sement, le point A décrit ce lieu, quelle est la sur 
face décrite par la droite (D) qui correspond au 
point A? 

Lorsque, dans le plan (P) , le point A décrit la 
parabole dont Véquation est v = au-, la droite cor-
respondante (D) décrit une surface (S) qui est, en 
général, du quatrième degré; la précédente étude 
permet de mettre en évidence des valeurs du para-
mètre a pour lesquelles cette surface contient un 
plan. 

Construire, en supposant a= i, la courbe du 
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troisième degré, intersection d la surface (H)et du 

plan des xy. 

Evaluer Vaire limitée par cette courbe et la droite 

dont Véquation est y — 3,5. 

Il est clair qu'à chaque point A , c'est-à-dire, à chaque 

système de valeurs de u et v correspond une droite (D) 

et une seule à moins que les deux plans qui défi-

nissent (D) ne soient confondus, ce qui a lieu lorsque 

U P I I 

I I ~~ U ~~ v' 

c'est-à-dire lorsque le point A occupe l'une des deux 

positions 
( u = i i u = — i 

Q] Q' \ 
> V — L 

auxquels cas la droite est indéterminée dans le plan 

( I I ) x -hy -h z -h 1 = 0 

ou 

( I I ' ) x -h y— £ — 1 = 0 . 

Si l'on cherche les droites (D) qui passent par un 

point donné M de coordonnées y, z, on est amené 

à résoudre les deux équations 

I ux - h vy -+- 2 h - i = o , 

uz -+- v - h x-+-y = o 

en u et v qui admettent en général une solution et une 

seule sauf lorsque l'on a 

x y z - h i 
( l ) - = -v ' z i x -+-y 

En faisant la somme des termes des rapports (a) , on 
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trouve le rapport égal 

X -hjf-h z -+-1 
x -h y + z + r 

qui est égal à i , si x y -f- z i ^ o. 

Dans ce cas le point M est sur la droite 

l X = z, 
(A) 

Lorsque x -¡-y + z -f- i = o, on peut remarquer que 

les rapports (2) sont aussi égaux à 

z -f- 1 — x —y 
x -h y — ^ — 1 

qui est égal à — 1, si x -h y — z — 1 ^ 0 . 

Dans ce cas le point M est sur la droite 

i x — — z, 
( A ' ) 

( y = — i-

Enfin, si Ton a à la fois 

i x y + ¿ + 1 = 0, 

f x -h y — z — 1 = 0, 

c'est-à-dire si le point M est sur la droite d'intersection 

des plans II et II7, 

! x -h y = o, i 
Z H - I = O . 

Il y a bien une infinité de solutions pour u et v, car 

les équations (1) donnent 

mais la droite correspondante 

u (x -\-y ) -h z -±-1 =t o, 

x -4-y + M ( Z + I ) = O 
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reste fixe et coïncide avec A" lorsque u varie, elle n'est 

donc pas indéterminée. 

En résumé, la droite (D) n'est indéterminée que 

lorsque le point M est sur Tune des droites A ou A'. 

Soit M0 un point de A de coordonnées 

#0 = 

Pour ce point les deux équations (i) sont identiques 

et le lieu de ( A ) est la droite 

(L) UZ0 + P + Z 0 + I = o 

qui passe par le point Q'. 

De même si le point M0 est sur A7 

X 0 — — Z Q 5 

le lieu de A est une droite 

a ' ) 

7o = — i, 

U Z 0 - I - V — Z o — ï = o 

qui passe par le point Q. 

Supposons que le point A décrive la droite (L) , la 

surface engendrée par D aura pour équation 

X Y 2 4 - 1 

z i x -+- y 

i z§ —t- i 

qui, développée, se décompose en deux plaus : 

x -hy — z — i = o, 

qui est le plan Q;, et 

x -h z -h z0(y H- i) = o 

qui est le plan passant par Af et le point M0 . 

De même, lorsque A décrit la droite (L') , la surface 

engendrée par (D) se décompose en deux plans : 

x -+-y -h z -h i = o 
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qui est le plan II, et 

x — z — z0(y — Î ) = O 

qui est le plan passant par A et le point M0 . 

Lorsque A décrit la parabole 

( 3 ) P = A I I L , 

la droite ( D ) décrit la surface (S) dont on obtient 

l 'équation en éliminant u et v entre les équations ( i ) 

et (3) , ce qui donne 

( S ) a[y(x-i-y) — z — i]2=[z(z-h i)— x(x-hy)](x — yz). 

Cette surface est du quatrième ordre en général. O n 

prévoit qu'elle se décomposera en une surface du troi-

sième ordre et l'un des plans II ou IF, lorsque la para-

bole passera par l'un des deux points Q ou Q', c'est-

à-dire lorsque 

a = ± i. 

Faisons, par exemple, a — i et mettons en évidence 

dans l'équation de (S) le plan II, il reste la surface du 

troisième ordre qui a pour équation 

y [(y — z)(x -h y) -4- s2] -\-xi — y2 — zx-h z — x — y - f - 1 = o. 

La section par le plan z = o est la cubique qui a 

pour équation 

y2 (x -hy) -h x2—y2— x — y -h i = o. 

Pour construire cette courbe, remarquons d'abord 

que la droite x H-y = o est évidemment une asymptote 

d' inflexion, puisqu'elle rencontre la courbe en trois 

points à l'infini et qu'elle est parallèle à une direction 

asymptotique simple. La direction de l'axe des x est 

une direction asymptotique double à laquelle corres-
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pond une branche parabolique. En écrivant l 'équation 

sous la forme 

on voit que la parabole 

(P) y2-hx—y~ 1 = 0 

est asymptote. Sous cette forme on voit également 

qu'il n'y a pas de points de la courbe à l 'intérieur des 

F i g . 

régions ombrées sur la figure, et cela met en évidence 

comment la courbe est asymptote à la droite et à la 

parabole. 

La courbe présente un point double isolé au point 

A : x — o, y — i . 
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Transportons les axes en ce point, en posant 

x = X7 y = i + Y. 

L'équation devient 

Y 2 ( X -h Y ) -h X 2 -h 2 X Y - b 2 Y2 = o. 

Il est alors facile de mettre la courbe sous forme 

unicursale et de la construire ( f i g . 1). 

On peut d'ailleurs également la construire sous la 

première forme, en résolvant par rapport à x. 

L'équation ordonnée en x est 

+ ( j a - 1 ) x-h(y*- 1) (y — i) = o, 

ce qui donne, en résolvant, 

(4) = i - y 2 ± ( y - 1) y/(7 -+- 1 )(y - 3). 

Ceci met en évidence les deux tangentes y =—1, 

y = 3 parallèles à ox et tangentes aux points 

B(x = o ,y =— 1) et C(x=—4> y =—3). 

L'aire demandée est l'aire D C E comprise entre la 

courbe et la droite de 

y = 3 , 5 . 

Elle est égale à 

J
/«3,8 /*3,5 

f ^\dy—\ x2 dy, 
3 ^3 

xK et x2 étant les deux valeurs de x fournies par la for-

mule (4), on a donc 

J~3,S . 

1 — 0 / c r H- 1) — 3) rfr-3 

En remarquant que [y — 1) est la demi-dérivée de 
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la quantité placée sous le radical, on a 

S = Ut(jK-f- i)(r — 

S = 1 ( 2 , 2 5 ) 1 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E . 

Les droites ( D ) forment la congruence des droites 

qui s'appuient sur deux droites fixes (A) et (A'). Les 

coordonnées du point a d'intersection de la droite ( D ) 

avec le plan 

(p) —i, 

sont 
x = — v, y = u. 

On peut donc substituer, sans rien changer d'essen-

tiel dans l'énoncé, le point a au point A , car l'un se 

déduit de l'autre par une symétrie. 

F i g . 2. 

(D) 

Soient alors (Jig . 2) (o et co' les points d'intersection 

des droites (A) et (A ;) avec le plan ( p ) . Par tout pointa 
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du plan ( p ) passe une droite ( D ) et une seule qui est 

l'intersection des plans a , (A) et a , (A'). Il y a exception 

lorsque a est en tu, auquel cas la droite ( D ) est indé-

terminée dans le plan (II) passant par to et (A7), ou 

lorsque a est en to', auquel cas ( D ) est indéterminée 

dans le plan (II') passant par a/ et (A). 

Par un point M de l'espace il passe une droite ( D ) 

et une seule qui est l'intersection des plans M , ( A ) 

et M, (A'). Il y a exception lorsque M est situé sur une 

des deux droites (A) ou (A7), car, dans ce cas, la 

droite ( D ) est indéterminée dans le plan défini par M 

et l'autre droite fixe. 

Soit M0 un point de (A) (Jig. 3). Toutes les 

droites ( D ) passant par M0 engendrent le plan ( Q ) 

passant par M0 et (A'). Le lieu de la trace a de ( D ) sur 

le plan ( p ) est donc la trace ( l ) du plan ( Q ) sur (/?). 

Ce lieu est donc une droile (/) passant par to'. Inver-

sement, lorsque le point a décrit la droite (/), la 

droite ( D ) , qui n'est autre chose que a M 0 , engendre 

le plan ( Q ) . Il y a toutefois exception lorsque a est 

F i g . 3. 
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en co', car dans ce cas la droite ( D ) est indéterminée 

dans Je plan (II7). La surface engendrée par ( D ) 

lorsque a décrit la droite (/) est donc l'ensemble des 

deux plans ( Q ) et (II'). 

On obtiendrait des résultats analogues pour un 

point M0 de (A'). 

Supposons maintenant que le point a décrive dans 

le plan (p) une courbe algébrique ( C ) d'ordre m. 

La droite ( D ) engendrera une surface réglée (S) 

d'ordre 2m. Pour le prouver, cherchons en combien 

de points une droite quelconque ( S ) rencontre la sur-

face (S). Ce nombre sera égal à celui des droites ( D ) 

s'appuyant à la fois sur ( S ) et sur ( C ) . Or, toutes les 

droites ( D ) qui s'appuient sur ( S ) forment en général un 

hyperboloïde à une nappe. Cet hyperboloïde est coupé 

par le plan ( p ) suivant une conique (T) qui rencontre 

la courbe ( C ) en 2m points. Les 2m droites ( D ) qui 

passent en ces 2 m points rencontrent ( S ) aux 2 m points 

d'intersection avec (S). 

Celte surface (2) a 3 droites multiples d'ordre m qui 

sont (A), (A') et toto'. 

En effet, par tout point M0 de (A) il passe m géné-

ratrices de (2) qui sont les droites joignant M0 aux m 

points d'iulersection de la droite (/) (fig. 3) avec la 

courbe ( C ) . 

Lorsque M0 décrit (A), les m génératrices engen-

drent m nappes de la surface (S) passant par (A). 

Il y a de même m nappes passant par (A7). 

Imaginons que le point M0, en décrivant (A) , tende 

vers <0. La droite (/) aura pour limite toto' et les m gé-

nératrices ( D ) de (S) passant par M0 viendront se con-

fondre suivant toc/. 11 y a donc également m nappes 

passant par wio'. 

Si la courbe ( C ) du plan ( p ) passe par to, à ce point 
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correspond le plan (II) et la surface (S) se décompose 

en une surface d'ordre 2 m — 1 et ce plan. 

Plus généralement, si la courbe ( C ) a en w un point 

multiple d'ordre r et en to'un point multiple d'ordre la 

surface (S) se décompose en une surface réglée d'ordre 

im — r — r , r fois le plan (II) et r' fois le plan (II'). 

En coupant la surface (S) par un plan, on obtient 

comme section une courbe algébrique d'ordre 2m qui 

a trois points multiples d'ordre m et passe par les m 
points d'intersection du plan sécant avec la courbe ( C ) . 

Dans le cas particulier en question, la courbe ( C ) 

est une parabole. La surface (S) est donc une surface du 

quatrième ordre ayant trois génératrices doubles (A), 

(A') et co to'. 

La section par le plan xoy est une courbe du qua-

trième ordre ayant : deux points doubles à distance 

finie aux points d'intersection ( A ) et (B) de (A) et (A') 

avec xoy, un point double à l'infini dans la direc-

tion oW et tangente à la droite de l'infini dans la 

direction infinie de la parabole. 

Lorsque la parabole passe par to, la surface (S) se 

décompose en le plan (II) et une surface du troisième 

ordre; la courbe du quatrième ordre se décompose en 

la parallèle à wto' passant par B et une cubique ayant : 

1.111 point double en A, un point simple en B, un point 

simple à l'Infini dans la direction (1)<of et tangente à la 

droite de l'infini dans la direction infinie de la para-

bole. 

Ann. de Mathémat4e sér ie , t. VI . ( A o û t 1906.) 24 
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C O N C O U R S D'ADMISSION A L ' É C O L E NORMALE SUPÉRIEURE 
EN 1 9 0 6 . 

Déuxième composition de Mathématiques 
(Sciences I et II). 

SOLUTION PAH M . J E A N S E R V A I S . 

En supposant l'espace rapporté à un système de 
coordonnées rectangulaires OX, O Y, OZ, on consi-
dère la courbe définie par les équations 

y — Z = x'+. 

I. Montrer que Vare de cette courbe, compté à 
partir de Vorigine des coordonnées jusqu'au point 
doni Vabscisse est le nombre positif x, est compris 

entre x -4- x5 et x -4- -~xò -+- - x~ pour les valeurs j 5 7 ' 
suffisamment petites de x\ on prouvera que cet arc 
est toujours inférieur à la seconde limite, et qu'il 
est certainement supérieur à la première pour 

o < x < l 

II. Montrer quil existe sur cette courbe une infi-
nité de couples de points A, B tels que les plans (P), 
(Q) respectivement oscillateurs à la courbe en A, 
13 se coupent suivant la droite qui joint ces deux 
points. 

Soit V l'angle (moindre que deux droits) des 
directions, perpendiculaires aux plans (P), (Q), 
qui font des angles aigus avec la direction posi-
tive sur l'axe des z ; comment varie cet angle quand 
l'abscisse x du point A croît de o à -+- GC ? 



de x pour laquelle Vangle V est droit. 
Montrer que les droites A B qui joignent deux 

points d'un même couple sont situées sur la surface 
dont Véquation est 

Séparer cette surface en régions d'après le 
nombre de plans osculateurs à la courbe proposée 
qui passent par ses différents points. 

III. Evaluer l'intégrale définie 

oit V est la fonction de x qui a été définie plus haut. 

I. L'arc de la courbe est donné par la formule 

En extrayant la racine carrée du polynome entre 

(i) i + 36a?*-h i6x« = (i-r- i8a7*)*-h 4*6(4 — 8ia?s) 

et 

i i - h 36a?4-t- 16a?6 
(*) 

L'identité ( i) prouve que, lorsque 

0 

ds2 = (i -h 36a?4 -h 16a?6) dx2. 

parenthèses, on trouve les identités : 

4 — 8ia?2> o, 

c'est-à-dire, lorsque (x positif) 

x < - > 
9 
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on a 

ds2 

L'identité (2) montre que, quel que soit x, on a tou-

jours 
ds2 

dx2 

on en conclut ( x <1 -
V 9 

ds 
I - f - < - y - < I - + - 8 a? 6 

dx 

et, en intégrant de o à x , 

18 „ ^ ^ 18 8 . 
— x° < a1 < .r h—— x5 -f- - x'. 

i l . L'équation du plan oscillateur, en un point A de 

la courbe d'abscisse .r, est 

1.x* X — xY -4- Z — x'* = o. 

Ecrivons qu'il passe par le point B de la courbe 

d'abscisse x' et nous obtenons la condition 

( 3 ) -). xx' — 2xx '* x— xk — o. 

Cette condition élanl symétrique en x et x\ prouve 

que, si le plan oscillateur de A passe en B, réciproque-

ment le plan oscillateur de B passe en A . Les deux 

plans oscillateurs se coupent donc suivant AB. 

La relation (3) s'écrit 

(x'— X )3 (x' -h x) — o 

et, par suite, puisque x ' ^ x , elle donne 
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on en conclut 

y'=— y, z'=z. 

Les points A et B sont symétriques par rapport à O 

Les cosinus directeurs de la perpendiculaire au plan 

oscillateur, A , en faisant avec O 5 un angle aigu sont : 

(2X3 —X I 

x 6 •+• X '1 -+•1 / 4 -+- x l -+-1 ) / x * > x 2 \ 

Ceux de la perpendiculaire au plan oscillateur B 

s'obtiennent en remplaçant x par — x . 
On en conclut 

I — X2 '\X* 
c o s v = 

I -H X'-\-
Si l'on pose 

u — x- \ x6, 
on a 

u 
c o s V = 

1 -h a 

Quand x croît de o à + oo, a croît évidemment de 

o à + 0 0 el cos V décroît de 1 à — 1. L'angle V croît 

donc de o à 7;. 

La valeur de x pour laquelle V est droit est racine 

de l'équation 
4#6 x-— 1 = 0. 

Cette équation a une racine positive et une seule 

comprise entre o et 1. 

En appliquant trois fois la méthode d'approxima-

tion de Newton, en partant de la valeur 1, on trouve 

x — 0 , 7 0 7 3 . 

Les équations de la droite A B sont 

( 4 ) Y = 2 ^ 2 X , Z = XK 

Quand x varie, la droite AB engendre un conoïde 
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dont on obtient l'équation en éliminant x entre les 

deux précédentes, ce qui donne bien 

Ecrivons que le plan oscillateur en A passe par un 

point donné X , Y , Z de cette surface, nous obtenons 

l'équation du quatrième degré en x : 

( 5 ) 4X*ar*— 4 X 2 Y a ? — Y2 = o. 

Cette équation admet évidemment pour racines les 

abscisses des points A et B de rencontre de la généra-

trice passant par le point X , Y , Z avec la courbe. 

Ces abscisses sont données par la première des équa-

tions (4) • 

(6) 

L'équation (5) se décompose alors ainsi 

( 2 X.r 2 — 4X«a?-i-Y)(2Xa?* — Y ) = o. 

Les quatre racines sont donc : i° celles qui sont 

fournies par (6) ; 20 celles qui sont racines de 

l'équation 

( 7 ) 2 X ^ 2 — 4 X 2 A ? - F - Y = O. 

Les deux racines de l'équation (6) sont réelles 

lorsque 
XY > o, 

ce qui était à prévoir puisque cela a lieu pour tout 

point de la courbe donnée. 

Les deux racines de l'équation (7) sont réelles 

lorsque 
X ( a X » - Y ) > o. 
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dans le plan des xy. La figure ci-contre montre que, 

par les points de la surface qui se projettent dans la 

région ombrée, passent quatre plans oscillateurs réels 

et ailleurs deux plans. Or, la parabole cubique est la 

projection horizontale de la courbe donnée, et Ox est 

une génératrice de la surface. Par suite, par tous les 

points de la surface compris entre O x et la courbe 

donnée passent quatre plans osculateurs et par tout 

autre point deux tels plans. 

III. De la formule qui donne cosV, on tire 

^̂̂^̂  2 2 
x 

2 2 

y 

i — c o s V V 
ii — 

2 
d'où 

t a n g — = sja — x k -+- i x -

On a donc 
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C h a n g e o n s d e v a r i a b l e en p o s a n t x'2 = z , 

J = î Ç sjkz*--*- f dz. 2 0 

C e t t e i n t é g r a l e b i e n c o n n u e ( a r c d e p a r a b o l e ) d o n n e 

i 
J = s J J ^ l - h \ U'IZ + + i ) ] 0

2 , 

C E R T I F I C A T S » ASTRONOMIE. 

Bordeaux. 

L<>KKI VE THÉORIQUE. — Définition des parallaxes pour 
les planètes : 

Parallaxes en : ascension droite, déclinaison, distance 
zénithale. 

Indiquer rapidement les méthodes qui permettent d'ob-
tenir les parallaxes planétaires par voie d'observation 
astronomique. 

EPREUVE PRATIQUE. — Pendant l'éclipsé du 3o août 1903, 

à Bordeaux, et au moment de la plus grande phase, 
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les o , 9 3 0 du diamètre solaire apparent étaient éclipsés 

( | g = o>93o). 
A ce moment, le diamètre apparent du Soleil était de 

3 1 ' 4 1 4 ; celui de la Lune était de 33'12", 

On demande de calculer avec trois décimales le rap-
port de la surface solaire apparente éclipsée à la sur-
face solaire apparente totale. (Juil let 1906.) 

Caen. 

EPHEUVE THÉORIQUE. — On a des Tables donnant les 
coordonnées géocentriques du Soleil et de Mars à tous 
leurs passages au méridien de Paris pendant un grand 
nombre d'années. Montrer comment on peut déterminer 
la durée des révolutions sidérale et synodique de la pla-
nète et vérifier qu'elle satisfait aux deux premières lois 
de Képler. 

EPHEUVE PRATIQUE. — Lors d'un passage du Soleil au 
méridien de Paris, Vheure sidérale est H. Calculer, pour 
cet instant, l'anomalie moyenne du Soleil et sa distance, 
en rayons terrestres, au centre de la Terre. La Terre 
étant supposée sphérique, calculer la variation de paral-
laxe pour et (D quand on passe des coordonnées géocen-
triques aux coordonnées locales. 

On donne (numériquement) la latitude de Paris, 
l'heure H, la longitude du périgée, l'inclinaison de 
Vécliptique, l'excentricité de l'orbite solaire, la distance 
moyenne de la Terre au Soleil. (Juillet 1906.) 

Grenoble. 

E P R E U V E THEORIQUE. — Aberration : 

i° Influence sur les coordonnées équaloriales des étoiles. 
Aberration annuelle. Aberration diurne. Aberration lors 
du passage au méridien. 

2° Influence sur les coordonnées écliptiques des étoiles. 
Aberration annuelle. Orbite annuelle d'aberration. 

EPREUVE PRATIQUE. — Calcul de l'anomalie vraie du 
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Soleil et de sa longitude pour le 18 juillet 1906, à midi, 
temps moyen de Paris. 

Calcul de la longitude moyenne du Soleil au iei jan-
vier f9o6. 

Données numériques : 
Au ICI janvier i85o, à midi, temps moyen de Paris, on 

avait : 
= 280° 4 6' 42", 

m = 28o°2l',22ff. 

D'autre part, la variation de m, par année tropique, est 

Atb = 1', 018. 

Enfin on a 
n — 69' 1385 

et 
e = 0,0167601. 

(Juillet 1906.) 

Paris. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° Réfraction astronomique, pour 
les distances zénithales inférieures à 76°; 

2" Détermination des ascensions droites avec l'instru-
ment méridien. Corrections des observations. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer à 1 minute près, en temps 
moyen astronomique de Paris, l'heure du coucher appa-
rent de la Lune, à Paris, le 8 juillet 190). 

La C o n n a i s s a n c e des T e m p s fournit les données sui-
vantes : 

Latitude de Paris = - h 48" 5o' 11" ; 
Parallaxe horizontale de la Lune = 59'; 
Réfraction horizontale — 34 ' ; 
Si de plus on c(ésigne à chaque instant par t le temps 

moyen de Paris, par H l'angle horaire géocentrique du 
centre de la Lune par rapport au méridien de Paris, et 
par 0 la déclinaison géocentrique du centre de la Lune, 
on a, au moment du passage supérieur au méridien de 
Paris à la date indiquée, 

¿ = 5h8ni24s; 8 = -+- i°34'37"; 
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enfin, au même moment, la variation de t pour 1 minute 
de H est de 4- i m 2 s , 14 ; et la variation de S pour 1 minute 
de H est — 1 I " , 9 4 -

On calculera avec quatre décimales. 
(Juillet 1903.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° Temps sidéral, temps vrai, 
temps moyen. 

Relations entre ces divers temps. 
iu Latitude. Détermination de la latitude. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Mercure décrit une orbite ellip-
tique dans laquelle Vexcentricité a pour valeur o,'2o56o, 

tandis que le demi-grand axe est égal à 0,38710. 

Calculer le rayon vecteur et Vanomalie vraie de Mer-
cure, sachant que Vanomalie moyenne est de 

•252° 8'6",5. 
(Octobre 1905.) 

Poitiers. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Exposer une méthode pour dé-
terminer les éléments d'une planète dont on possède trois 
observations rapprochées. 

EPREUVE PRATIQUE. — Soient à Vépoque t, pour une pla-
nète ( Vénus) : 

L o n g i t u d e h é l i o c e n t r i q u e . . . . . i 6 5 ° 3 4 6 
L a t i t u d e -+-3°-2 3'36", 9 

Log d u r a y o n v e c t e u r . 7,8569062 

et pour la même époque t : 

L o n g i t u d e du Soleil '28O°4I'4"I 3 j 
Log du rayon vec t eu r 7 ,9926511 . 

Calculer les coordonnées géocentriques de la planète : 
longitude, latitude, distance à la Terre. 

Marseille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° Exposer la suite des opéra-
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tions géodésiques concernant la mesure d'un arc de 
méridien. 

2° Développer Vexpression de l'arc de méridien, sup-
posé elliptique, en série ordonnée suivant les puissances 
croissantes de l'excentricité. 

3° Indiquer comment on détermine les éléments de 
l'ellipsoïde terrestre au moyen d'un ensemble de mesures 
géodésiques. 

4° Rappeler comment les géodésiens français ont opéré, 
à la fin du XVIII® siècle, pour obtenir la valeur du qua-
drant, en vue de Vétablissement du système métrique. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Connaissant l'ascension droite et 
la déclinaison o d'un astre ainsi que l'inclinaison de 
l'écliptique E, calculer : 

i° La longitude X et la latitude ¡3 de cet astre ; 
2° Les accroissements AX et A $ de la longitude et de la 

latitude correspondant à l'accroissement AE de Vincli-
naison de Vécliptique. 

Données numériques : 

a = 2oh 38'" i 3% 63, 

o = 44" 56' 38", 9, 

E = = 23° 27' 5", 17, 

As = H- io",o. 
(Juillet 1906.) 

Montpellier. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Sur la Terre supposée sphérique 
on considère un lieu L ayant pour coordonnées géogra-
phiques une longitude X et une latitude cp, et une montagne 
ayant X' et o' pour coordonnées de même nature. Le 
sommet de cette montagne se trouve à une hauteur angu-
laire Y) au-dessus de l'horizon de L. 

A quel jour de Vannée l'observateur placé en L voit-il 
le Soleil se coucher derrière la montagne ? 

On indiquera la marche à suivre pour résoudre le pro-
blème en supposant : 

i° Que l'on possède des Tables donnant les coordonnées 
uranographiques du Soleil jour par jour; 

2° Que Von ne possède aucune Table ast/onomique et 
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que l'on connaît seulement les éléments du mouvement 
képlérien du Soleil, nécessaires à la résolution de la 
question. 

On dira quels sont ces éléments. 
Y a-t-il des conditions de possibilité ? 
On montrera que Vheure vraie à laquelle le phéno-

mène se produit est indépendante de toute théorie du 
mouvement du Soleil. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On a) pour la planète Pallas : 

T = i689joU,ii, 06 

e — o, 2 jo8. 

Calculer le temps qui s'écoule depuis le passage de la 
planète à son périphélie jusquau moment où son rayon 
vecteur est perpendiculaire au grand axe. 

N O T E . — On indiquera les formules à employer avant 
de commencer le calcul numérique. (Juillet 1906.) 

Rennes. 

E P R E U V E T H É O I I Q U K . — Corrections de parallaxe. Ellipse 
de parallaxe annuelle. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Quelle est Vanomalie vraie du Soleil 
quand son anomalie excentrique est de 200". Evaluer, 
en jours solaires moyens, l'intervalle de temps qui s'est 
écoulé entre le dernier passage du Soleil au périgée et 
l'instant considéré. 

La durée de l'année est de 36>i s-m-, il\'Vi ; Vexcentricité 
de l'orbite solaire est égale à 

0,01676697. 

(Juillet 1906.) 

Toulouse. 

É P R E U V E T H E O R I Q I E . — I . Le tourillon Ouest d'un cercle 
méridien est de a." plus haut que le tourillon Est et son 
azimut compté à partir de la direction Ouest vers le 
Nord est de p". Le cercle n'a d'ailleurs pas d'autie 
erreur. 
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Chercher s'il peut exister des étoiles, dont Vascension 

droite et la déclinaison, déterminées à l'aide de ce cercle, 
soient indépendantes de ces erreurs. 

Trouver leurs distances polaires. 

II. On observe une même étoile durant toute une année. 
On déduit de ces observations un Tableau donnant la lon-
gitude apparente de l'étoile aux diverses époques des 
observations. En supposant que ces longitudes aient été 
corrigées de toutes les causes d'erreur sauf la parallaxe 
et l'aberration, on demande : 

D'indiquer la marche à suivre pour s'assurer que 
les petites différences de ces longitudes sont bien dues à 
la parallaxe et à Vaberration ; 

2° De trouver dans ces différences la fraction qui pro-
vient de la parallaxe et celle qui provient de l'aber-
ration. 

N O T E . — On rappelle que les corrections en longitude 
de parallaxe et d'aberration sont de la forme 

p s i n ( Q — X ) 

cos (3 

k c o s ( 0 — X) 
COS P 

(parallaxe), 

(aberration), 

0 désignant la longitude du Soleil, 
X » » de Vétoile, 
P » la latitude de Vétoile. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Appliquer la méthode des moin-
dres carrés au système suivant : 

— x -H y — 2=0, 

— 25 x -+- ^ y — 147 > = o, 

15 x — \ \ y — 2io = o, 

527 — 4 y — i oo — o, 

27 x -+- 19 y — 2565 = o. 

Calculer les résidus et l'erreur moyenne. 
(Juillei 1906.) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

2026. 
(1905, p. 028.) 

Considérons une courbe plane du quatrième ordre avec 
un seul point double D; on sait que les six points de con-
tact des tangentes menées ci la courbe par le point double 
tombent sur une conique, et les points de contact A, B de 
cette conique avec ses tangentes issues de D appartiennent 
à la quartique. 

Cela posé, démontrer que, si l'on mène par les deux 
points A, B une conique arbitraire qui coupera la quar-
tique en six autres points, les droites qui unissent ces points 
à D coupent ultérieurement la quar tique en six points d'une 
conique. ( V . RETALI.) 

S O L U T I O N 

P a r M . PARROD. 

Prenons pour t r iangle de référence celui dont les sommets 
sont : le point double D et les points d ' intersect ion des t a n -
gentes au point double avec la quar t ique . 

L'équation de la courbe est alors 

ax'6z -+- byzz -h xy f { x y z ) = o. 

La cubique des points de contac t des tangentes é tan t 

axz-f- byz-\- xv f i = o. 

Multiplions la deuxième équation par -s et re t ranchons, il 
vient 

x y \ f ( x y z ) — Z f z ] = o. 

Donc les six points de contact sont situés sur la conique 
dont on a l 'équat ion. La polaire de l 'origine é tant z — o, 
les points A et B sont sur le côté du t r iangle de référence 
opposé à D. 

L'équation d 'une conique quelconque passant par A, B est 

f ( x , y , z ) — zF = o. 

Soient xyz un point d ' intersect ion et x y z' le point cor -
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r e s p o n d a n t su r la q u a r t i q u e 

x' ' y z' ' 

et l 'on a 

ax'z z' -h by'3 z' - h x'y' f ( x ' , y \ z') = o, 

*(ax'*z,'+b/*z')+-x'yf(bx', 0 y \ z ' ) = o, 

J'^x'y e y , z') — z' Pox'= o. 

S u p p r i m o n s les accen t s , on a f a c i l e m e n t 

0 f ( x , y , z ) - f ( < ) x , 0 y , z) = o, 

/ ( 0 . T , OJK, ^ P Ô O R = 0 . 

S o i e n t 

/ ( 5 ) = Ai r 2 - b B y'2 - f G s 2 + Dyz -4- E zx -f- Fxy, 

P == L X - H M y - + - N Z , 

il v ien t 

0 f ( x , Y , Z) — Z(\J 0 X — Mby-H N s ) = o , 

0( \ . r 2 - h B y 2 - f - Fxy) — C s 2 = o. 

É l i m i n o n s 0, l ' équa t i on de la con ique passan t pa r les 
six po in t s es t 

Gf f ( x , v , z) — z( L.R -f- M y)] = N(Xx2-\- BJK2-+- Fxy). 

Q U E S T I O N S . 

20-43. Le l imaçon de Pasca l , qui a pour é q u a t i o n en c o o r -
d o n n é e s po la i res 

p = 2-4- costo, 

es t tel qu' i l ex is te une inf in i té d ' h e x a g o n e s qui lui s o n t à la 
fois inscr i t s et c i r c o n s c r i t s . R. B. 

2044. On d o n n e une el l ipse insc r i t e à un t r i a n g l e A B C et 
un p o i n t O su r c e t t e c o u r b e . Les d ro i t e s O B , OC i n t e r c e p t e n t , 
su r une para l lè le à la t a n g e n t e en O, un s e g m e n t de g r a n d e u r 
c o n s t a n t e lo r sque BC est dép l acé en r e s t a n t t a n g e n t à l 'e l l ipse. 

( C A N O N . ) 



( 385 ) 

[I9b] 

s u t LA DENSITÉ DES N O H B R E S PREMIERS INFÉRIEURS 
A UNE GRANDEUR DONNÉE ; 

P A R M . P A U L L É V Y . 

Partons de la décomposition en facteurs premiers du 

produit n ! L'exposant d'un facteur premier a dans cette 

décomposition est 

[ÏH5H3J--
[#] désignant, d'après une notation de Gauss, la partie 

entière de x\ le dernier terme non nul est le terme de 

rang ' P e u t donc écrire 

< 0 [ j | g ] j -

a représentant successivement tous les nombres pre-

miers inférieurs à n. 

Cherchons une valeur approchée du second membre. 

Pour cela, remplaçons le coefficient de Joga, que 

nous désignerons par A , par la valeur plus grande 

, , n n n 
O ) a a2 \\2HLV 

aLiogaJ 

Les termes de cette somme sont en progression géo-

métrique. L e s p premiers ont pour somme 

i 
n 1 a/' 

sP = • H a i 
a 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Septembre 1906.) 2.5 
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L'expression (2) s'obtient en donaantà p la valeur 

- P 0 * " ! • 
- L l o g a J ' 

on augmentera une seconde fois A en remplaçait p' par 

la valeur plus grande 

P' = loga' 

puisque sp croît avec p ; il vient ainsi 

A < 

Cherchons maintenant une limite de l'erreur com-

mise. L'erreur commise dans la première approxima-

tion est inférieure au nombre p' des termes. L'erreur 

commise dans la seconde est sp» — sp') je dis qu'elle 

est inférieure k p" — p'. Pour le voir, traçons la courbe 

représentant la variation de sp en fonction de p . Figu-

rons sur cette courbe les points M7, P, M d'abscisses 

croissantes p " — i, p ' p " . On a 

• Sp-1 — 
OLP 
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d'où 

S P" — V - 1 = 1 = / > " — ( / > " — 0 -

Le coefficient angulaire de la droite MM' est donc 

égal à l'unité. Celui de M P e s t alors inférieur à l'unité, 

et 
sP' — sp><p' — p\ 

comme nous l'avons annoncé. 

L'erreur commise sur la valeur de A est donc in-

férieure à 

et l'on a 

F /H fv lOg/i 

a — i l o g a 

d'où, en tenant compte de l'égalité (i) , et en appe-

lant v le nombre des facteurs premiers distincts de n\ 

log n ! < ^ - - l o g a < log n ! -h v l o g n o a — i © o o 

OU 

l o g / i ! v ^ l o g / i ! v log / i 
(3) —2 < \ —2_ < 1 

IX — i I a — i n — i n i 

L'on peut de cette inégalité déduire une valeur ap-

prochée de la densité des nombres premiers entre o 

et n. Il semble intuitif que l'expression dans 

laquelle a représente successivement tous les nombres 

premiers inférieurs à /i, aura une valeur plus ou moins 

grande suivant que cette densité sera plus ou moins 

grande. Cependant, comme les nombres premiers sont 

en groupements plus denses dans le voisinage de cer-

taines valeurs, il peut y avoir dans la somme surtout 

des termes de faibles valeurs, ou au contraire plus de 

termes plus grands, et le nombre des termes n'est pas 
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en rapport bien défini avec la valeur de la somme. Il 

importe donc de préciser ce raisonnement. 

Soit a4 , a2, . . . , av, . . . la suite des nombres pre-

miers rangés par ordre de grandeur; considérons, par 

une sorte d'inversion du problème, v comme variable, 

et av comme fonction inconnue. On peut, dans l ' iné-

galité (3), remplacer n par av. Il vient ainsi 

i = V 

( 4) lo£*v! < V < l°g«v! + v l°gav# 
av — i ^ OLÌ — i av — i av — i 

i= i 

Essayons de voir si une suite ^ , ¡32, . . . , ¡3V, . . . de 

croissance plus rapide que la suite des a, et telle que 

> av, 

satisfait à cette inégalité. Les ¡3 peuvent d'ailleurs 

n'être pas entiers, on remplace alors ¡3! par la fonc-

tion eulérienne T(i -f- ¡3). 

La fonction qU i n e diffère de log# que 

d'une grandeur, ne devenant pas infinie avec x , croît 

avec x , à partir d'une certaine valeur d e # , tandis que 

décroît. Il s'ensuit que, si l'on remplace les a par 

les ¡3, sans changer la valeur de v, les membres extrêmes 

de l'inégalité (4) augmentent et le second membre di-

minue. 11 pourra alors se faire que la première partie 

de l'inégalité ne soit plus vérifiée; cela pourrait au 

contraire avoir lieu pour la seconde si la croissance 

des ¡3 n'était pas assez rapide. On voit ainsi comment 

l'on saura si une suite arbitrairement formée est de 

croissance trop rapide ou trop lente. 

La série dont le terme général est Ì est divergente. 

D'autre part, le rapport — devient infini avecv. Ces ré-
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sultats s'établissent aisément, et nous les supposerons 

connus. L'idée la plus naturelle est donc de poser, pour 

le premier essai, 

= V l o g v . 

Introduisons un paramètre X et posons 

^ = XV lOgV. 

Proposons-nous de calculer les quantités qui figurent 

dans l'inégalité (4) avec des erreurs ne devenant pas 

• n • r\ 1 1 logF ( Bv -f- r ) 
intimes. Un peut alors remplacer , P a r 

l o g ^ v ( 1 ) ; on peut alors remplacer par la 
P i T Pi 

différence n x étant le terme général d'une série 
— 0 , * 

N ^ • V I LOFF S/ 
convergente, puisque p,- > i \ ^ ° r peut a son tour 

, , r v logS v , r . . , 
etre remplace par / ° av. Le premier membre de 

J pv 
l'inégalité (4) devient alors 

logv -f- log logv -+- logX; 

le troisième n'en diffère que d'une quantité finie. Le 

second devient 

r dv r log logv ^ r logX <tfv 
J Xv J Xvlogv J Xvlogv 

ou 

i logv -f- ~ (log logv )2 4- log logv. 

On en déduit que, pour X > i , la première partie de 

l'inégalité (4) n'étant pas vérifiée, l'on a un mode de 

croissance trop rapide. Le contraire a lieu pour X = i . 

( 1 ) On peut remarquer que log¡¡Jv devient infini pour v = i . Mais 
il est évident que le raisonnement subsiste tout de même. 



( 39O ) 

On est donc conduit à poser en second lieu 

(3V = v[logv-4-<p(v)], 

<p(v) étant une fonction de croissance moins rapide 

que logv, et que nous supposerons au plus de l'ordre 

de grandeur de log logv. 

La valeur approchée du premier et du troisième 

membre est toujours 

logv -+- log logv. 

Cherchons celle du second membre. On a 

i t ?(v) , r ? ( v ) i 2 

logv LlogvJ pv viogv 
et 

logpv = logv-H log logv-h log j ^ J 

©( v) 
= logv -h log logv •+• . . • , 

d'où 

log^v _ l log logv — c?(v) 
pv v vlogv 

les principaux termes non écrits contiennent au déno-

minateur v(iogv)2 , et les numérateurs, d'après l 'hypo-

thèse faite sur cp(v), sont au plus de l'ordre de gran-

deur de (log logv) 2 ; ces termes croissent donc moins 

rapidement que o* étant compris entre o et i-

Leur intégrale est donc convergente pourv infini, et le 

second membre peut s'écrire, en ne négligeant aucune 

partie infinie, -

(5) logv-4- f 
J vlogv 

Si nous posons 

cp(v) = log logv — I, 
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valeur qui justifie l'hypothèse faite a priori sur cp(v), 

nous obtenons pour le second membre logv + loglogv. 

La suite des [3 ainsi formée vérifie alors l'inégalité (4), 

à condition d'ajouter des constantes convenablement 

choisies aux membres extrêmes. Il ne peut en être de 

même d'aucune autre suite formée en ajoutant à <p(v) 

une fonction de signe constant et constamment supé-

rieure en module à un nombre fixe p, car alors la va-

leur approchée (5) du second membre se trouve aug-

mentée ou diminuée d'une quantité supérieure à 

= ? l o s l o g v ' 

c'est-à-dire devenant infinie. 

On peut donc admettre que la suite 

P î , - o = v ( l 0 g v - b l o g l o g V — I) 

donne une idée approchée de la croissance des nom-

bres premiers. Par inversion de cette formule, les ex-

pressions 
n n n 

l o g / i — i l o g n ( l o g / i ) 2 

peuvent être prises comme valeurs approchées du 

nombre d'entiers premiers inférieurs à n. 
Riemann a donné pour celte même grandeur la va-

leur 

Li(x) — i Li (#*)—. .'.-+-(— 0m ~ LiU™), 

C dx L i(x) désignant le logarithme intégral j > et en 

prenant pour m tous les nombres entiers qui ne sont 

multiples d'aucun carré parfait. 

Les termes les plus importants de L i ( x ) f qui sont 

aussi les plus importants de la fonction définie par ce 
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développement, sont 

x x 
loga? ( loga?) 2 

Ce sont ces deux premiers termes que nous venons 

de retrouver par une méthode relativement élémen-

taire. 

[ L ^ l b ] 

N O T E S U R L ' H Y P E R B O L E É Q U I L A T È R E I N V E R S E D ' U N E 

D R O I T E O S P A R R A P P O R T A UN T R I A N G L E A B C 
E T S U R LE T R I A N G L E P É D A L DU P O I N T S ; 

P A R M . A . V A G Q U A N T . 

Cette Note peut faire suite à un article de M. G. 

Fontené, complété par un article de M. R. B. (N. A., 
1906, p. 55 à 61). En conservant les notations de 

M. Fontené, on peut énoncer la question de la façon 

suivante : 

Soit D E F le triangle pédal relatif au point S et 
au triangle A B C inscrit dans le cercle de centre O ; 
soient M, N, P les milieux des côtés du triangle 
A B C ; soient a, ¿>, c les intersections des droites 
NP et EF, PM et F D , et DE, les trois droites 
Da, E6, Fc concourent en un même point K/ qui 
reste le même quand le point S décrit une droite OA. 

Si S, et S2 sont les points de rencontre de OA avec 
le cercle O circonscrit au triangle ABC, R' est le 
point de rencontre des droites de Simson A< et A2 

relatives à S4 et S 2 , et K ' est le centre de Vhy-
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perbole équilatère inverse de OA par rapport au 
triangle A B C . 

Quand le point S décrit la droite OA, la droite DE 

enveloppe une parabole tangente aux droites C A , CB 

et MN, car les divisions D et E, semblables à la divi-

sion S, sont semblables, et, quand S vient en O, DE 

devient MN. La tangente variable DE à cette parabole 

détermine sur les tangentes fixes MN et BG des divi-

sions homograpbiques e et D qui sont semblables. 

D'autre part, les divisions F et D sont semblables, 

comme semblables à la division décrite par S sur O A ; 

les divisions F et e, semblables à la division D, sont 

semblables, et comme les droites BA et MN décrites 

respectivement par les points F et e sont parallèles, 

la droite Fc passe par un point fixe K'. En supposant 

le point S en ou S2 sur le cercle circonscrit au 

triangle ABC, les points correspondants D , , E4 , F , 

sont en ligne droite, ainsi que D 2 , E2 , F 2 ; ces deux 

droites A, et A2, étant les droites de Simson relatives à 

deux points S, et S2 diamétralement opposés du cer-

cle O, sont rectangulaires. Le point K/ est donc le 

point d'intersection des droites de Simson A, et A2. 

On verrait de même que les droites E b et D a passent 

par K' quand S décrit OA. Donc D a , E6, Fc concourent 

en K' . 

Je dis maintenant que K/ est le centre de l'hyperbole 

équilatère inverse de OS. Pour le voir, considérons 

l'hyperbole équilatère Tj définie par ses asymptotes 

K/A<, K/A2 et le point A. Comme N est le milieu de 

E , E 2 et de A C , cette hyperbole passera par C ; de 

même, elle passera par B ; étant circonscrite au 

triangle ABC, elle passera par l'orthocentre H de ce 

triangle. D'autre part, la conique T^, inverse de la 
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droite OA, passe par A , B, C et H, car H est l'inverse 

de O ; c'est donc une hyperbole équilatère, comme on 

le voit autrement en remarquant que les directions 

asymptotiques de rH sont At et A2, car, si S' est l'in-

verse de S, on sait que AS' est perpendiculaire à EF ; 

quand S vient en S M son inverse S'< est à l'infini dans 

la direction perpendiculaire à la droite E 1 F i ou A«, 

c'est-à-dire dans la direction A2 ; de même, quand S 

vient en S2 , S'2 est à l'iniini dans la direction A^ Les 

hyperboles équilatères 7j et ayant quatre points 

communs A , B, C, H et mêmes directions asympto-

tiques, coïncident. 

Enfin, on sait que le point K ' appartient à la fois au 

cercle circonscrit au triangle MNP et au cercle cir-

conscrit au triangle D E F ; généralement, on peut dire 

que les cercles circonscrits aux triangles tels que D E F 

passent par le point fixe R' quand S décrit OA. En 

particulier, cette importante propriété du point R' a 

été démontrée élémentairement par M. R. B. dans 

l'article déjà cité (N. A., 1906, p. 5g). 

[R2b, R9b] 

S U R L E S C E N T R E S DE G R A V I T É ; 

P A R M . J . J U H E L - R É N O Y . 

Nous nous appuierons sur les deux théorèmes sui-
vants : 

T H É O R È M E 1 . — Le centre de gravité de la surface 
d'un triangle coïncide avec le centre de gravité de 
trois masses égales appliquées aux trois sommets 
du triangle. 
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T H É O R È M E I I . — Le centre de gravité d'un té-

traèdre coïncide avec le centre de gravité de quatre 
masses égales appliquées aux quatre sommets du 
tétraèdre. 

C E N T R E DE G R A V I T É DES S U R F A C E S . 

I. Trapèze. — Si B et b désignent les bases du 

trapèze, son centre de gravité coïncide avec le centre 

de gravité des masses B -f- ¿>, 6, B -f- B, respective-

ment appliquées aux sommets du trapèze. Ces masses 

se composent en trois, 2b, 2B et B -f- 6, respectivement 

appliquées aux milieux des deux bases et au point de 

concours des diagonales. Donc le centre de gravité du 

trapèze est sur la droite qui joint les milieux des deux 

bases. 

D'ailleurs, les deux masses b et b -h B, appliquées 

aux sommets de la base supérieure, ont pour résul-

tante 2 6 - f - B ; les deux masses B et b -h B, appliquées 

aux sommets de la grande base, ont pour résultante 

2 B 4 - 6 ; le centre de gravité du trapèze partage donc 

la droite qui joint les milieux des deux bases dans le 

, iB -h b 

On verrait, de même, en considérant deux à deux les 

triangles adjacents à chaque diagonale, que le centre 

de gravité coïncide avec le centre de gravité de deux 

masses B - 4 - 2 6 appliquées aux sommets de la petite 

base et de deux masses b -f- 2 B appliquées aux sommets 

de la grande base et que, par suite, le centre de gravité 

du trapèze coïncide avec le centre de gravité de trois 

masses b, B et (o1 étant la longueur de la section 

moyenne), respectivement appliquées au centre de gra-

vité de ces trois longueurs. 
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II. Quadrilatère. — Le centre de gravité coïncide 

avec le centre de gravité de quatre masses P, P -f- /?, 

p, P -H p1 respectivement appliquées aux quatre som-

mets A, B, C, D, de sorte que, O désignant le point 

de concours des diagonales, si l'on porte sur CA une 

longueur C K = O A et sur DB une longueur DM = OB, 

le centre de gravité du quadrilatère se confond avec le 

centre de gravité du triangle BKJD et du triangle ACM. 

Par les milieux I et J de chaque diagonale, A C et DB, 

menons une parallèle à l'autre, ces deux droites se 

rencontrent en un point P ; le centre de gravité est le 

point de rencontre des droites JK et MI et, par suite, 

se confond avec le centre de gravité du triangle PIJ. 

Remarquons encore que le centre de gravité coïn-

cide avec le centre de quatre forces P p parallèles, 

appliquées aux quatre sommets du quadrilatère et d'une 

force — (P -f- p) appliquée au point O. On peut donc 

dire que le centre de gravité du quadrilatère se trouve 

sur la droite qui joint le point de rencontre des diago-

nales au centre des moyennes distances des quatre 

sommets et partage cette droite en deux segments 

soustractifs dans le rapport 

Soient A, B, C, D les quatre sommets du quadrila-

tère auxquels nous venons d'appliquer respectivement 

les forces 

P + JP, P = P + P — P , P - f - / > , P = P - I - P — P . 

Les deux forces P -f-/?, appliquées en A et B, donnent 

une résultante* égale à leur somme, appliquée au mi-

lieu de AB, qu'on peut remplacer par deux forces égales 

à P + /?, appliquées en O, et au point M' d'intersec-

tion des parallèles menées par A et B aux diagonales 

du quadrilatère; les deux forces — P et — relatives 

aux sommets B et D, se composent en une force 



( 397 ) 

— (P-|-/>) appliquée en O ; le centre de gravité se 

confond donc avec celui du triangle CDM' et, par 

suite, en désignant par M le milieu de CD, il est au 

tiers de MiVr à partir de M. 

Ce théorème et le précédent sont de M. Casparj. 

II serait curieux de comparer, au point de vue de la 

simplicité, par les méthodes de M. Lemoine, les con-

structions précédentes et celle que l'on donne, dans les 

traités de Mécanique, pour la recherche du centre de 

gravité du quadrilatère. 

III. Pentagone. — Soit A B C D E un pentagone dans 

lequel la diagonale BE détermine le triangle A B E dont 

le centre de gravité coïncide avec le centre de trois 

forces p parallèles appliquées en A, B, E et le quadri-

latère BCDE dont le centre de gravité coïncide avec le 

centre de quatre forces P appliquées aux quatre som-

mets et d'une force — P appliquée au point de con-

cours O des diagonales. On en déduit que, M désignant 

le milieu de CD et Q le milieu de A O , la droite M Q 

est parallèle à la droite joignant le centre de gravité du 

triangle A B E au centre de gravité du pentagone. On a 

ainsi cinq droites passant par le centre de gravité du 

pen tagone. 

On peut aussi procéder de la manière suivante : 

Soit A B C D E un pentagone que l'on partage en trois 

triangles AED, A D C , A C B ayant respectivement pour 

masses miy m2, /n3, ces masses étant proportionnelles 

aux aires des triangles correspondants. On a donc, aux 

sommets A, B, C, D, E, les masses respectives 

Les deux masses, appliquées en E et C, pourront 

être remplacées par une masse m{ -f- m2-±- m* appliquée 
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en un point R de CE, tel que 

R E __ aire A B G D 

GR ~ aire A D E ' 

de sorte que, si par B on mène la parallèle à A C qui 

rencontre CD en N, si l'on joint NE qui rencontre A D 

en Q et si l'on prend sur NE, dans le sens NE, une 

longueur NI — QE, on aura 

RE _ a i r e ADN __ N Q _ IE 
GR ~~ a i re A D E ~~ Q Ë ~~ N i * 

Par suite, le point R est sur la parallèle à CD menée 

par I. 

On verrait de même que les masses, appliquées en B 

et D, peuvent être remplacées par une masse 

appliquée en un point M de BD obtenu en prenant le 

point d'intersection H de CD et de la parallèle menée 

par E à A D , en joignant HB qui rencontre A C en P, 

en prenant sur BB, dans le sens HB, une longueur 

HK = PB et en menant par K la parallèle à D C qui 

rencontre BD en M. 

Il en résulte que le centre de gravité du pentagone 

coïncide avec le centre de gravité du triangle AMB. 

C E N T R E D E G R A V I T É D E S V O L U M E S . 

I. Tronc de pyramide. — En partant d'un sommet 

de la base supérieure, on peut décomposer le tronc en 

trois pyramides ayant pour hauteur la hauteur du tronc 

et pour base respectivement la grande base B, la petite 

base b et la moyenne proportionnelle entre les deux 
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bases ¡3 = y/Bb. En répétant cette décomposition pocir 
chacun des trois sommets de la base supérieure et en 

désignant par <r Faire de la section moyenne 

B + 6 + 2 â 

on est conduit à placer à chaque sommet de la base 

supérieure une masse 2<r-\- b et, à chaque sommet de 

la base inférieure, une masse 2<r -f- B. 

Il en résulte que le centre de gravité du tronc de 

pyramide se trouve sur la droite qui joint les centres 

de gravité des deux bases et s'obtient en prenant le 

centre de gravité de trois masses, égales respectivement 

aux aires des deux bases et à quatre fois l'aire de la 

section moyenne et appliquées aux centres de gravité 

de ces aires. 

On peut trouver, de la manière suivante, le rapport 

des distances du centre de gravité aux deux bases. 

En décomposant le tronc de pyramide en trois pyra-

mides, ayant respectivement pour base B, b et ¡3 = y/B6, 

on est conduit à placer, aux trois sommets de la base 

supérieure, des masses 

b, b-+-¡3, ô + pH- B 

et, aux trois sommets de la base inférieure, des masses 

6 + ^ + B , B H - (3, B. 

Le rapport des distances du centre de gravité à la 

pelite base et à la grande base est donc égal à 

3B + 6 + 2 y/Wb 

B - + - 3 6 - 4 - 2 / B 6 

Signalons enfin la construction suivante : 

Soient A , B, C les sommets de la base supérieure 
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auxquels sont placées les masses 

b, b-4-p, ¿ H - P - + - B 

et, dans le même ordre, D, E, F les sommets de la 

base inférieure auxquels sont appliquées les masses 

B -+- ^ -4- p, B + p, B. 

Si sur EA, dans le sens EA, on porte une longueur 

EM = IA, I étant le point d'intersection des diago-

nales du trapèze ABED, le centre de gravité du tronc 

est sur la droite joignant les centres de gravité des 

deux pyramides MBGD et C D E F . 

II. Tronc de prisme triangulaire. — En désignant 

par a, b, c les longueurs des trois arêtes, on place, aux 

extrémités de chacune de ces arêtes et dans chaque 

base respectivement, les masses 

a H- b -+- c, b -+- c, c, 

c, a b1 a -h b h- c. 

En répétant la décomposition du tronc de prisme en 

trois pyramides pour deux sommets différents de la 

base supérieure, on est conduit à placer, aux extrémités 

de chaque arête a, 6, c et dans chaque base respecti-

vement, les masses 

a + è + c + a, b -h c -h b -h a, c -+- c -4- b -4- a, 
a + c + ft + a, a + è + c + a + è + c - c, 

qui se composent deux à deux au milieu des arêtes. 

On voit donc que le centre de gravité du tronc de 

prisme triangulaire se confond avec le centre de gra-

vité de quatre masses égales aux longueurs des arêtes 

et au triple de leur somme, appliquées respectivement 

au milieu de chaque arête et au centre de gravité de 

leur triangle. 
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Il en résulte que, si G est le centre de gravité d'un 

triangle de base et si M est le centre de trois forces 

parallèles égales aux arêtes et appliquées respective-

ment aux trois sommets de la base, la parallèle menée 

par le centre de gravité du tronc de prisme aux arêtes 

perce le plan de base en un point P, situé au quart 

de GM à partir de G ; le centre de gravité du tronc de 

prisme se trouve au milieu de la droite qui joint les 

points P et P' relatifs aux deux bases du tronc. 

III. Tronc de parallélépipède. — En menant un 

plan diagonal, on détermine deux troncs de prisme 

triangulaires dont les bases sont égales. Les volumes 

des pyramides, dans lesquelles on les décompose, sont 

donc proportionnels aux longueurs des arêtes a , 6, c, d. 
On aura donc, aux sommets de la section moyenne, 

par une première décomposition, les masses 

fl + è + c + fl + a + ( i ( + c + a , 

a -H b -t- c -+-

a-hb + c-hc-ha-hd-hc-hc, 

a -h d -h c -h d 

et, par une seconde décomposition, les masses 

a b -t- d -h a , 

b -+- c -+- d H- c, 

a + è + ûi + rf+6 + c + flf + rf. 

En additionnant les masses correspondantes, on 

trouve, pour chaque sommet de la section moyenne, 

4a + '2(a + è + c + i/), 

4 b -4- i(a -h b -h c -h d), 

4 C -F-•2(FL + Ô + C + D ) , 

Ann. de Ylalhemat., 4e série, t. VI. (Septembre 1906.) 26 
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Le centre de gravité du tronc se confond donc avec 

le centre de gravité de cinq masses, proportionnelles 

aux longueurs des arêtes et au double de leur somme, 

placées respectivement au milieu de chaque arête et 

au centre du parallélogramme formé par ces milieux. 

Il en résulte que, si G est le centre d'un parallélo-

gramme de base A B C D et si M est le centre de quatre 

forces parallèles, égales aux arêtes, appliquées respec-

tivement aux quatre sommets A, B, C, D, la parallèle, 

menée par le centre de gravité du tronc aux arêtes, 

perce le plan A B C D en un point P , au tiers de G L V I à 

partir de G. 

En d'autres termes, le centre de gravité du tronc se 

trouve au milieu de la droite qui joint les deux 

points P, P' qui correspondent aux deux bases. 

IV. Polyèdre. — Soit un polyèdre, ayant pour 

bases deux triangles situés dans des plans parallèles rl 

dont les faces sont des trapèzes. En désignant par B, 

b, T respectivement l'aire des deux bases et de la sec 

tion moyenne, et par H la hauteur, son volume est 

exprimé par la formule 

V = - ( B + 6 - H 4 * ) 
H 

qu'on peut écrire 

'). Œ — 
B 

B -H b 
ou, en posant 2 1 

V = "(B-T-6+-P). 

Le volume est donc équivalent à la somme de trois 
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pyramides ayant pour hauteur la hauteur du solide et 

pour bases respectives B, ¿>, p. 

On aura donc, comme pour le tronc de pyramide, 

aux sommets de la base supérieure, trois masses 

3 6 -h B h- 2 p = 4<* -h ^b 

et, aux sommets de la base inférieure, trois masses 

c'est-à-dire que le centre de gravité d'un tel polyèdre 

est le centre de gravité de trois masses B, b et appli-

quées respectivement aux centres de gravité des trois 

triangles correspondants. 

C'est, d'ailleurs, un théorème bien connu, que 

M. Darboux a étendu au centre de gravité du segment 

à deux bases, compris entre deux sections parallèles 

d'une surface réglée. 

C E N T R E S D E P E R C U S S I O N . 

I. Triangle. — Soient ABC, DEF les deux bases 

d'un tronc de prisme dont les plans se coupent sui-

vant la droite yy' \ si l'on se reporte à la recherche du 

centre de gravité du tronc de prisme, le point que 

nous avons appelé P est le cenLre de percussion du 

triangle ABC par rapport à la droite d'intersection yy' 
des deux bases du tronc. 

On sait que les moments et le produit d'inertie d'un 

triangle, par rapport à deux droites orthogonales de 

son plan, s'obtiennent en considérant la masse du 

triangle, comme condensée en trois masses égales, 

appliquées respectivement aux milieux des côtés du 

triangle. 
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Le produit d'inertie par rapport à deux droites 

orthogonales xx\ yy' du plan du triangle, en remar-

quant que les x des points A , B, C sont proportionnels 

à a , 6, c, devant être nul, on aura 

+ v*)(yi + yi) = 0 

ou 

3 ( a + è + c )Y + ayx -t- by2 -+- cy-â = o. 

Donc la droite Ox doit passer par le point P pour 

que le produit d'inertie soit nul. Le point O, projec-

tion du point P sur yy', est donc le point pour lequel 

cette droite est axe principal d'inertie par rapport au 

triangle. On démontrera donc que P est le centre de 

percussion si le moment d'inertie du triangle est égal à 

S x GQ x PO, 

G étant le centre de gravité du triangle et Q sa projec-

tion sur yy'. 
Or 

GQ _ + 

PO = 

3 

axi-h b ••+• c x6 -t- ( a b -t- c ) ( xx -+- x2 -+- xz ) 
/ i ( a - r è + c ) 

Il faut donc prouver que 

— a x -irbx2-+-cx3-h b-^ c ) ( x i - h X ) 
1 2 fl+6 + C [ J 

ou, en remplaçant x2, xz par les quantités propor-
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tionneiles a, c, 

(a2-+- ¿>2-4- c2) -h (a -+• b c)2 

= 2 ( a2 -+- 62 -+- c2 -f- ab -H CLC. -h bc), 

ce qui est une identité. 

Donc le centre de gravité du tronc de prisme se 

trouve au milieu de la droite qui joint les centres de 

percussion des deux bases par rapport à la droite 

d'intersection de leurs plans. 

T H É O R È M E . — Soient A B C la base d'un prisme et 
yyf une droite de son plan. Si l'on mène par cette 
droite un plan qui coupe le prisme suivant le 
triangle DEF, G désignant le centre de gravité du 
triangle ABC et M le centre de trois forces paral-
lèles AD, BE, CF appliquées en A , B, C et égales aux 
arêtes du tronc : 

I° Le point P situé au quart de GM à partir de G 

est le centre de percussion du triangle par rapport 
à la droite; 

2° Le point O, projection de P sur la droite, est 
le point pour lequel la droite est axe principal 
d'inertie ; 

3° Le carré du rayon de g ir at ion est égal à la 
puissance du point O par rapport au cercle qui 
a GP pour diamètre; 

4° Le centre de gravité du tronc de prisme se 
trouve au milieu de la parallèle menée par P aux 
arêtes et limitée aux deux bases du tronc. 

En particulier, le centre de percussion d'un 
triangle par rapport à une parallèle à un côté, 
menée par un sommet, est sur la médiane issue de 
ce sommet, au quart de cette médiane à partir du 
côté opposé, et le centre de percussion d'un triangle 
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par rapport à un côté est au milieu de la. médiane 

issue du sommet opposé. 

II. Un calcul lout semblable fourni t un théorème 

analogue dans le cas du tronc de paral lé lépipède. E n 

part icu l ier , le centre de percussion d 'un paral lé lo-

g r a m m e par rapport à un des côtés est au tiers de la 

l igne médiane à partir du côté o p p o s é , et le centre de 

percussion par rapport à une parallèle à une diagonale 

passant par un s o m m e t est, à part ir du s o m m e t , aux 

de la diagonale issue de ce s o m m e t . 

A G R É G A T I O N » E S S C I E N C E S M A T I 1 É I I A T I 0 1 J E S 

( C O N C O U R S B E 1 9 0 6 ) . 

S u j e t s d e s c o m p o s i t i o n s . 

Mathématiques élémentaires. 

i° Etant donné un tr iangle ABC ayant pour côtés BC = a , 
G A = 6, AB = c\ t rouver , dans le plan de ce t r iangle , le lien 
du point M tel que 

(i) ± «.MA2 db ¿.MB2±c.\ÏG2 = abc, 

en prenant toutes les combinaisons de signe possibles. 
9" Le lieu correspondant à l 'équation 

6.MB2 + c.MC2- a.MÂ2= abc 

est un cercle SA- On t rouverai t de même un cercle SB et un 
cercle Se. On considère tous les tr iangles ABC inscrits à un 
cercle donné et circonscri ts à un deuxième cercle donné et 
intér ieur au premier : Calculer la somme 

i i i 
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PA, pB, pc dés ignant les rayons des cercles S A , SB, .So 

3° Calculer les puissances des sommets A, B, C et des cent res 
des cer les inscr i ts e t exinscri ts au t r iangle ABC par r appo r t an 
cercle SA- Dé te rmine r les points d ' in te rsec t ion de ce cercle SA 

et des côtés du t r iangle ABC. 
AB 

4° Si les sommets B, C res t an t fixes le r a p p o r t - ^ demeure 

invar iable , le cercle SA est o r thogona l à un cercle fixe. 
5° On donne le cercle SA, le cercle exinscr i t au t r i ang le ABC 

et si tué dans l 'angle A, ainsi que le point de contac t de ce 
cercle et du côté BC. T r o u v e r l ' enveloppe de la dro i te j o i -
gnant les points de con tac t de ce cercle ex inscr i t et des côtés 
AB, AC. 

6° Lieu du point M vérif iant l 'une des équat ions ( i ) quand 
ce point n 'es t plus assu je t t i à res ter dans le p lan ABC. 

Mathématiques spéciales. 

L On considère la courbe don t l ' équat ion est , en c o o r d o n -
nées rec tangula i res , 

( x2 h- y2 )'2 — ax{ x'2 -h y'2 ) — CL- y'1 — o , 

et l 'on demande d ' exp r imer x et y en fonc t ions ra t ionnel les 
d 'un pa ramè t r e , de cons t ru i re la c o u r b e et de t rouver les 
re la t ions qui l ient les valeurs de ce p a r a m è t r e co r r e spondan t 
à qua t re po in ts si tués, soit sur un cercle ne passant pas par 
l 'or igine, soit sur une d ro i t e passant par l 'or ig ine . 

II . Soient Mj le point où le cercle oscu la teur en un poin t M 
rencon t r e de nouveau la courbe , M2 le point où le cercle 
oscula teur en r encon t r e de nouveau la courbe , e t c . ; 
d é m o n t r e r que , si q u a t r e points ¡VI sont une dro i te D, les 
points Mj co r re spondan t s sont , en généra l , sur un cercle 
o r thogona l à un cercle fixe, si D varie. Si les points Mi sont 
sur une dro i te D j , les points i\l2 son t sur une dro i te D2 , 
et ainsi de suite ; t rouver la posi t ion limite des dro i tes 
D, D t , D2 , . . . . 

Si qua t r e points M sont sur un cercle C, les points Mj c o r -
respondants sont, en général , sur un cercle Cj ; d é m o n t r e r 
que , s'ils sont sur une droi te , il existe deux points fixes P 
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et P ' d 'où Ton voit sous un angle droi t les segments d é t e r -
minés sur Ox par les cercles C. Dans le cas général , les points 
M2 sont sur un cercle C2 , e t c . ; quel les cond i t ions doit r em-
plir le cercle G pour que les poin ts M p so ient sur une dro i te ; 
dans l 'hypothèse où tous les poin ts ob tenus success ivement 
sont sur des cercles Ci, C2 , . . . , t r ouve r vers quelles l imites 
t e n d e n t les puissances, par r a p p o r t à ces cercles, des points 
de la cou rbe si tuée sur 0 : r ; en dédui re la l imi te de ces 
cercles . 

fIf- T r o u v e r le lieu d 'un poin t A tel que qua t r e des points 
de con tac t des t angen tes issues de ce po in t soient sur un 
cercle V ; quel est le n o m b r e des t angen tes réelles menées 

D é m o n t r e r que le cercle T est o r thogona l à un cercle fixe 
et t rouver le lieu de son cen t re . 

Composition sur VAnalyse et ses applications 
géométriques. 

i" Soient x, y, z les coordonnées car tés iennes d 'un point 
que lconque d 'une sur face S ; p et q les pa ramè t r e s d i rec teurs 
du plan t a n g e n t en ce po in t , définis par la re la t ion ident ique 

( i ) dz — p dx — q dy — o ; 

e x p r i m e r ces cinq quant i t és à l 'aide de deux pa ramè t r e s 
var iables a et ¡3, de maniè re à vérifier, ou t re la re la t ion ( i ) , les 
suivantes : 

z —px — qy == a, 

m. (a, P) é t an t une fonct ion donnée de a et de p. 
Si l'on prend ç et ¡3 comme variables indépendan tes , il 

exis te , en généra l , un système et un seul de cinq fonct ions 
¿r, y, z, /?, q sa t isfa isant aux condi t ions précédentes et on 
l ' ob t i en t sans aucun signe de q u a d r a t u r e . 

Fa i re voir que la surface S ainsi ob tenue se r édu i t à une 

c o u r b e si = o, et dans ce cas seulement . 

de A? 

( 3 ) 

(4 ) 

y -= fix, 
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F o r m e r l 'équat ion différent iel le des l ignes asympto t iques 

de la sur face S, dans le système de coordonnées curvil ignes 
a, p. Mont re r que les lignes a = cons t . , ¡3 == const . sont con-
juguées sur S. Les développables c i rconscr i tes à la surface 
su ivant les l ignes a = const . sont des cônes. Quel est le lieu 
des sommets de ces cônes ? 

2° P o u r que les développables c i rconscr i tes à S suivant les 
lignes p = const . soient éga lement des cônes , il f au t et il 
suffit que la fonc t ion u soit de la fo rme 

u = AB + a B j + B2 , 

où A est une fonct ion quelconque de a seule ; B, B t , B2 t rois 
fonct ions quelconques de ¡3 seule. 

Si l 'on choisi t de tou tes les manières possibles la fonct ion A 
(les fonct ions B, Bj, B2 é t an t , au con t ra i re , prises une fois 
pou r toutes) , la surface S ne cesse pas de vérifier une cer ta ine 
équat ion l inéaire aux dérivées par t ie l les 

( 5 ) P/> + Q y = R 

où P , Q, R sont des fonct ions de x. y, z. Quelles sont les 
carac té r i s t iques de ce t te é q u a t i o n ? 

Le lieu des sommets des cônes circonscri ts suivant les 
courbes (3 = const . est le même pour toutes les surfaces in té -
grales de l 'équation (5). 

3° Gomment doivent ê t re choisies les fonc t ions B, Bi, B2 

pour que ce lieu soit une droi te D (non si tuée dans un même 
plan avec l 'axe des z) ? 

Mont re r qu'on peut alors, sans d iminuer la généra l i té , 
r a m e n e r les fonc t ions Bj, B2 à ê t re des polynomes du premier 
degré en (3. 

Gomment s ' in tégrera i t l 'équation des lignes asympto t iques 
des surfaces S ainsi ob tenues ? 

Que t r o u v e r a i t - o n en r a p p o r t a n t ces surfaces à de nouvel les 
coordonnées ayant pour axe des z la d ro i te D ? 

Quelle relat ion ont-el les avec les surfaces analogues que 
l 'on ob t i end ra i t en faisant j oue r à la dro i te D le rôle de l 'axe 
des z pr imit i fs , et à celui-ci le rôle de la droi te D ? 

A quelle f o rme simple pour ra i t -on ramener l 'équat ion de 
l 'une de ces surfaces par une t r ans fo rmat ion h o m o g r a -
ph ique ? 
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Mécanique rationnelle. 

Un solide de révolut ion homogène S est mobi le a u t o u r de 
son cen t re de gravi té , que Ton suppose fixe dans l 'espace. Ce 
cen t re de gravi té est le sommet c o m m u n à deux t r ièdres : 
l 'un 01-7} Ç fixe dans l 'espace, l ' au t re Qxyz lié au solide, O z 
é t an t d i r igé suivant l 'axe de révolut ion . 

Un poin t P, si tué sur O z, à une dis tance donnée d du 
point O, est soumis à une force perpendicu la i re à l 'axe O Ç et 
dirigée vers cet axe ; la valeur absolue de ce t te force est égale 
à A\\Ip, k é t an t un coefficient cons t an t , M la masse to ta le du 
solide S, p la d is tance du po in t P à OÇ. 

i° F o r m e r les équa t ions différent ie l les qui se rven t à d é t e r -
miner en fonction du t emps les pa ramè t r e s fixant la posi t ion 
du t r i èd re mobile. 

2" Si l 'on suppose que l 'axe du solide S est d ' abord placé 
pe rpend icu la i r emen t à OÇ et que l 'on impr ime au solide une 
ro ta t ion init iale a u t o u r de O z ; ce t te ro ta t ion pers i s te ra 
ensui te . Quelle valeur minima peut-on a t t r i b u e r à la vitesse 
angula i re de ce t te ro ta t ion pour qu'elle soit s table , c 'est-à-dire 
telle que , si l 'on vient à t roub le r t rès peu le mouvemen t , 
l 'axe Oz res te indéf in iment t rès voisin du plan HOT) ? 

3° En supposan t que l ' axe O s est placé p r imi t ivemen t d 'une 
manière donnée que lconque et que la composan te su ivant Oz 
de la ro ta t ion init iale est donnée dif férente de zéro, quel les 
doivent ê t r e les au t res condi t ions initiales du mouvement 
pour que O z tende , lorsque le t emps croî t indéf in iment , vers 
une posi t ion l imite pe rpend icu la i re à OÇ? Dans le cas où ces 
condi t ions sont remplies , quelles sont les pr incipales c i rcon-
s tances du m o u v e m e n t ? 

i° E tud ie r le mouvement dans le cas par t icul ier su ivant : le 
solide S est cons t i tué par une tige r igide de masse négli-
geable, dir igée su ivan t O z , et par deux disques c i rcula i res 
ident iques , ayan t leurs cen t res sur Oz et leurs plans p e r p e n -
diculaires à cet axe. à une dis tance du point O égale à - p * 

P o u r chacun des disques , la masse, r eprésen tée p a r m , est 
supposée répar t ie u n i f o r m é m e n t sur une c i rconférence de 
rayon égal à l . Le poin t P est le c e n t r e de l 'un des disques et 
le coefficient k est égal à i . Les condi t ions du n° 3° sont r e m -
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plies e t la c o m p o s a n t e su ivant O * de la vi tesse a n g u l a i r e de 

la ro t a t i on in i t ia le es t égale à 

T r o u v e r le lieu de l ' a x e O z du sol ide. 
5° Les cond i t i ons du n° 3° é t a n t rempl ies p o u r un solide de 

révolu t ion S q u e l c o n q u e , on i m p r i m e à ce sol ide, à un ce r t a in 
m o m e n t , une percuss ion d e g r a n d e u r d o n n é e e t de d i rec t ion 
pe rpend i cu l a i r e au plan z O Ç . S u i v a n t quel le l igne d ' ac t ion 
faut - i l a p p l i q u e r ce t t e pe rcuss ion p o u r que l ' axe O s , dans 
le m o u v e m e n t u l t é r i eu r , t e n d e vers une pos i t ion l imi te p e r -
pend icu la i r e à O Ç ? C o m p a r e r le nouveau d é p l a c e m e n t de 
l ' axe avec celui qui au ra i t eu lieu sans la pe r cus s ion . 

Note. — La pos i t ion du t r i è d r e mobi le p a r r a p p o r t au 
t r i èd r e fixe sera d é t e r m i n é e p a r les angles d ' E u l e r , 0, cp. 
Si A et C dés ignen t les m o m e n t s p r i n c i p a u x d ' i ne r t i e p a r 
r a p p o r t à Ox e t Oz ; p, q, y , r les c o m p o s a n t e s de la r o t a -
t ion su ivan t Ox, Oy, Oz et 2 T la fo rce vive du solide, on 
rappe l le les fo rmules su ivantes : 

p — <J/sin Q sin cp -4- 6 'cos cp 

q = ^ ' s i n 6 cos cp — 6' sin cp 

r = <j/cos6 -f- cp' 

2 T = A ( / ? 2 - H <72)-+-CR2 = A ( s i n 2 ô < j / 2 -f- 6 ' 2 ) H - C(<]/COS6H- cp')2. 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H E M A T I Q U E S 

( C O N C O U R S DE 1 9 0 6 ) . 

S O L U T I O N DE LA Q U E S T I O N DE M A T H É M A T I Q U E S 

É L É M E N T A I R E S ( M ; 

PAR M. C. C L A P I E R . 

I. Nous supposerons que le triangle A B C soit orienté 

de manière que chacun de ses côtés puisse être envi-

(*) Voir l'énoncé, page ^06. 
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sagé comme axe de segment dont le sens positif est le 

sens de parcours : 

B C = a, G A = ¿>, A B = c, 2jp = a + t + c. 

Cherchons le lieu SA correspondant à l'équation 

( 1 ) b M B V C M G - « M A * = abc. 

Les points du lieu qui sont à une distance donnée R 

du point A satisfont à la relation 

( 2 ) 6 M B 2 - F - C M G 2 = a(bc-+- R 2 ) ; 

d'après le théorème de Stévin, ces points sont situés 

sur une circonférence dont le centre déterminé 

par la condition = — est précisément le pied de 

la bissectrice de l'angle A du triangle. 

F i g . , . 

Son rayon s'obtiendra en déterminant les points M 

situés sur le diamètre BC ; il suffit de substituer dans 

l'expression (2) 

M B = A , B — A , M , 

M G = A , G — A , M ; 
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et, en tenant compte des valeurs de 

\ R ~ a c
 A r a b 

A J B = 7 , A I G = b -+- c 

il vient 

6 -t- c 

Si nous prenons le point M à l'intersection de la 

circonférence dont le rayon est donné par l'égalité 

précédente et de la circonférence de centre A et de 

rayon R, nous voyons que le lieu cherché SA peut être 

déterminé par la relation 

(3) (b -h c) MÂ72— a MA2 = abcb "f C 
O -R- C 

Le théorème de Stévin nous montre que SA est une 
circonférence dont le centre I, situé sur la bissec-
trice A A | , est fixé par la condition = -¡-^— 

' R I A b -h c 
Or, si l'on désigne par r le rayon du cercle exinscrit 

relatif à l'angle A , par h la hauteur correspondante, 

nous avons 
IAj _ r 
TÂ ~~ 7~-Th; 

d'autre part, la surface du triangle ABC a pour expres-

sion 
nh . b -h c — a 
T = (/> — «)'• = 

et l'on déduit 

Donc, le point I coïncide avec le centre du cercle 

exinscrit envisagé. 

Si dans l'équation (2) nous remplaçons R 2 par 
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— R 2 , nous serons conduits aux deux relations équi-

valentes : 

6MB2-+- C M C 2 + a M ^ abc, 

/ l x ^TT2 T77*2 / 6 -H c — a 6 + c MAj -+- a MA — abc—z > 7 b -+- c 

le lieu correspondant est un cercle S', dont le centre F 

est tel que l'on a 

l'A, _ _ IA, 
l 'A "" IA ' 

Les quatre points A, A 4 , 1', I sont conjugués harmo-

niques et le point F est le centre du cercle inscrit dans 

le triangle ABC. 

En résumé, si l'on prend dans les équations ( i ) les 

combinaisons de signes on obtient comme lieux 

du point M deux cercles S' et SA concentriques respec-

tivement aux cercles inscrits dans l'angle A du 

triangle donné. 

Les deux combinaisons de signes ^ donnent 

des cercles Sb et S c concentriques aux deux autres 

cercles exinscrits du triangle. 

Les quatre autres combinaisons de signes résultent 

des précédentes en donnant au second membre des 

équations (î) une valeur négative; les lieux correspon-

dants n'ont aucun point réel. 

Remarque. — La relation (3) devient identique 

lorsque b -b c = a , c'est-à-dire lorsque les trois points 

A, B, G sont en ligne droite. 

Dans ce cas, quel que soit le point M de l'espace, on 

a l'identité de Stewart, 

6MB2-T-cMG? - aMÂ2 ^ abc. 
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Il est clair que tous les points de l'espace situés sur 

la sphère qui passe par le grand cercle SA satisfont à 

l'équation (3) et par suite à l'équation (i) équivalente. 

II. Pour déterminer le rayon pA de la circonfé-

rence SA nous allons chercher les points de ce lieu 

situés sur la bissectrice AI { f i g . i). 

Les deux triangles AMB, A M C nous donnent les 

relations 

M B = M A 2 - h C " - 2 C M Â C O S - , 
2 

MC"2 = M A 2 b — 2 b MA cos - , 

d'où 

6 M B 2 -+- c M G 2 = ( M A 2 -H bc) (b -+- c) — 4 6 c M Â cos ~ , 

et, comme le premier membre a pour valeur 

a MA -h abc, 

nous avons l'équation 

/ A oc cos — 

M A — 2 M A -4- bc = o, 
p — a 

qui détermine les points cherchés M et M'. 

Les segments AM et AM' situés sur le diamètre A l 

de la circonférence SA vérifient les relations 

A M . A M ' = bc, 

AM -4- AM' . ¥ p 
= A I = 

2 A 
cos -

2 

La première nous donne la puissance du point A et 

la seconde nous donne la position déjà trouvée du 

centre de la circonférence SA . 
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On peut en déduire le rayon 

\ 

. / A M ' - A M V P 2 ~ b c c o s * 7 
p* = ( 5 ) = 

cos2 — 
2 

et, substituant à cos2 — sa valeur ^ — — ? il vient 
2 OC 

rtèc 
(4 ) I 

— « 

Supposons que le triangle ABC se déplace de ma-

nière à rester circonscrit à un cercle de rayon r' et 

inscrit dans un autre de rayon R ; je dis que, dans ce 

cas, il est possible d'exprimer la somme 

i i i 

pî pfc Pc 

à l'aide de R et r'. 

En effet, 

i p — a i p — b i p — c 

p| abc ' pj2{ abc 9 pj- abc ' 

la surface du triangle est 

abc 

donc 

¡R - >n': 

I I I p I 

Pa ?î Pc _ a b c ~ 

III. Nous avons trouvé que la puissance du 

sommet A par rapport au cercle SA était positive et 

égale à bc\ cela nous permet de construire ce cercle. 

On peut remarquer que, si l'on désigne par I, F, I", V" 
les centres des cercles inscrits au triangle A B C , on a 
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les égalités 

A I ' . A I = bc. 

et 

A T = 6 C , 

A T étant la distance du point A au cercle SA . 

Les puissances des deux autres sommets B et C se 

calculent de la même manière; elles sont négatives et 

ont pour valeurs absolues respectives ca et ab. 

La puissance du centre I' est 

•2 jf7 2— a b c — a b c 

2 

et l'on trouve de même, pour la puissance des centres F 

et l"\ les valeurs respectives 

c2 b2  

C - P i et g -pl , 
cos2 — cos2 — 

2 2 

qu'il est facile d '^pr imer à l'aide de a, b, c. 

Ann. de Mathémat4® série, t. VI. (Septembre 1906.) 27 
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Les poinls d'intersection M et M' du côté BC du 

triangle avec la circonférence SA sont déterminés par 

les deux relations 

K étant le milieu de MM'; l'équation qui détermine les 

points d'intersection des côtés A C ou AB est 

IV. Le rapport 

B M . B M ' _ c a _ c 
C M . C M ' ~~âb~ V 

AB 
Si, les points B et C restant fixes, le rapport ^ 

demeure invariable, les points M et M' satisfont à la 

relation 

(BM — a) ( BM'— a) b 
rm/r r^n/./ = ~ = C O I l S t . B M . B M ' c 

Ils décrivent sur BC deux divisions homographiques 

en involution dont les points doubles sont donnés par 

l 'équation 

Donc le cercle SA coupe 01 ihogonalement la circon-

férence décrite sur ces points doubles N et N' comme 

diamètre. 

V , On donne le cercle S x dont le rayon p est donné 

par l'expression (4) 

BM.BM ' = — ca, 

BK = /> — c , 

AM! — ap.AMi bc = o. 
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La corde MM' est supposée fixe et se trouve à la 

distance IK = r du centre I; cherchons comment se 

déplace le sommet A du triangle A B C , dont les côtés 

A B et A C restent tangents au cercle exinscrit (Jig. 2). 
D'abord le rayon R du cercle circonscrit au triangle 

variable reste constant; nous avons, en effet, les trois 

expressions équivalentes de la surface, 

ah . x abc 
- = { p - a ) r = w , 

d'où l'on déduit 

(5) * = R = f -
1 R. 4 r 

La première de ces relations peut s'écrire 

AT2 
— - = a R = cons t . 
AH 

et, d'après un théorème de Chasles (Géométrie supé-
rieure), le lieu du point A est une circonférence T qui 

passe par les points M et M'. 

La droite BC est l'axe radical des deux cercles SA 

et T . 

La droite PQ qui joint les points de contact des 

côtés AB et A C avec le cercle exinscrit est la polaire 

du point A par rapport à ce cercle; son enveloppe est 

la polaire réciproque de la circonférence T , relative au 

cercle précédent; c'est une conique admettant pour 

foyer le point I et pour axe la perpendiculaire IK qui 

est la ligne de symétrie des trois cercles. 

Remarque. — Si l'on désigne par d la distance du 

centre I du cercle exinscrit au centre C du cercle 

circonscrit au triangle, nous savons que l'on a 

d2 = R2-+- 2Rr. 
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Le point C décrit donc une circonférence de centre I 

et le cercle circonscrit au triangle A B C enveloppe 

deux circonférences concentriques. 

V I . Nous avons déjà remarqué que l'équation (3) 

était satisfaite pour tous les points de la sphère obtenue 

en faisant tourner la circonférence SA autour du dia-

mètre A A 4 . Le lieu demandé est donc la sphère qui 

passe par le cercle correspondant. 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Caen. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Déterminer une surface con-
tenant la parabole 

x •= o, y2—4az + 8 a 2 = o 

et telle que, si l'on projette un de ses points M en M' sur 
O X Y , puis M' en M" sur le plan tangent en M, le z du 
point îM" soit égal à a, quel que soit M. 

II. Montrer que les normales à la surface S, 

x(x2-}-y2-h z2) — -2 a ( x2 -+- y2 ) = o, 

coupent le plan X O Y et le plan X O Z en des points dont 
le lieu, sur chacun des deux plans, est une simple ligne. 
Partant de là, déterminer, sans intégration, les lignes de 
courbure de S. 

EPREUVE PRATIQUE. — Montrer a p r i o r i que, des deux 
intégrales 
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une seule a une valeur finie. Calculer cette valeur en 
passant par Vintégrale indéfinie. (Juillet 1906.) 

Grenoble. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° Recherche de la ligne de stric-
tion d'une surface réglée dont les génératrices sont nor-
males à une courbe donnée S. 

Cas des normales principales et des binormales. 
Si 6 est Vangle de la génératrice G qui coupe la 

courbe S E / I M avec la normale principale M N , on expri-
mera en fonction de 0 et des coordonnées de M la 
distance V du point N au point central MT relatif à la 
génératrice G. 

Déterminer 6 par la condition que la surface, lieu 
des normales G, soit développable. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Étant donnée Véquation 

zsj 1 -+-p2^-q2 = a : 

Trouver une intégrale complète de cette équation et 
sa solution singulière ; 

•2° Trouver une surface intégrale qui passe par une 
circonférence donnée, parallèle au plan xOy, et ayant 
son centre sur O z ; 

3° Interpréter géométriquement les résultats. 
(Juillet 1906.) 

Lille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — PROBLÈME : Etant donnée la sur-

face représentée par Véquation 

(Œ) ¿az = mx2-h ny2, 

où a, m, n désignent des constantes (axes rectangulaires), 
calculer le volume limité par cette surface, le plan xOy 
et le cylindre 

Former Véquation différentielle des courbes de la sur-
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face (9) dont les tangentes font avec Oz un angle donné : 
intégrer cette équation quand n est nul ou égal à m. 

QUESTION DE COURS : I° Définir une intégrale complète 
de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre à 
deux variables : 

(O q) = o. 

20 Faire voir comment on peut, d'une intégrale com-
plète, déduire t o u t e s les intégrales de l'équation (1). 

3° Démontrer que deux intégrales complètes différentes 
conduisent à une seule et même solution singulière ; mon-
trer comment cette solution singulière peut être déduite, 
a pr ior i , de l'équation (1). 

4° Appliquer la méthode de recherche précédente à 
chacune des deux équations 

(2) a*, 

( 3 ) z — px -H q y f(p-> q). 

Montpellier. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une surface rapportée à des 
axes rectangulaires a pour équation 

z =/(#)-+-

soient a, p, -y les angles de la normale avec les axes OX, 
OY, OZ. 

1" Déterminer les fonctions f et v de façon que les 
rayons de courbure principaux soient reliés par la 
relation 

( R -4- R ' ) C O S Y = G . 

20 Montrer que l'on peut choisir les fonctions f et y de 
façon que 

(R — R')COSY t a n g a t ang ¡J 

soit en même temps constant. 
3° Déterminer les lignes de courbure de ces dernières 

surfaces, et les centres de courbure principaux. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer Vintègrale 

x z — ¿>2 sinaa? 

(Juillet 1906.) 

Rennes. 

ÉPREUVE THÉORIQUE.— I. Calculer, en appliquant le 
théorème des résidus, l'intégrale 

dz 

prise dans le sens positif le long d'un cercle ( G ) de 
rayon 1, ayant pour centre Vorigine ; n désigne un entier 
positif, a et $ des constantes telles que 

î a | < 1 et | M > 1 • 

20 On considère les intégrales 

Ç d z { 
J{C) z^—iiaz -f-1 J{C) ( s 2 - — 2 iaz -h i ) 2 ' 

où a désigne une constante positive et i le symbole \f—1, 
ces intégrales étant prises dans le sens positif le long 
d'un cercle de rayon 1 ayant pour centre l'origine. Cal-
culer les valeurs de ces intégrales. 

3" Calculer les intégrales 

/
2TU j „1TZ , 

D : P E T f C 0 S ? ¿ * P a -h i eos cp Jo (a -h i coscp)*' 

où a et i ont le même sens que dans la question précé-
dente, en faisant le changement de variable défini par 
l égalité 

e¿9 = z. 

II. Les axes Oxyz étant rectangulaires, on considère 
la courbe (G) dont la projection orthogonale sur le plan 
des x, y est la sinusoïde 

y — sin x. 

i 
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i° Former l'équation différentielle à laquelle doit 

satisfaire la cote z d'un point quelconque de G, considérée 
comme fonction de l'abscisse x pour que les normales prin-
cipales de G soient toutes parallèles au plan de coordon-
nées 0 yz. 

2° Prouver que, lorsque les normales principales de G 
sont parallèles au plan des yz, les tangentes font un 
angle constant avec l'axe des x. 

Ce résultat dépend-il de la forme sinusoïdale donnée 
pour la projection de G sur le plan des xy ? 

3° La projection de G sur le plan des xy étant la sinu-
soïde donnée, indiquer la nature de la courbe C sachant 
que ses tangentes font un angle de 45° avec Ox. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Etant donnés trois axes rectangu-
laires O y, O z et l'axe O z étant supposé vertical, on 
considère la surface (S ) définie par l'équation 

z = ^ Ja
2— x2—y2, 

a1 v ^ 

où l'on désigne par a une constante, et où Von prend la 
valeur positive du radical ; puis le solide ( A ) limité laté-
ralement par le cylindre 

x>2-hy2 — a2 = o, 

en bas par le plan xOy et en haut par la surface (S). 
i° Calculer le volume du solide (A). 
2° Déterminer le centre de gravité du solide (A) en 

supposant sa densité constante et égale à p. 

Toulouse. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Dans un plan rapporté à deux 
axes de coordonnées rectangulaires Ox et O y, on consi-
dère sous le nom de courbes (M ) les courbes telles que, si 
l'on représente par G le centre de courbure d'une telle 
courbe relatif au point M, par P la projection de M sur 
Ox et par T le point d'intersection de la tangente en M 
avec O x, l'aire du triangle GTP soit constante et égale à 

trois fois l'aire d'un carré de côté donné — • 
J 2 
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i° Exprimer* les coordonnées x, y, />ar rapport à Ox et 

Oy, d'un point M d'une courbe ( M ) en fonction du coef-
ficient angulaire t de la tangente en M à cette courbe. 

2° Déterminer la forme générale des courbes ( M ) qui 

partent de l'origine 0 tangentiellement à la droite dont 
l'équation est 

y = x. 

II. Lignes de courbure de la surface représentée en 
c oordonnées cartésiennes rectangulaires par l'équation 

(X 2-H-jk* r 2 

a b 

dans laquelle a, ¿>, c sont trois constantes. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — On considère dans un plan un 
cercle de rayon donné a. En désignant par <p l'angle des 

tangentes issues d'un point quelconque F du plan au cercle 
et par de l'élément d'aire du plan entourant le point P , 
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on demande de calculer Vintégrale 

S(ïp— s\ïiy)de 

étendue à toute la partie du plan extérieure au cercle. 
(Juillet 1906.) 

C E R T I F I C A T S D E M A T H É M A T I Q U E S P R É P A R A T O I R E S 

A L ' É T U D E D E S S C I E N C E S P H Y S I Q U E S 

Paris 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . Les lettres x et y désignant 
les coordonnées d'un point M par rapport à deux axes 
rectangulaires 0 x ei 0 y . 

i° Calculer l'intégrale : 

y2 dx -t- ( x2 — xy ) dy 

le long de l'arc de cercle AGB décrit de O comme centre 

f> 

avec l'unité comme rayon et situé dans l'angle positif des 
axes xOy\ 

i° Calculer la même intégrale le long de la corde AB ; 
3" Reconnaître si l'expression 

y*dx -+- (x2— 2xy) dy 

est une différentielle totale exacte d'une fonction de deux 
variables indépendantes x et y , 
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4" Déterminer un facteur X, fonction de la seule va-

riable x, de telle façon que le produit de l'expression pré-
cédente par X : 

\y%dx -h X ( x 2 — ixy ) dy, 

soit une différentielle totale exacte, et indiquer la fonc-
tion dont ce produit est alors la différentielle. 

Iï. Intégrer la différentielle du second ordre 

y" désignant la dérivée seconde de la fonction inconnue y 
par rapport à la variable x. 

Construire celle des courbes intégrales qui passe par le 
point de coordonnées x — i, y — i et qui admet en ce point 
une tangente parallèle à Ox. 

III. Un pendule simple OM dont la longueur est de im 

et dans lequel le point matériel M a une masse de io8, est 
écarté d'un angle droit de la verticale dans la position 
initiale OA. Il est abandonné à lui-même sans vitesse 
initiale. 

Calculer, en unités G. G. S. , la vitesse que possède le 
point M à l'instant où le pendule passe par la verticale 
OB, ainsi que la tension du fil à cet instant. 

On prendra g — 980. 

EPREUVE PRATIQUE. — I. Intégrer l'équation différentielle 

y*y"= — 

0 A 

VM 

B — 
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Figurer les courbes intégrales en supposant que x et y 

désignent les coordonnées rectangulaires d'un point M. 

II. Calculer les intégrales 

dx 

í 

-ix —|— ) 

dx 

s j { X — i ) { 2 — X ) 

2 

Jf x"1 sin|a? dx, 

0 

r1 _ dx 

JQ 2 • 
-h / 1 — X '1 

à Too' Près' 
On indiquera sur la copie le détail des calculs. 

( Oc tob re 1905.) 

Pari». 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Intégrer Véquation d i f f é r e n -
tielle 

( 1 — x2 ) ^ -1- xy = 1. 
dx 

Construire la courbe intégrale qui passe par le point de 
coordonnées x = 0, y — 1. 

i l . Intégrer Véquation différentielle 

d*y 
dx2 - i^y = s i n a x . 

dans laquelle a désigne une constante donnée. 

III. L'expression 

( x H- '2 y ) dx -+• y dy 

est-elle la différentielle totale d une fonction U des deux 
variables indépendantes de x et y? Dans le cas de l'affir-
mative, déterminer cette fonction U. 
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IV. On considère la surface S qui, par rapport à trois 

axes rectangulaires Ox, 0y, Oz, a pour équation 

z = x2 -+- y h- i ; 

on prend sur Ox une longueur OA = i , sur O y une lon-

gueur OB = on joint AB et Von construit le prisme droit 

A' 

p f 

0' A JCs 

ayant pour base le triangle OAB. Calculer le volume 
limité par le triangle OAB, les faces latérales du prisme 
et la surface S. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I . Calculer à Y I ^ près Vintégrale 
définie 

r71 dx 
J 5 + 4 cosx 

II . Un point m dont la masse est 2g est soumis à l'action 
de deux forces, à savoir : 

i° Un poids p ; 
2° Une force dirigée vers un centre fixe O ayant une 

intensité constante égale à celle du poids. 

a. Montrer que la résultante des deux forces dérive d'une 
fonction de forces U qu'on supposera nulle au point O. 

p. Déterminer et représenter les suif aces de niveau. 
Y- Calculer, dans le système G. G. S., le travail total 

effectué par la résultante des deux forces quand le point m 
passe de la position A située à i m au-dessus de O sur la 
verticale de ce point, au point B situé à o m , 5o de O sur 
une horizontale issue de ce point. 
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6. Le mobile m est lancé du point A dans une direction 

quelconque avec une vitesse initiale de o m , o 4 à la seconde 
et soumis à faction des deux forces. Appliquer au mouve-
ment le théorème de la force vive et calculer la vitesse du 
point dans une quelconque de ses positions, on ne cher-
chera pas la trajectoire du point. 

NOTE. — On appellera r la distance du mobile au point 
O et z sa hauteur au-dessus du plan horizontal passant 
par O. On prendra g = 980. (Juillet 1905.) 

S O L U T I O N S O E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2029. 
( 1905, p. r>-6.) 

On projette un point M dune ellipse en P et Q sur les 
diamètres conjugués égaux. Montrer que le milieu I de P Q 
est situé sur la normale à l'ellipse en M, et que le point 
de Frégier relatif à M est le symétrique de M par rap-
port à I . ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . LETIERCK. 

P r e n o n s p o u r a x e s d e c o o r d o n n é e s les axes de l 'e l l ipse e t 
s o i e n t a coscp, b sincp les c o o r d o n n é e s de M. 

Les é q u a t i o n s des d i a m è t r e s c o n j u g u é s é g a u x son t 

bx — s ay — o ( avec £ = d= 1 ). 
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Les équations de MP et MQ sont 

£ ax -+- by— £a2coscp — ¿>2sincp = o. 

L'équation générale des droites passant par P ou Q est 

X ( bx — e a y ) -h z ax by — e «2cos<p — 62 sin cp = o 

et déterminons X de façon que cette équation représente la 

parallèle à M Q menée par P et la parallèle à M P menée 

par Q. On trouve 

. _ itab 
~ ~~ë2"" 

et par suite les équations de ces deux parallèles sont comprises 

dans la formule 

ea 
/ a 2 4 - b2 \ . / «2-f- ¿>2 , . 
y — — oc — a coscp j — b ( — - — y — b sin cp 

Leur point de rencontre a pour coordonnées 

a c2 

y = 

a 2 -+- 6« 

b c2 

a2 -+- b*-

- coscp, 

qui sont celles du point de Frégier F relatif à M. 

Par suite, le point Í, point de rencontre des diagonales du 

parallélogramme M P F Q , satisfait bien aux conditions de l'é-

noncé. 

A u t r e s solutions par M M . V A L E R E M A Ë S et J . R O S E . 

2033. 
(1906, p. /,8. ) 

Si, dans Le triangle sphérique ABC, l'angle A est de 
grandeur constante, et si l'on a 

tan g AB 
- — = const., 
tang AC 

on a aussi 
cos B 

— = const. 

cos G 
( R . B . ) 
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SOLUTION 

P a r UN ABONNÉ. 

Écrivons les formules fondamentales 

cos a = cos b cos c -+- sin& sine cos A, 

cos 6 = cos c cos a -4- sin c sin a cosB, 

cos c — cos a cos b -h sin a sin b cos G; 

si l'on porte dans la seconde et dans la troisième l'expression 

de cosa fournie par la première, on obtient 

cos b sine — cos c sin b cos A = sin a cos B , 

cosc sin& — cos& sine cosA = sina cos G. 

On en conclut, en divisant membre à membre, 

tang c — tan g b cos A cos B 

tang& — tange cos A cosC 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Autres solutions de M M . GUYAU, LETIERCE, J. ROSE, RETALI. 

Q U E S T I O N . 

2045. Soient (A, A'), (B, B'), (G, G') trois couples de semi-

droites d'un même plan, les semi-droites d'un même couple 

étant parallèles et dtî même sens. Les cycles inscrits dans les 

quatre triangles (A, B, G), ( A , B', G'), ( A ' , B , G'), (A', B', G) 

sont tangents à un même cycle. Il en est de même des cycles 

inscrits dans les triangles (A' , B, G), (A, B', G), (A, B, C'), 

( A', B', G'). 

Le théorème est encore vrai si les semi-droites d'un même 

couple sont parallèles et de sens contraires. On obtient 

comme cas particuliers de ceti e dernière proposition le théo-

rème de Feuerbach et le théorème suivant : 

Soient ABG un triangle, A', B', G' les milieux de ses côtés. 

Les cercles inscrits dans les quatre triangles A' B' G', A B' G', 

A' B G', A ' B' G sont tangents à un même cercle. 

La première proposition donne des théorèmes où inter-

viennent des cercles exinscrits. (R. B.). r 
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[P6b] 

SUR LA GÉOMÉTRIE DE DIRECTION DANS L'ESPACE ; 
PAR M . R . B R I C A R D . 

1. J'ai montré dans un précédent article (*) com-

ment la géométrie de direction dans le plan se 

rattache naturellement à la géométrie de l'espace. En 

particulier, les transformations par semi-droites ré-

ciproques de Laguerre dérivent des transformations 

homographiques involutives, qui changent en lui-

même un cône du second ordre, ou bien, en modifiant 

légèrement le point de vue, des transformations invo-

lutives de l'espace qui n'altèrent pas les longueurs 

d'une figure (ces opérations sont la symétrie par rap-

port à un point, par rapport à une droite ou par 

rapport à un plan). 

On peut de même rattacher les transformations 

par semi-plans réciproques de l'espace, auxquelles 

Laguerre a consacré une courte Note ( 2 ) , à certaines 

transformations de l'espace à quatre dimensions. Je 

me propose, dans le présent travail, de développer 

cette indication que j'ai donnée à la fin de mon pre-

mier article. 

2. Je rappellerai d'abord quelquès définitions et 

propositions relatives à la géométrie de direction. 

Une surface (qui n'est pas à un seul côté) partage 

l'espace en deux régions, et l'on peut donner arbitrai-

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1906, p. 159. 
( 2 ) Comptes rendus, 1881; Œuvres, t. II, p. 604. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Octobre 1906.) 28 
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rement à l'une de ces régions le nom de région posi-

tive, à l'autre le nom de région négative (*); on 

désignera sous le nom de semi-surface une surface 

ainsi définie. 

Par exemple un pian porte deux semi-plans que l'on 

peut appeler opposés et que l'on doit regarder comme 

deux semi-surfaces distinctes. De même une sphère 

porte deux semi-sphères opposées. 

Pour que deux semi-surfaces se touchent en un 

point, il faut non seulement qu'elles aient même plan 

tangent en ce point, mais que les régions positives par 

rapport aux deux semi-surfaces soient les mêmes dans 

le voisinage de ce point. De là résultent immédiate-

ment les propositions suivantes : 

On ne peut mener à une semi-sphère qu'un semi-

plan parallèle à un semi-plan donné ; il existe une 

semi-sphère et une seule touchant quatre semi-plans 

donnés ; il existe un semi-cône de révolution et un 

seul touchant trois semi-plans donnés ; il existe une 

semi-sphère et une seule inscrite à un semi-cône de 

révolution donné et tangente à un semi-plan donné. 

Ce qui précède est extrait presque textuellement de 

la Note de Laguerre. Je ferai encore les conventions 

suivantes : la distance d'un point à un semi-plan sera 

considérée comme positive si le point est dans la 

région positive par rapport au semi-plan, et comme 

négative dans le cas contraire; le rayon d'une semi-

sphère sera considéré comme positif si la région posi-

tive par rapport à cette semi-sphère en contient le 

centre, et comme négatif dans le cas contraire. 

( !) Laguerre emploie les mots de région extérieure, région inté-
rieure; cette terminologie peut donner lieu à des confusions. 
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On voit immédiatement que la condition nécessaire 

et suffisante pour qu\tn semi-plan et une semi-

sphère soient tangents est que la distance au semi-

plan du centre de la semi-sphère soit égale en 

grandeur et en signe au rayon de la semi-sphère. 

3. Représentation dans l'étendue (') des semi-

plans et des semi-sphères. — Considérons un plan 

réel, représenté en coordonnées cartésiennes rectangu-

laires par l'équation 

<l) \x-+- TQy-*r Ç45-+- I = O, 

où rh Ç sont Jes coefficients. Le plan (J) porte deux 

semi-plans. Je dirai que le premier a pour coordonnées 

5, Ti, s, W Ê ' + V - h ï t 

et le second 

Ainsi à tout système de nombres Ç, T, satisfai-

sant à la relation 

( 2 ) T » = O , 

correspond un semi-plan (P) bien déterminé. 

Etant donné un semi-plan (P) de coordonnées 

TI, Ç, T, nous conviendrons de prendre pour région 

positive relative au semi-plan la région des points 

z, tels que l'expression 

ijx-+- tz 

(*) J'emploierai, pour parler de l'espace à quatre dimensions, le 

mot détendue, introduit par M. Jouffret dans son Traité élémen-
taire de Géométrie à quatre dimensions (Paris, Gauthier-
Villars, 1904). 
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soit positive. En vertu de cette convention, et de celle 

qui a été faite plus haut relativement au signe de la 

distance d'un point à un semi-plan, l'expression pré-

cédente représente en grandeur et en signe la distance 

au semi-plan (P) du point x, y, z. 

Soient maintenant X, ¡JL, V les coordonnées du centre 

d'une semi-sphère (S) , p son rayon (positif ou négatif). 

Pour que le semi-plan (P) et la semi-sphère ( S ) soient 

tangents, il faut et il suffît que l'on ait la relation 

-F- [J.YJ -+- VÇ -F- I 

ï = p> 
ou 

( 3 ) - h {JL7J - h v Ç — p z - + - 1 = o . 

Les relations (2) et (3) peuvent être interprétées 

dans l'étendue. 

La relation (2), si l'on considère YJ, Ç, T comme 

coordonnées cartésiennes d'un point de l'étendue, re-

présente un hyper cône du second degré [H]. 

Ainsi, à tout semi-plan (P) correspond un point TB de 

l'hypercône [H]. Je dirai que tn est le point représen-

tatif du semi-plan. 

Considérons en second lieu l'équation 

X x -+- ¡xy -h v z — PT -+-1 = 0 ; 

elle représente un espace linéaire qui coupe l 'hyper-

cône [ H ] suivant une quadrique (S) . Je dirai que cet 

espace et cette quadrique sont représentatifs de la 

sphère (S). 

Ainsi les points de l'hypercône [ H ] sont représenta-

tifs des divers semi-plans de l'espace; les quadriques 

tracées sur cet hypercône sont représentatives des di-

verses semi-sphères. 
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L'équation (3) admet dès lors cette interprétation 

immédiate : 

Pour qu1 un semi-plan touche une semi-sphère, il 

faut et il suffit que le point représentatif du pre-

mier soit sur la quadrique représentative de la se-

conde. 

Faisons encore les remarques évidentes que voici : 

Les deux semi-plans portés par le plan de Vinfini 

ont leurs points représentatifs confondus au som-

met O de [ H ] . 

Des semi-plans parallèles ont leurs points repré-

sentatifs sur une même génératrice de [H]. La 

correspondance entre les semi-points et les plans est 

homographique. 

Les divers semi-plans tangents à un même semi-

cône de révolution (T) ont leurs points représentatifs 

distribués sur une même conique G tracée sur [H]. 

Réciproquement, à toute conique tracée sur [H] cor-

respond un semi-cône de révolution. La correspon-

dance entre un semi-plan mobile qui enveloppe ( r ) 

et son point représentatif qui décrit C est homo-

graphique. 

La première partie de ce dernier énoncé résulte de 

ce que les semi-plans en question sont tangents à une 

infinité de sphères. Leurs points représentatifs appar-

tiennent donc à une infinité d'espaces linéaires et par 

conséquent à un plan. Ils sont donc répartis sur l'in-

tersection de ce plan et de [H], c'est-à-dire sur une 

conique. 

Quant à la seconde partie, elle résulte immédiate-

ment de ce que la correspondance entre le point et le 

semi-plan est univoque. 
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4 . Transformations homo graphiques involutives 

de Vhypereône [ H ] en lui-même. — Les transforma-

tions homographiques de l'étendue sont en nombre oo2 4. 

Un hypercône du second degré dépendant de i3 pa-

ramètres, celles de ces transformations qui changent 

en lui-même l'hypercône [ H ] sont au nombre de 

oo2*-'3 = o o n . A chacune de ces transformations cor-

respond une transformation de contact de l'espace qui 

change les semi-plans en semi-plans et les semi-sphères 

en semi-sphères. Je dirai plus loin un mot de ces trans-

formations générales. Nous ferons ici une étude appro-

fondie de celles qui présentent un caractère involutif 

Toute transformation involutive de l'étendue appar-

tient, comme on le sait et comme il est aisé de le dé-

montrer, à l'un des deux types suivants : 

i° U ho molo g ie centrale involutive, définie par un 

point c, le centre de l'homologie et un espace li-

néaire [E], Îespace-base de l'homologie ; m étant un 

point quelconque de l'étendue, l'homologie centrale 

involutive lui fait correspondre Je point mf construit 

de la façon suivante : On joint le point m au centre c ; 

la droite cm rencontre [ E ] eu un point ¡JL, et l'on 

construit le point m', conjugué harmonique de m par 

rapport au segment cm. 

2° L!homologie axiale involutive, définie par une 

droite D et un plan (P) qui sont respectivement la 

droite-axe et le plan-axe de l'homologie. Au p o i n t s 

Thomologie axiale involutive fait correspondre le 

point m! obtenu de la façon suivante : On construit 

la droite unique passant par le point m et qui rencontre 

D et (P) ( 4 ) , respectivement aux points JJL et pi/. Le 

( ! ) Cette droite est l'intersection du plan déterminé par m et D 

et de l'espace déterminé par m et (P). 
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point m! est le conjugué harmonique de m par rapport 

au segment JJLJJL̂ . 

Pour qu'une transformation de la première ou de la 

seconde espèce transforme en lui-même l'hypercône [H], 

il faut que le sommet de cet hypercône soit un point 

double de la transformation. Or les points doubles de 

la transformation sont, dans le cas de Thomologie cen-

trale, le centre et tous les points de l'espace-base ; dans 

le cas de,l'homologie axiale, tous les points de la 

droite-axe et tons les points du plan-axe. On se trouve 

ainsi en présence de quatre cas possibles, dont l'examen 

conduit aisément aux conclusions suivantes : 

Il exisLe quatre espèces de transformations homo-

graphiques involutives, qui transforment en lui-même 

un hypercône du second degré [H]. Ce sont respec-

tivement : 

a. Une homologie centrale involutive, dont le 

centre est le sommet de l'hypercône, l'espace-base 

étant quelconque ; 

b. Une homologie centrale involutive, dont le 

centre est un point quelconque de l'étendue, et l'es-

pace-base, l'espace polaire de ce point par rapport à 

l'hypercône ; 

c. Une homologie axiale involutive, dont la droite-

axe est une droite quelconque de l'étendue, et dont le 

plan-axe est le plan conjugué de cette droite par rap-

port à l'hypercône ; 

d. Une homologie axiale involutive, dont le plan-

axe est un plan quelconque de l'étendue, et la droite-

axe, la droite conjuguée de ce plan par rapport à l 'hy-

percône (* ), 

C1) Le lecteur, non familiarisé avec les conceptions de la géomé-
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Dans l'étendue, un point et un espace dépendent 

chacun de quatre paramètres, une droite et un plan 

dépendent chacun de six paramètres (*). On en conclut 

que les transformations (a) et (b) dépendent de 

quatre paramètres et les transformations (c) et (d) 

de six paramètres. 

5. Transformations par semi-plans réciproques. 

— Les quatre transformations (a) , (6), (c) , (d), de 

l'hypercône [H] en lui-même sont représentatives de 

quatre transformations de l'espace, associant un semi-

plan à un semi-plan, et qui seront dites transforma-

tions par semi-plans réciproques. Je les appellerai 

respectivement (a), (¡5), (y), (S). 

trie à quatre dimensions, comprendra facilement, je pense, le sens 

des expressions employées dans le texte, sans que de longues ex-

plications soient nécessaires : Étant donnée une hyper quadrique, 
représentée par l'équation homogène du second degré à cinq va-

riables 
t, u) = o, 

Yespace polaire du point a?0, y0, JS0, ¿0, u0 par rapport à l'hyperqua-

drique est l'espace ayant pour équation 

Si un point décrit une droite, son espace polaire tourne autour 

d'un plan qui est le plan conjugué de la droite par rapport à l'hv-

perquadrique. De même, si un point décrit un plan, etc. 

Si l'hyperquadrique se réduit à un hypercône, l'espace polaire 

d'un point quelconque, le plan conjugué d'une droite quelconque, 

la droite conjuguée d'un plan quelconque contiennent le sommet 

de l'hypercône. 

Les points et leurs espaces polaires, les droites et les plans con-

jugués donnent lieu à des théorèmes que l'on établit aisément en 

se guidant sur les théorèmes analogues et bien connus de la géo-

métrie plane et de la géométrie de l'espace. 

(*) En effet, une droite est définie par les deux points où elle 

rencontre deux espaces donnés ( 3 - i - 3 = 6 paramétres); un plan est 

corrélatif d'une droite et dépend du même nombre de paramètres. 
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Toutes ces transformations jouissent d'une même 

propriété : à des semi-plans tangents à une même 

semi-sphère, elles font correspondre des semi-plans 

tangents à une même semi-sphère. Autrement dit, elles 

changent les semi-sphères en semi-sphères. Cela 

résulte immédiatement de ce que les transformations 

( a ) , (6), (c), (rf), étant homographiques, changent 

une quadrique tracée sur [H] en une autre quadrique. 

Il faut maintenant cherchera définir (a), (|3), (y), (S), 

en restant dans J'espace ordinaire. C'est ce que je vais 

faire successivement pour chacune de ces transfor-

mations. 

6. Transformation (a). — Dans la transforma-

tion (a) , deux points correspondants sont sur une 

même génératrice de [H], Donc, dans la transforma-

tion (a), deux semi-plans réciproques sont parallèles. 

En second lieu, il existe, dans la transformation (a), 

une infinité de points qui se correspondent à eux-

mêmes : ce sont les points de la quadrique (S0), inter-

section de [H] et de l'espace-base de l'homologie. Il 

existe donc dans la transformation (a) une semi-

sphère (S0) qui se correspond à elle-même. 

Soient enfin p et p' deux points de [H], se corres-

pondant dans la transformation (a) , pQ le point o ù p p f 

rencontre l'espace-base de l'homologie, c'est-à-dire la 

quadrique (S 0 ) . Si O est le sommet de [H], les points 

p et p' divisent harmoniquement le segment O p Q . On 

peut donc énoncer le résultat suivant, en tenant compte 

des deux remarques faites à la fin du n° 3 : Soient (II) 

et (II7) deux semi-plans réciproques dans la transfor-

mation (a), ( I I 0 ) , le semi-plan, parallèle à ( I I ) et à ( I I ' ) , 

qui touche la semi-sphère (2 0 ) ; les plans (II) et (IT) 

sont équidistants du plan (Iï0). 
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En raisonnant comme dans mon premier article 

(p. 167), on reconnaît que la transformation (a) n'est 

autre chose que la combinaison d'une transformation 

parallèle et d'une symétrie par rapport à un point : 

étant donné an semi-plan (II), on construit le 

plan (Ut), parallèle à (II), situé à une distance 

donnée et d1 un côté donné de ce semi-plan, puis le 

semi-plan ( Ï I ; ) , symétrique de ( I I , ) par rapport à 

un point fixe W et orienté comme le semi-plan (II). 

7. Transformation (¡3). — Dans la transforma-

tion (¿>), deux points correspondants p et p' de 

l'hypercône sont en ligne droite avec le centre de 

l'homologie. Si donc on désigne par (ç, ÏJ, Ç, T), 

(!•', V , T'), (£0, Yio, So, T0) les coordonnées respec-

tives des points p', />0, on peut trouver deux 

nombres \ et p. tels que l'on ait les relations 

xs H- ri' = $0, 

K •+• rt' = îo, 
|rc' = To, 

X -t- p. = 1. 

Mais les trois premières et la cinquième de ces rela-

tions peuvent s'interpréter ainsi : les trois plans ayant 

pour équations dans l'espace ordinaire 

\x 7] y - H Ç * - 4 - 1 = 0 , 

% x -4- rt' y + r 5 + i = o , 

Tt0y H- loZ -4- I = O 

passent par une même droite. Donc : 

Deux semi-plans ( I I ) et ( I I ' ) , réciproques dans la 

transformation (¡3), se coupent suivant une droite 

appartenant à un plan fixe ( I I 0 ) . 
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Soient en outre sur [ H ] deux points quelconques 

p et et les deux points pf et p\ qui leur corres-

pondent respectivement dans la transformation (b). 

Les quatre points p, pK , p \ sont dans un même plan, 

puisque les droites pp' et pKp\ sont concourantes. 

Les semi-plans concourants de l'espace (II), ( IL) , 

(IF), (IIJ) sont donc tangents à un même semi-cône 

de révolution (n° 4). 

L'analyse précédente permet d'énoncer le résultat 

suivant : 

Une transformation (¡B) est définie par un plan 

fixe (II0) et par un couple donné de semi-plans 

réciproques ( I I ) et ( I I 1 ) , se coupant suivant une 

droite du plan (Iï0). Si (IL ) est un semi-plan quel-

conque, on obtiendra comme il suit son semi-plan 

réciproque : on construira le semi-cône de révolu-

tion tangent à (II), (IF) et ( IL) , et par la droite 

commune à ( IL) et à (II0) on mènera le second 

semi-plan tangent au semi-cône. Ce sera le semi-

plan (IF) cherché. 

On voit bien qu'une transformation ((3) dépend de 

quatre paramètres. 

La transformation (ji) est la seule qu'ait définie 

Laguerre dans la Note rappelée plus haut. Elle fait 

l'objet d'une étude approfondie dans la Théorie des 

surfaces de M. Darboux (t. I, p. a5i et suiv.). 

8. Transformation (y). — Les points de l'hyper-

cône [H] qui se correspondent à eux-mêmes dans 

l'homologie axiale involutive (c) sont le sommet O de 

cet hypercône et les deux points pK et p2 où la droite-

axe de cette homologie le rencontre. Soient mainte-

nant p et p! deux points de [H], se correspondant 
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dans la même transformation. Puisque les droites ppr 

et PiP2 se rencontrent, les quatre points p'9 p2 

sont dans un même plan et appartiennent à la conique C, 

intersection de ce plan et de [H]. Soit en outre m le 

point d'intersection du même plan et du plan-axe de 

l'homologie (c), plan qui, on se le rappelle, est le plan 

conjugué par rapport à [H] de la droite-axe Le 

point m est le pôle d e p K p 2 par rapport à la conique G (*); 

mais le point m appartient à la droite pp!, puisque 

cette droite doit rencontrer le plan-axe de l'homologie. 

Par conséquent, les points p et pf sont conjugués 

harmoniques sur la conique C par rapport aux points 

p{ e t p 2 . 

Aux points /?, pf, pK, p2 correspondent quatre semi-

plans tangents à un même semi-cône de révolution, et 

les deux premiers sont conjugués harmoniques par 

rapport aux deux derniers. Nous pouvons donc for-

muler les conclusions suivantes : 

La transformation (y) est définie par deux semi-

plans (n 4 ) et (n2) qui se correspondent à eux-

mêmes; ce sont les semi-plans doubles de la trans-

formation. Pour avoir le semi-plan réciproque 

d'un semi-plan (II), on procédera de la façon sui-

vante : on construira le semi-cône de révolution 

tangent à (II), (fi^) et (II2), puis le semi-plan ( i l ') , 

tangent à ce semi-cône et conjugué harmonique de 

(II) par rapport à ( n 4 ) et (n 2 ) . (II') est le semi-plan 

cherché. 

(1) En vertu de ce théorème : Si dans Vétendue un plan tourne 
autour d'une droite, le pôle de cette droite par rapport à la 
conique d'intersection du plan et dune hyper quadrique fixe dé-
crit le plan conjugué de la droite par rapport à l'hyper qua-
drique. 
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On peut dire encore que le plan qui contient les 

génératrices de contact des plans (II) et (II') contient 

aussi la droite commune aux plans (II4) et (ÏI2). 

La transformation (y), définie par deux semi-plans 

arbitraires, dépend de six paramètres. 

9. Transformation (8). — Les points de l'hyper-

cône [H] qui se correspondent à eux-mêmes dans 

l'homologie axiale involutive (d) sont le sommet O et 

tous les points de la conique G, intersection de l 'hy-

percône et du plan-base de l'homologie. 

Soient p et p! deux points correspondants quel-

conques dans l'homologie (d). Ces deux points et le 

plan de la conique C sont dans un même espace 

linéaire [E] , puisque la droite pp! rencontre le plan 

dont il s'agit. Autrement dit, les deux points /?, pf et 

la conique C appartiennent à une même quadrique (S) , 

intersection de [H] et de [E] . Soit maintenant m le 

point d'intersection de [ E ] et de la droite-axe de l'ho-

mologie. Le point m est sur la droite ppr, puisque 

cette droite doit rencontrer la droite-axe; d'autre part, 

le point m est le pôle par rapport à ( S ) du plan de la 

conique C ( 1 ) . Ainsi la droite pp' passe par le pôle du 

plan de la conique C par rapport à la quadrique (S) . 

On peut dire aussi que, si D est une conique quel-

conque tracée sur ( S ) et passant par p et /?', les deux 

points p et p' sont conjugués harmoniques, sur D, par 

rapport aux deux points communs à G et à D. 

Interprétons ces résultats dans l'espace : à la co-

nique G correspond un semi-cône de révolution (T); 

(1 ) En vertu de ce théorème : Si un espace linéaire tourne 
autour d'un plan, son pôle par rapport à une hyper quadrique 
décrit la droite conjuguée du plan par rapport à cette hyper-
quadrique. 
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si (II) et (II') sont deux semi-plans réciproques dans la 

transformation (S), il existe une semi-sphère (S) tan-

gente à (II), (II') et inscrite au semi-cône (T). Enfin, si 

l'on imagine un semi-cône de révolution (A) circon-

scrit à (S) et tangent à (II) et à (II7), ces deux semi-

plans sont, relativement au semi-cône (A), conjugués 

harmoniques par rapport aux semi-plans tangents 

communs à (T) et à (A). 

On en conclut que (II) et (H') se coupent sur le 

plan du cercle de contact de (T) et de (S), et l'on par-

vient au résultat suivant : 

La transformation (S) est définie par un semi-

cône de révolution fixe (T). Pour construire le 

semi-plan réciproque d'un semi-plan donné (II), on 

construira la semi-sphère (S) inscrite à (T) et tan-

gente à (II); puis, par la droite commune à (II) et 

au plan du cercle de contact de (T) et de (2), on 

mènera le second semi-plan tangent ci (S). C'est le 

semi-plan cherché (II'). 

On voit aussi que les points de contact de (II) et 

de (II7) sont alignés sur le sommet de (T). 

La transformation (S), définie par un semi-cône de 

révolution, dépend de six paramètres. 

10. Autre point de vue. — Opérons sur l'hyper-

cône [H] une transformation par polaires réciproques, 

de manière à transformer cet hypercône dans la sphère 

imaginaire de l'infini, dont l'équation tangentielle 

est 
« ! + P 2 + w*-{- h2-t- k1 — o. 

Nous pourrons dire que toutes les transformations 

par semi-plans réciproques représentent dans l'espace 

les transformations homographiques involutives de 
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Vétendue, qui conservent la sphère imaginaire de 

V infini. 

Je désignerai ces transformations, corrélatives des 

transformations (a) , (6) , (c), (d), respectivement par 

(a ') , (6'), (c')7 (d'). H est facile de les définir directe-

ment. Ainsi la transformation ( a ) est une homologie 

centrale involutive dont le centre est le sommet de 

l'hypercône [H]; (a!) est donc aussi une homologie 

centrale involutive, ayant pour espace-base l'espace 

de l'infini, c'est-à-dire une symétrie par rapport à un 

point. La transformation (b ) est une homologie cen-

trale involutive, dont l'espace-base est l'espace polaire 

du centre de l'homologie par rapport à [H]; (&') est 

donc une homologie centrale involutive, dont le centre 

est rejeté à l'infini perpendiculairement à l'espace-base, 

c'est-à-dire une symétrie par rapport à un espace li-

néaire. La transformation (c) est une homologie axiale 

involutive, dont le plan-axe est le plan polaire de la 

droite-axe par rapport à [H] ; {d) est donc une homo-

logie axiale involutive, dont la droite-axe est rejetée à 

l'infini perpendiculairement au plan-axe, c'est-à-dire 

une symétrie par rapport à un plan. Enfin, la trans-

formation (d r) est une symétrie par rapport à une 

droite. 

Les quatre transformations (a') , (&')> (c')> s o n t 

les similitudes involutives de l'étendue. On voit donc, 

en résumé, que : 

Les transformations (a) , (6), (c), (d) peuvent être 

considérées comme représentant dans Vespace les 

similitudes involutives de Vétendue (c'est-à-dire les 

opérations qui transforment une figure en une 

figure semblable, et qui, deux fois répétées, ra-

mènent la figure en coïncidence avec elle-même). 
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Les transformations (a ) , (6), (c), ( d ) correspondent 

aux symétries de Vétendue, respectivement par rap-

port à un point, à un espace linéaire, à un plan et 

à une droite. 

Ainsi que je l'ai rappelé à la fin de mon premier ar-

ticle, M. Butin avait déjà rattaché la transformation (6) 

à la symétrie par rapport à un espace linéaire (*). 

On voit que, plus généralement, les similitudes de 

l'étendue font connaître les transformations de l'espace 

(non involutives en général) qui associent un semi-

plan à un semi-plan et une semi-sphère à une semi-

sphère. La transformation la plus générale de cette 

nature dépend, comme je l'ai dit plus haut, de onze 

paramètres. 

Le groupe ainsi constitué pourrait donner lieu à des 

recherches d'un certain intérêt : on chercherait, par 

exemple, à définir le sous-groupe des transformations 

(à dix paramètres) qui correspondent aux déplace-

ments dans lrétendue; on définirait aussi les sous-

groupes finis ou non qui correspondent aux sous-

groupes de déplacements (groupes de rotations autour 

de droites ou de plans concourants, groupe des po-

lyèdres réguliers de l'étendue). Je laisserai complète-

ment de côté les questions de cette nature. 

11 . Une transformation par semi-plans réciproques 

étant une transformation de contact, il est important 

de résoudre le problème suivant : 

Construire Vélément de contact correspondant à 

un élément de contact donné. Autrement dit, soient 

(II) un semi-plan, (II') le semi-plan réciproque dans 

(l) Bulletin des Sciences mathématiques, 1906, p. 19. 
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Vune des transformations (a), (¡3), (y), (8). On 

donne le point p où (II) touche une surface donnée. 

Construire le point p/ où le plan (IT) touche la sur-

face réciproque de la première. 

J'établirai, en premier lieu, une proposition qui s'ap-

plique à chacune des transformations (a) , (¡3), (y), (8). 

Si le point p varie dans le semi-plan (II), le point p' 

varie en même temps dans le semi-plan (II'). Cher-

chons la nature de la correspondance qui relie les 

points p et p'. 

Il est tout d'abord évident que cette correspondance 

est algébrique et rationnelle. Remarquons en second 

lieu que, si le semi-plan (II) varie en enveloppant une 

développable, il en est de même du semi-plan (II'), et les 

caractéristiques des deux semi-plans se correspondent 

évidemment. Autrement dit, si le point p se déplace 

dans le semi-plan (II) sur une droite, il en est de 

même pour le point p' dans le semi-plan (II'). On en 

conclut que la correspondance entre les points p et p' 

est homographique. 

En outre, si le point p décrit un cercle dans le semi-

plan (II), le point p' décrit aussi un cercle dans le 

semi-plan (II'). En effet, un cercle peut être caractérisé 

comme étant, de deux manières différentes, enveloppe 

d'une famille de sphères : les sphères de l'une des 

familles sont celles qui passent par le cercle, les 

autres sont les sphères-points dont le lieu est ce même 

cercle. L'une quelconque des transformations que 

nous considérons fait donc correspondre à un cercle 

une surface enveloppe de sphères de deux manières 

différentes, c'est-à-dire une cyclide de Dupin. Donc, 

quand le point p décrit un cercle dans (II), le point p' 

décrit la courbe de contact de (II7) et d'une cyclide de 

Ann. de Mathéniat., 4e série, t. VI. (Octobre 1906.) 29 
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Dupin. Une telle courbe est nécessairement un cercle, 

comme iî est bien connu. 

On voit donc qu'il existe entre les points JJL et JJL' 

une correspondance homographique, telle qu'à un 

cercle quelconque décrit par le point u correspond un 

cercle : cette correspondance est donc une similitude; 

enfin, en raison du caractère involutif des transforma-

tions considérées, Je rapport k qui définit cette simi-

litude doit satisfaire à la relation 

i , d 'où k = z k i . 

Ainsi la similitude dont il s'agit est une égalité directe 

ou inverse (i ). 

En résumé, les points de contact du semi-plan (II) 

avec diverses surfaces et les points de contact du 

semi-plan (IV) avec les surfaces qui correspondent 

aux premières, dans l'une quelconque des trans-

formations (a), (¡3), (y), (S), forment des figures 

directement ou inversement égales (2). 

Cela établi, abordons le problème posé successive-

ment pour chacune des quatre transformations. 

i° Transformation (a). — Les considérations les 

plus simples conduisent immédiatement à la solution : 

on construit dans le semi-plan (II,) le point tel 

que soit perpendiculaire à (II) et (II,); puis on 

construit dans le semi-plan (IV) le point p/, symétrique 

du point par rapport au point to. 

On voit ainsi que, dans le cas de la transforma-

( ' ) Comme il s'agit de ligures tracées dans des plans orientés, les 

mots en italique ont un sens. 

( 2) Les figures formées par les points de contact sont seulement 

semblables, et non plus égales, si l'on considère les transformations 

générales dont il est dit un mot à la fin du n° 10. 
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tion (a), les points JJI et engendrent des figures 

directement égaies. 

Transformation (¡3). — Construisons la semi-

sphère (S), tangente à (II) en p, et tangente à (II'). 

Cette semi-sphère se correspond évidemment à elle-

même par la transformation (¡3) [puisque, si elle 

touche un semi-plan quelconque (II,), elle touche 

aussi le semi-plan réciproque (II',)]. Son point de 

contact avec (IT) est donc le point p' cherché. 

On voit que le point ¡JL' est la position prise par 

le point JJL lorsqu'on fait tourner le semi-plan (II) 

autour de l'arête du dièdre (II, II'), de manière à 

l'amener en coïncidence avec le semi-plan opposé 

à (H')._ 

Ainsi, dans le cas de la transformation (¡3), les 

figures engendrées par les points tj< et p' sont inverse-

ment égales. 

3° Transformation (y). — Remarquons tout 

d'abord que, dans le cas de la transformation (y), les 

points p et engendrent des figures directement 

égales. En effet, la nature de l'égalité doit être la même 

pour tous les couples de semi-plans réciproques, par 

raison de continuité. Or le semi-plan (II,) se corres-

pond à lui-même et, de plus, toute semi-sphère tou-

chant les semi-plans ( I I , ) et ( n 2 ) se correspond aussi à 

elle-même. Si donc les semi-plans (II) et (II') viennent 

se confondre avec (II, ), les deux points ¡JI et ¡JL' viennent 

se confondre en un même point, ce qui exige que l'éga-

lité soit directe, en ce qui concerne le couple [(II,), (II,)], 

et par conséquent en ce qui concerne un couple quel-

conque. 

Il existe une infinité de semi-sphères qui touchent 

(II,), (II2), (II) et (II'). Chacune de ces semi-sphères 
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se correspond à elle-même dans la transformation (y) . 

Si donc le point P est le point de contact ¡JL0 avec ( n ) de 

l'une de ces semi-sphères, JJL' est le point de contact ¡JL̂  

de la même semi-sphère avec (n') . 

Quand on fait varier la semi-sphère en question, les 

points ¡JL0 et ¡¿J, décrivent respectivement dans les semi-

plans (II) et (II') des semi-droites Ox et Ox\ se cou-

pant sur l'arête du dièdre (II, Et') et faisant le même 

angle avec cette arête (Jig. i). 

F i g . i . 

Les points à même distance du point O, sur ces 

semi-droites, se correspondent entre eux ( O p 0 = Ofji0). 

Si maintenant le poinl de contact de (II) avec son 

enveloppe occupe nne position quelconque p, on con-

struira aisément le point p', tel que le triangle O[/0[jt.' 

soit directement égal au triangle O[JL0¡JL. 

4° Transformation (S). — Construisons un semi-

cône de révolu tiô ri (Iv) quelconque circonscrit à la semi-

sphère Ç£)(fig. 2) et ayant son sommet sur la droite D 

commune à (II) et à (11') : ce semi-cône se correspond 

à lui-même dans la transformation (S) [car tout semi-

plan tangent à (F') est transformé en semi-plan jouis-

sant de la même propriété]. Soient S le sommet d'un 

tel cône, ¡JL0 et JJL'0 les points de contact avec (S) des 
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semi-plans (II) et (II7). Les droites Sp.0 et SJJL'0 se cor-

respondent dans les figures engendrées par p et On 

en conclut que la seconde figure s'obtient en faisant 

Fig. 2. 

tourner le semi-plan (II') autour de D , de manière à 

l'amener en coïncidence avec le semi-plan opposé 

à ( n ) ( ; ) . 
Ainsi, dans le cas de la transformation (S), les 

points pi et engendrent des figures inversement 

égales. 

En terminant, je signalerai encore les faits sui-

vants : 

Les transformations (a), (¡3), (y), (S), étant de 

contact et changeant les sphères en sphères, conservent 

les lignes de courbure des surfaces. De plus, une 

sphère principale, c'est-à-dire une sphère tangente à 

une surface et ayant son centre en l'un des centres de 

courbure principaux de la surface au point de contact, 

est changée en sphère principale relativement à la 

surface réciproque de la surface considérée. On a ainsi 

(*) C'est exactement la même construction que dans le cas de la 

transformation (¡à). 
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le moyen de déterminer les éléments de la courbure 

d'une surface, réciproque d'une surface donnée dans 

l'une quelconque des transformations considérées. 

[ D4b] 
SUR UN THÉORÈME DE WE1ERSTRASS; 

P A R M . H . L A U R K N T . 

Considérons une fonction f ( z ) synectique dans 

toute l'étendue du plan, soient aK a2 . . . dk ses zéros de 

module p, bK b2 . . . bt ses zéros de module p', etc., et 

supposons f (o) différent de zéro et 

n < P < '*2< p ' < 

Considérons la somme 

/ — r f(3) dz '2KS W— I = / J— h f f ( ' ) 
h, f i s ) 

X dz 
z — X 

f f ' ( z ) 
J r J ( * ) 

X 
z 

dz 
z — X 

H- r f ( z ) 

h. / (») 
ir2 

I"2 
dz 

z — a? 
f f ' i * ) 

Jr,f(*> 

X2 

1s2 
dz 

z — X 

r r i * ) x'6 dz X3 dz 
Z X J r J O z—x 

l'indice r* placé au bas d'une intégrale indiquant 

qu'elle doit être prise le long d'une circonférence de 

rayon r* décrit de l'origine comme centre. 

Si l'on remplace les différences successives par leurs 

valeurs, on trouve dans l'une d'elles ou dans la pre-

mière intégrale l'expression m \J — i Pu^s des ex-

pressions de la forme 
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[qui devront être répétées a fois si a est racine d'ordre 

a def(x) — o]. On a donc 

(o , = £ î £ ) + v î 1 , v - 1 

f ( x ) <Ldaa — x Jmd bl b — x 

V^ xz i •+• X A T D C 3 C — X 

d'un autre côté, s d'après cette formule est une fonc-

tion sjnectique y(x) de x, et l'on peut la développer 

par la formule de Maclaurin, car on a 

dns r f ' ( z ) dz 

r f ' i z ) r * i 1 , 
-h / '-T r \ n - - -4-.. . \dz^r..., 

J r J { z ) L zKz — xY+i J 

et pour x — o 

— V 1 V 1 
x~î \ dxn)i = 0 ~~ ~dzn f ( z ) 2d 

On en déduit le développement de ©(#) par la formule 

de Maclaurin. La formule (i) ou s = <p (x) donne alors 

en intégrant 

j f \ m 5 S - 2 p ' , » « ( - f ) 

P4, P2 , . • . désignant des poljnomes du degré i , 2, . . . 

et, par suite, 

Çp 1 x ) dx „x ' ."77 
(a) / ( * ) = / ( o ) é T ° n ( i - | j • ( i - Z 

b ' 

c'est la formule de Weierstrass, et nous avons une ex-

pression de la fonction cp ( x ) qui était restée inconnue 

jusqu'à présent. 
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Il est bon d'observer que la méthode précédente ne 

suppose par les zéros de f(x) simples, on peut les 

supposer d'un ordre de multiplicité quelconque, même 

négatif, ce qui veut dire que a , 6, c, . . peuvent être 

des infinis de f(x), dans ce cas les binômes — , 

i — - • • figureront alors en dénominateurs. 

AGREGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (CONCOURS 
DE 1 9 0 6 ) . SOLUTION DE LA QUESTION DE MÉCANIQUE 
RATIONNELLE H ; 

P A R M . LE C O M T E DE S P A R R E . 

1. Soient : 

OR la trace du plan xOy sur le plan ^Orj; 

O Q la perpendiculaire à O R dans le plan xOy, qui 

est, par suite aussi, la trace du plan z O Ç sur le 

plan xOy; 

^ l'angle de OR avec 0 £ ; 

y celui de Ox avec O R et 9 celui de O ^ avec OÇ, 

comptés de gauche à droite, par rapport à OÇ, O Z 

et O R . 

Désignons de plus par q, r les composantes de la 

rotation O R , O Q et O Z ( 2 ) . 

O R , O Q , O Z étant axes principaux d'inertie, si C 

désigne le moment d'inertie axial, suivant O Z , et A i e 

(*) Voir l'énoncé dans le numéro de septembre (p. 4 1 0 ) -

(2) Dans l'énoncé on désignait par p et q les composantes de la 

rotation suivant Ox et O y , mais il n'y a aucun intérêt à intro-

duire ces composantes, et il vaut mieux considérer celles suivant 

OR et OQ. 
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moment d'inertie équatorial, suivant O R et O Q , on a, 

pour la force vive totale, 

i T = \ ( p * + q * ) + C r 2 . 

D'ailleurs 

p — 6', gr = <]/sinO, r — cp' -h <}/ cosò , 

de sorte que 

2 T = A(0 ' 2 -h ty'* s in 2 0) -h C(çp'-h <|/ cos8) 2 . 

On a ensuite, pour la fonction des forces, 

U = — f kMpdp = - - /cMp2 = — i ¿ M r f 2 s i n 2 0 . 
J 2 2 

Si l'on désigne par io et \ les valeurs initiales de r 

et A', on aura alors, en vertu des équations de Lagrange 

en cp et 

(1) <p'-+-<K cos6 = w, 

( 2 ) A sin 2 0^' = GOJ(COS60 — c o s ò ) -H AX sin280 

A ces deux équations, on joindra celle des forces vives, 

qui, en tenant compte de (1), s'écrira 

j A ( 9 ' 2 -+- Y * s in 2 6) = A O 2 -h X2 sin20O) 

^ | — ¿ M d * ( s i n 2 0 — sin20o), 

où p désigne la valeur initiale de 6'. 

Les équations (1), (2) et (3) déterminent 9, f et 

en fonction de t, et résolvent par suite la première 

partie du problème. 

En tirant de (2) la valeur de <{/ et la portant dans (3), 

on aura 

Ì
A0' 2 = A ( {JL2 X2 sin2 Ô0) -h k M d* ( cos2 0 - cos2 0O ) 

_ [AX sin20Q-f- C a > ( c o s 8 o — cos0)] 2 

~ A sin20 
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Le second membre de cette équation est positif pour 

9 = 90, il est au lieu de cela négatif pour 9 = o, à moins 

que l'on ait 

A X sin260 — Cto(i — cos0O) 

( 5 ) { = 2s in 2 ^ A X c o s 2 - G e o ) = o. 

Il est également négatif pour 9 = TZ, à moins que Ton 

ait 

SA X sin 2 6 0 + CW(I + cos 0O ) 

J o / n . J . p \ = i cos2 — [ i A A sin2 h G w = o . 

On voit qu'en général 9 variera d'un maximum à un 

minimum. 

Toutefois, si la condition (5) est satisfaite, on aura 

/ A 8 ' 2 = A(FX2 -+- X2 sin2 80) 
) r19 9 8 

} | cos2 0 — cos2 0O ) ^ t a n g 2 - , 

et 9 variera de 9, à — 9 , ( 4 ) en passant par zéro. 

Si, au lieu de cela, c'était la condition (6) qui étail 

satisfaite, [(5) et (6) ne peuvent être satisfaits en même 

temps], on aurait 

^ A0' 2 — A([JL2 -T- X2 s in 2 0 O ) 

( 4 ^ j -h A:M d2(cos20 — cos2 80) — ^ ^ c o t 2 ^ ' 

et 9 varierait de 92 à 2iz — 92 ( 2 ) en passant par iz. 

2. Si l'axe du solide est placé perpendiculairement 

(*) 8, étant la racine comprise entre o et it du second membre 

de (4') égalé à zéro. 

(2) 82 étant la racine comprise entre o et it du second membre 

de (4") égalé à zéro. 
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à OÇ et que l'on imprime au solide une rotation autour 

de O Z , on aura 

0 = 9o°, lx = X = o, 

et, par suite, (4) devient 

A6'2 = COS28 (kMd2 - A
G2t°' ) 

\ A sm2 0 / 

cot2 
( kM d* A — G2 0)2 — k MA d* cos* Ô ), 

et la valeur initiale de 9 = go°; cette équation ne peut 

être satisfaite que pour 

0 = go°, 0' = o. 

Si l'on a 
¿M ¿2 A 

(7) ^ G2 ' 

donc, dans ces conditions, on aura indéfiniment, pen-

dant toute la suite du mouvement, 

0' = o, 0 = 90°. 

On peut d'ailleurs facilement vérifier que, si l'on dé-

range légèrement l'axe en donnant à JJL et X des valeurs 

très petites, et prenant de plus 90 — 9 0 ° + £o> e0 e s t 

très petit, 6 restera toujours très voisin de 90° pendant 

toute la suite du mouvement. 

Posons, en effet, 

0 = go° -H £. 

Si nous négligeons les termes en s3, ainsi que ceux 

en Ae2, on aura 
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ce qui peut s'écrire 

DZ* . / K M D * G 1 W 2 \ . I \ C W C * U > 2 \ 2 

dt* r \ A A2 / 0 A 
(S) < 
v 7 i 2Gto /» Gw \ /G2to2 . 

( — Â - ) £ 2 -

Si nous supposons la condition (7) satisfaite, les ra-

cines du second membre sont réelles, car ce second 

membre est positif pour e = e0, et, au lieu de cela, né-

gatif pour e = ± oc. 

Si doue, on désigne par TJ et ces deux racines, 

7} étant la plus grande, on devra avoir 

de plus, si 
, X . G 2 W 2 kMd2 

( 9 ) = j -

n'est pas lui-même très petit, les racines et y\t se-

ront elles-mêmes très petites, car nous supposons e0. JJL 

et A aussi très petits. En effet, pour pi X — e0 = o, 

yj et r\i sont tous deux nuls. 

Donc, 0 resle très voisin de go° lorsqu'on trouble 

très peu le mouvement. 

Si d'ailleurs on néglige, ainsi que nous l'avons fait, 

les termes en e3, on aura, en vertu de (8) et (9), 

±di 
ndt — • 

v ( Tj —£)(£ — r|t) 
de 

d'où l'on déduit, en supposant t — £0 pour s — -¡rj, 

/ , _ I L ± J ' N 

n ( t — tQ ) = arc cos ( 
1 V—31 
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OU 

( l o ) e = ^ ^ + ^ p l cosn(* - i0). 

On aura ensuite, avec la même approximation, 

dty = (s — e0) dt -h \dt. 

C'est-à-dire, en tenant compte de (10), 

dty . Cco/Tj-f-7), \ Geo 

T t = X + X ( ^ V - - ) + - 1 0 cosn ( i - t.). 

Mais 

•n-4-7), Cto / . Cto \ . C2u>* kt/ld* 

de sorte que 

X- VA» 
-f- -r 

Gît) / 7) -f- 7) 

A/l2 \ 2 
_ /Ctoep 

e V ~ C 2 w 2 - ¿ M r f 2 A \ A / ' 

, . ¿ M r f 2 A / G to e0 \ 

Cw . . . 
(*) — ^ i ) sm/i(i — t0). in PL. 

On voit que, si le solide est dérangé tant soit peu de sa 

position d'équilibre, qui correspond à 

e0 = X = = o, 

6 restera très voisin de 90°, mais l'axe aura un mouve-

ment de rotation très lent, le mouvement de précession 

moyen ayant lieu toujours dans le même sens, à moins 

que l'on ait 
C(t>£0 . 

auquel cas il y aurait un simple mouvement d'oscil-

lation, la condition (7) étant supposée remplie. 
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Si, au lieu de cela, on avait 

AMd2A ttl<—' 

on tomberait sur les fonctions exponentielles au lieu 

des fonctions circulaires, et, par suile, £ ne resterait 

pas très petit, quelque faible que fût le déplacement 

initial, et la rotation ne serait par suite pas stable. 

On doit remarquer d'ailleurs qu'il faut non seule-

ment que 

soit positif, mais que de plus ce ne soit pas une quan-

tité très petite de l'ordre de X, pi et e0, car, s'il en était 

ainsi, Tj et r^ ne seraient plus très petits. 

3. Pour que 8 tende vers go°, pour t infini, il faut 

que 0 == 90" soit racine double du second membre de 

l'équation (4). 

D'abord, pour que ce second membre soit nul pour 

(1 — c>o°, il faut 

1 A ( p.2 -j- X* sin2 0O ) — /cM d2 cos260 

0 0 | ( AX sin20o-h Cwcos0o)2 

I À = 

En tenant compte de cette relation, l'équation (4) 

s'écrira 

[ k M d 2 cosô 

[ (A X sin20O -h G w cos0O)2 cos0 ) 

I — iC M (A X sin2 00 -H- G tu cos 0O) -b C2 

CO2 COS0 \ 
A sin2 0 _ 

Mais 9 = 9 0 ° devant être racine double de la valeur 

de 9'2, la quantité entre crochets doit être nulle pour 

9 = 90°, ce qui exige (i3) AX sin280 -f- Gw cos0o = o. 

A 6'2 = cosO 
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Mais, si Ton tient compte de cette relation, l 'équa-

tion (i i) devient 

(14) fx2 H- X2 sin2G0 — Ì ^ L cos20O = o. 

Si l'on suppose to et 90 donnés, on déduira de ( i 3 ) 

et ( i4) 

C15 ) X = 
Go) cos0Q 
A sin2< * 'o 

C O s 2 f , 0 / 4 , m/, - , C 2 W 2 \ 

Pour que cette valeur de ¡JL soit acceptable, il faut 

( 1 7 ) ^ 

Si cette condition est remplie, on aura deux valeurs 

de ¡ji égales et de signes contraires répondant à la ques-

tion et une seule valeur de Â. 

Si l'on tient compte des relations ( i 3 ) et ( i4) v a~ 

leur (i 2) de peut s'écrire 

A sin20Ô'2 = cos20 (^kMd'2 — — / c M d2 c o s 2 6 ^ , 

c e q u i p e u t s ' é c r i r e 

sinBdO 
(18) = dt, 

'fkMd* G2 w2 \ 1 k M d2 

A A 2 ) cos26 A 

formule dans laquelle, en vertu de (17) , on a 

kMd1 C 2 w 2 

A Â2" ^ 

Posons maintenant 

sec20 t = 
A2 * 1 K M d1 A — G2 OJ'à 
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la formule (18) deviendra 

/ x / > o f ( s é c 9 ) 
( i g ) a dt = ± , y — , y / séc 2 0 — s é c 2 ô i 

formule dans laquelle il faudra prendre le signe -f- si ô 

croît avec donc si ¡jl est positif et le signe — si 9 dé-

croît lorsque t croît, donc si ¡JL est négatif. On aura 

donc 

r s é c 0 -+- i / s é c 2 ft — s é c 2 0i 
( 2 0 ) zb at — L • 

séc0o -f- yséc20o— séc20! 

On a d'ailleurs, en vertu de (17) , 

. on C20)2 

s i n 6 o > * m ^ A ' 

et l'on en déduit 

¿ M r / 2 A - C 2 w 2 t û  
c o s 2 e ° < — - = c o s 2 6 i ; 

donc 

e 0 > 8 1 . 

Posons maintenant de nouveau 

s é c 0 O - h y/sécOo — s é c 2 0 i 
y.ti = L r—5 y secoj 

étant par suite positif en vertu de (19) . 

Nous aurons alors 

, x T sécO -f- 1/séc2G — s é c 2 0 ! 

+ 0 = 1 ^ ' 

d'où Ton déduit 

s é c 0 = ( g a i / , * / ) - + . * - « ( / , * / ) ) 
2 OU 

2 C O S 0 J 

( 2 1 > 0 0 5 e = = 
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Si [JL est positif, auquel cas il faut prendre le signe 4-, 

lorsque t croîtra de o à oo, cos9 décroîtra de cos90 à 

zéro, et, par suite, 9 croîtra de 90 à 90°. Si, au lieu de 

cela, fx est négatif, il faudra prendre le signe — , et 

lorsque t croit de o à ¿,, cos9 croît de cos90 à cos94, 

et, par suite, 9 décroît de 90 à 9M puis, lorsque t croît 

de t{ à oc, cos9 décroît de cos9{ à o, et 9 croît par 

suite de 9{ à 90°. 

On aura ensuite, pour le calcul de en tenant compte 

de ( i 3 ) , 
, , G w cos 6 _ 

œb = r-T-TT dt. 
T A sin2ô ' 

ou, en vertu de (19), 

71 , Go) 
A a sinO y/1 — séc2Oj cos'20 

Mais 

r, Cw 
tangOj = , 

A a 

de sorte que Ton peut écrire 

dO 
dty = zp tan 

s in 2 6l y' ~~r~~ô~7r — séc*8, cot20 
y sin2 8 

ou 

dty = ± tang6 t a?(cot8) . 

sj 1 — tang28, cot20 

on en déduit 

^ — = zp arc cos(tangO! cotô) (*) 

ou 

(22) tang6i cotO = cos(^ — 

Supposons maintenant que l'on ait pris, pour plan 

(*) <]/j étant par suite la valeur de ^ qui correspond à 9 = 6r  

Ann. de Mathémat., 4« série, t. VI. (Octobre 1906.) 3 o 
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£01;, celui dans lequel se trouve l'axe O Z pour 6 == 94, 

tyt = 90°. 

L'équation (22) devient 

Si d'ailleurs Y}, £ sont les coordonnées d'un point 

de O Z , on a 

£ = p sinO cos(6 — 90°) = p sin G sin 

7] = p sin 0 sin (6 — 90°) = — p sin G costj; 

Ç = p cosG, 

auquel cas on a 

avec 

ou 

(•23) £ = ; tangO,. 

Le lieu de O Z est donc un plan. 

On a ensuite 

<p' = w — t|/cos6, 

donc 

r/g = M dt — cosO dty = tu dt =t 
tangO. cosO ¿/G 

sin 0 / 1 — séc2 Oj cos2 0 

ou 

i/cp = co dt zp 
tangGt ¿/(coséc G) 

y/coséc2 0 — séc2 O tcot- 0 

ou enfin 

tffy — to dt qz 
sin 6! d( coséc 0) 

y/ï — sin2Gt coséc2 G 
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Donc, en définitive, 

cp _ = — tx) dt arc cos ( ^ ¡ ¡ j ) (*) 

4. Dans le cas particulier on a 

G = 2 M L 2 , 

A = 2 ( - m/2 -h m — ^ = 2 m /2 = G, 
\2 2 / 

M = 2 M . 

L'ellipsoïde d'inertie pour le point O est donc dans 

ce cas une sphère. 

De plus 
/2 T «¿2 = _ , /c ¿2 = ¿2 
2 y/s 

de sorte que 
= 4 m* 

G20)2 = 2 

et l'on en déduit 

a2 = -y sécs61 = '2, 81 = 45''. 
2, 

L'équation du plan lieu de O Z est donc, avec le 

choix que nous avons fait du plan 

De plus, on a 

cotO = sin 4s 

& . 
ti±t _ tl±Lt 

e fi -t- e fi 
1 

cp = a) £ zh arc cos 
V̂ a sin0 

/- _ séc 60 -+- /séc260 — 2 
= y 2 L — 

s/i 

( ! ) cpj étant la valeur de o pour 6 — 6j et tx la valeur correspon-

dante de t. 
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On voit en définitive que ce cas ne présente rien de 

remarquable; toutefois, l'ellipsoïde d'inertie étant une 

sphère, le théorème des mouvements des quantités de 

mouvement appliqué par rapport à OÇ donne 

A (<}/-+- cp'cosO) = const., 

donc 
\J/ -h <p' cos ô = const. = o ( 1 ). 

Il est facile de vérifier ce fait, on a en effet dans ce cas 

__ 0) cos 6 

V ~ sin20 9 

d'où l'on déduit 

4/ 4- <p' cosO = o. 

Donc, si l'on décompose la rotation instantanée sui-

vant les trois directions fixes O!;, Or,, OÇ, la compo-

sante suivant OÇ est nulle. On conclut de là que le lieu 

de l'axe instantané par rapport aux axes fixes OSj, Ot), 

O Ç est le plan O 

Il semble que ce soit la seule particularité qui se pré-

sente dans ce cas particulier. 

5. Si l'on imprime au solide une percussion perpen-

diculaire au plan Z 0 £ , donc parallèle à O R , la somme 

des moments des quantités de mouvement par rapport 

(1 ) On a en effet # 

= X, cp'0 = to — "Xcos80, 

et, par suite, 

-+• c°s80 = "X sin260 -h w cos60 = 0, 

en vertu de l'équation (i3) qui, si A = C, se réduit bien à 

X sin26„ -+- (o cosû0 — o. 
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à O R ne changera pas, et, comme cette somme est A9 ; , 

la valeur de 9' ne changera pas pendant la percussion. 

Or nous pouvons prendre comme instant initial du 

mouvement précédant la percussion un moment quel-

conque de ce mouvement, et, si nous prenons celui qui 

précède immédiatement l'instant où la percussion se 

produit, on aura, au moment de la percussion, 

Or, d'après ce que nous venons de dire, 6' ne change 

pas pendant la percussion. On aura donc encore, après 

cette percussion, 

Si d'ailleurs désigne la valeur de \ et celle de to, 

après la percussion, on devra avoir, d'après ce que nous 

avons vu, pour que, dans le mouvement subséquent, 

O Z tende vers une position particulière perpendicu-

Ces équations doivent ici servir à déterminer co, etX,. 

D'ailleurs to et), (valeurs avant la percussion) vérifient, 

en vertu des relations ( i 5 ) et (16), les équations 

0' = f = X. 

laire à OÇ ( 1 ) 

C CO I COS 0() 

A sin'20o 

Cto cos0o 

A sin20O 

C O S 2 0 ( 

— S 7 " 
'0 ^ A k M d1 

sin'2 0O 

C 2 T O 2 

( 1 ) Équations (i5) et (16). 

(2) 60 désigne ici la valeur de 0 au moment où la percussion se 

produit. 
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O n déduit par suite de là 

0>! = ± (1), Xi = ± X , 

les signes se correspondant. 

Comme on ne peut prendre = XzrrX,, car il 

faudrait alors qu'il n'y eût pas de percussion, on devra 

prendre 
10 = toi, \ — — Xj. 

Désignons alors par P la percussion et par u et v les 

coordonnées de son point d'application dans le plan 

Q O Z , par rapport aux axes O Q et O Z , le théorème des 

momenLs des quantités de mouvement par rapport 

à O Q et O Z donnera, si l 'on désigne par et V\ les 

valeurs de <!/ et r après la percussion, 

A sin0o(d/ — — Pv = o (i), 

D'ail leurs, d'après ce que nous venons de dire, on a 

tj/ — X = — /* = u) = — r j . 

On aura donc 

2 Al s in0 o — PÇJ = o, 

' 2 C w + P u = 0 , 

et l'on en déduit 

( 2 4 ) C t o y -+- A X s i n 8 0 a = o . 

Mais les composantes de la rotation instantanée dans 

le plan Z O Q sont 

w et Xsin60, 

suivant O Z et O Q . 

( l ) 90 désignant toujours ici la valeur de 6 au moment où la per-

cussion se produit. 
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De sorte que l'équation de la projection de l'axe in-

stantané sur le plan Z O Q est 

(25) v — s T f. u; ' A s in 0 o 

de plus, l'équation de la section de l'ellipsoïde d'i-

nertie par le plan Z O R est 

( 2 6 ) = 

et l'équation du diamètre conjugué de la direction (25) 

dans l'ellipse (26) sera précisément la droite (24). 

Donc, pour que le mouvement qui se produit après 

la percussion, O Z , tende vers une position limite per-

pendiculaire à O Ç, il faut que cette percussion soit 

appliquée suivant une ligne d'action qui est le diamètre 

conjugué, dans la section de l'ellipsoïde d'inertie par 

le plan ZOÇ, de la composante de la rotation instan-

tanée dans ce plan, au moment où la percussion se pro-

duit. 

Quant au mouvement subséquent qui se produit 

après la percussion, comparé à celui qui se serait pro-

duit sans l'intervention de la percussion, il en diffère, 

d'après ce que nous avons vu, par le changement de w 

en — (0, et de X en — X. 

Or, dans l'expression de 6', to ne figure que par son 

carré ( ' ) , donc les valeurs de 9 seront les mêmes dans 

les deux cas, puisque 9 part de la même valeur ini-

tiale. 

A u lieu de cela, les valeurs de seront égales et de 

signes contraires, et il en sera de même de celles 

de <p\ 

(1 ) Il faut d'ailleurs prendre dans les deux cas le même signe dans 

l'expression de 6', puisque la percussion ne modifie pas cette quan-

tité. 
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Il résulte de là que, si est la valeur initiale de <1 

au moment où la percussion se produit, on devra, pour 

passer d'un mouvement à l'autre, remplacer A — ¿0 

par — <l<, et, de plus, les composantes de la rotation 

suivant O Z seront égales et de sens contraire. 

On conclut de là que le nouveau déplacement de 

l'axe OZ, après la percussion, sera symétrique par rap-

port au plan passant par OÇ, et la position de OZ au 

moment où la percussion se produit, de celui que OZ 

aurait pris sans la percussion. 

Remarque. — Je crois devoir faire suivre cette so-

lution de la remarque suivante : ce problème est sans 

aucun doute très bien choisi et intéressant, mais on 

ne s'explique pas très bien pourquoi l'on a ajouté le 

n° 4, en demandant l'étude du mouvement dans ce cas 

particulier, et en se bornant à en demander ses circon-

stances principales dans le cas général (n° 3). Le cas 

général se traite en effet tout aussi simplement que ce 

cas particulier, et les résultats sont tout aussi simples. 

Il semble qu'il n'y ait autre chose à faire que de trai-

ter d'une façon complète, ainsi que je l'ai fait, le cas 

général (n° 3), et d'appliquer ensuite les résultats au 

cas particulier (n° 4), en se bornant à constater qu'il 

ne présente rien de spécial. 

Si, au lieu de cela, on suivait la marche que semblent 

indiquer les données, en se bornant à une étude som-

maire du cas général, et en traitant complètement le 

cas particulier, on serait, pour cette étude du cas par-

ticulier, conduit»aux mêmes calculs que l'on aurait eu 

à faire pour traiter complètement le cas général, et l'on 

aurait été conduit à traiter successivement deux ques-

tions qui n'en font au fond qu'une. 

Il y a lieu aussi de remarquer que la note qui sui-

vait l'énoncé indiquait de considérer les composantes 
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de la rotation suivant Ox et O y , tandis qu'il était plus 

simple de considérer, ainsi que je l'ai fait, les compo-

santes suivant O R et O Q , d'autant plus que l'on était 

par là plus naturellement conduit à reconnaître que, 

dans le n° 5, la ligne d'action de la percussion doit être 

le diamètre conjugué de la composante de la rotation 

dans le plan Z O Q . 

CORRESPONDANCE. 

Un abonné. — Voici quelques remarques sur la question 2019 

résolue à la page 334 de ce Volume. Soient b2 et c'2, c2 

et a ' 2 , a 2 et b l e s carrés des demi-axes des coniques U, 

V, \V situées dans les plans yOz, zOx, xOy. En partant de 

la conique W pour arriver à la conique V , on trouve 

( V , W ) / 2 = ¿/2-i- ^ + ' c- b 2 

cette dernière relation est la condition à laquelle doivent 
. . a'2 a2 . 

satisfaire les rapports —y — > pour que les deux coniques 

V et W admettent une infinité de normales communes. 
On a de même 

b'2 b2 

( W , U ) m2 = c'2-h a2 , — H- — = I . 
' a2 c 2 

a2 
L'élimination du rapport ^ donne précisément la relation 

qui assure une infinité de normales communes aux deux co-

niques U et V ; on a ainsi 

(U,V) «» = «'*+6«, g + 

La relation ( V , W ) peut s'écrire 

a'ib'2 _ 
a2 c2 a*' 
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on a donc, en tenant compte de ( W , U ) , 

a'ib"ic'* = o; 

les coniques U, V, W ne peuvent pas être toutes trois des 

ellipses. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2031. 
(1905, p. 576.) 

Démontrer la relation 

Y , V — - o 

La première somme s'ètendant à toutes les racines} sup-
posées distinctes, de Véquation algébrique 

f(x) = o 

et la seconde somme à toutes les racines, supposées dis-
tinctes , de Véquation 

f ( x ) = o; 

f ' ( x ) et f " { x ) désignent les dérivées première et seconde 
du polynome f ( x ) . R. BIUCARD. 

PREMIÈRE SOLUTION 

Par M. PARROD. 

Soit 

/ ' ( * ) = J J ( * - « ) ; 
on a 

f i * ) _ y l _ • 
f ' ( x ) Jmd X — Cp' 

par suite, 

y /"(<*) y y 1 
Z à f \ a ) ¿d ¿ d f { a ) ( a - * i 
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D'autre part 

donc 

2 2 / ' ( a ) ( a — a)* 

Les deux sommes doubles étant égales, la relation est 

établie. 

DEUXIÈME SOLUTION 

P a r M . NICOLAS K R Y L O F F . 

La question se résout élégamment à l'aide du théorème sui-

vant ( Cours de Hermite, 4e éd., p. 172) de Gauchy. Si F ( ^ ) 

est finie, continue et uniforme à l'intérieur du contour S, l'in-

tégrale 

F ( z ) g ' ( z ) d z x 
est égale au produit de liir par la somme des valeurs de F(<s), 

qui correspondent aux racines de g ( z ) = o, comprises à l'in-

térieur du contour S, en tenant compte de leur multiplicité. 

Or, en supposant, en premier lieu, 

= ^ et g { z ) = f ( z ) -

nous voyons que I L T Z ^ ^ Y (a)  6 S T * 

R R ( * ) D * . 

J s f ( * ) / ( * ) ' 

de l'autre côté ^ -) e s t e n prenant 

F = et g ( z ) = / ( z ) , 

à l'intégrale 

r f " ( z ) f ' { z ) d z r f " ( z ) d z 

J s /'*<*)/(•*) J s f {*)/{*)' 
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c'est-à-dire que la somme totale est égale au produit de iiiz 

lequel est bien égal à o, comme étant égal à moins l ' intégrale 

curviligne d'une fonction, holomorphe évidemment à l 'exté-

rieur des courbes S S j , et par suite égal à zéro. 

A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . LETIERCE e t S I C A R D . 

On considère une cardioide dont le sommet est S, dont 
le point de rebroussement est O et dont les points de con-

tact de la tangente perpendiculaire à OS sont A et B. On 
OS 

prend le point I situé entre O et S et tel que 0 1 = On 
4 

décrit le cercle G de centre I et de rayon IA. 

Soient T le point de contact d'une des tangentes au cer-
cle G, issues d'un point quelconque M de la cardioïde, et P 

la projection de M sur la droite AB. Démontrer que, quel 
que soit M. on a 

par 
r f " ( z ) d z 

2032. 

•4 3 

8MT = O S x MP, 

c'est-à-dire 

MT4  

M P 
= const. 

( E . - N . B A R I S I E N ) . 
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SOLUTION 

P a r M. A . - H . COUVERT. 

Posons 

OS = 2 O ; 

le point I est le centre du cercle générateur de la cardioide 

considérée comme une conchoïde de cercle; on trouve aisé-

ment que la droite A B coupe OS en E tel que O E = 2 . J 0 i -
^ ^ 4 

gnons IM, IT, posons S O M = 0; nous avons 

(1) ÎNÏT2 = Ï M 2 — I T ? 

Or, dans le triangle OIM, on a 

— 2 a 2 

IM = - — - + - a 2 ( i -h cosO)2—• a 2 c o s 6 (1 -h cosO) 
4 

I M 2 = cos6). 
4 

D'un autre côté 

r f 2 = 7X2 = ËÂ2 + Ëï2 = ÊÂ2 + ^ 
\ 1 4 

Mais on trouve aisément que la tangente double AB a son 

av/3 
point de contact A tel que EA = — - — Dès lors 

4 

— 2 Q A 2 3 a2
 3 A 2 

IT = —̂77- -H —p- — — • 
16 1 b 4 

— 2 — 2 

Remplaçant IM et IT par leurs valeurs dans (1), on 

obtient 

M T 2 = ^ ( 5 + î cosO) - ~ = — ( i - t - 2 c o s Ô ) ; 
1 4 1 

MH étant la perpendiculaire abaissée de M sur OS, nous 
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MP = HE = a ( n - 4 cos 6) cos0 -+-
4 

MP = 7 ( 1 + 4 cosO 4- 4 cos20) = -f (1-+- 2 cosO)2. 
4 4 

En comparant les valeurs de MT et MP on en déduit 

, a* 
M T 4 _ _ 

MP " a ~ * 

et comme a = ^ ^ il vient finalement 
2 

MT 4 Ô S 3 

const. 

A u t r e s solutions pa,r M M . L E T I E R C E , L E Z , V A L K R E M A Ë S , R E T A L I , 

J . R O S E . 

2034. 
(1906, p. 48.) 

Soit dans un cercle une corde A F perpendiculaire au 
diamètre BG. On prend une parabole de foyer ¥ tangente 
aux côtés du triangle A B C et un cercle de centre A tan-
gent à BG; en dehors de BG, les tangentes communes à ce 
cercle et à cette parabole forment un triangle équila-
téraL MANNHEIM. 

SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

La corde A F rencontre BG en un point H qui est le point 

de contact du cercle; soient E et G les points où deux tan-

gentes communes rencontrent la droite BG; il suffit de mon-

trer que l'angle M qu'elles forment est égal à 6o°. 

Le quadrilatère F E M G est inscriptible ; donc 

M - f - E A G =s 1 8 0 0 , 

ou 
/\ M 
M -+• 90° H - - - a= i 8 o ° . 



( 479 ) 
Donc 

M = 6 0 * . 

Autres solutions de MM. GISOLF, BARISIEN et LAUREAUX. 

2 0 3 7 . 
(1906, p. 96.) 

Soit A B C D un tétraèdre orthocentrique dont Vortho-

centre est H. Si un point M est tel que ses projections sur 

les plans des quatre faces du tétraèdre soient dans un 

même plan, ce plan partage le segment M H dans le rapport 

de 1 à 2 . ( G . F O N T E N É . ) 

SOLUTION 

P a r M . R. B O U V A I S T . 

La proposition à démontrer est analogue à la suivante : 

La droite de Simson d'un point M du cercle circonscrit 

à un triangle d'orthocentre passe H par le milieu de la 

droite MH. 

On peut la démontrer par des considérations analogues. 

Si l'on considère un tétraèdre orthocentrique À B C D , le lieu 

des points M tels que les projections de ce point sur les faces 

du tétraèdre soient dans un même plan n'est autre que le lieu 

des foyers des paraboloides de révolution inscrits dans le 

tetraèdre, les plans précédents étant les plans tangents au 

sommet de ces paraboloides. 

Or on sait que le plan orthoptique d'un paraboloide inscrit 

à un tétraèdre orthocentrique passe par l 'orthocentre de ce 

tétraèdre { voir, par exemple, DuK>RCQ, Premiers principes 

de Géométrie moderne, p. 1 1 8 ) , ce qui démontre la propo-

sition. 

Q U E S T I O N S . 

2046. Soit A ( X(JLV ) la droite de Simson relative à un point O 

du cercle A B C . Les parallèles à O A , O B , O C , menées par 

l 'orthocentre O' de A B C , coupent BG, C A , A B en X', v' 

et l'on a la droite A'(Y '^ 'V ' ) . Les droites A, A' se coupent sur 

le cercle d'Euler au milieu de 0 0 ' . ( P . SONDÂT.) 
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2047. Soient C i , C 2 , C 3 , C*. quatre cycles d'un même plan, 

Djj et D'¿j les tangentes communes aux cycles C/ et C j . 

Si les quatre semi-droites D 1 2 , D23, D 3 i , D ^ sont tangentes 

à un même cycle, il en est de même des quatre semi-droites 

D'.«»E>t». D ; * , D ' t l . ( R . B . ) 

2048. Étant donné un triangle A B C , on mène parle milieu a 

de la hauteur A A ' une demi-droite faisant avec a A ' un angle 

égal à la différence des angles B A A ' , A ' A C et située dans le 

plus grand de ces deux angles. Cette demi-droite et les deux 

demi-droites analogues se coupent en un même point. 

( A . R O G O F F . ) 

2049. On joint un point 0 aux points I, H, K où une sé-

cante X coupe les côtés B C , CA, A B d'un triangle A B C , et 

dans le faisceau 0 on inscrit un triangle quelconque A i B j C i 

dont les côtés B j C ^ C j A ^ A j Bj rencontrent la sécante en 

I „ l l j , K „ 

J. Les droites A l i , B H j , C K t sont concourantes en un 

point O t . 

II. Si les droites A O , B O , C O coupent les côtés correspon-

dants de A i B i C i en P ^ Q t , B t , et si les droites A i O i , B i O j , 

C j Oi coupent les côtés de A B C en P 1 ? Q t , R 1 ? les six points P , 

Q , R, P i , Q j , R! sont situés sur une droite X i . 

III. Les droites X, X j et O O î sont concourantes. 

( P . S O N D Â T . ) 

2050. Soient E, D et 1 les aires d'une ellipse, de sa première 

développée et de sa seconde développée. 

On a entre ces trois aires la relation 

a E ( A — 4 D ) = 5 D 2 . 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

2051. Les angles d'un quadrilatère gauche ont chacun deux 

bissectrices, Tune intérieure, l'autre extérieure. Quatre bis-

sectrices issues de sommets différents sont sur un même 

hyperboloïde si le nombre des bissectrices intérieures est 

pair. ( R . B . ) 
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[Qla] 

THEORIE DES PARALLÈLES BASÉE SUR L4 TRANSLATION 
RECmiGNE ; 

PAR M . CARLO B O U R L E T . 

Les Instructions qui accompagnent les programmes 

officiels (27 juillet 1905) de l'enseignement de la Géo-

métrie, dans le premier cycle de l'Enseignement Secon-

daire, recommandent aux professeurs de « faire un 

appel constant à la notion de mouvement » et de « lier 

le parallélisme à la notion de translation ». Beaucoup 

d'enire eux se sont émus de ces Instructions, et à 

bon droit, en se demandant si dorénavant on ensei-

gnerait dans nos lycées deux Géométries : l'une, au 

premier cycle, où les parallèles seraient définies par la 

translation; l'autre, au second cycle, où l'on conser-

verait l'ancienne méthode. 

La question qui se pose est alors de savoir si l'on 

ne pourrait pas, en définissant les parallèles par la 

translation, construire une Géométrie aussi rigoureuse 

que celle que l'on enseigne actuellement et qui puisse 

être conservée d'un bout à l'autre de l'Enseignement 

Secondaire. C'est pour y répondre que j'ai rédigé ce 

petit travail qui n'est, en somme, que le premier Cha-

pitre d'une nouvelle Géométrie où l'on ferait un appel 

constant à la notion de déplacement et où l'on donne-

rait à la méthode des groupes de transformations 

une place prépondérante. 

C'est M. Charles Méray qui, à ma connaissance du 

moins, a pour la première fois, dans ses Nouveaux 

Éléments de Géométrie, dont la première édition 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Novembre 1906.) 3 l 
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remonte à i8y4î fa*1 usage de la translation pour défi-

nir les parallèles. En lisant l'Ouvrage de M. Méray, 

j'avais été frappé de la place qu'y tenait le postulat 

qu'il y a introduit, à savoir que deux translations 

peuvent être remplacées par une troisième ; mais 

l'éminent professeur de l'Université de Dijon, ayant 

surtout en vue la fusion des deux Géométries plane et 

de l'espace, ne s'était pas préoccupé de réduire le 

nombre de ses postulats et, à côté de celui que je viens 

d'énoncer, il en admet bien d'autres. Il admet, par 

exemple, l'existence d'une infinité de glissières dans la 

translation rectiligne; il admet aussi que, lorsque deux 

plans se déduisent l'un de l'autre par translation, toute 

droite qui rencontre l'un rencontre l'autre. Je me suis 

alors demandé si, en se plaçant, ce que n'avait pas fait 

M. Méray, au point de vue de la théorie des groupes, 

on ne pourrait pas bâtir une Géométrie élémentaire 

dans laquelle le postulat de M. Méray serait Y unique 

postulat fondamental remplaçant celui d'Euclide. 

Reprenant ainsi la chose de fond en comble, je suis 

parvenu à établir la théorie qui suit, qui diffère totale-

ment de celle de M. Méray quant à l'esprit et s'en 

écarte notablement quant à l'ordre et à la nature des 

propositions. Il est clair que, dans un Traité complet 

de Géométrie, que je pense pouvoir faire paraître 

bientôt, on étudierait les angles et les rotations, l'ho-

mothétie et la similitude dans le même esprit. 

Je suis actuellement convaincu que l'introduction 

d'une telle Géométrie dans notre Enseignement Secon-

daire constituerait un réel progrès. 

Cette nouvelle méthode, substituant aux démons-

trations artificielles actuelles d'autres plus naturelles, 

est plus intuitive, car elle fait voir à l'étudiant les 

déplacements qui permettent de comparer les figures. 
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Définissant les figures géométriques par les cons-

tructions mêmes par lesquelles on les obtient, elle donne 

lieu à des applications graphiques immédiates. Dès 

qu'on y a défini le parallélisme de deux droites, on sait 

tracer deux droites parallèles. On n'est pas obligé 

d'exposer, comme cela a lieu maintenant, deux Livres 

entiers de Géométrie, avant de pouvoir justifier la 

moindre construction élémentaire. 

Enfin, et ce n'est pas là l'un de ses moindres avan-

tages, cette nouvelle Géométrie se prête admirable-

ment aux simplifications nécessaires pour les débutants, 

et cela sans en modifier ni Vesprit ni Vordonnance. 

J'ai pu, en effet, en conservant l'ordre exact des pro-

positions de ce petit Mémoire, rédiger un Volume tout 

à fait élémentaire à l'usage du premier cycle (<), en 

me contentant de le dépouiller de sa forme abstraite et 

de substituer, aux démonstrations trop délicates, des 

vérifications expérimentales au moyen des instruments 

ordinaires du dessin. La comparaison des premiers 

Chapitres de ce Volume avec le présent travail mon-

trera les ressources de cette nouvelle Géométrie. 

Elle descend plus bas et monte plus haut que celle 

qui a cours» Présentée sous une forme expérimentale 

aux enfants, elle leur est plus accessible et est plus 

attrayante. Présentée avec tous ses détails, sous une 

forme abstraite, dans les classes élevées, elle initiera 

nos jeunes élèves aux méthodes fécondes de Sophus Lie 

qui ont droit de cité dans notre enseignement. 

J'ai volontairement donné à l'exposé qui suit une 

forme abstraite, en employant la notation symbolique 

habituelle des groupes de transformation. On peut évi-

demment se passer de cette notation, mais les démons-

( l ) Cours abrégé de Géométrie, chez Hachette et C u ; 1906. 
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ira t ion s seraient moins rapides et peut-être moins 

claires. D'autre part, pour montrer la rigueur et la 

généralité du raisonnement, je n'ai fait intentionneUe-

ment aucune figure. Le lecteur pourra aisément en 

construire, s'il le juge utile. J'ai également réduit «et 

exposé au strict minimum, en élaguant les applications 

nombreuses dont il faudrait l'illustrer dans un cours 

de lycée. Il ne suppose d'ailleurs que la notion préa-

lable du point, de la droite, du plan et de leur déter-

mination ; en d'autres termes, les préliminaires ordi-

naires qui servent d'introduction à toute Géométrie 

élémentaire. 

Pour plus de rapidité, j'ai rédigé à la fois la théorie 

dans le plan et dans l'espace. Rien n'est plus facile que 

do séparer la Géométrie plane de celle de l'espace si 

on le désire ; mais on détruit ainsi la parfaite harmonie 

des parties II, III et IV, où l'on remarquera certaine-

ment l'exacte correspondance de l'ordre des proposi-

tions dans les trois parties. 

I . — T R A N S L A T I O N S R E C T I L I G N E S . 

1. Le déplacement d'une figure invariable peut être 

envisagé de deux manières différentes : soit simplement 

au point de vue du résultat produit, soit dans son en-

semble. Dans le premier cas on n'envisage que les deux 

positions initiale et finale de la figure mobile, sans se 

préoccuper des positions intermédiaires ; dans le second 

cas on envisage, en outre, l'ensemble des positions 

intermédiaires de la figure, c'est-à-dire les trajectoires 

de ses divers points. 

En nous plaçant successivement à ces deux points de 

vue, nous dirons que: 
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I ° Deux déplacements sont É Q U I V A L E N T S s'ils trans-

portent une même figure mobile, partant de la 

même position initiale, à la même position finale. 

2 ° Deux déplacements sont É G A U X s'ils sont équi-

valents et ri en outre les trajectoires décrites pan 

un point mobile quelconque, dans les deux dépla-

cements, sont identiques. 

2. B&FimTioif. — S o i e n t P un plan fixe dit plan 

de glissemenit et D une droite fixe die ce plan que 

nous appellerons glissière fixe Considérons,, d'autre 

part, un plan p et une droite d de ce plan, dite 

glissière mobile. Si nous plaçons le plan p sur le 

plan P de façon que la droite d coïncide avec la 

droite D;, nous pourrons faire glisser le pian p sur 

le plan P de sorte que d glisse sur D. Nous réalise-

rons ainsi un M O U V E M E N T D E T R A N S L A T I O N B E C T I L I G N E 

de plan de glissement P et de glissière D. 

Tout point m de l'espace supposé lié invariablement 

au plan mobile p sera entraîné avec ce plan et subira 

ainsi im déplacement, et il en sera de même, d'une 

manière plus générale, de toute figure invariable f 

"(plane ou non) liée invariablement au plan p. 

Soient alors M, et F4 les positions initiales d'uni 

point m et d'une figure f ; e i soient M2 et F 2 leurs-

positions finales lorsqu'on leur a fait subir une cer-

taine translation cectiligne T . Nous dirons que M2 se: 

déduit de M f et que la figure F 2 se déduit de F f par 

la translation reciUigne T . Les poiat-s M^ ei Ml*, 

ainsi que les figures F 2 et F\r seront dits- homologues 

dans la translation rectiligne T., 

Dans la suite, comme il s'agira toujours de translaf-

tioNS reçtiligne&y nous nous cou tenterons, pour abeé-
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ger le langage, de dire simplement une translation, 

en sous-entendant l'épithète rectiligne. 

3 . T R A N S L A T I O N S É G A L E S . — D'après ce qui précède, 

deux translations T et T' seront dites égales, et l'on 

écrira 
T = T ' , 

si, non seulement les positions finales, mais encore les 

trajectoires décrites par tout point mobile, partant de 

la même position initiale, sont identiques dans les 

deux translations. 

4. T R A N S L A T I O N S I N V E R S K S . — Soit T une transla-

tion qui amène une figure mobile / de F , en F 2 . La 

translation de même glissière et de même plan de glis-

sement, qui ramène f de F 2 en F< en faisant décrire à 

tous les points de la figure mobile f les mêmes che-

mins que la translation T , mais en sens inverse, est ce 

que nous appellerons la translation inverse de la 

translation T et nous la désignerons par la notation T - 1 . 

5. T R A N S L A T I O N I D E N T I Q U E . — Un mouvement de 

translation rectiligne est manifestement un mouvement 

à un paramètre, car la position du plan mobile /?, et 

par suite de tout point lié invariablement à ce plan, 

dépend d'un seul paramètre, par exemple l'abscisse 

d'un point de la glissière mobile d sur la glissière 

fixe D. Dès que la valeur de ce paramètre est donnée 

les positions de tous les points mobiles sont bien déter-

minées ; ce qui revient à dire que, si l'on fixe la position 

A1 un seul point lié invariablement au plan p, celles de 

tous les autres points entraînés avec p sont bien déter-

minées. 

En d'autres termes, si dans une translation rectiligne 
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un seul point reste fixe, a un déplacement nul, tous les 

autres points mobiles restent fixes, c'est-à-dire ont des 

déplacements nuls. 

Une translation de ce genre qui ne déplace aucun 

point est ce quon appelle une T R A N S L A T I O N I D E N -

T I Q U E . 

Il n'y a évidemment qu"une translation identique, 

car deux translations identiques sont égales, confor-

mément à la définition du n° 3. 

Ce qui précède prouve que : 

Pour qu'une translation soit identique il faut et 

il suffit qu'elle laisse UN point fixe, c3est-à-dire que 

la trajectoire d'UN SEUL point soit nulle. 

On représente la translation identique par le 

symbole 1. 

Il est clair que la translation identique est égale à 

son inverse. 

6. P R O D U I T D E D E U X T R A N S L A T I O N S . — Supposons 

qu'une première translation T fasse passer une figure 

mobile f de la position F< à la position F 2 ; puisqu'une 

seconde translation T ' transporte f de F 2 en F 3 . La 

figure invariable y aura subi un déplacement total de 

F< en F 3 qu'on appelle le produit des deux transla-

tions T et I 7 . 

7 . P O S T U L A T . — Il existe une translation recti-

ligne et une seule équivalente au produit de deux 

translations rectilignes et indépendante de Vordre 

des facteurs. 

En d'autres termes, nous admettrons que, si une 

translation T amène une figure / d e FI en F 2 et si une 
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seconde translation T transporta / de F 2 en F*, il 

existe une translation rectiligne et une seule qui trans-

porte / de Fi en F 3 . 

Nous désignerons cette translation rectiligne par 

le symbole T T . 

De plus, si Ton effectue d'abord la translation T' , elle 

transportera / d e F , en une certaine position F'2, puis 

la translation T ramènera précisément / de F 2 en F 3 . 

Les- deux translations rectilignes T T ' et T ' T sont 

égales (au sens précis du n° 3), ce qui s'écrira 

fj* fp' fp/ 

Voici le postulat qui, dans cette nouvelle Géométrie, 

remplace l'ancien postulat d'Euclide. Ceci revient donc 

à dire que Ton admet que les translations rectilignes 

forment un groupe et, puisque ce postulat est le seul 

dont nous aurons besoin dans la suite, on en doit con-

clure qu'il caractérise la Géométrie euclidienne lors-

qu'on se place au point de vue de Sophus Lie (*). 

8 . P R O D U I T DE P L U S I E U R S T R A N S L A T I O N S . — La défi-

nition du produit de deux translations, grâce au postu-

lat qui précède, s'étend immédiatement, de proche en 

proche^ à un nombre quelconque de facteurs. Les 

produits de translations ainsi définis jouissent des 

mêmes propriétés commulatives et associatives que les 

produits de nombres. 

En particulier, le produit de m fois la même trans-

lation T sera nommé la puissance mième de T et sera 

représenté par le symbole T™. 

( ! ) Mon collègue et ami M. Tresse m'a communiqué que les 

travaux de Lie ont établi que le groupe des mouvements euclidiens 

est le seul qui contienne un sous-groupe distingué et que ce sous-

g^oupe est celui des translations. 
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Les deux propositions suivantes so»t d'ailleurs* évi^ 

dentes : 

Le produit d'une translation par la translation 

identique est égal à cette première translation. 

Car la translation T 1 est celle obtenue en effectuant 

d'abord la translation T , puis la translation 1 ; or, cette 

dernière ne change la position d'aucunpoint, dona 

T 1 = 1 T = T . 

Le produit de deux translations inverses est égal 

à la translation identique. 

Car si, sur une figure f1 on effectue successivement 

les deux translations T et T - ' , d'après la définition 

même de T - i , on la ramène à sa position initiale. On 

a donc 
T T - i = 1. 

Ceci montre qu-e — i , daais T~*,,se comporte comme 

un véritable exposant négatif. 

9 . T N É O F T È M E : . — Il ny a* qu'une seule translation 

qui amène un point donné A en un autve point 

donné A'. 

Soient en effet T et T7 deux translations qui amènent 

A en A . 

La, translation / F T - 1 laisse A fixe, car T ' amène A 
en A et T " 1 ramène A en A . On en conclut que 

car (n° 5) la seule translation qui laisse un point fixe 

est la translation identique. On en déduit, en multi-

pliait' par 
T ' T - i T ^ l T 
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ou, comme l'on a 

T - * T = 1 , 

et que l'on peut remplacer T _ 1 T par le produit effec-

tué, 

T = T . 

1 0 . T H É O R È M E . — Dans toute translation recti-

ligne : 

i° La trajectoire d'un point mobile est un seg-

ment de droite et cette droite est une glissière ; 

2° Tout plan passant par une glissière est un 

plan de glissement. 

Soient M et M' les positions initiale et finale d'un 

point mobile m dans une translation rectiligne T , et P 

un plan quelconque passant par la droite MM'. 

La translation T' de glissière MM7 et de plan de glis-

sement P qui amène M en M' est, d'après le théorème 

précédent, égale à T . 

Or, dans cette translation T', le point m a pour tra-

jectoire MM', la droite MM' est une glissière et P un 

plan de glissement, il en est donc de même pour T . 

I N V E R S E M E N T , toute glissière est évidemment la 

trajectoire commune de tous les points mobiles si-

tués sur elle. 

On en conclut qu'iV n'y a pas d'autres glissières 

que les trajectoires des points mobiles, et que, par 

suite j par tout point de l'espace il passe une glis-

sière, et une seule, qui est la trajectoire de ce 

point. 

On peut prendre, comme glissière d'une translation, 

toute droite joignant deux points homologues dans la 
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translation, et pour plan de glissement tout plan pas-

sant par deux tels points. 

Il en résulte qu'une translation est parfaitement 

définie dès qu'on se donne UN couple de points ho-

mologues A et A7. 

Car elle aura pour plan de glissement un plan quel-

conque P passant par A A ' e t pour glissière la droite AA7 . 

C'est donc la translation obtenue en faisant glisser un 

plan mobile p sur P, de façon qu'une droite d de p 

glisse sur AA7 , et qu'un point a de p décrive le seg-

ment A A ' , ce qui détermine le déplacement de p. 

I I . - D R O I T E S P A R A L L È L E S . 

1 1 . D É F I N I T I O N . — Deux droites de l'espace sont 

dites parallèles lorsque l'une se déduit de l'autre 

par une translation rectiligne. 

1 2 . T H É O R È M E . — Deux droites parallèles D et D7 

qui ont un point commun A coïncident. 

Soient en effet T la translation par laquelle D' se dé-

duit de D, et A' l'homologue de A dans cette transla-

tion. 

i° Si A' coïncide avec A, la translation T est égale 

à 1 ; tout point coïncide avec son homologue, donc D' 

coïncide avec D. 

2° Si A7 et A sont distincts, A7 est situé sur D7 ho-

mologue de D. Or, par hypothèse, A est aussi situé 

sur D'. La droite D'coïncide donc avec la glissière AA7 : 

c'est une glissière d e T et elle coïncide avec son homo-

logue D. 
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1 3 . T H É O R È M E . — Deux droites parallèles dis-

tinctes D et\y sont situées dans un même plan et rie 

se rencontrent pas. 

D'abord il est évident* que les deux droites n'ont au-

cun point commun, car, sans cela, d'après ce qui pré-

cède, elles ne seraient pas distinctes. 

Soient alors À un point de D et A/ son homologue 

sur D' dans la translation T qui amène D en D'. Dési-

gnons par P le plan déterminé par le point h! et D. 

La droite A A ' étant une glissière, le plan P qui la 

contient est un plan de glissement; par suite, dans la 

translation T , la droite D reste située dans le plan P, 

qui contient donc D'. 

1 4 . T H É O R È M E . — Deux droites D et D 'paral lè les 

à une troisième D" sont parallèles entre elles. 

Soit T la translation qui amène D en D" et T' la 

la translation qui amène D" en D' ; la translation T T ' 

amène D en D'. 

1 5 . T H É O R È M E . — P a r tout point O de l'espace on 

peut mener une parallèle à une droite donnée D, et 

Von ne peut en mener qu'une. 

En effet, soit A un point de D. La translation de 

glissière AO, qui amène A en 0 , amène D en la paral-

lèle D/ passa ut par O. 

Cette parallèle est d'ailleurs la seule, car toute paral-

lèle à D passant par O est aussi parallèle à D' et, par 

siwte, coïncide avec D' puisqu'elle la rencontre en O . 

1 6 . T H É O R È M E . — Dans une translation rectiligne 

toutes les glissières sont parallèles entre elles. 
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Soient D et D< deux glissières d'une translation T , 

A et A' deux points de D homologues dans cette trans-

lation, et B un point de D r . Désignons par T ' l a transe 

lation de glissière A 'B, qui amène A' en B et amène D 

en une position D', parallèle à D passant par B. 

La translation T T ' amène A en B, car T amène A 

en A' et T ' transporte A7 en B; T T ' transporte donc 

aussi F) en D'. 

Nous allons prouver que D' coïncide avec D , . 

Exécutons, en effei, les translations précédentes en 

ordre inverse. La translation T'amène A en un point C 

de D' ; puis la translation T amène C en B, car comme, 

d'après le postulat, 

T T ' = T T , 

la translation T ' T doit amener A au même point B 

que TT ' . Or, G et B sont tous deux sur D' et, comme 

ce sont deux points homologues dans la translation T , 

on en conclut que GB., c'est-à-dire D', est une glissière 

de T. D' coïncide donc avec Dt puisque (n° 10) par 

un point B il ne passe qu'une glissière. 

1 7 . R É C I P R O Q U E . — Lorsque plusieurs droites sont 
parallèles> dans toute translation pour laquelle 
r une d'elles est glissière, les autres le sont aussi. 

Soient D et D' deux droites parallèles et T une 

translation de glissière D. La glissière D, de T qui 

passe par un point O de D' est parallèle à D, donc elle 

coïncide avec D'. 

1 8 . S E G M E N T S É G A U X E T P A R A L L È L E S . — Considérons 

deux droites parallèles indéfinies D et D' et, sur ces 

deux droites, deux segments égaux A B et A'B'. 

Par une translation amenons A en A' : les deux 
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droites D et D7 coïncideront. Si B vient se placer 

sur D7 du même côté de A7 que B7, les deux segments 

égaux AB et A7B7 coïncident : nous dirons alors qu'ils 

sont de même sens. Sinon, nous dirons que les deux 

segments sont de sens contraires. En d'autres termes : 

Deux segments égaux sont parallèles et de même 
sens si l'on peut les faire coïncider par la transla-
tion qui amène leurs origines en coïncidence. 

Deux segments égaux sont parallèles et de sens 
contraires si la translation qui fait coïncider leurs 
origines les place en prolongement Vun de Vautre. 

1 9 . T H É O R È M E . — Dans une translation recti-
ligne tous les points mobiles décrivent des segments 
égaux, parallèles et de même sens. 

Soient a el m deux points mobiles dans une trans-

lation T , A et M leurs positions initiales, A ' et M7 leurs 

positions finales. Les trajectoires de ces deux points 

sont A A et MM'. 

Les droites AA7 et MM' sont parallèles comme étant 

des glissières. 

Les droites AM et A'M7 sont également parallèles 

comme homologues dans la translation T . 

Si donc on prend A M pour glissière, A7M7 le sera 

aussi, et la translation T7, qui transporte A en M, trans-

portera A' en un certain point de A'M7. D'autre part, 

cette translation amène la droite indéfinie A A ' e n coïn-

cidence avec la droite indéfinie parallèle MM'; par 

suite, elle amène aussi A1 sur MM'. La translation T7, 

amenant à la fois A7 sur A7M' et sur MM7, transporte A 

en M7; elle fait donc coïncider les deux segments AA7 

et MM' qui, par suite, sont égaux, parallèles et de 

même sens. 
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20. R E M A R Q U E . — Si l'on nomme parallélogramme 
un quadrilatère dans lequel les côtés opposés sont deux 

à deux parallèles, la démonstration précédente prouve 

que : 

Dans un parallélogramme les côtés opposés sont 
égaux. 

Car elle prouve que, dans le quadrilatère A A ' M ' M 

qui, par hypothèse, est un parallélogramme, on a 

A A ' = M M ' . 

2 1 . T H É O R È M E . — Etant données quatre droites pa-
rallèles D m D 2 , D 3 , D4 situées dans un même plan 
et coupées par deux sécantes A et A' respectivement 
aux points A 1 ? A 2 , A3, A4 et B 0 B2, B 3 , B4 , si Von a 

A { A 2 = A 3 A 4 , 

on a aussi 
BJ B 2 = B S B^. 

Supposons que les segments A , A2 et A3 A4 soient de 

même sens. Effectuons alors sur l'ensemble des deux 

droites D, et D 2 , considérées comme formant une 

figure invariable, une translation de glissière A qui 

amène A4 en A3 ; le point A2 viendra en A 4 , et D, et D2 

viendront respectivement coïncider avec D 3 et D4 . Les 

points B< et B2 viendront se placer en B̂  et B2 sur D 3 

et D 4 , de telle sorte que le segment B, B2 soit parallèle 

à A' et égal à B 4 B 2 . La figure B<B 2 B 4 B 3 est alors un 

parallélogramme, et l'on a 

B ! B 2 = B ^ B ; = B 3 B 4 . 

De plus, les deux segments B, B2 et B3 B4 sont de 

même sens. 
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2 2 . C O R O L L A I R E . — Si dans ta figuré précédente 
on a 

A^kt, n.'Ai À2, 

n étant un nombre entier quelconque, on a aussi 

B3B4 = 71.B1B2. 

2 3 . T H É O R È M E . — Lorsque deux droites D et D ' 

sont parallèles, toute droite A de leur plan qui ren-
contre l'une rencontre Vautre. 

Remarquons d'abord que, D et D' ne se rencontrant 

pas, tous les points de Pune sont situés d'un même 

côté de l'autre. 

Supposons alors que A coupe D en A. Le théorème 

sera évidemment démontré si l'on peut prouver qu'il 

existe un point de A situé sur D' ou de l'autre côté 

de D' que D. 

A cet effet, prenons un point B sur D et un point B' 

sur D', et traçons le segment de droite BB'. Faisons 

effectuer à D une translation de glissière A du côté 

de D'. Le point A viendra occuper une position A< 

sur A, du même côté de D que D', et D viendra en une 

position D 4 , parallèle à D, et passant par A<. 

Si A< est situé sur D ' o ù de l'autre côté de D7 que D , 

la proposition est établie. 

Sinon, le point A4 étant situé entre D et D ; , il en 

sera de même de tous les points de ; et les deux 

[joints B et B ;, étant de part et d'autre de D M la droite 

D t rencontrera BB' en un point B4 situé entre B etB' . 

Choisissons alors un nombre entier /i, tel que n.BB, 

soit égal ou supérieur à BB', et effectuons sur la droite D 

la translation T w . 

Le point A viendra en un point A.n de A, du même 
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côté de D que D ; et tel que 

AXn è± jrt.ULÂi. 

Ce point A» sera si tué sur D' ou de l'autre côté de D' 
que D ; ear, s'il n'en était pas aitisi, fe f&rallèle D^ à D 
passant par À« Serait comprise entre D ét D'. Elle cou-
perait BB' en un point B« compris entre B et B' et, par 
suite, tel qiie 

B B „ < B B ' . 

Or ceci est impossible, car, puisque 

AAn = n. AAi, on a mis'si 
B B A = N . B B ^ B B ' . 

2 4 . T H É O R È M E . — Deux droites D et D ' situées 
dans un même plan et ne se rencontrant pas sont 
parallèles. 

Menbns en effet par trn point O de D'tifte parallèle A 
à D. Elle coïncidera avec D', car, s'il n'en étfcit pas 
ainsi, D', rencontrant A, rencontrerait D par^ltèlê à'A. 

III. — PLANS PARALLÈLES. 

2 5 . D É F I N I T I O N . — Deux plans sont dits parai» 
lèles lorsque Vunse déduit de Vautre par une trans-
lation rectiligne. 

2 6 . T H É O R È M E . — Deux plans parallèles P et P ' 

qui ont un point commun A coïncident. 

Soient en effet T la translation par laquelle P7 se dé-
duit de P et A' l'homologue de A dans cette translation : 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VI. (Novembre 1906.) 3a 
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i° Si A' coïncide avec A , la translation T est égale 

à 1 et les deux plans coïncident» 

2° Si A' et A sont distincts, la droite A A ' est une 

glissière située tout entière dans le plan P' qui contient 

à la fois A et A'. Le plan P' est donc un plan de glisse-

ment ¡et coïncide av^c son homologue P. 

2 7 . T H É O R È M E . — Deux plans parallèles distincts 
n'ont aucun point commun. 

Car, s'ils en avaient un, ils coïncideraient. 

2 8 . T H É O R È M E . — Deux plans P et P ' parallèles à 
un troisième P" sont parallèles entre eux. 

t Car, si T est la translation qui transporte P en V" et 

T ' celle qui transporte P" en P', la translation T T ' trans-

porte P en P7. 

29I . T H É O R È M E . - - Par tout point O de Vespace 
on peut mener un plan parallèle à un plan dor\,né\* 
et un seuL 

On obtient évidemment un tel plan P7 par une trans-

lation qui amène un point de P en O. C'est d'ailleurs 

le seul, car tout autre plan parallèle à P et passant 

par O est aussi parallèle à P7 et par suite coïncide avec 

lui puisijù'il le rencontre en O. 

3 0 . T H É O R È M E . — Les droites d'intersection D 

et D' de deux plans parallèles P et P7, par un troi-
sième II qui les rencontrej sont parallèles. 

Soient O un point de D et O' un point de D'. Si l'on 

'Tait effectuer a P la translation de glissière 0 0 ' qui 
: amène O en Ô', le plan II, contenant 0 0 ' , sera un plan 
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de glissement, la droite D restera doue dans ÏI et, comme 

P viendra coïncider avec P7, la droite D viendra bien 

par cette translation coïncider avec l'intersection D' 

de 0 et P'. 

3 1 . T H É O R È M E . — Etant donnés quatre plans pa-
rallèles P4, P2 , P3, P/, renrtatin's par deux s/ra/Ucs A 

et A' respectivement aux points A4 , A 2 , A 3 , A4 et 
jB|, B2 , B3 , B4 , si l'on a 

K I A 2 = A 3 A 

on a aussi 
Bj Bj = B3B t . 

Supposons les segments A 4 A 2 et A 3 A 4 de même 

sens. Effectuons sur l'ensemble des deux plans P4 e tP 2 , 

considérés comme formant une figure invariable, Ja 

translation de glissière A qui amène A{ en A 3 : le 

point A2 viendra en A 4 , et P4 et P2 viendront respec-

tivement coïncider avec P 3 et P4 . Les points B< et B2 

viendront se placer en B, et B^ sur les plans P3 et P 4 , 

de telle sorte que le segment B, B2 soit parallèle à A' et 

é g a l à B 4 B 2 . 

Les droites B', B3 et B 2 B 4 seront parallèles comme 

intersections des plans P3 et P4 par le plan des deux 

parallèles B'4B'2 et A'. 

La figure B / i B 2 B 4 B 3 est donc un parallélogramme et 

l'on a 
B J BG = B J B J = * B 3 B 4 . 

C O R O L L A I R E , — S i l ' o n a 

A 3 A 4 = N . A , A 2 , 

n étant un nombre entier quelconque, on a aussi 

B 3 B 4 = / I . B J B , . 



( 5oô ) 
3 2 . T H É O R È M E . — Lorsque deux plans P et P ' sont 

parallèles, toute droite A qui rencontre VUn rert-
càntre l'autre. 

La démonstration est identique à celle du n° 

On pourrait d'ailleurs, par un renversement de 

Fb'rdre des propositions, placer celle-ci la première et 

alors en déduire le théorème du n° 23. 

3 3 . T H É O R È M E . — Lorsque deux plans P et 'P ' sont 
parallèles, tout plan H qui renàontre l'un rencontre 
l'autre. 

Supposons que II coupe le plan Psuivant une droiteD. 

Si par un point O de D on mène, dans le plan II, une 

droite A distincte de D, cette droite rencontrant le 

plan P en O rencontrera le plan parallèle P' en un 

point O' appartenant à la fois à P7 et à II. 

3 4 . T H É O R È M E . — Deux plans P et P7 qui n'ont 
aucun point commun sont parallèles. 

Menons en effet par un point O de P7 un plan II parai- • 

lèle à P. Ce plan II coïncide avec P7, car, s'il n'en était 

pas ainsi, P7, rencontrant II, rencontrerait le plan P pa-

rallèle à IL 

IV. — D R O I T E S E T P L A N S P A R A L L È L E S . 

35. D É F I N I T I O N . — Urie droite D *et un plan P 

sont dits parallèles s'il existe une translation qui 
amène D à être contenue dans le plan P ou, ce qui 
revient au mêihe, s'il existe une translation qui 
amène P à contenir D. 
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3 6 . T H É O R È M E » — Si ujie droite D parallèle à un 

plan, P a un point A commun avec. ce. plan, elle est 

située tout entière dans le pltm>R. 

Soit T la translation qui amène P à occuper une posi-

t o n P' passant e ^ o i * A( de. A^dans 

cette translation. Il suffit de^rquy^r, q ^ P'. coincide 

avec P. 

iQ Si A' coïncide avec A, a'est évident, puisque 

T — I-. 

2° Si A7 ne coïncide pas a,ve.c A , la droite A As' est 

taut entière dans le pliui car.. A* est situé sur D con-

tenue dans P' et A' est l'homologue d'un point de P. 

A A' étant une glissière, plan JP' est un plan de glisse-

ment et coïncide avec son homologue P. 

3 7 . T H É O R È M E . — Une droite D parallèle à un 
plan P et non située dans ce plan n'a aucun point 
commun avec ce plan. 

Car, si elle en avait un, elle serait tout entière dans 

le pl^n. 

3 8 . T H É O R È M E , , - R Lorsque deux, droites D et D ' 

sont parailèlesy tout plan P parallèle à l'une D est 
parallèle à l'autre D'. 

Car, si T est la translation qui amène D' à coïncider 

avec J) et T'celle qui amène I) à être contenue dans P, 

la translatiqn T T ' amèi^e la, drqitç D' à être située dart? 

le plan P. 

C A S P À R T I Ç U L I E R . — Lorsque deux droites sçnt 
parallèlesf tout plan passant par l'une est paral-
lèle à Vautre, ou, ce qui revient au même : Lorsqu'unç 
droite est parallèle à une droite d'un plan, elle est 
parallèle à ce plan. 
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3 9 . C O R O L L A I R E . — Si par un point O d'un plan P 

on mène une droite D ' p a r a l l è l e à une autre droiteD 

parallèle au plan P, la droite D7 est tout entière si* 
tuée dans le plan P. 

Car D7 est également parallèle au plan P et a un 

point O commun avec lui. 

4 0 . T H É O R È M E * — L o r s q u e deux plans P et P 7 se 
coupent, toute droite D parallèle à la fois aux deux 
plans est parallèle à leur intersection; et réciproque-
ment, toute droite D parallèle a Vintersection est à let 

fois parallèle aux deux plans. 

Si D est parallèle à P et à P7 et que par un point O 

de leur intersection on mène une parallèle A à D, cette 

droite A est située à la fois dans les deux plans (n° 39); 

donc elle coïncide avec leur intersection. 

La réciproque résulte immédiatement du cas parti-

culier du n° 38. 

4 1 . T H É O R È M E . — Si une droite D est parallèle à 
un plan P, tout plan II, passant par D, qui coupe P, 

le coupe suivant une droite D7 parallèle À D. 

Car D est à la fois parallèle à P et à II ; donc elle est 

parallèle à leur intersection D7. 

4 2 . T H É O R È M E . — Lorsque deux plans P et P 7 sont 
parallèles, toute droite D parallèle â P est paral-
lèle àP'. 

Car, si T est la translation qui amène P' à coïncider 

avec P et T7 celle qui amène P à passer par D , la trans-

lation TT7 amène P7 à passer par D. 

C A S P A R T I C U L I E R . — Lorsque deux plans sont pa-? 
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rallèles, toute droite contenue dans l'un est parais 
lèle à Vautre. 

4 3 . T H É O R È M E . — Par tout point O de Vespace 
on peut mener une infinité de droites parallèles à 
un plan donné P. Le lieu géométrique de ces droites 
est le plan V parallèle à P passant par O . 

Car toute droite passant par O et située dans P' est, 

d'après ce qui précède, parallèle à P ; et, réciproque-

ment, toute droite parallèle à P passant par O est éga-

lement parallèle à P7 et, par suite, est située dans P' 

puisqu'elle j a un point O. 

4 4 . T H É O R È M E . — Toute droite D qui ne rencontre 
pas un plan P est parallèle à ce plan. 

Soit en effet P' un plan parallèle à P et passant par 

un point O de D . La droite D est située dans le plan P', 

car, s'il n'en était pas ainsi, la droite D, rencontrant P ' 
en O, rencontrerait le plan parallèle P. 

[D3ba] 

SUR L 4 SÉRIE ne TAYLOR ET S E S POINTS SINGULIERS ; 
PAR M . EUGÈNE F A B R Y . 

On sait qu'une série de Taylor représente une fonc-

tion analytique qui a, au moins, un point singulier sur 

la circonférence de convergence. Ce théorème, qui 

résulte des propriétés des fonctions analytiques, peut 

se déduire directement dè l'ordre de grandeur des 

coefficients par rapport au rayon de convergence, et 
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des relations bien connues sur l'ordre de gj^ndeur du 

module maximum. 

Soit la série 

( i ) / ( z ) = a^H- axz -+- axz1 . . -h anzn 

dont le rayon de convergence est supposé ramené à i . 

La plus grande limite de \/\an\ est alors égale à i ; 

c/osi-àrdire que, quel que soit e, on a 

à partir d*un rang déterminé et 

V \ a n \ > i — 

pour une infinité de valeurs de n. 

Soit 
z ..=; ré*»*, 

où 
2/:it 

r < i , w — 

k prenant les ¡JL valeurs entières de o à ¡JI — i . Formons 

la somme 

^ ~~1 2TCZ / „ 211A ^ 1 ,, îltf 

M S 

où ¡JI > m. Le coefficient de anrn est une progression 

géométrique dont la somme est nulle lorsque n ^ m 

n'est pas entier; elle est égale à ¡JL lorsque n — m est 

un multiple de ¡x. On a donc 

! v i 
*=0 



( 5 o 5 ) 
r étant fixe, soit M- le maximum du module de f^re**) 

lorsque o> varie de o à 21c. O n a 

M 

>\<*.mr'n\- 1 am^r^-^r ..[; 

[ji peut être choisi assez grand, pour que le dernier 

terme soit aussi petit que l 'on vaudra, puisque la 

série est absolument convergente. Donc 

M>\amr>"\. 

Sur une circonférence de rayon /*, inférieur à 1 , il y 

a un point tel que \f(i>e!*i)\ soit an moins égal au nao-

dule d'un terme quelconque anrn. 

Dans le cas où la série est convergente, on 

peut, dans cet énoncé, supposer r — 1. 

Si les coefficients an ne restent pas finis, la plus 

grande limite de \an\ étant infinie, soit A un nombre 

quelconque, aussi grand que l'on voudra. ï l existe des 

termes tels que | an | > 2 A. n étant ainsi fixé, prenons r 

compris entre ^ et 1, alors 

\<*nrt\> A 

et, sur la circonférence de rayon r , il y a un point 

tel que 
\f(re<»i)\^\anrn\ > 

Il y a donc, dans la circonférence de convergence, 

des valeurs de z telles que d é p a r e tout nombre 

donné. Et il y a au moins un point singulier sur la cir-

conférence. 

Si les coefficients an restent finis, mais ne tendent 
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pas tous vers zéro, nan ne reste pas fini. II en résulte 

que la dérivée f!(z) ne reste pas finie sur la circonfé-

rence de convergence. 

Enfin, si nPan ne reste pas fini, p étant un entier 

positif, 

( A ) ' ? P ( * ) = ~~ ' - ( N — P "+• I ) A N Z * - P 

n=p 

ne reste pas fini sur la circonférence de rayon i ; cette 

fonction a, au moins, un point singulier sur la circon-

férence, et aussi f ( z ) . 

L 
AN Si n'augmente pas indéfiniment avec toute 

suite de valeurs de /i, c'est-à-dire s'il existe une suite 

infinie de valeurs de n telles que 
L 

1 

Ln reste fini, il 

existera un nombre p tel que, pour ces valeurs de n, 

< nP 

et fp+K{z) ne restera pas fini sur la circonférence dé 

rayon i . 

L | J L 

Supposons donc que -JJ—- augmente indéfiniment 

avec rc, pour toute suite infinie de valeurs de n. Quel 

que soit /?, \an\hP+2 tend vers zéro, et la série (2) 

est absolument convergente sur la circonférence de 

rayon 1. Il en résulte que le maximum du module 

de Jp(e{ùi) est au moins égal à 

n(n — 1)... (n — p -M)|a„|, 

quel que soit n. 

Si. la fonction f(z) n'avait aucun point singulier sur 
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là circonférence de rayon i , le développement ~ 

hP 
f(z + h) =f(z) + hf(z) . j r f p ( * ) -»-• • -

où \z\=zi, aurait un rayon de convergence supérieur 

à zéro, e t ^ l ^ ^ aurait une plus grande limite finie. 

Il existerait alors un nombre fini A tel que r quel, que 

soit/?, on ait 
\fr(z)\<kPxp\, 

tant que i ; le module maximum de fp^e***) serait 

alors inférieur à A P x p\ et l'on aurait 

\an\n{n — i)<. .(n— p + I) < M < \Pxp\ 

i n(n —i).. .(n — p + i) 
> Â? x ~~~ Pl ; 

en donnant à p les valeurs 1, 2, • . . , /i, 

i L ri 1 ^ n(n — 1) 1 
an\ 1 A 1.2 A 2 

expression qui tend vers 1 -f- lorsque n devient infini. 

La plus grande limite de serait au plus égale 

à e t r a y o n de convergence de la série 1 sérail 

S'il n'y avait aucun point singulier sur la circOnfé^ 

rence de rayon 1, le rayon de convergence serait supé-

rieur à 1. Donc, dans tous les cas, il y a au moins tin 

point singulier sur la circonférence de convergence« 
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[ K 2 e ] 

S U R LE C E R C L E P É D A L ; 
P A R M . G . F O N T E N É . 

Bobillier a donné en 1829, dans les Annales de 

Gergonne, le théorème suivant : 

Pour une hyperbole équilatère, le cercle pédal 

d'un point D de la courbe, relativement à un triangle 

inscrit A B C , passe au centre de la courbe. 

Ce théorème est obtenu en transformant par polaires 

réciproques, relativement à un cercle de centre D, le 

fait que tout triangle circonscrit à une parabole a son 

cercle circonscrit passant au foyer de la courbe; le 

point, D est pris sur la directrice. On déduit de là la 

propriété suivante? sur laquelle j'ai fondé une démons-

tration du théorème de Feuerbach (Nouvelles Annales, 

1905, p. 260 e>t 5 o 4 ) : 

Etant donné un quadrangle ABCD, les cercles des 

n^euf points dejs quatre triangles auxquels il dopne 

lieu ont un point commun K ; en outre, le cercle pé-

dal de l'un quelconque des quatre points relative-

au triangle foppié p&r les trpis autres passç 

au point K. 

Voici une démonstration élémentaire de cette der-

nière propriété : 

Soit un triangle ABC, dont les côt,és on,t, leprs miT 

lieux e<viV(, N, Le pqtiqt S ét^nt quçlcopqvç, et l,es 

wliejax de$ seginen^f SA? SB«. S Ç éteint W , NA, P', les 
cercles des neuf points des deux triangles S A B et S A C 
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ont eh commun le point M ' ^ t tm autre point que 

nous appellerons K ; on a alors 

le point K appartient donc au cercle defc rteiif points 

du triangle A B C , et une démonstration analogue s'ap-

pliqtie au tria h g fe SBC. Ce pfefaiër poîiit étâftt acquis, 

soit DEF le triangle pédal du point S : le cercle d E Î 

pSSsëra ati point K si les àtaglës F K E ët FDE sont âifp-

plémeritairès. Or , le point K étant ¿tir le cercle tfîéfc 

neuf pôihts du triangle SAB, dont S F èst uiië frautètor, 

on a 

1ÎTKÎÎ ès — 

et, par soustraction, 

on a de même 

N K È = SGA — Î A C = SDE^— ÎSACT; 

reddition donne 

^ K F -+- NKE =±= - A ; 

on a donc, en tenant compte de (i), 

( 2 d — À ) — À) =2d — tfSè. 

( J ' a i ëihplôyé tes notatiôhs de la page 55 chi Vtfhiiiife 
des Nvûvëltès Annalès p o u r 1906.) 
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[K2c] 
SUR LE THÉORÈME DE F E U E R B A C H ; 

P A R M . R . B O U Y A I S T . 

L'objet de cette courte Note est de donner, en même 

temps qu'une démonstration nouvelle du théorème de 

Feuerbach, la solution de la question proposée 2036 

( 1906, p. 96). 

Le cercle des neuf points co d'un triangle A B C est 

le lieu des foyers des paraboles conjuguées au triangle. 

Ces paraboles sont harmoniquement circonscrites aux 

coniques inscrites dans le triangle A B C , et sont ins-

crites dans le triangle A 'B 7 C' ayant pour sommets les 

milieux des côtés de A B C ; leurs directrices passent par 

le centre O du cercle circonscrit à A B C , qui est l'ortho-

centre du triangle A'B7C7 . 

Soient F et F' les points, autres que les points 

cycliques, communs au cercle o> et au cercle I inscrit 

dans le triangle A B C ; il existe une infinité de triangles 

inscrits dans le cercle I et circonscrits aux paraboles 

de foyer F ou F ' conjuguées au iriangle A B C . Or, ces 

paraboles sont déjà, par construction, harmoniquement 

circonscrites au cercle I; l'existence des triangles pré-

cédents entraîne alors, d'après une propriété bien 

connue, que le cercle I soit harmoniquement circons-

crit aux paraboles considérées, qui dès lors ont pour 

directrice commune la droite 0 1 ; étant inscrites dans 

le triangle A!B'C f et ayant même directrice, elles coïn-

cident, et, par suite, le point F est confondu avec le 

point F7 . Le cercle I est, par suite, tangent au cercle o> 

en F , foyer de la parabole de directrice OI inscrite 
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dans le triangle A ' B ' C ' ; ce point F n'est d'ailleurs que 

le point de concours des symétriques de la droite 0 1 

par rapport aux côtés du triangle A 'B 'C ' ; la proposi-

tion qui fait l 'objet de la question 2036 se trouve ainsi 

démontrée. 

BIBLIOGRAPHIE. 

L E S NOMBRES P O S I T I F S , EXPOSÉ OES THÉORIES MODERNES 

DE L ' A R I T H M É T I Q U E É L É M E N T A I R E , par M. Stuyvaert. 
i v o l . i n - 8 ° d e X I I - I 3 2 p a g e s . Grand, E . V a n G o e t h e m . 

Prix : 3 fr. 

L'enseignement des mathématiques élémentaires subit en 

ce moment une crise profonde. Les progrès de la philosophie 

des mathématiques ont bouleversé les idées traditionnelles sur 

les fondements de la Science, et l'influence des doctrines nou-

velles se fait de plus en plus sentir sur les méthodes d 'expo-

sition. C'est ainsi que la notion d'ensemble, à peu près ignorée 

il y a une trentaine d'années, tend à devenir, didactiquement 

comme philosophiquement, le fondement même des mathéma-

tiques. Il y a de même une tendance à prendre, comme base 

de la Géométrie, la notion des groupes de mouvements. 

Au nombre des livres où se manifeste la préoccupation de 

mettre les méthodes d'enseignement en harmonie avec les 

idées modernes sur les principes des mathématiques, il faut 

signaler tout particulièrement le petit Traité d'Arithmétique 

élémentaire que vient de publier M. Stuyvaert . 

L 'auteur nous avertit dans sa préface que l 'Ouvrage, destiné 

aux professeurs ou tout au moins aux meilleurs élèves, est une 

sorte de manuel ou de précis. On serait donc malvenu à lui 

reprocher une concision parfois un peu excessive, et le manque 

presque complet d'applications numériques. 

Le Chapitre I traité des nombres entiers. Après les pre-

mières définitions, l 'auteur passe en revue les opérations fon-

damentales, et établit in abstracto leurs propriétés essen-



( 5ra ) 
tielles ( a - f ¿ = 6 + a ; a— ( b — c) == a — b -+- c ; ab = ba\ 
etc.). Ces propriétés sont ensuite utilisées pour la théorie de 
la numération décimale et des opérations exécutées dans ce 
syétètte. Utie telle riéthotfe d'éxptfsftion ne pelit évîâétnment 
convenir, l'auteur le déclare d'ailleurs tout le prèmiér, qu'à 
des élèves exercés à la pratique du calcul numérique, et qui 
veulent acquérir des raisons précises de ce qu'ils connaissent 
déjà par routine. 

Viennent ensuite des paragraphes sur les différents systèmes 
de numération, les caractères de divisibilité et les proposi-
tions les plus simples de la théorie des nombres (les théo-
rèmes de Fermât et de Wilson sont démontrés). 

M. Stuyvaert n'a pas parlé des nombres négatifs, pour se 
conformer à l'usage qui veut que la théorie en soit reléguée 
<ïàns l 'Algèbre. II Semble le regretter èt je le regrette avêc 
lui. L'emploi des nombres négatifs rènd l'exposition de plu-
sieurs matières à la fois plus simple et plus large. On ne voit 
pas pourquoi, dans un enseignement où l'on introduit les 
nombres fractionnaires et les nombres incommensurables pour 
rendre possibles dans tous les cas la division et l'extraction 
des racines, on laisse de côté les nombres qui donnent un sens 
à toutes les soustractions. 

Le Chapitre II est consacré aux fractions. On sait qu'on peut 
les définir en se plaçant, soit au point de vue de la théorie des 
grandeurs, soit au point de vue de l 'Arithmétique pure, qui 

ne connaît qtie le nombre entier. L'éxpreSâioh — > par exemple, 

a, dans le premier cas, un sens concret, et, dans le second cas, 
est un symbole auquel on ne peut donner un sens que par une 
convention. C'est le second point de vue qu'adopte M. Stuy-
vaert, conformément d'ailleurs à la tendance aujourd'hui la 
plus générale. 

Les nombres incommensurables sont étudiés au Chapitre III. 
Ils sont définis par les coupures faites dans l'ensemble des 
nombres rationnels, mais cette notion n'est pas introduite sans 
ménagement. C'est seulement après avoir considéré les cas 
particuliers de la racine carrée et de la racine cubique qu'on 
aborde la théorie générale des incommensurables. Cette théorie 
me parait fort bien exposée, et je ne hasarderai qu'une très 
légère critique, ne portant d'ailleurs au fond que sur une ques-
tion de langage. L'auteur dit (comme à peuprès tout le monde) : 
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« . . . la coupure définit un nombre incommensurable ». Cette 

phrase est-elle bien claire? Un débutant comprend-il bien ce 

que c'est que définir une chose qui n'existe pas ? Je crois 

qu'il y aurait avantagé à dire : 

« Faisons dans l 'ensemble des nombres rationnels une c o u -

pure qui les répartit en deux ensembles A et B . Pour abréger, 
j 'appellerai nombre irrationnel le système de ces deux 

ensembles. Ainsi, « le nombre i n'est qu^une expression 
abrégée pour désigner le système de deux ensembles, dont 

l 'un contient tous les nombres rationnels dont le carré est 

plus petit que 2, et dont le second contient tous les nombres 

rationnels dont le carré est plus grand que 2 ». 

En s'exprimant ainsi, on fait perdre au nombre incommen-

surable son caractère de symbole ou d'imaginaire : « nombre 

incommensurable » est tout simplement un nom que l'on 

donne à un ensemble d'éléments réels et bien connus. Encore 

une fois, il .y a là surtout une question de langage. Mais per-

sonne ne conteste que, dans l 'enseignement, les questions de 

langage aient une importance considérable. 

Remarquons à ce propos qu'il suffit, pour définir une incom-

mensurable, de parler de l'ensemble des nombres rationnels 

qui lui sont inférieurs. On aboutit ainsi à la notion de seg-
ment, telle que l 'expose M. Russell dans The Principles of 
Mathematics (1 ). 

Je crois que la théorie des segments pourrait être substituée 

sans désavantage didactique à celle de la coupure. 

Dans le même Chapitre figurent la théorie des proportions, 

celle des limites, où l'on continue à trouver les mêmes qua-

lités de netteté et de rigueur que précédemment. Le Chapitre 

se termine par deux paragraphes substantiels, relatifs aux 

approximations numériques et aux opérations abrégées. 

Le dernier Chapitre traite de la mesure des grandeurs. La 

notion de rapport de deux grandeurs est très heureusement 

rattachée à la théorie des ensembles. Viennent enfin des appli-

cations à la mesure du temps, des longueurs, des poids, aux 

problèmes d'alliages, d'intérêt, etc., et aux calculs sur les 

( J ) Voir aussi COUTURAT, Les principes des Mathématiques; 
HUNTINGTON, The Continuum as a type of order (Annals of 
Math., 1905). Une traduction en langue espéranto du Mémoire de 
M. Huntington est actuellement sous presse. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Novembre 1906.) 33 
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nombres complexes, qui servent à la mesure du temps et pour 
les monnaies étrangères. Les méthodes adoptées dans cette 
dernière Partie sont autant que possible algébriques. Il est 
inutile d'insister sur la concision ainsi obtenue. 

L'Ouvrage de M. Stuyvaert ne doit pas être mis entre les 
mains de ceux qui n'ont pas une maturité d'esprit suffisante : 
mais son ordre excellent, le soin de sa rédaction, sa rigueur 
le recommandent aux élèves soucieux d'acquérir des habi-
tudes de précision intellectuelle. R. B. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Caen. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I . Construire la courbe lieu des points 
dont les coordonnées rectangulaires ont pour expressions 

« + 2)1 (t— «2)2 
X — , Y — — • 

t -4- I
 J t — L 

II. Etant donnée la parabole P, y2 = ip x, former l'équa-
tion de la parabole Q obtenue en transportant P parallè-
lement à elle-même de manière que son sommet vienne en 
un point M(A, ¡3). Supposons que le point M décrive la 
parabole 

y2-f- 2 p x = o, 

les paraboles Q formeront une famille de courbes : trouver 
leurs trajectoires orthogonales. 

III. Un point M, de masse m, assujetti à se mouvoir sur 
une circonférence de rayon a, est attiré vers un point O 
de la courbe par une force mw2r, r désignant la dis-
tance OM. A Vinstant initial, cette distance est a f i et la 
vitesse, égale à at» a un sens tel que le mobile se rap-
proche du point 0. On demande le mouvement du point M 

et la pression qu'il exerce sur la circonférence. 
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Résultats de la forme 

~ = iosin0, N = 2ma>2 a (3 siii2 6 — i ). 

CALCUL. — Étant donnée une sphère de Im de rayon, 
calculer, avec cinq chiffres exacts, la hauteur d'un seg-
ment à une base dont le volume est le quart de celui de 
la sphère. (Juillet 1 9 0 6 . ) 

2° Montrer que la courbe intégrale qui passe par le 
point x — o,y = 1 peut être représentée par les équations 

Construire cette courbe. 
3° Calculer Vaire comprise entre cette courbe, l'axe 

des x, l'axe des y et la droite x — a. Limite de cette aire 
lorsque a croît indéfiniment. 

4° Expression du rayon de courbure en un point de la 
courbe, en fonction du paramètre t correspondant à ce 
point. 

5° En conclure les valeurs numériques des coordonnées 
des points d'inflexion de la courbe. 

6° Volume du solide limité par la surface qu'engendre 
la courbe, en tournant autour de Ox. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I° Evaluer l'intégrale 

Grenoble. 

EPREUVE ÉCRITE. — I° Intégrer Véquation différentielle 

x = L tang , y = sin i. 

0 

20 Montrer que l'équation 

e~x — x = o 

n'a qu'une racine. Calculer cette racine à près. 
* 100r 



( 5 I 6 ) 
3° Étant donnée la surface représentée par Véquation 

z = x1 -h y2, on considère le solide compris entre la sur-
face, le plan des xy, le cylindre y = x* et le plan y = i. 
Volume de ce solide. (Juillet 1906.) 

Lille. 

I. — A L G È B R E , G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , C A L C U L 

D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L . 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I° Étant donnée, dans un plan rap-
porté à deux axes rectangulaires Oy, la courbe (T) 
dont l'équation est 

x*y = 2 a 3 , 

dans laquelle a désigne une longueur donnée, construire 
cette courbe et déterminer les coordonnées des points Mj 
et pieds des normales qui peuvent lui être menées de 
l'origine. 

20 Calculer l'aire limitée par le segment OMi, la courbe 
et l'axe Ox. 

3° y = mx -<-p 

étant l'équation d'une droite quelconque du plan, trouver 
la relation qui doit exister entre m et p pour que cette 
droite soit tangente à la courbe (T); en déduire le lieu des 
points du plan d'où Von peut mener à cette courbe deux 
tangentes rectangulaires et construire ce lieu. 

4° x et y désignant les coordonnées d'un point de la 
courbe donnée, montrer que la sous-normale correspon-y2 

dante est égale à K J— , K désignant un nombre constant; 

plus généralement, trouver toutes les courbes telles que yn + l 
la sous-normale soit égale à K , n étant un nombre 

donné, montrer que pour certaines valeurs de n les courbes 
trouvées sont des ellipses ou des hyperboles dont les axes 
sont O r et O y. 

5° Calculer le volume commun au cylindre engendré 
par la rotation de la droite Mi M2 autour de Ox et à un 
prisme dont les arêtes sont perpendiculaires au plan xOy 
et dont là base est le triangle OMtMî. 
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II. - MÉCANIQUE. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I° Travail des forces appliquées à un 
solide indéformable. 

Un cube homogène A B C D D t A ! B t C 1 ? pesant 2kg, reçoit 
un mouvement hélicoïdal uniforme autour de l'axe O z 
d'un trièdre trirectangle fixe Oxyz, son arête A A i glis-
sant sur la verticale ascendante O * . Aux sommets B et D 

de la base inférieure, voisins de A , sont appliquées deux 
forces constantes de 4kg, constamment parallèles l'une à 
Ox l'autre à O y. Au sommet C de la même face est attaché 
un fil élastique tendu relié à O, exerçant en C une trac-
tion proportionnelle à son allongement et évaluée à 20* 
par centimètre d'allongement. Enfin le cube est soumis à 
un couple résistant d'axe O z, valant o k g m , 1. Calculer en 
kilogrammètres le travail des forces énumérées pour un 
déplacement d'un pas. 

L'arête du cube est de o m , i o . Initialement O A = o m , i o ; 

A B est parallèle à Ox; la tension du fil est nulle. La 
vitesse de rotation par seconde est iiz dans le sens direct 
autour de O z, et celle de translation de om, 10 dans le 
sens O z. * ( J u i l l e t 1906.) 

Montpellier. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I . On considère une surf ace sphérique 
homogène qui attire un point M de masse 1 proportionnel-
lement à l'inverse du carré de la distance. En raison de 
l'homogénéité de la surface, la fonction des forces 

V(x,y z ) 

au point M ne dépend que de la distance p du point M au 
centre de la sphère, que l'on prendra pour origine des 
coordonnées. 

On aura donc 

(1) V(x,y, z ) = F(p). 

i° Partant de l'égalité (r), on exprimera les dérivées 
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. 77 dV àV D V d*V ¿ 2 V _ . _ 

partielles — > — > — , —— ? —— » -r-r- en fonction de x, y, r eto dz àx2 c>j2 dz2 47 ^ 
dF d2F 

2° Montrer que Véquation de Laplace 

d*Y d*V d*V __ 

À laquelle on sait que Y satisfait, se réduit ici à une équa-
tion différentielle linéaire entre F et p. Donner Vintégrale 
générale de cette équation. 

3° Montrer que, si l'on connaît la valeur de Y , d'une 
part au centre de la sphère, d'autre part à l'infini, on 
pourra déterminer les constantes arbitraires qui figurent 
dam Vintégrale générale, et obtenir la valeur de Y pour 
un point quelconque situé, soit à l}intérieur, soit à l'exté-
rieur de la sphère. 

4° Achever le calcul en déterminant la valeur de Y au 
centre de la sphère et à l'infini, à l'aide d'une intégrale 
double étendue à la surface de la sphère (suivant la défi-
nition de la fonction des forces). 

II. Quelle est la limite de 

y x* 4- x -+-1 — [ / . /—— -+- x v y sin(x~2) 

quand x tend vers l'infini par valeurs positives. 

EPREUVE PRATIQUE. — On considère une ellipse et une 
tangente fix e. 

Parallèlement à la tangente fixe TT ' on mène dans 
l'ellipse une corde AB ; on projette les points A et B sur TT' , 
ce qui forme un rectangle. 

Comment faut-il choisir la distance des parallèles A B 
et T T 'pour que ae rectangle ait une aire maximum. 

( J u i l l e t 1906.) 

Rennes. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — Déterminer les courbes planes dans 
lesquelles l'angle a que forme la tangente avec Ox est 
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donné en fonction de l'abscisse par la formule 

iax 
sma = 

a 2 -f- x 2 

i° Montrer que ces courbes peuvent se représenter par 

l'une ou Vautre des équations 

( x2 

( i ) y = 

(a) y = G — a L ( ^ i 
i° Etudier les deux courbes 

et faire voir que toutes les autres courbes considérées (i) 
et (a) s'en déduisent par translation ou par symétrie. 

{On déterminera la forme de la courbe, le rayon de 
courbure en fonction de l'abscisse, les asymptotes et les 
points d'inflexion s'il en existe.) 

3° Trouver les trajectoires orthogonales des courbes ([) 
et (2). 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les intégrales 

dx 
cosa sina? TC 

r^71 dx(i-hcosx) 
2 J_.ii 0 — cos a sin 37̂ 2 

ciu; ^ i -t- L 

sina?)2 

(Juillet 1906.) 

Toulouse. 
EPREUVE ÉCRITE. — I. Soient deux axes rectangulaires 

Oxy Oy. En un point M quelconque de la courbe E on 
mène la tangente, qui coupe l'axe des y en P, et Von 
élève PA perpendiculaire sur PM. 
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i° Calculer les coordonnées du point M t où la droite PA 
touche son enveloppe. 

2° Déterminer la courbe E de façon que le segment MMj 
ait une longueur constante ia. Quelle courbe décrit alors 
le point M!? 

3° Déterminer la courbe E de façon que la droite MM t 

passe constamment par l'origine. Quelles sont les trajec-
toires orthogonales de la famille de courbes ainsi trou-
vées ? 

II. Un point matériel M non pesant, de masse égale à 
V unité, est attiré par un point fixe O proportionnellement 
à sa distance. Ce point est mobile sur une droite fixe D 
avec un frottement de coefficient f . Le point M est primi-
tivement en un point A de la droite, sans vitesse initiale. 
On désigne par u> la projection du point fixe O sur la 
droite fixe D, et Von pose toA = a , wO = h. 

i° Le point M se mettra-t-il en mouvement ? 
2° S'il y a mouvement, étudier ce mouvement, et déter-

miner le point de la droite où la vitesse du mobile s'annu-
lera pour la première fois. 

3° Que se passera-t-il après cet instant, et, en supposant 

que l'on ait j = i et f = - j au bout de combien de temps 

le mobile s arrêtera-t-il définitivement ? 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer une valeur approchée de 
V intégrale 

par la méthode de Simpson, en divisant le champ d'inté-
gration en six parties égales (on donne loge = 0,43429). 

(Juillet 1906.) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

1979. 
(1903, p. 432.) 

On considère une quadrique et un point O sur cette 
quadrique. Par O passe un plan variable. On prend le 
point de Frégier de la section relatif au point O. Lieu de 
ce point ? 

Ce lieu est en général une surface du quatrième ordre. 
Dans quel cas se réduit-elle à une surface du troisième 
ordre ou du deuxième ordre? 

Quel est le lieu du même point en supposant que le plan 
variable soit astreint à passer par une droite fixe ? 

( E . C A H E N . ) 

SOLUTION 

P a r M . L E T I E R C E . 

Prenons pour axe des z la normale en O à la surface, pour 
axes des x et des y deux droites rectangulaires du plan tan-
gent en O. 

L'équation de la surface est 

A x2 -h A'y2 -i- A"z* -h 2 Byz -h i B'zx -h i B"xy -h i Cz = o, 

ou 
z)-h2Cz = o, 

en désignant p a r f ( x , y, z) l'ensemble des termes du second 

degré. 

Soit 
ux -h vy -h wz = o 

un plan variable. 

La normale en O à la section déterminée par ce plan a pour 
équations 

? = Z = z 
u V ti2+P! 

w 
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Un point M quelconque de cette normale a pour coordon-

nées 

/ , i ^ * u 2 + v 2 
( I ) X = AU, y = AV. Z =—A 1 

^ w 

où X est un paramètre variable. 

Ce point M sera le point de Frégier de la section relatif à O 

si l'on détermine X de façon que le plan ux -+- vy -+- wz = o 

coupe suivant deux droites rectangulaires l'un des cônes de 

sommet O, passant par l'intersection de la quadrique et d'un 

plan quelconque p mené par M. 
¿¿2 p2 

Si l'on prend pour P le plan z — — X — — — ? le cône cor-

respondant a pour équation 

Le plan ux -h vy -f- wz = o le coupera suivant deux droites 

rectangulaires, si l'on a 

[A -h A ' - h A " — i s-- W ^ 1 ( w 2 ) 

A ( m * - h v*) J 

ou 

(2) X4»(w, v, w ) — 2 G i v = o 

en posant 

w ) = (A -f- A'-+- A")(w 2 -f- t>2-h i*>2) — f ( u , v, w ) . 

Éliminant X, M, P, W, entre les équations (1) et (2), on obtient 

comme équation du lieu 

<P[xz, jk-s, — 0 2 - f - jk2 )]-+- y2) = o, 

qui est une surface du quatrième degré en général. 

Développant l'équation trouvée, elle s'écrit 

L (A -H A') (x2 - F - y 2 ) ( x 2 -hy2-h S2) — z2 (A x2 -H A'JK2 -+- 2 B " x y ) 

^ \ -+-z(x2-{-y2)(k"z-+-2By-*-2B'x)-\-2Cz(x2-hy2) = o. 

Cette surface s'abaissera au troisième degré, si z = o est 
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en facteur, ce qui exige que l'on ait 

A - H A ' = O . 

Dans ce cas, le plan z — o, occupe la surface donnée sui-
vant deux droites rectangulaires ; donc le point O est un 
point de l'intersection de la quadrique avec sa sphère de 
Monge. 

Le lieu se réduira à une surface du deuxième degré, 
si (x2-\-y2) est en facteur, ce qui exige A = A', B" = o, le 
point O est alors un ombilic de la quadrique. 

Considérons maintenant le cas où le plan variable est 
astreint à passer par une droite fixe D, que nous pouvons 
supposer dans le plan des x z . 

Les équations de cette droite seront 

y = °> 
x — m z — o, 

et entre u, v, w on aura la relation um -h w = o qui, avec 
les équations ( i ), donne 

( 4 ) x2 -\-y2—mxz = o. 

Le lieu cherché est l'intersection des deux surfaces (3) 
et ( 4). 

En remplaçant dans (3) (x^-^-y2) par sa valeur tirée de 
l'équation (4), on voit sans difficulté que Je lieu cherché est 
défini par les équations 

x2-hy2 — mxz — o, 

xz2)[( A -h A') m2-h 2 B' m -h A' — A]x + m — W)y 

-h ( A -l- A") mz H - 'iC m ( = o. 

Ce lieu se décompose en l'axe des z , les droites isotropes 
passant par l'origine dans le plan des xOy et enfin une 
conique intersection du cône 

x2 -+-y2 — mxz — o 
et du plan 

[ ( A + A > 2 + 2 B ' W + A ' — A ) ] x 

+ Î ( B M — B " ) J K - H ( A - h A " ) m z + 2 C m = o . 

C'est le lieu cherché. 
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1995. 
(1904, p . 192.) 

Étant donnés deux ternes de points ABC et A 'B 'C ' , si D 
est un point de la cubique gauche qui passe par ces six 
pointsy les quadriques, en nombre doublement infini, qui 
sont inscrites aux deux tétraèdres DABC et D 'A 'B 'C ' 
passent par la droite d'intersection des plans (ABC) et 
(A 'B 'C ' ) (ce qui constitue d'ailleurs une condition simple). 

( G . F O N T E N É . ) 

SOLUTION 

Par M. R. B. 

Soit A la droite d'intersection des deux plans (ABC), 
(A 'B 'C ' ) . Appelons a, ß, y les points d'intersection de la 
cubique gauche et d'un plan variable passant par A. Les 
plans (Daß), (Dß-y)* enveloppent un cône G qui, on le 

voit immédiatement, est de la seconde classe et par consé-
quent du second ordre, puisque, par la droite Da, par exemple, 
il ne passe que deux plans tangents à ce cône, le plan (Daß) 
et le plan (Day). 

Le cône (G) est évidemment tangent aux plans (DAB), 
(DBC), (DCA), (DA'B') , ( D B ' C ) , (DC'A ' ) et (DA). Donc 
toute quadrique tangente aux six premiers points est tangente 
au septième. Il en résulte bien que les quadriques dont il est 
question dans l'énoncé contiennent la droite A, puisque par 
cette droite on peut mener trois plans tangents à l'une quel-
conque d'entre elles, à savoir les plans (ABC), ( A ' B ' C ' ) 
et (DA). 

2004. 
( 1904. p. 528.) 

Soit une ellipse de foyers F, F'. En chaque point M de 
l'ellipse on prend sur la normale en M deux points N et N' 
tels que 

M N = M N ' = Y / M F . M F ' . 

On considère les cercles de centre N et N' et de rayons NM 
et N'M. Les tangentes communes à chacun de ces cercles 
et à l'ellipse rencontrent la tangente en M à l'ellipse en 
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quatre points P, Q, P', Q' dont le lieu se compose dfune 
ellipse et d'une hyperbole. (E.-N. BARISIEN.) 

SOLUTION 

P a r M . L E T I E R C E . 

Prenons pour axes de coordonnées les axes de l'ellipse 
X2 yî 

d'équation ~ H- ^ — i = o et soient (acoscp, èsincp) les 

coordonnées de M. 
On sait que 

MF.MF' = a2 sin2cp b2 cos*cp 

et, si l'on désigne par N le point obtenu en portant la longueur 
indiquée sur la normale vers la convexité de la courbe, par N' 
l'autre point, on voit aisément que leurs coordonnées sont 

x — (a -h &b) coscp, 

y = e ( a + e6) sino, 

avec e = -4- i pour le point N, e = — i pour le point N'. 
O étant l'origine, les tangentes à l'ellipse, parallèles à ON, 

sont à une distance de O, et par suite de N, égale à 

a* sin2cp H- b2 cos*cp ; 

donc ce sont les tangentes communes à l'ellipse et au 
cercle (N); de même les tangentes communes à l'ellipse et au 
cercle (N') seront parallèles à ON'. 

Le lieu cherché est donc défini par les équations 

Î
bx cos<p -h ay sin <p — ab •= o, 

. x sincp — zy coscp zh y a2 sin2cp -+- b2 cos2cp = o. 

m et m' désignant les coefficients angulaires de ces deux 
droites, on a 

('2) mm' = — s — j x 7 a 

indépendant de <p. 

Si donc M, est le point de contact de l'ellipse et d'une tan-
gente parallèle à ON, NI le point relatif à M1? la droite ONT 
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sera parallèle à la tangente en M et le cercle (Nj) sera tan-
gent à cette dernière. 

t̂  s»n9 , • , S , » • rosant - = m, les equations ( i ) s écrivent 
coscp » i 

j a*(y~— b*)m2 labxym -h b*(x2— a 2 ) = o, 

f ( x 2 — a 2 ) m 2 - 2 £ ^ / m + ( / 2 - ^ 2 ) = o , 

qui, d'après la remarque faite, ont, pour un point du lieu, 
deux racines communes, ce qui exige 

gi(yi— b*) _ ab _ b*(x*— a2) 
x2 — a2 ~~ ^"s — j 2 — 62 ' 

d'où pour équation du lieu 

y4 

—7 r-r -H £ -rr— n —1 = 0, a(a-rtb) b(a-\-zb) 

ce qui représente une ellipse et une hyperbole, toutes deux 
circonscrites au rectangle construit sur les axes de l'ellipse 
donnée. 

Remarque. — Ce calcul suppose que les deux tangentes, 
dont il a été question dans la remarque faite plus haut, ne 
sont pas confondues. La relation (2) montre que ce cas se 
présentera pour 

„ b 
m1 — — £ — ; 

a 

soit e = — 1, on a m — z fc^/— et les équations (3) donnent 

comme lieu singulier les quatre droites 

sj a y 1h\Zbxzb^ab(a-sr-b) = o, 

qui sont les droites, autres que les axes, obtenues enjoignant 
deux à deux les quatre sommets de l'ellipse lieu; elles sont 
parallèles aux asymptotes de l'hyperbole et tangentes à 
l'ellipse donnée en des points A ^ A2, A3 , Ak. 

On voit aisément que, lorsque M se trouve en Ai, par 
exemple, le point N' est le centre de courbure de l'ellipse 
en Ai et par suite le cercle (N') a, avec l'ellipse donnée, trois 
tangentes confondues avec la tangente en A t . La normale 
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en Ai est à une distance de O égale à (a—b); donc incidem-

ment on voit que le cercle de centre O et de rayon ( a — b) 
est tangent en quatre points à la développée de l'ellipse. 

Autre solution de M . P A I N V I N . 

2011. 
(1905, p. 1V4. ) 

Sur la normale au point m d'une ellipse de centre o, et 
extérieurement à cette courbe, on porte le segment mp 
égal au demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit 
en m. 

Démontrer que les droites pm. po sont également incli-
nées sur les tangentes à l'ellipse issues de p. 

( M A N N H E I M . ) 

SOLUTION 

P a r M . K L U G . 

Construisons le cercle qui passe au point p et dont le centre 
est le point de rencontre de la tangente en m à l'ellipse et du 
petit axe de cette courbe. Appelons respectivement <7, r , f j g 
les points de rencontre de ce cercle avec les droites pm, op et 
avec le grand axe de l'ellipse. 

Les deux axes sont, comme l'on sait, les bissectrices des 

angles poq, roq, et l'on a de plus, avec les notations habi-

tuelles, 
op = a -h 6, oq — or = a — b, 

d'où l'on tire 

o f 1 = og2 = f o . og — op.ro = a*— b- = c*. 

Par suite les points / et g sont les foyers de l'ellipse. Les 
droites po, pm sont également inclinées sur les droites p f , pg 
et par suite sur les tangentes issues du point m à l'ellipse. 

C . Q. F . D . 

Autres solutions de M M . BARISIEN et H . L E Z . 

2027. 
( 1905, p. b7f>.) 

Le lieu du centre des ellipses surosculatrices en chaque 
point d'une ellipse donnée, et ayant une aire constante, 
est une e l l i p s e . ( E . - N . B A R I S I E N . ) 
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SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

L'ellipse donnée est la projection d'un cercle G, l'ellipse 
surosculatrice en un point M est la projection d'une ellipse Ei 
surosculatrice au point du cercle dont la projection est M, ce 
point Mt est un sommet de l'ellipse Ej , l'aire de l'ellipse E t 

est constante; donc cette ellipse est constante en grandeur et 
son centre décrit un cercle concentrique au cercle G ; le lieu 
cherché est la projection de ce cercle, c'est-à-dire une ellipse 
homothétique et concentrique à l'ellipse donnée. 

Q U E S T I O N S . 

2052. Soient a , 6, c, d des fonctions d'une variable x : a 
. az -\-b . „ 

priori on peut mettre 1 expression sous la forme 
c z H— d 

- X I X ^ l ' a c c e n t indiquant une dérivée; exprimer la 

fonction k au moyen des fonctions a , b, c, d et de leurs dé-
rivées. 

Applications aux deux formes de l'intégrale d'une équation 
de Riccati : 

_ G a + è __ r Ci// -t- q' 
y ~ G c —|— d? y ~ X ClP + q ' 

( Voir une Note de M. Raffy, Nouvelles Annales, 1902, 

p. 5 2 9 . ) G. F . 

2053. La conique, qui touche les côtés d'un triangle donné 
ainsi que les perpendiculaires élevées du centre de son cercle 
inscrit aux droites qui joignent ce point aux extrémités de 
l'un de ces côtés, est tangente au cercle inscrit au triangle. 

( Canon.) 

2054. Les axes des coniques ayant un contact du troisième 
ordre avec une courbe en un point M donné sont tangentes 
à u n e p a r a b o l e . ( A . PELLET.) 
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NÉCROLOGIE. 

Nous avons la douleur de faire part à nos lecteurs du 

décès de M. le colonel A. M A N N H E I M , qui a succombé 

à une courte maladie, le 11 décembre 1906, à l'âge de 

j 5 ans. 

Cette perte sera cruellement ressentie dans les 

milieux scientifiques, en particulier aux Nouvelles 
Annales, dont M. Mannheim était, depuis bien des 

années, le fidèle collaborateur. Tous nos lecteurs ont 

présentes à l'esprit ces Notes brèves et ingénieuses où 

l'auteur mettait en lumière, parfois à l'occasion des 

sujets les plus simples, les ressources de son excep-

tionnelle vision géométrique. 

La Rédaction exprime à la famille du regretté Savant 

sa bien vive et douloureuse sympathie. 

Le temps nous fait aujourd'hui défaut pour parler en 

détail de l'œuvre de M. Mannheim. Nous tenterons de 

le faire, dans un très prochain numéro, avec le soin et 

le respect qui conviennent. 

L A R É D A C T I O N . 

Ann. de Mathémat., 4E série, t. VI. ( Décembre 1906.) 34 
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[K13c] 

VOLUME D'UN T É T R A È D R E EN FONCTION D E S ARÊTES ; 
DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE ; 

PAR M. G. F O N T E N É . 

Étant donné un tétraèdre A B C D , soient a, ¡3, y, 8 les 

coefficients barycentiques dont il faut affecter les som-

mets pour que le barjcentre soit le centre O de la sphère 

circonscrite. On a, pour tout point M de l'espace, 

a MA2 = X MO2 -+- const. ; 

on détermine la constante en meltant M au point O, et 

Ton a 

a MA2 = X( MO2 -h R2 ). 

Si l'on met successivement le point M on A, B, C , D , 

en désignant par a , ¿>, c les côtés du triangle A B C , et 

par a!, bT, c les longueurs D A , DB, D C , on a 

(3c2 y 62 -4- 8a'2 = 2XR2, 

. Y«« -4-86'» = 2X R2, 

on a d'ailleurs 

On a donc 

• -+- 0 = X. 

¿>2 a'2 2R2 

a 

62 

6'2 

2 b'* 1 R2 

2R2 

2 R 2 

0 c'z 

c'2 o 

1 I 
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O U 

0 C2 62 a'2 1 

c2 O a2 1 

b2 a2 0 1 

a'2 Ò'2 c'* 0 ] 

! 1 1 i 0 

0 c2 a'2 

c2 0 a* 6'2 

Ò2 a2 0 c'2 

a'2 6'2 c'2 0 

X 2R2 

Si l'on multiplie les lignes de ce dernier détermi-
a b c a b c . , 

nant par — , jp, - > - , 7-7 puis les trois premieres co-
CC C Ck c? c 

. b' c' c' a' a' b' . , 
lonnes par j- ~> , — j-, ce qui ne change pas sa 

T) C C A A O 

valeur, on obtient 

0 cc' bb' aa' 

ce' 0 aa' bb' 

bb' aa! 0 cc' 

aa' bb' cc' 0 
ou 

— ( aa' -h bb' -+- cc' ) ( bb' -+- cc' — aa' ) ( cc' -+• aa' — bb' ). .., 

ou, d'après la formule de Brassine (* ), 

— 16 x (6VR) 2 . 

O n a donc 
8 x (6 V)2 = A, 

en appelant A le déterminant qui est multiplié par 2R 2 

dans la relation écrite plus haut. 

C'est la formule cherchée. 

( l ) La formule de Brassine ( Nouvelles Annales, 1847, p. 226) a 
été retrouvée par de Staudt (Ibid., 1859, p. 441)* J'3* montré ailleurs 
que cette formule s'obtient en transformant par rayons vecteurs 
réciproques la formule S = \Jp{p — a)... ; or il me semble main-
tenant que j'ai vu autrefois cette démonstration dans les Nouvêlles 
Annales. 
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[ R 7 b ( 3 ] 

RECHERCHE DE LA LOI QUE DOIT SUIVRE UNE FORCE 
CENTRALE, SACHANT QUE LA TRAJECTOIRE E S T UNE 
CONIQUE, QUELLES QUE SOIENT LES CONDITIONS INI-
TIALES ; 

PAR M. PAUL-J. S U C H A R . 

Ce problème a été résolu, comme on sait, par 

MM. Darboux et Halphen (1 ) dans le cas particulier 

où la loi de la force ne dépend que de la position du 

mobile. Je me propose de résoudre le problème dans 

le cas plus général, en supposant la loi de la force 

fonction de la position du mobile et des composantes 

de la vitesse sur les axes de coordonnées. 

1. Soient 

. . dx , dy . dx dy 
¿ 7 = * ' Tt=y< ~ai = u x \ 1ÎF = u-y' 

les équations du mouvement rapporté à un système 

d'axes, ayant pour origine le centre de la force, la 

masse du point élant supposée égale à i, et u est une 

fonction dépendant en général de x \ y1) enfin 

( T. ) / ( x, y ) — A x- -+- i B xy -+- G y2 -4- i Dx -+- i Ey - 4 - F = o, 

l'intégrale générale du système (î). Difïei entions (2) 

par rapport à ty on aura 

(3) r ' f ' x + y ' f y ^ 

( ' ) DARBOUX, Comptes rendus, t . L X X X I V . 
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S i nous rendons (2) homogène et si nous désignons 

par y la constante des aires, on aura d'après (3) et en 

ayant égard au théorème d'Euler sur les fonctions ho-

mogènes 

£L — _ ¿1 - 1 
f'y f ï ~ f z 

<4) 

d'où 

(5) ^ = 

Différentions une seconde fois (3) par rapport à et, 

en ayant égard au théorème d'Euler sur les fonctions 

homogènes et aux équations (1), (2) et (3), on aura, 

tous calculs faits, 

Remarquons que le numérateur 

pour tous les points de la conique (2), est une cons-

tante, ët cette constante a pour valeur — A, A étant le 

discriminant de la conique (2). On aura donc 

Y» A 

en ayant égard à (4), on aura enfin 

Y 2 A __ A x's __ A y'3 

d'où l'on déduit les trois lois de forces 

fji r fjirx'3 H-^.k'3 

( D ^ + E / 4 - F ) « ' ( B a ? H - C / + E)«' ( A ^ - h B j K - h D ) 3 * 

On retrouve ainsi une des lois de MM. Darboux et 
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Halphen, et deux autres lois. Ces deux dernières lois 

ne sont pas distinctes, elles se déduisent l'une de 

l'autre par une permutation des axes de coordonnées. 

Il suffit alors de montrer que la deuxième loi satisfait 

bien au problème, c'est-à-dire qu'elle fera décrire à son 

point d'application une conique, quelles que soient 

les conditions initiales. 

2. Nous allons nous appuyer sur la remarque sui-

vante : soit 

(7) 

une équation différentielle du second ordre. Cette 

équation se ramène toujours à des quadratures si 

f(x,y) est une fonction homogène et de degré — 3 . 

En effet, l'équation précédente peut s'écrire 

dx* )' 
posons 

î 
y = ZX, & = - , 

et l'équation précédente se ramène à 

d*z 

3. Considérons maintenant les équations du mou-

vement correspondant à la loi de force 

on aura 

fjira/3 

(Bx-h C / - + - E ) * ' 
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On déduit des deux dernières équations 

dx2 (BÎF + C J + E ^ ' 

où y est la constante des aires, d'où enfin 

d1y _ (jl y 
Ix* ~ ~ (Bx-+-Gy-hEf 9 

équation différentielle de la trajectoire cherchée. Cette 

équation se ramène au type (7) du n° 2, en faisant le 

changement de la variable indépendante, en posant 

Bx-hE = Bxr 

En effectuant les calculs du n° 2, on aura pour 

l'équation de la trajectoire 

(8 ) ( B a? H- Cy -j- E )2 = ax2 -h ib x h- c ; 

elle renferme trois paramètres ne figurant pas dans 

l'expression de la force. Il en résulte que les trajec-

toires correspondant à la loi précédente sont des co-

niques ayant la droite donnée 

Bx -h Cy -4- E = o 

pour diamètre, et l'axe des y pour direction conjuguée. 

Dans le cas particulier où la constante C = o, en 

reprenant l'équation différentielle de la trajectoire, on 

trouve pour la trajectoire des coniques, ayant la droite 

donnée 
B ^ + E = o 

pour asymptote. 

A. Remarquons que des deux premières lois de 

forces données par (6), ainsi que de leurs trajectoires 

correspondantes, ou déduit comme conséquence les 
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deux lois 

(9, ££ ^ 
(ax2-*- ibxy •+• cy2)2 (ax2-h %bx-\- c)2 

On trouve ainsi la deuxième loi de MM. Darboux 

et Halphen, et une nouvelle loi qui satisfait au pro-

blème. On vérifie sans peine que les trajectoires cor-

respondant à la dernière de ces lois sont des coniques 

tangentes aux deux droites données 

ax2 -h ibx -h c = o. 

o. Nous allons montrer que des quatre lois données 

par (6) et (9) on peut déduire quatre autres lois 

distinctes. Nous allons rappeler quelques remarques 

faites dans un travail Sur une transformation réci-
proque en Mécanique {Bull, de la Soc. des Sciences, 
t. X X X I I I ) . 

Supposons un mobile sollicité par une force cen-

trale, et soit 
F = ur 

la loi de la force ; le centre de la force étant à l'origine 

des axes de coordonnées, u est une fonction quel-

conque et r le ra^on vecteur. Si le temps n'entre pas 

explicitement dans la fonction w, et si, pour une cer-

taine fonction de u pouvant dépendre en général de 

x, y et de leurs dérivées par rapport à t> on sait dé-

terminer le mouvement correspondant à la force F , on 

saura aussi déterminer le mouvement si la loi de la 

force est de la forme 

F = - /•, 
u 

où i est l'inverse de la fonction précédente et sur la-

quelle on a fait le changement de x eiy en xf et y' et 
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de x' et y en x et y. En effet, les équations du mou-

vement correspondant à la première loi de force sont 

dix d2 y 
dF = ux> = »y-

Effectuons le changement des fonctions et de la 

variable en posant 

dx . dy , dti 
xt = — — x , yt= - f - = y , —— = u. 

dt ' JX dt J ' dt 

Il résulte des équations du mouvement et de ces der-

nières relations qu'on aura aussi 

dxi , dyi f 

d'où l'on déduit, pour les équations du mouvement 

du point xK, yK, 

d-xx i d'iy\ i 
~dïf = Hxu ~dt\ ^ u y u 

et la proposition est démontrée. 

Cette transformation nous montre que la trajectoire 

du second point est la courbe hodographe du premier 

point, et inversement. Nous savons aussi, d'après le 

travail cité, que la courbe hodographe correspondant 

à uî?e force centrale est la polaire réciproque de la tra-

jectoire par rapport à un cercle ayant pour centre le 

centre de la force qui est pris aussi pour origine de 

l'hodographe, son rayon étant y/y, y étant la constante 

des aires, et tournée d'un angle droit autour de ce 

centre. Il résulte alors que, si en particulier la trajec-

toire correspondant à une force centrale est une 

conique, la courbe hodographe sera aussi une conique, 

et, par conséquent, d'après l'ensemble de ces 

remarques, de toute loi de force centrale, faisant dé-
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crire à son point d'application iine conique, on peut 

déduire une autre loi de force faisant aussi décrire 

à son point d'application une conique. Il résulte alors 

d'après (6) et (9) les quatre lois de force : 

1 
(Bar'-4- C / + E ) » c)* 

* J - — L R > S Ï L R > 
1 FJL (Dx'-+- E / - h F )3 r , FX (ax'2 H- 2 ¿> C / 2 ) 2 R. 

6. Il est facile de vérifier directement que ces quatre 

lois de force satisfont au problème. En effet, les équa-

tions du mouvement correspondant à la première loi 

de force sont : 

dx' _ (Ba?'+ C j ' + E)3 

~dt ~~ ^ x* * 
dy' _ (Bx'-h C y - 4 - E)3 

dt ~~ ^ xs 

d'où l 'on a déduit, par division, 

dy' _ y 
dx x 

Différentions cette dernière relation en prenant x ' 

pour variable indépendante et en regardant x et y 
fonctions de x' par l ' intermédiaire de on aura 

d i y = T 

dx'1 dx' 
~dt 

d où enfin 
d l y _ y 1 
dF* ~ ¡1 ( B / + G y - h E)®' 

qui est l 'équation différentielle de la courbe hodo-

gtaphe correspondant au mouvement cherché. Cette 

équation ne diffère de l 'équation du n° 3 que par le 

changement de x et y en x1 etyf ; il en résulte, par un 

dx 
dt 

dt =y 
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calcul semblable, que la courbe hodographe est une 

conique renfermant trois paramètres arbitraires. Il 

suffit ensuite, comme nous l'avons expliqué, de cher-

cher la polaire réciproque de cette courbe par rapport 

au cercle en question et de la faire tourner d'un angle 

droit autour de ce centre pour avoir la trajectoire du 

mouvement. On suivra une méthode analogue pour la 

deuxième loi de force. 

7. Dans le travail déjà cité, nous avons indiqué une 

formule analogue à celle de Binet, à savoir 

où F représente la force, v la vitesse et a l'angle de la 

vitesse avec Taxe polaire. A l'aide de cette formule, on 

vérifie que les deux dernières lois de forces satisfont 

aussi au problème. 

8. La méthode que nous avons employée nous 

montre qu'il existe des lois de force satisfaisant au 

problème. Le problème sera déterminé et entièrement 

résolu si le nombre de ces lois est limité et si de plus 

on a déterminé toutes ces lois. Il est facile de voir 

que le nombre de ces lois est limité et égal à huit, 

et que de plus il n'existe pas d'autres lois de force que 

les huit lois que nous avons déjà trouvées. 

En effet, supposons le centre de la force à l'origine 

des axes de coordonnées, la loi de la force sera alors 

de la forme 
F = ur. 

On sera alors ramené à chercher le nombre des lois de 
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force satisfaisant au problème, en subdivisant la re-

cherche en plusieurs cas : 

i° La fonction u ne dépend que de et y \ 

20 La fonction u dépend de x' et y' \ 

3° La fonction u dépend de xf ou y' et des coordon-

nées x et y, ou d'une seule de ces coordonnées, ou 

encore d'une seule des coordonnées x ou y et de xf 

et yr, ou d'une seule de ces composantes; 

Enfin : 

4° La fonction u dépend à la fois de x, y, x' et y 

Le premier cas a été déjà résolu par MM. Darboux 

et Halphen. Nous allons reprendre le raisonnement, en 

indiquant une méthode qui s'applique dans tous les cas. 

Soient : 
F = cp (x,y)r 

la loi de la force et 

f(x,y) = 0 

la conique correspondante. 

Si nous multiplions la première des équations du 

mouvement correspondant à cette dernière loi de force 

par — x1 et la seconde par y\ et qu'on les ajoute, on 

aura 
d2 y 

où y est la constante des aires. 

L'équation de la conique nous donne 

dly A_ 

o ù A est le discriminant de la conique; on aura donc, 

en ayant égard à (4) du n° 1 , 

T3A / x 
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si, de plus, nous rendons l'équation de la conique ho-

mogène, on aura, en ayant égard à l'équation de la 

conique, 

f i 2 = a x2-h ?.bxy -+- cy2 ; 

on aura donc finalement 
• \ Y 3 A v 3 A 

( I 0 ) 77? = ï = — 
J z (ax2-r- ibxy H- cy2)2 

Remarquons que ces relations doivent toujours avoir 

lieu en tous les points de laconique f ( x , y ) = o, et 

cela quelles que soient les conditions initiales ; car, si l'on 

passe d'une conique à une autre conique de la même 

famille correspondant à la loi 

F = <p(x,y)r, 

les constantes qui figurent dans les premières fonctions 

de (10) varient en général avec les conditions initiales, 

mais ces relations auront encore lieu le long de la 

seconde conique. 

Je dis que l'une des deux équations (10), dont l'un 

des membres est — y < j > ( x , y ) , doit être une identité. 

En effet, si le contraire a lieu, il sera alors possible 

d'établir entre x et y une seconde relation distincte de 

la relation f ( x , y ) = o, ce qui est absurde. Il résulte 

alors qu'il ne peut y avoir que deux lois de force dé-

pendant delà position du mobile, et ces deux lois sont 

les deux lois 

l i r 

(ax-hby-hc)3 , _ , v J ' (ax2-h ibxy -+- cy2)2 

que nous avons trouvées déjà. 

Il en résulte comme conséquence que, si u ne dépend 

que de xr et y ' , il ne peut y avoir que deux lois satis-
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faisant au problème. En effet, soit 

F = cp (x',y')r 

une loi de force, laquelle, d'après le n° 4, correspond, 

par une transformation corrélative, à la loi 

qui , comme la première, satisfait aussi au problème; 

mais cette dernière loi ne dépend que de la position 

du mobile et, d'après la remarque précédente, il n'y a 

que deux lois de force répondant au problème; il s 'en-

suit alors qu'on ne peut avoir que les deux lois 
3. 

p. (ax'-b by'-h e)3r, j x ( i bxry'-\- cy'2)2 r , 

que nous avons trouvées déjà. 

Un raisonnement analogue au premier raisonnement, 

et en ayant égard à (4) du n° 1 , nous montre que, si la 

loi de la force est de la forme 

F = cp (x', x,y) r ou F = cp (xr, x) r, 

il ne peut y avoir que deux lois, à savoir 

x'3 r x'3 r 
(ax -+- by -h c ) 3 ' ~ " 7 ~J' v J (ax2-h ibx-h c)2 

que nous avons trouvées déjà, sans quoi il sera possible 

d'établir entre les coordonnées xely une seconde rela-

tion distincte de l'équation de la conique f ( x , y ) o, 

ce qui est absurde. Il en résulte, comme conséquence, 

par la transformation corrélative, qu'il n'y a que les 

deux lois 

x~z (ax' -+- by' -h c )3 r, x~z ( a x'2 -+- i b x' -h c )2 r. 

Il noub reste enfin à examiner le cas où la fonction u 

dépend à la fois de x , y, xf e t y f K 
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Remarquons d'abord que la loi 

\kx -h ]xjr -4- v/ ' 

qui résulte comme conséquence des relations (4) du 

n° 1, et où X, jjl, v, X', ¡a' sont des constantes, satisfait 

au problème, de même que la loi qui résulte par la 

transformation corrélative 

\ Vx H- y! y ) 

Remarquons aussi que ces deux lois ne sont pas 

nouvelles, c'est-à-dire distinctes de celles que nous 

avons trouvées déjà. En effet, il suffit de faire une 

transformation des axes de coordonnées ayant la même 

origine, pour ramener ces lois aux deux lois 

_ K (Xtri m / i v03 r 

(Xt^ + f i^-Hv)» 11 ** xi 

que nous avons déjà déterminées. 

Il en résulte alors que toute loi de force de la forme 

F = <p (x,y, x \ y ' ) r 

doit, d'après (4), se réduire à l'une ou l'autre des 

deux lois précédentes; sans quoi il sera possible de 

trouver entre x et y une seconde relation distincte de 

la conique f { x y y ) = o, ce qui est absurde. 

En résumé, le problème est entièrement résolu et 

n'admet d'autres lois de force que les huit lois : 
_ 3 

[k(ax H- by -h c)_3r, p. ( a x2 -h 2 b xy 4- cy2 ) 2 r, 
3 

fx(ax'-h bx'-H c)3/;, ix(ax'2-h 2 bx'y'-±- cy'2)2 r, 
_ 1 

¡xx'3(ax -+- by -h c )~ 3 r , \ix'3 Çax2 -+- 2 bx -h c ) 2 r , 
A 

¡jLX~3(ax'-h by'-h c)3/*, ¡ix~3(ax'2-i- 2 bx' -h c )2r. 
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9. N o u s allons t e r m i n e r par quelques théorèmes 

généraux conduisant à des trajectoires q u i sont des 
coniques. 

T H É O R È M E I . — Si Von donne une droite D et un 
point O, et si un point matériel se meut dans le 
plan de la droite et du point sous Vaction d'une 
force telle que, si en chaque point de la courbe 
hodographe correspondant au mouvement le mo-
ment de la vitesse du point géométrique de la courbe 
hodographe, par rapport au point O pris pour ori-
gine de la courbe hodographe, est proportionnel au 
cube du moment de la vitesse du point correspon-
dant de la trajectoire par rapport au même point O 
et inversement proportionnel au cube de la distance 
du même point de la trajectoire à la droite D, la 
trajectoire sera une conique ayant la droite D pour 
polaire et le point O pour pôle. 

T H É O R È M E I I . — Si un point matériel se meut 
dans un plan sous Vaction d'une force telle quey 

si en chaque point de la courbe hodographe le 
moment de la vitesse du point géométrique de la 
courbe hodographe, par rapport à un point fixe O 
du plan de la trajectoire pris pour origine de tho-
dographe, est proportionnel au cube du moment 
de la vitesse du point correspondant de la trajec-
toire par rapport au même point fixe, la trajec-
toire sera une conique ayant le point fixe pour 
centre. 

T H É O R È M E I I I . — Si un point matériel se meut 
dans un plan sous Vaction d'une force telle que, si 
en chaque point de la courbe hodographe le mo-
ment de la vitesse du point géométrique de la courbe 



( 545 ) 

hodographe, par rapport à un point fixe du plan 
de la trajectoire pris pour origine de la courbe 
hodographe, est proportionnel au cube du moment 
de la vitesse du point correspondant de la trajec-
toire par rapport au même point, et inversement 
proportionnel au cube de la distance du même point 
de la trajectoire au point fixe, la trajectoire sera 
une conique ayant le point fixe pour foyer. 

Les réciproques de ces théorèmes sont aussi vraies. 

La démonstration des théorèmes énoncés ci-dessus 

peut se faire en s'appuyant sur Je théorème général 

suivant, qui est une interprétation géométrique de 

l'une des équations intrinsèques d'Euler : 

Si un mobile se meut dans un plan, le moment 
de la vitesse du point géométrique de la courbe ho-
dographe par rapport à un point du plan de la 
trajectoire pris pour origine de Vhodographe est en 
raison directe du cube de la vitesse du point cor-
respondant de la trajectoire et en raison inverse du 
rayon de courbure. 

On peut établir ce problème soit en partant de 

l'équation d'Euler, soit encore en partant des équations 

du mouvement; on aura, dans ce dernier cas, 

où Mt(P|) est le moment de la vitesse du point géomé-

trique de la courbe hodographe, par rapport à l'origine 

des axes de coordonnées qui est aussi l'origine de la 

courbe hodographe. 

Si nous désignons par p le rayon de courbure en un 

Ann. de Mathémat., 4' série, t. VI. (Décembre 1906.) 35 
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point de la trajectoire, on aura 
3 

d y 
dx* 

H ^ r 
dx2 p 

d'où enfin 

Mt(f>!)= —• 

A l'aide de ce théorème, la démonstration des trois 

théorèmes se ramène à chercher les courbes telles 

où K est une constante, d est la distance d'un point 

de la trajectoire à la droite D, p est la dislance du 

point fixe à la tangente à la trajectoire, et r est le 

rayon vecteur. 

Nous avons montré dans une Note, Sur le rayon 
de courbure d'une conique (Nouv. Ann., 4e série, 

t. I l l) , que les courbes correspondantes sont bien les 

coniques qui figurent dans les énoncés des théorèmes 

précédents. 

qu'en chaque point on ait 

K 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 9 0 6 ) . 

SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE H ; 
PAR M. PARROD. 

I° Éliminons y , p, z entre les quatre premières 

équations, après simplification, il vient 

x du -h doc — qx d$ — o 

(!) Voir l'énoncé dans le numéro de septembre, p. 
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OU 

x(lia da -f- d$) -+- doL — qx d$ = o. 

Identifions et résolvons les équations 

y = fi*, q = «p. 

z = a -h ux, 

Lorsque 
w ŝ = o, M = a H + H 1 ? 

H et H, étant des fonctions de ¡3 seule; alors x, y et z 
sont seulement fonctions de .(3, la surface S se réduit 

à une courbe. 

Cette condition est nécessaire, en effet; il faut que 

/ / r X<X JKg __ ¿g 

y ? 4 
ou 

x{z _ p^a __ i + ¿¿¿a? H- Ma?« 
piPp-l-a? u'px-i-uxp 9 

or 
T -4- U z X = o , 

donc ces égalités n'ont lieu que si 

x'x = O OU u'^i = O. 

L'équation générale des lignes asymptotiques est 

D 2 D'rfa d$ -+- o. 

Le plan tangent ayant pour équation 

Z - s = p ( X — + 
on a 

D = pa7a-. -+- ̂ y^a — s'is = -4- u^tx, 

D' = px'ip-+- qy<x$— «ip = o, 

D* = px'frt -h q / ' p — = "" "p«37-
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L'équation demandée est 

lib da2— up j dfi* = o. 

Le coefficient de dv.d$ est nul, donc les ol = const., 

¡3 = const, sont conjuguées sur S. 

L'équation du plan tangent nous permet de voir que 

ce plan passe par le point fixe (o, o, a ) ; ce point est le 

sommet du cône, le lieu est l'axe des z. 

2° Dérivons trois fois le premier membre de l 'équa-

tion du plan tangent 

( w — ¡ 3 w j * ) X H - U p Y — Z H-a = o, 

on a ' 

(u f a — H- w'ip Y -M = o, 

( w a » — a « » (J ) X M « ' « p Y = o, 

(wa's— ¡3 Ma3p)X-}- Wasp^ï = o. 

Les deux dernières équations doivent être iden-

tiques: 
m iv 

Mot» _ «q^ _ 
Ma: Ma»p 

Intégrons, on a d'abord 

u = M w p - f - a N h- P, 

M, N et P étant des fonctions quelconques de ¡3 seule. 

Pour achever l'intégration, posons 

M = T>K 4 - A B I - F B 2 , 

K étant une fonction de ¡3. 

L'équation différentielle devient 

en posant 
B I = M B J -4- N , 

B 2 = M B ^ H - P , 
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et 
î r K - M K ' , . 

= J M K + l 0 g A ' 

i g 
le produit v j est une fonction — de fi seule; donc 

u = A B -f - a B i - h B 2 . 

Cette condition est d'ailleurs suffisante; l'équation du 

plan tangent devient 

f A B -+• a B j -H B 2 — A B ' - + - a B ; -+- B ^ ) ] X 

-+- ( AB '4- a B ; -+- Bi, ) Y — Z -+- a = o. 

Ce plan passe le point fixe 

(B — f i B ' ) X + B ' Y = o, 

( B j — [âBj ) X -i- B j Y H- i = o, 

( B 2 — p B ' 2 ) X - 4 - B ^ Y — Z = o. 

Lorsque 

u — AB -+- «Bt -4- B2 , 

a p = AB'- f-aB;-4- B'2. 

L'équation différentielle linéaire est 

U — a B ! — B 2 ) B ' — ( u p — aB', — B 2 ) B = o, 

où 

a = £ px py 

la substitution donne une équation de la forme 

P p H— Q q == R« 

Les équations d'une caractéristique sont 

£ = et z px qy = a, 

où p et q sont des fonctions d e e t du paramètre a: 

A étant une fonction quelconque donnée de a. 
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Les surfaces intégrales sont les surfaces S, et les 

équations qui définissent le sommet du cône relatif à 

une ligne ¡3 = const. sont indépendantes de a et 

de A. 

3° Les équations de la droite D étant 

axx-^b¡y-±-cx = o 
, x (CiCipéo), 

a2x -h b2y -H- c2z = o 

le système formé par ces deux équations et les trois 

équations précédentes, définissant le sommet du côner 

doivent avoir une solution; donc 

a , B ' — Ô , ( B — P B ' ) -+- C , ( B B ; — B { B ' ) = o , 

a2 B ' — 6 , ( B — P B ' ) - + - C 2 ( B B I — B , B ' ) = o . 

La fonction B étant quelconque, mais donnée, 

B B , , ~ B t B ' = / < [ > ) • 
Intégrons 

Bj = F i ( P ) 4- B x const., 
de même 

B 2 = F 2 ( P ) -f- B x const. ; 
donc 

« = (A + a x const.-h const. )B -+- a F t ( P) -+- F2( P). 

P o s o n s 

B L = = A , P - + - k u 

B2 = h2 p h-

Les deux équations différentielles deviennent 

B(hlcl — bx) -+- B ' [ P ( 6 t — h^Ci) -h a i — /fiCj] = o, 

B(h2c2 — ùt) H- B'[P(è2— h2c2)-h b2— k2c2] = o. 

Ces deux équations sont satisfaites quelle que 

soit B, si 

b{ a t . a* 
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L'équation différentielle des lignes asymptotiques 

est dans ce cas 

A" B doL2 — AB" = o. 

Les variables sont séparées 

M — M * . « -

En rapportant ces surfaces à de nouvelles coordon-

nées ayant pour axe des z la droite D, le lieu des som-

mets des cônes relatifs aux lignes a = const. sera le 

nouvel axe des c'est-à-dire la droite D , et l'autre 

lieu sera l'ancien axe des z. D'après le théorème de 

Konigs, les plans passant par la droite D et les cônes 

circonscrits ayant leurs sommets sur cette droite dé-

terminent également deux réseaux de lignes conju-

guées; donc les courbes a = const. sont situées dans 

des plans passant par la droite D : il est facile de le 

vérifier en éliminant B et (3 entre les expressions des 

coordonnées qui suivent, on a 

a\x^r b2y — c2z _ 
atx 4- bty 4- ci 

Les équations de l'axe des z primitifs dans ce nou-

veau système d'axes étant 

a z x b d y - i - = o, 

a±x 4- bky — cwz = o. 

Cette réciprocité nous montre que, dans le nouveau 

système d'axes, les expressions des coordonnées se-

raient de la même forme que dans l'ancien système 

après avoir permuté a et p puis remplacé les coeffi-

cients «4, . . . , c2 par a3, . . c k . 
On obtiendra les expressions des coordonnées d'un 
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point d'une surface du deuxième groupe en remplaçant 

les coefficients a M . . c 2 par a 3 , . . c.s. 
Rendons homogènes les coordonnées, on a pour les 

deux groupes de surfaces 

Pi a? = — i , 

Pi7 = — Pi 

ptz = a A ' B — A B -f- p t + h&h 

p i t = A ' B — 

plX — — i, 

p 2 z = aA'B — AB - h p - i ( h k y - h k ^ x ) , 
p2t = A ' B — pî(hzy -f- kzx). 

L'un des groupes se déduit de l'autre par la trans-

formation homographique 

* = X , Y = Y , 

z — h2y — k2x = Z — Y — /C^X, 

t -{- y -t- ki x = T -+- A3 Y -F- X . 

D'ailleurs, la transformation homographique 

A? = — X , 

z — h2y — k2x = Z , 

t -F- hiy -T- ktx = T 

ramène l'équation d'une surface du premier groupe à 

la forme plus simple 
_ 1 

py = % p 
ou y = —-— y 

pz = a A ' B — AB, J A' B 
pt = A ' B A r ¿5 = a r- • 

A 

z est une fonction de a seule: donc l'équation d'une 
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surface est de la forme 

/ e t <p étant des fonctions quelconques. 

CORRESPONDANCE. 

M. H i l a i r e . — A propos des deux articles de M. Bri-
card sur la Géométrie de direction (avril et octobre 1906, 
p. 159 et .¡33). 

Au début de son premier article, l'auteur se demande si 
Laguerre n'a pas été conduit à la Géométrie de direction par 
des considérations de Géométrie dans l'espace. 

Le fait est certain ; dans une Notice écrite pour le Journal 
de VEcole Polytechnique et reproduite par les Nouvelles 
Annales (1887, p. io5), M. Rouché explique d'une façon très 
nette comment Laguerre a puisé dans la Géométrie de la 
sphère Vidée de sa théorie des cycles (§ VI, p. i45 et suiv.). 

La phrase qui termine le paragraphe VI (p. 148) résume la 
JNote rappelée par M. Bricard au début de son second article. 

Dans le premier article je relève une faute d'impression (!). 

M. H i l a i r e . — Sur le problème de Mathématiques élé-
mentaires proposé au dernier concours d'Agrégation (sep-
tembre 1906, solution de M. Clapier, p. 4n)-

Le lieu demandé par la première partie de l'énoncé s'obtient 
de suite par l'application du théorème très général que voici 
(voir, par exemple, un article de M. de Saint-Germain, N. A., 
1884, p. 37 et 38) : 

Soient n points, A, B, C, L affectés chacun d'un 
coefficient spécial a, ¡3, y» • • •> ^ > Von désigne par z la 
somme a + ^ + par T le centre des distances 

(*) Voir les Errata. 
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proportionnelles relatif aux n points et aux n coefficients 
donnés, on a 

— x S a M Â 2 — SgftÀB2 

T2 

Ce théorème pouvait être connu des candidats, car il figure 
aujourd'hui, sous une forme un peu différente, il est vrai, 
dans les traités de Géométrie (voir, par exemple, le Traité 
de M. Guichard, t. II. Compléments, p. 179, où le théorème 
est attribué à Leibniz). 

On a, en conservant les mêmes notations, 

— « = V q M Â ' - S a T Â 5 

— 2 
Sur chacune des deux formes on voit que, 2 a MA étant 

constant, MT l'est aussi : donc le lieu des points M t tels 
* 2 

que a S M A est constant est un cercle (ou une sphère, si le 
point M n'est pas assujetti à rester dans un même plan), dont 
le centre est le point T et dont le rayon est aussi en évidence. 

La première forme convient mieux au problème d'agréga-
tion, parce qu'elle donne immédiatement le rayon du cercle 
en fonction des côtés du triangle ABC. On peut constater de la 
sorte que le rayon est nul pour le cercle correspondant à la 
combinaison des trois signes -4-. M. Clapier, qui appelle 
ce cercle S', n'a pas signalé cette particularité. 

En résumé, sur les huit cercles formant le lieu complet, 
seuls les trois premiers SA, SB, Se sont des cercles proprement 
dits, le quatrième S' se réduit à un point, les quatre derniers 
sont imaginaires. 

B I B L I O G R A P H E . 

M É L A N G E S DE G É O M É T R I E A Q U A T R E D I M E N S I O N S ; p a r 

E. Jo u f f ret. — i vol. grand in-8 de xi-227 pages, 

av. 49 ligures. P r i x ; 5o. Paris, Gauthier-Villars, 

1906. 

Cet Ouvrage posthume du colonel E. Jouffret fait suite au 
Traité élémentaire de Géométrie à quatre dimensions, 
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paru en 1903 et dont j'ai rendu compte ici même( 1 ) . Son but 
principal est de montrer, par des applications diverses, quel 
secours la Géométrie de l'espace et même la Géométrie plane 
peuvent tirer de la considération de figures à quatre dimen-
sions. 

Ce Livre est plus riche en résultats mathématiques que son 
prédécesseur; il est aussi plus rempli d'idées personnelles que 
ne le laisserait croire un premier examen : il semblerait, à 
voir le nombre des citations et des références, que l'auteur a 
simplement dépouillé beaucoup de Mémoires et s'est contenté 
d'en transcrire les résultats principaux. Mais le colonel Jouf-
fret était de ces savants modestes et peu communs qui s'ef-
facent par prédilection et qui rougiraient presque qu'on les 
soupçonnât d'inventer. A regarder les choses de plus près, on 
se rend compte de l'effort qu'a demandé la coordination de 
travaux souvent très ardus, écrits à des points de vue très 
différents les uns des autres; on est frappé de l'originalité de 
1 exposition; on se trouve, en un mot, en présence non d'une 
compilation mais d'une œuvre personnelle. 

Dans les deux premiers Chapitres, l'auteur revient sur les 
principes de la Géométrie à quatre dimensions et sur les trois 
premiers polyédroïdes, qu'il étudie plus à fond que dans le 
Traité élémentaire. 

Les trois Chapitres suivants constituent la partie la plus in-
téressante, à mon avis, de l 'Ouvrage. Ilssont consacrés à l 'hexa-
gramme de Pascal, considéré d'abord en lui-même, puis dans 
ses relations avec la surface du troisième ordre, et enfin dans 
ses relations avec la figure à quatre dimensions que les géo-
mètres anglais ont nommée hexastigme. On est frappé de 
voir, à mesure que le champ s'élève, les nombreuses pro-
priétés de l'hexagramme se grouper peu à peu en consé-
quences simples de propriétés presque intuitives de l 'hexas-
tigme : l'auteur ne pouvait choisir de meilleur exemple à 
l'appui de sa thèse. Notons en passant que les trois Chapitres 
dont il s'agit contiennent une foule de renseignements sur la 
surface de troisième ordre, sur ses 27 droites, sur d'autres 
surfaces, etc... 

Les deux Chapitres suivants traitent des hyperquadriques et 

( » ) I 9 O3, p. 220. 
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de leurs intersections avec de nouvelles applications à la Géo-
métrie de l'espace. 

Le dernier Chapitre enfin contient des développements 
philosophiques sur la question de l'objectivité de l'espace à 
quatre dimensions, sur la possibilité de son application à 
l'intelligence du monde où nous vivons. De telles spéculations 
conduisent nécessairement à l'examen de certains phénomènes 
dont la réalité est affirmée par les spirites. L'auteur présente 
les arguments de Zöllner avec la même conscience et la même 
mpartialité qu'il a étudié l 'hexastigme... . Avec trop d'impar-

tialité, dirai-je presque, car on aurait aimé connaître ici la 
pensée intime de l'auteur. 

Les 49 figures de l 'Ouvrage, dont quelques-unes sont plus . 
compliquées encore que celles du Traité élémentaire, ont 
été exécutées avec la même perfection. R. B. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Caen. 

EPREUVE ÉCRITE. — F. Trajectoires orthogonales des stro-
phoïdes 

x(x2 -¡-y2) — a(x2 — y2) = o, 

a étant arbitraire. Construire une de ces trajectoires 
[l'équation d'une trajectoire est r2 = C3sinO(i-f- 2cos20)]. 

II. Etant donnés deux axes rectangulaires OX, O Y , on 
considère un point A, de masse i, assujetti à glisser sur OX, 
et un point B, de masse 8, libre de se mouvoir dans le 
plan O X Y . Les deux points s'attirent avec une force égale 
à 8 A B : à Vinstant initial ils sont au repos, A à Vorigine, 
B en un point x0 = y0 — 9. Mouvement du système : con-
struire la trajectoire en B. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Étant donnés trois axes rectangu-
laires OX, OY, OZ, sur la parabole 

-3 — 0, x2—iy — o, 
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on prend un point quelconque M, par lequel on mène MP 
parallèle à OZ et égale au double de Vaire comprise entre 
l'arc OM et sa corde : rectifier la courbe lieu des points P. 
Calculer l'aire cylindrique U> engendrée par les droites MP 
et comprise entre les arcs OM, O P et la droite MP. En 
prenant le mètre pour unité de longueur et supposant 
l'abscisse des points M, P égale à 2, calculer W à moins 
de icmî. 

ds = ^ [ -+- i x^j dx, 

1 3 X 2 — 2 . I 
(0 = — 4 ( I & ) j 

90 
C O j = i m ' , 2 6 4 5 . 

( N o v e m b r e 1906.) 

Grenoble. 

COMPOSITION. — I° Intégrer le système d'équations d i f f é -
rentielles 

dx —— = x — y — t — 2, 
dt J 
dy 
- f - = y-h t. 
dt J 

20 Déterminer une solution particulière telle que, pour 
t = o, on ait x = o, y = o. Construire pour cette solution 
particulière la courbe que décrit le point de coordonnées 
x, y quand t varie. 

3° Déterminer : ¡T° Vaire comprise entre cette courbe, 
l'axe des x et la droite x — 1 ; 2° l'aire comprise entre la 
courbe et la droite x = 1. 

4° Montrer que, par le point x — 1, y — — 1, on ne peut 
mener qu'une tangente à la courbe. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Calculer les coordonnées du centre 
de gravité de Vaire limitée par la courbe 

_ x 

/1 — x2 

l'axe des x et la droite x = t, lorsque t est compris entre o 
et 1. 



Que deviennent les 
V* 

II. Montrer que l'équation 

r x X2 dx _ 
J m 7 2 " 2 

n'a qu'une racine. La calculer par approximations. 

É P R E U V E É C R I T E . — 1 . a et b désignant deux longueurs 

données (a > b), et Ox, 0y, Oz étant trois axes rectangu-
laires, les équations 

représentent une ellipse située dans le plan xOy : trou-
ver et construire la courbe (T) lieu des pieds des perpen-
diculaires abaissées de Vorigine sur les tangentes à l'el-
lipse, former l'équation de (T) en coordonnées polaires. 

2. Calculer l'aire de la portion de plan située à Vinté-
rieur de (Y). 

3. La courbe (V)est la directrice d'un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles «OÎ, construire la projection 
sur le plan xOz de l'intersection de ce cylindre avec une 
sphère de centre O et de rayon a. 

4. Calculer le volume de la portion de l'espace limitée 
par ce cylindre et la sphère qui viennent d'être définis. 

5. a et b variant de telle sorte que la différence a2 — b2 

conserve une valeur constante donnée, (T) engendre une 
famille de courbes; former et intégrer l'équation d i f f é -
rentielle des trajectoires orthogonales de ces courbes. 

( N o v e m b r e 1 9 0 6 . ) 

Lille. 

A L G È B R E E T G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E . 

z = o, = o 
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M É C A N I Q U E . 

I. Pendule simple dans le vide. 

II. Un voyageur, qui se trouve dans un wagon en marche, 
abandonne librement à lui-même, sans vitesse relative, un 
point matériel pesant en un point situé sur la verticale 
médiane du wagon, à im au-dessus du plancher. On de-
mande d'étudier le mouvement relatif de ce point pesant, 
par rapport au wagon, dans les deux cas suivants ; 

j° Le wagon a un mouvement uniformément accéléré; 
son accélération est de om, 5o par seconde, et sa vitesse est 
de 4okm à l'heure, à l'instant même où on lâche le point 
pesant. 

Le wagon se meut avec une vitesse constante de So1™1 à 
l'heure sur un cercle de 8om de rayon. 

(Novembre 1 9 0 6 . ) 

Montpellier. 

É P R E U V E É C R I T E . — Quantités imaginaires. Représen 

tation trigonométrique et exponentielle. Formule de 
Mo ivre. 

Mettre log nép (x -\-yi) sous la forme X + /Y, et véri-
fier que X et Y sont des fonctions de x et y vérifiant l'équa-
tion de Laplace 

ouj OMJ _ 
ox2 oy"1 

Partant ensuite du développement de log( i -4- z) en série 
de Taylor, on y remplacera z par r(cosô -h ¿sin8), et l'on 
séparera dans les deux membres la partie réelle de la 
partie purement imaginaire, ce qui donnera deux déve-
loppements remarquables. Ces développements sont-ils va-
lables pour toutes les valeurs de r et de 6. 

On fixera ensuite son attention sur celui de ces dévelop-
pements qui ne contient que des sinus, et l'on montrera 

que pour r = 1 il représente —•> et l'on se proposera de re-

trouver directement ce développement en développant — en 

série trigonométrique. 
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EPREUVE PRATIQUE. — On considère un cercle G et une 

tangente ON fixes. Par O on mène un rayon vecteur OM 
et Von projette M en N sur la tangente fixe. On prolonge 

OM de MP = MN. Lieu de P. 

Lorsque 0 varie de o° à 90°, la courbe ( P ) enferme au-
dessus de l'axe OC une aire que Von demande d'évaluer. 

(Novembre 1906.) 

Toulouse. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. L'équation d'une droite, rapportée 
à deux axes rectangulaires Ox, O y, est 

y = tx -+-

où t désigne un paramètre variable. 
Construire l'enveloppe K de cette droite. 
Calculer la longueur d'un arc OM de la courbe k, le 

rayon de courbure au point M. 
A désignant le point de la courbe où le coefficient angu-

laire de la tangente est égal à un, calculer l'aire limitée 
par l'arc OA et par les tangentes aux extrémités de cet 
arc. 

Supposant ensuite que t désigne le temps, le point de 
contact de la droite mobile a un certain mouvement sur 
sa trajectoire K. 

Trouver, à un instant quelconque, la vitesse, l'accéléra-
tion normale de ce mouvement, et calculer l'énergie ciné-
tique du point à Vinstant où il passe en A , en supposant 
la masse du point égale à 
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II. Trouver l'intégrale générale de Véquation 

d*x dx 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I° Calculer la quantité <p déter-
minée par la formule 

<p = i , o 5 6 5 L + 9 X io~ 7 — -+- 0,0902 

pour t = 3 2 6 . 

2 ° Calculer <p par la formule approchée 

27Ì 

pour la même valeur de la variable t. 
3° Trouver l'erreur relative commise en substituant la 

formule approchée à la formule exacte. 

NOTE. — Dans les formules ci-dessus, la notation La in-
dique le logarithme népérien de a. 

(Novembre 1 9 0 6 . ) , 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Caen. ; 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I. Un point M, de masse 1, est assu-
jetti à rester sur la surface S définie par les équations 

x^ucosk, y = z — 

il est attiré vers l'axe des z par une force — à Vin-

stant initial, on a s 

, du ' mtù d^j " 10' ' 
u = m , <Jf = o , - —77 — — = r y - 7 7 = - • 
t 7 1 dt dt 2 

Détemminer le mouvement de M et sa pression sur. S. : 

A in. de Mathémat., 4e série, t. VI. (Décembre 1006.) 36 
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SOLUTION. 

, - « s db ' da mz w 
(u*-f- m2) = m^u), — = . 

dt dt 

N = 

u(u*~h m2)2 

II. pldque très mince, homogène, soustraite à l'ac-
tion de toute force extérieure, a la forme d'un triangle 
isoscèle OAB rfo/ii la hauteur OH, bissectrice de l'angle O, 

est égale à h et la base AB à h v/6. La plaque peut tourner 
autour du sommet O qui est fixe. 

Déterminer son mouvement en supposant qu'à l'instant 
initial elle est animée d'une rotation 2w autour d'un 
axe qui se projette sur O A B suivant OH et fait avec cette 
droite un angle de 3o°. 

SOLUTION. 

Les moments principaux relatifs au point O sont propor-
tionnels à i , 2, 3 et Ton est dans le cas simple du mouve-
ment de Poinsot (B = D). 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, à os ,ooi près, le temps 
que met un point pesant pour parcourir une circonfé-
rence de im de rayon située dans un plan vertical. La 
vitesse au point le plus haut est i y/g (g = gm, 809). On 
demande la vitesse au point le plus bas du cercle. 

(Juillet 1906.) 

Grenoble. 

EPREUVE ÉCRITE. — Un losange articulé, pesant, O A B A \ 
est constitué par quatre tiges de même masse M, de même 
longueur l. L'un des sommets O du losange est fixe; le 
sommet opposé B décrit la verticale descendante O z x du 
point O. Les liaisons sont sans frottement. 

On désigne par 2O l'angle A O A ' du losange, , par 
l'angle que fait le plan du losange avec un plan vertical 
fixex\Ozi. 
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i° Déterminer le mouvement du système et discuter, 

dans le cas particulier où la dérivée de 0 par rapport a,u 
temps est nulle à Vinstant initial. 

i° On considère un second système identique au précé-
dent, assujetti aux mêmes liaisons et, en plus, à une 
liaison nouvelle obligeant le plan du losange à tourner 
uniformément autour de O-Sj. Déterminer le mouvement 
du système. 

(La discussion n'est pas demandée pour cette dernière 

question.) 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Une plaque homogène d'épaisseur 
négligeable a la forme d'un triangle équilatéral A B C 
de coté a. Ce triangle est pesant et se trouve assujetti à 

se mouvoir dans un plan vertical jixe. En B et C sont 
implantés, normalement au plan du triangle, deux clous 
de masses et de dimensions négligeables. Chacun de ces 
clous est l'axe de deux roues planes infiniment minces, 
circulaires, pesantes, qui lui sont nwmales et qui sont 
equidistantes du plan du triangle. 

Les quatre roues ont même masse m et même rayon r. 
Elles s'appuient sur la surface intérieure d'un cylindre 
circulaire droit de rayon fl + r dont les génératrices sont 
normales au plan de la plaque; elles ne peuvent que 
rouler sans glisser sur les cylindres. Les lianam sont 
sans frottement. 

Soient AH la hauteur de A B C issue de Á, 8 l'angl* 
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de AH avec la verticale descendante A z , 8' la dérivée de 8 
par rapport au temps t. 

On demande : i° De trouver le moment d'inertie IA du 
triangle A B C relativement à son sommet A ; 

•2" De calculer (pour des valeurs de 8 et 8' supposées 
connues) les vitesses angulaires des roues par rapport à 
des axes de directions fixes; 

3° D'écrire Véquation du mouvement du système, de 
déterminer la durée des oscillations infiniment petites 
autour de la position d'équilibre stable; 

4° De calculer les réactions exercées par les clous sur 
la plaque ABC. On admet que ces réactions sont dans le 
plan de la plaque, normales au cercle décrit par les 
points B et G. (Juillet 1906.) 

Montpellier. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I° Mouvement d'un cône solide, homo-
gène et pesant, dont le sommet est assujetti à se déplacer 
sans frottement sur un plan fixe incliné sur l'horizon. 

20 Etudier en détail le mouvement et, en particulier, 
reconnaître si le cône vient toucher le plan fixe, dans les 
hypothèses suivantes : le rayon de base du cône est égal 
à la hauteur est égale à 2, le eosinus de l'angle du plan 

3 

Jixe avec l'horizon est égal à • A l'origine du mouve-
ment, l'axe du cône est immobile et perpendiculaire au 
plan fixe; le cône est animé d'une rotation donnée autour 
de son axe. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Distribution des vitesses dans un 
solide en mouvement. 

Quel est, à un instant donné, le lieu des points du solide 
dont les vitesses concourent en un point donné? 

(Juillet J906.) 

Rennes. 

ÉPREUVE THÉORIQUE.— Une barre rigide A B , homogène et 
pesante, peut tourner librement autour de son extrémité A . 
A Vautre extrémité B s'attache un fil flexible inextensible 
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et de masse négligeable B O P , qui vient passer en 0 dans 
un anneau très petit, et retombe ensuite verticalement, 
supportant un poids P. Tous les éléments restent dans un 

• p 

même plan vertical; les points fixes A et O sont sur une 
même horizontale, la distance AO est égale à la longueur 
de la barre; il n'y a pas de frottement. 

Déterminer les positions d'équilibre et étudier les mou-
vements possibles du système, en particulier les petits mou-
vements. Calculer les réactions. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Centre de percussion d'un] rec-
tangle mobile autour d'un de ses cotés AB. 

B ' C' 

A O 

Le rectangle considéré comprend un châssis formé d'un 
cadre et d'une traverse, qui limitent deux panneaux 
A ' B ' C ' D ' , A ' B ' C ' D " . 

Le cadre et la traverse ont la même densité p ; les pan-

neaux ont la densité pr = ~ p. 
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Dimensions : 

AB = 2m, 10, BG = om. 80, 

A 'B ' = im, B ' C ' = o m , 6 o , 

B" A' = om ,10 A"B" = om, 80. 

Largeur du cadre : om, 10. (Juillet 1906.) 

Toulouse. 

EPREUVE ÉCRITE. — On donne un cône circulaire droit 
dont la base repose sur un plan horizontal, dont l'axe SO 
est vertical et qui est absolument fixe. 

Une roue circulaire dont le rayon est égal à la généra-
trice SB du cône porte à sa circonférence un canal annu-
laire de très petite section, dans l'intérieur duquel on a 
introduit une sphère homogène pesante de masse m, d'un 
très petit diamètre égal à celui du canal et qui peut 
glisser sans frottement dans ce canal. 

Le centre de la roue s'appuie sur le sommet S du cône 
fixe; elle est assujettie à rouler d'un mouvement uniforme 
sur le cône, son plan restant constamment tangent au 
cône, de sorte que les rayons de la roue viennent s'appli-
quer sur les génératrices du cône et les points de la cir-
conférence de la roue sur les points de la circonférence 
de la base du cône. 

On demande d'étudier le mouvement relatif de la 
sphère dans le canal. 

Données : a l'angle au sommet du cône; <u la vitesse an-
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gulaire de rotation constante du plan de la roue autour 
de chaque génératrice du cône; R le rayon de la roue; 
m la masse de la petite sphère mobile; cp0 Vangle formé 
par le rayon SM0 de la roue avec l'horizontale Sx à 
Vinstant initial. 

On supposera nulle la vitesse initiale relative. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — La densité 8 en tout point d'une 
sphère de rayon égal à l 'unité suit la loi 

3 o = - e~r, e= 2,718-28, 

r désignant la distance du point au centre. 
On demande : 
i° La masse totale de la sphère; 
20 Le moment d'inertie de la sphère autour d'un de ses 

diamètres ; 
3° En supposant cette sphère animée d'un mouvement 

de translation uniforme de d'unité de longueur par 

seconde et d'un mouvement de rotation autour d'un de 
ses diamètres de un tour en 24 heures, de calculer la dis-
tance au centre de la percussion capable de lui commu-
niquer ce double mouvement. ( Ju i l l e t 1906.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

1967. 
(1903, p. 144.) 

Soient AIB une corde d'un cercle, AJB un des arcs sous-
tendus, I et J étant les points milieux ; M étant un point 
quelconque de la corde AB, élevons par ce point une per-
pendiculaire sur cette corde; elle va rencontrer une des 

AM 1 

cordes AJ ou J B en un point Mj , AJ si -^-g- < et J B 

si ^ ^ > Procédant sur la corde qui comprend Mi 
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comme tantôt sur AB et M, on obtient un point M2. On 
obtient ainsi une suite de points M1? M2, Mw qui ont 
pour limite un point de Varc AJB, le partageant dans le 

AM 
rapport -^g-* On demande les coordonnées du point 

A . P E L L E T . 

S O L U T I O N 

P a r M . L E T I E R C E . 

Supposons ^ ^ < ^ ; O étant le centre du cercle, prenons 

pour axe des x le diamètre OA, pour axe des y le diamètre 
perpendiculaire, et soit a = arc AJB. Nous définirons un 
point quelconque G de la circonférence par l'angle de OG 
avec O x . 

AM 

Le rapport y = - jg- peut se mettre sous la forme 

X = - 1 

où /ii, /i2, . . . , n^j . . . sont des entiers égaux ou supérieurs 
à i, et, pour la commodité de l'écriture, posons 

= 4 ~ -+- . . . -W-i)*" 1 4 

avec j 

sk = Tîi n2 - h . . . -4- n * . 

Les sI premiers points MI, M2, . . . , MY, sont sur les droites 

A J , A J I , . . . , A J J 4 — I , 

issues de A ; les rapports 

A M T A M O A M , , 

A J * 9 A J T 9 A J I T _ I 

sont égaux respectivement à 

j 2X, 2*X, . . . , 9/iX, 

tous inférieurs à - 7 sauf le dernier, et les points J, Jlf . . . , 
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J i t_i sont définis par les angles 

a a a , ... } , 
2 22 %s\ 

Les n2 points suivants M J l + 1 , M i l + Î , MSi sont sur 

les droites J,Vl_iJ5l, J^- iJ^+i , J ^ ^ J ^ j issues de J i r - i ; 

i i % AM 
les rapports analogues a -r-̂ - sont 

A D 

^ ( X t - X ) , a ' . + t ( X , - X ) , a ' i ( X i - X ) , 

et les points J,4 , Jj3_i sont définis par les angles 

D'une façon générale, si n = m, avec o < m S n^x, 

on voit aisément que le point M„ est sur la corde ( J .̂—i J^+m-i) 

dont les extrémités sont définies par les angles ocX* et 

> e l i u e a 

Jijk— 1 Jifc-Wîl—1 

Gela étant, en prenant pour unité le rayon du cercle, les 

coordonnées du point M^ sont : 

x — cosaX/f-h (—i)*2 r a (X — X/c) | c o s a ^ ¿ - t - J — cosaX* | 

y = sinaX* -+- ( — i)*2»(X — \ k ) | sin a j — sinotX* | 

qui peuvent s'écrire 

= c o s a X A : - b ( — 2 " " + _ 1 ( X — X A ) s i n a j ^ - t - — J ^ r j s i n ( ~ i ^ r 

= sinaXA •+• ( — i)^ a»+i(X — — 
2n+i 

Lorsque n croît indéfiniment, le produit 2W_M(X — X*) reste 

toujours en valeur absolue inférieur à 2, sin tend 
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vers o, et la limite de M« est le point de coordonnées 

cosaX, sinaX, 

qui satisfait bien aux conditions de l 'énoncé. 

c . AM ^ i . . . . BM Ï 
Si —r-rr > - » on considérera le rapport -=-7- C - et Ion 

A B 1 1 r BA 2 
prendra OB pour axe des x. 

2006. 
( 1905, p. 48. ) 

Soit m un nombre impair positif quelconque. Formons 
la suite 

W m \ W'^m], . . . , — i ) / n ] , 

en désignant, suivant Vusage, par [x] le nombre entier 
défini par 

x — 1 < [x] 1 X. 

i° Dans la suite ainsi obtenue il ne peut y avoir plus de 
deux termes égaux; 

2° La même suite, au contraire, contient des couples de 

termes égaux, et le nombre de ces couples est 

EXEMPLE. — • P o u r m — 9, la suite est la suivante : 

3 , 4 , 5 , 6 , 6 , 7, 7, 8 , 

et elle contient 2 = couples de termes égaux. 

( R . B R I C A R D . ) 

SOLUTION 

, P a r M . PÀRROD. 

I° S'il y avait trois termes égaux, ils seraient consécutifs ; on 

aurait 

a2l h m <(a + i )2, 

2)m <(a-w)2, 
donc 

2 m < 2a>+ 1, 

m -



( 57' ) 
or 

a < m — i ; 

c'est donc impossible. 

2° Cette suite renferme des termes égaux, car le nombre 

des termes est supérieur à la différence des extrêmes plus r 

m — [ >/m\ 

Il y a donc au moins [ / ^ J — i couples de termes égaux. A 

deux termes égaux correspondent les inégalités 

i)2, 

<(a-h i)2, 

m — i m < 2 a 1, a > 

donc 

Or 

i / v X m 

par suite pour ces termes 

La différence de deux termes consécutifs peut être supé-

rieure à i ; on aurait alors, par exemple, 

donc 

a2^ (hm < (a -i- i)2, 

( a + 2 ) 2 i ( / n - i ) / K ( a + 3 ) 2 , 

, m — 3 

et 

m ^ 2 a -f- 3, 
"Z 

On a ainsi partagé la suite en deux; la différence des 

— — \ f m \ - \ - i , le nombre A 1 1 • » 

extremes de la premiere est — — 

des termes est J ^ T J ' différence est le nombre dont il faut 

augmenter — i pour avoir le nombre exact des couples 
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égaux ; on a ainsi 

m — i m 
~ 7 

ou 
[m~I f m i _ r ^ i 

^J LÏ I~LTJ ' 

Remarque. — Le théorème est encore exact quand m es 

pair. Quand m est un multiple de 4, pour h — ~ on a 

4 
/m m 

V / 7 x m = T 
et 

r /m -4-4 1 _ m. 
IV — X M\ ~ - ' 

ces deux termes sont égaux, mais aucun de ceux qui les pré-
cèdent ne sont égaux. 

2035. 
(1906, p . 9«.) 

Soient ABC, A ' B ' C deux triangles. Si les droites AA', BB', 
C C rencontrent respectivement les côtés a, c du premier 
triangle en trois points situés sur une même droite, les 

points (a, a'), (b, b'), (c, c') se joignent aux sommets A ' , 
B', C du second triangle par trois droites concourantes. 

(R. B.) 

S O L U T I O N 

P a r M . G . FONTENÉ. 

Le triangle ABC étant pris comme triangle de référence, 
soient 

ax -+- a!y 4- a"z = o, b x b ' y b " z = o, 

ex -h c'y -h c"z = o 

les équations des côtés du triangle A 'B 'C ' . Si l'on désigne 
par A, A', A", B, B', . . . , les mineurs du déterminant 

a a' à' 
b b' b" , 
c c c" 
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affectés des signes qui concernent le développement de ce 
déterminant, on a pour les coordonnées du point A', par 
exemple, 

x _ y _ z 
Â ~ Â7 ~~ Â7'* 

de sorte que la droite A A ' rencontre le côté BG ou a en un 
point dont les coordonnées sont O, A', A"; l'hypothèse de 
l'énoncé se traduit donc par la condition 

(0 

O A' A" 

B O B * 

G G' O 

Une droite passant en A' a une équation de la forme 

$(bx -+- b'y H- b" z) -+- y (ex -+• c'y -h c" z ) — o ; 

elle passe au point ( a , a ' ) , si l'équation 

a ( a x -h a' y -h a" z) 

-h $(bx -+- b'y -h b"z) -h *((cx -+- c'y -+- c"z) = o 

peut se réduire à x = o, c'est-à-dire si l'on peut avoir 

a! a -f- b' ¡3 -H c'y = o, 

il faut donc prendre 

p _ Ï 
B - C ' 

et l'équation de la droite considérée est 

B(bx-h b'y -h b"z) -+- C (ex -h c'y -f- c" z ) = o 

en écrivant que cette droite et les deux droites analogues sont 
concourantes, on retombe, comme l'on voit, sur la condi-
tion (i). 

On démontrerait d'une manière toute semblable le théo-
rème suivant : Soient ABGD, A ' B ' C ' D ' deux tétraèdres. Si 
les droites A A', BB', CC', DD' rencontrent respectivement 
les plans a, b, c, d des faces du premier tétraèdre en quatre 
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points situés dans un même plan, les droites (a, a'), 
(b, ¿>'), . . . déterminent avec les sommets A', B', G', D' du 
second tétraèdre quatre plans qui ont un point commun. 

A u t r e s s o l u t i o n s d e M M . PAINVIN, P À R R O D , R E T A L I , SICARD e t 

SONDÂT. 

NOTE. 

Voici une démonstration par la méthode de Grassmann de 
l'extension à l'espace indiquée par M. Fontené. Une démon-
stration toute semblable s'appliquerait à la question 2033. 

Le point de rencontre de la droite A A ' et du plan a ou BCI> 
est donné par le produit régressif 

A A ' . B C D = A A ' C D . B -+- A A ' D B . C -4- A A ' B G . D . 

En écrivant que ce point et les trois points analogues sont 
dans un même plan, on obtient la condition 

o A A ' C D A A ' D B A A ' B C 

B B ' C D o BB'DA B B ' A C 
(1) — o. 

C C ' B D GC'DA o C C ' A B 

DD'BG D D ' C A D D ' A B o 

D'autre part la droite ( a , a') est donnée par le produit ré-
gressif 

B C D . B C D = B ' B C D . C ' D ' h - C'BCD.D'B'-+- D ' B C D . B ' C ' , 

et le plan passant par cçtte droite et par le point A' a pour 
expression 

B ' B C D . C ' D ' A ' C ' B C D . D ' B ' A ' - h D ' B C D . B ' C ' A ' 

= B ' B C D . è ' -h C ' B C D . c ' - b D'BGD .d'. 

Kn écrivant que ce"plan et I$s trois plans analogues passent 
par un même point, on a 

o B ' B C D C ' B C D D' BCD 

A ' C D A o C'GDA D ' C D A ' • 

( 2 ) A ' D A B B ' D A B o D'DAB ~ 

A ' A B C B' A B C C ' A B C o 
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Si l'on écrit la relation (i) 

o ß r 8 

a' o y' 8' 

a* o 8" 

a'" ¡r i" . o 

OL a" 

O 

— o 3' — 8" o 

ce qui revient manifestement au même. R. B. 

QUESTIONS. 

2055. La parabole inscrite clans le quadrilatère formé par 
les deux axes d'une conique, la tangente et la normale en un 
point M de cette conique touche, comme l'on sait, la nor-
male au centre de courbure en M. Trouver le lieu du foyer de 
cette parabole lorsque le point M se déplace sur la conique. 

( A . P E L L E T . ) 

2056. Trouver le minimum de la plus courte distance des 
cercles osculateurs aux sommets situés sur le grand axe et 
le petit axe d'une ellipse, pour les ellipses ayant même cercle 
de Monge ou même axe. ( A . P E L L E T . ) 

2057. Si, dans le triangle arithmétique, on multiplie les 

nombres figurés successifs d'ordre p à partir du premier, par 

les coefficients successifs du développement de ( x a ) n a 

partir de CJ, et si Ton ajoute les n — q -+- i produits affectés 



( W ) 
alternativement du signe -+- et du signe — , la somme obtenue 
est nulle pour q S.p\ et pour q— p 1, p + 2 , . . n , ce qui 
suppose n > on obtient les coefficients du développement 
d e (x -F- a)n~P~l. G . F O N T E N É . 

2058. Dans le triangle A B C , on mène les parallèles 
B y, C s à une direction donnée. Démontrer que Taxe d'homo-
logie A (Xp.v ) du triangle ABG et xyz touche l'ellipse tangente 
aux milieux des côtés de ABG en un point w qui est le centre 
commun à la conique Q inscrite à ABG en x, y, z et à la 
conique R inscrite en A, B, G au triangle des droites AX, 
BJJL, C v . ( P . S O N D Â T . ) 

ERRATA. 

Page 171, ligne 12, au lieu de : (¡3), lire : (y). 
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