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[M21Db]
POINTS MULTIPLES DES SURFACES ALGEBRIQUES;
Par M. LANCELOT.

Nous ne nous sommes, jusqu’ici, occupés que des
points simples, c'est-a-dire des points de la surface

f(z,y,3)=0

pour lesquels les trois dérivées partielles f, f;, f. ne
sont pas toutes trois nulles.

Points doubles. — Supposons que, pour un point M
de la surface, les trois dérivées partielles s’annulent.
L’équation aux A des points d'intersection de la surface
¢t d’une droite passant par M est alors

A2
T';("ffr‘*‘ vfy+wfi)m
23

-+ m(uf;+vf§-+wf;)(;,+...&= «
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et elle a toujours au moins une racine double nulle.
Toute droite passant par M y coupe la surface en deux
points confondus.

Supposons que le coefficient de X2 ne soit pas iden-
tiquement nul, ¢’est-a-dire queles six dérivées partielles
du second ordre f)s, f1iy [, JZp }','z, f., ne soient pas
toutes nulles. En général deux points sculement de 'in-
tersection seront confondus en M : le point M est dit
poinit double.

Un troisiéme point viendra se confondre avee les deux
premiers, si 'on prend une droite dont les paramétres
directeurs satisfont a I'équation

(ufl+vofy4+wfl)s=o.

Unetelle droite estdite tangente a la surface du point
double M, et y coupe la surface en trois points con-
fondus. En un point double, il y a donc une infinité
de tangentes formant un cone du second degré, ayant
pour équation

(X—apfist (Y— )t fo (L— 2 f
+2X—2)(Y—y)foy
—2(Y— VL — 3) fip+2(L—2) (X —a)f;r=0.

Divers cas sont a considérer suivant la nature de ce
cone. Soit, en général, un cone du second degr:

Azt+ A y2+ A"z2+2Bys + 2Bz + 2B 2y = o.

Décomposons cette forme quadratique en une somme
de carrés. Il vient

%(A’x?—f- 2AB 2y +2AB 25 + B2 y2+ B252 4+ 5B’ B'y3)
'2 r " 72
-+ (A’-— BA >y?+2<B—— BAB >7z+ <A”— Br>z

ﬁ[(Ax—q— B’y +~B'z)2+a"yt+ a's2+ 3b yz),

ou
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les petites lettres désignant les mineurs des éléments
correspondants du Jéterminant

A B B
A=|B" A" B
B B A"

Achevons la décomposition en carrés, il vient

1 " ' o\e i ” \e . , b2 2' .

1| (A + By +Bsp+ —(a'y+bz)+ (a'— — )z |;
Ia”—__ bz

e P a \ . \
le coeflicient de z2 est ——— ou, d’aprés un théoréme

, . .. AA
connu sur les déterminants adjoints, — On a donc
. /(Ax+B” +B'z)2+ . (a" bz)2+ _\Azz
xl y —i(a'y + — 3% ).

Pour que le cone soit imaginaire, il faut et il suffic

que les trois carrés soient de méme signe, ou que
a"> o, AA >o.

En opérantla décomposition dans un autre ordre (en
commencant par d’autres variables), on aurait trouvé :

1° En commencant par x, et continuant par y d’a-
bord, puis par 3,
a”> o, AA >o,

a' > o, AA >o0;

2° En commencant par y, et continuant par z, puls
par x,
a > o, AA'">o,
a"> o, AA'>o0;

3¢ En commencant par z, et continuant par x, puis
pal'y’ r "
a > o, AA"> o,

a > o, AA"> o.
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Doug, si le cone est imaginaire, a, @/, a” sont posi-
tifs; et A, A, A’; A” sont de méie signe.
Je dis que les conditions @>> 0, a'> o entrainent
toutes les autres, car elles s’écrivent

A'A"—B?>0, A’A—B?>o,
et, B2 et B2 étant positifs, entrainent

A'A"> o, A"A > o.
Mais
A'A"> B2, AA"> B2,
Multiplions
AA'’A"> B2B’2,

Donc AA’ est positif; et A, A’, A” sont de méme
signe.

Je dis que a” est positif. En eflet,

a’= AA'— B"?;
or
. B2B"2
d’ou
B2B'2— B"2 A"

AA'— B"2> G

et il faut montrer que

BzB2—B"2A"> o;

or,
B2 B
R G w
d’ou
B2B'2
”2 e
A"> 3%
Il suffit donc de montrer que
"2 R2R’'2
BB B"2B2B >o0:

AA’
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or ceci équivaut, AA’ étant positif, o I'inégalité sup-
posée :
AA'— B"2> 0.
Donc a" est positif.
Enfin, on sait que

A =a'a’— b, AA'=da—b2, AA =ad — b,
d’ou

AAA = (a'a’— b?) (a"a — b'?)
et ainsi de suite. Les produits AA’ élant positifs, les

quantités (a'a” — b?), ... sont toutes de méme signe.
Comme (déterminants adjoints)

A?a = (a'a" — b?)

et que a est posilif, elles sont toutes trois positives,
et A A est positif.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
céne du second degré soit imagiunaire sont que deux des
trois mineurs a, a’, a” soient positifs : le troisieme I'est
alors aussi.

Le cone des tangentes en un point double seradonc:

1* Imaginaire si les trois mineurs de fo., )\, f.. dans
le déterminant des dérivies secondes sont posilifs; ce
déterminant est

S fiy Si:
D=|fzy fre ye |
‘,1":. _;’:. f;’

et le cone sera imaginaire si
f}”l’f;”—f;%> o, fg’fll""’ g.%> o, fifl" V”’_ .;§>0;

on a alors un point double a tangentes imaginaires.
2° Le cone des tangentes sera réel, si deux au moins
des trois quantités précédentes sont négatives. On
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verrait facilement que la troisiéme est alors forcément
positive. On a alors un point double a tangentes réelles.
Si le déterminant D est différent de o, le cone des
tangentes est un cone propre du second degré. SiD=o,
c’est-a-dire si

f-;,‘* .:,éy ;:
.'Z‘y f;,,z f;z = 0,
Ic: f;lz g‘ﬁ

ce cone se¢ décompose en deux plans tangents a la sur-
face en M, plans qui peuvent éwre confondus.

Donc cing sortes de points coniques :
un céne tangent réel,

1* Un point double réel
deux plans tangents réels;

\
. . ‘ un cone tangent imaginaire,
2° Point double a tan-
{

deux plans tangents imaginaires,

entes imaginaires
& ° ( un plan tangent double.

Exemples :

I. z3= x2+ y:—z% — La surface a un cdne tan-
gent réel a Porigine. Comme
Sr= 2w, fr=2y, fi=—3z—23,
ces équalions sont satisfaites pour

sz:O,

(z:_f.

3
Le point (x =0, y =0, z=20) est sur la surface,
o 2 ) )

le point <x:0,y:o, 5= — 5) n'y est pas : ellen’a
qu’un seul point double 4 tangentes réelles.

II. z22=x%+ y2+ z2. — Cette surface a un seul
point double, Torigine, qui est un point double a tan-
gentes imaginaires.
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Il 23=x2— y2 :

Sr=22z, fi=—2y, fi=—33%. .

Done, la surface a pour point double Ilorigine,
avec deux plans tangents réels; c’est son seul point

double.

IV. z3=x?+ y*. — La surface a pour point double
I'origine, avee deux plans tangents imaginaires; c’est
son seul point double.

Remarque. — Soit une surface f(x, y, z) = o. Ses
points doubles satisfont a quatre équations, celle de la
surface, et les équations

fi=o, fi=o, fi=o.

En général, ces quatre équations sont incompatibles,
et, en général, une surface n’a pas de point double.

[l peut arriver que les quatre équations aient un
nombre fini de solutions communes, et qu'il y ait un
certain nombre de points doubles; ou méme une infi-
nité de solutions communes, et que la surface ait une
ligne de points doubles.

Je dis que, en tout point double appartenant a une
ligne double, le cone des tangentes est décomposé en
deux plans. En effet, si la surface a une ligue double,
les trois surfaces f, =o, f,=o0, f/=o passent par
cette ligne double. Cherchons la tangente a cette ligne
double : elle est située dans les plans tangents a ces
trois surfaces auxiliaires, plans qui ont pour équations

(X —2) for + (Y — ) frz+(L—3) fzz

(X =) fay+ (X =) frr +(L—23)fy;
(X —2) fay+ (Y —y) fyz+ (L —5)fsr =o0.

Il

o,

0,
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Ces plans doivent passer par une méme droite; il
faut que le déterminant de leurs coefficients soit nul ou
que

" 1" "
f-"" xy xz
7
.;:y Jrt f;z =0,

" 1" "
xz Jyz S

ce qui exprime précisément que le cone des tangentes
est décomposé en deux plans. La droite commune a ces
deux plans est la tangente a la ligne double.

En résumé, en un point double d’une surface, toute
droite passant par ce point coupe la surface en deux
points confondus. Il y a une infinité de tangentes cou-
pant la surface en trois points confondus, ce sont celles
dont les paramétres directeurs satisfont a 'équation

(1) (ufy—+of) -+ wfi)g=o.

L’équation aux A des points d’intersection d’une tan-
gente en un point double avec la surface se réduit a

3

— 3(uf;c—&— ofy+wf)s +...=o0.
Considérons, en particulier, les tangentes dont les
aramétres directcurs satisfont a I'équation
P

(2) : (uf.'z"*“’f_ly‘*‘ wfi)3)-

On a, pour déterminer une telle tangente, les deux
équations (1) et (2), ou les inconnues sount les trois
quantités homogeénes u, ¢, w; I'une est du deuxiéme,
Pautre du troisiéme degré; et, par suite, il y a six tan-
gentes, en général, satisfaisant a ces conditions.

Pour une quelconque de ces six tangentes, le premier
coefficient non nul de I'équation en X étant celui de A4
(en général), un quatriéme point de 'intersection vient
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se réunir aux trois premiers. Donc il existe, en général,
en un point double d'une surface, siz tangentes oscu-
latrices ayant en commun avec la surface quatre points
confondus avec le point double.

Si la surface est du troisi¢me degré et posséde un
point double, ces six tangentes particuliéres, ayant
quatre points communs avec la surface, sont situées
tout entiéres sur la surface. Done, si une surface du
troisiéme degré a un point double, elle contient six
droites passant par le point double.

[l pourrait arriver que I’équation (2) fit une consé-
quence de I’équation (1). Dans ce cas, pour toute tan-
gente a la surface au point double, le coefficient de A3
s’annulerait et toule tangénte serait osculatrice. On
pourrait alors choisir les paramétres directeurs de la
tangente de facon i annuler le coefficient de A

(ufe+ ofy+ wf)w-

ESN

On aurait alors deux équations en u, v, w du deuxiéme
et du troisiéme degré qui détermineraient quatre tan-
gentes surosculatrices, coupant la surface en quatre
points confondus.

Nous n’insisterons pas sur cette singularité.

Intersection de la surface et d’un plan passant par
un point double. — Soil

a(X—2)+b(Y—y)+c(Z—3z)=0

I’équation du plan passant parle point double M (x, y, z).
Une droite quelconque de ce plan a pour équation

X—2x Y—y Z—3
w v w

=3,
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avec la condition

au + by +~ cw = o,

ct coupe la surface (et par suite sa section par le plan
donné) anx points dont les X sont racimes de I’équation

F(@,505) + 2 (ufpr of s wfl)

a2 ,
-+ :("f}‘*—vf}—*- wf ). .= 0}

or,

f(""v]’vz):()a f;:o, f_;,:o, f.:,:0.~

puisque le point xys est un point double de la surface.
Cette équation a toujours deux racines nulles.

Done, toute droite passant par le point double M et
située dans le plan de la surface v coupe la section en
deux points confondus : toute section de la surface par
un plan passant par M est un point double de la
section.

Si Ton choisit la droite telle que

(ufre+9fi+wfi)z=o,

c’est-a-dire si on la prend sur le céne des tangentes,
elle coupe 'intersection en trois points confondus en M
ct, par suite, les deux tangentes & la section en M sont
les intersections du plan tangent et du céne des tan-
gentes.

Si le cOne des tangentes est imaginaire, les tangentes
a la section sont imaginaires et la section a nécessaire-
ment au point un point double isolé.

Si Je cone des tangentes est réel, les tangentes a la
section peuvent étre réelles ou imaginaires, et la section
peut présenter un point double réel ou isolé. Si le plan
sécant est tangent au coue des tangentes, les deux tan-
gentes a la section sont confondues et la section présente
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un point de rebroussement. Le plan est dit alors tan-
gent a la surface au point double M; et I'on voit que-:

Tout plan tangent & une surface en un point double
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de
rebroussement.

Ces résultats restent vrais si le cone des tangentes
est décomposé en deux plans. Les plans tangents a ce
cone sont alors remplacés par les plans passant par la
droite commune aux deux plans. Si les plans sont
imaginaires, toute section plane passant par le point
double y présente un point double isolé: sauf les sec-
tions par des plans passant par la droite réelle commune
aux deux plans, qui ont un point de rebroussement.
Un excmple de cette singularité est fourni par la sur-
face engendrée par la révolution d’une parabole semi-
cubique autour de sa tangente de rebroussement; c’est
la surface déja citée plus haut :

8= 2%+ y2.

Si les plans tangents sont réels, les sections par des
plans quelconques passant par le point double y pré-
sentent un point double réel, sauf par ceux qui passent
par la droite d’intersection des deux plans, lesquels
présentent un rebroussement.

Siles deux plans tangents sont confondus, les sections
par des plans passant par le point double y présentent
toutes un point de rebroussement; un tel point sera
dit point de rebroussement de la surface.

Reste a voir comment les deux plans tangents eux-
mémes coupent la surface. Les plans tangents forment
le lieu des droites telles que

(Ufr+ 0 fy+ ® [f2)=0;
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toute droite tracée dans I'un de ces plans annule le
coefficient de A? dans I’équation en X

A2 ' )
1.2(uf’+ o fy+w i)
A3 , ) ,
+ 1.2.3(ufx+ ofy+w f)a—+...=o.

Cette équation a trois racines nulles et une droite
quelconque, tracée dans un des plans tangents, et pas-
sant par le point double M, coupe la section par ce
plan en trois points confondus au moins. La section
par un des deux plans tangents coupe la surface
sutvan! une courbe ayant un point triple au moins.

Pour obtenir les tangentes, il faut écrire qu’un qua-
triéme point d’intersection de la droite et de la section
vient se¢ confondre avec M; c’est-a-dire que I’équation
a une quatriéme racine nulle, ou que le coefficient de A3

est nul :
(ufy + ofy =+ wfi)s = o.

C'est 'équation qui détermine les tangentes oscula-
trices. Done :

Les tangentes a la section par un des plans tangents
en un point double a cone de tangentes décomposé
sont trois des six tangentes osculatrices et il y atrois
de ces tangentes dans chacun des deux plans.

Si I'équation

(ufe+vfy+wfi)am=o0
était une conséquence de I'équation

(ufz + of ) 4= wfi)p) = 0,
la section par un de deux plans tangents présenterait un
point quadruple. Plus généralement elle pourrait pré-
senter un point multiple d’ordre quelconque.
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Remarque. — On désignera les points doubles a
cones de Langentes sous le nom de points coniques; ceux
a deux plans tangents sous le nom de points doubles;
ceux a un point langent sous le nom de point de re-
broussement.

Points multiples. — 11 peut arriver, plus généra-
lement, que, par un point M(x,y, z) de la surface,
toutes les dérivées successives d’ordre 1, 2,..., (p —1)
s'annulent. L’équation aux A des points d'intersection
de la surface et d’une dreite passant par M se réduit a

S oy wf
Ap+1

-+ (}Tr_l“)—' (ufr—+ vf;—}— W ) p+1) ... = 0,
et a p racines nulles. Une droite quelconque passant
par M v coupe la surface cn p points confondus. Le point
est dit multiple d’ordre p.

En nommant tangente en M une droite passant par
M ety coupant la surface en (p + 1) points confondus,
on trouve alors un cone d’ordre p lieu de tangentes, ces
tangentes étant définies par 'équation

(Ufr~+ 0fy+ ®f2)m =0,
etp (p + 1) tangentes osculatrices définies par 'équation
précédente et I'équation
(ufr—+ of )+ wf)(p+1) = 0.
Le cone des tangentes pourra se décomposer, et com-

prendre un certain nombre de plans.
Ou verrait, comme précédemment, que :

1° La section par un plan quelconque passant par M
présente en M un point multiple d’ordre p, les p tan-
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gentes étant les génératrices d’intersection” de son plan
et du cone des tangentes.

2° La section par un plan tangent au cone des
tangentes présente un point multiple d’ordre p, deux
des p tangentes étant confondues, de sorte que deux
des p branches de courbe se réunissent et leur en-
semble prend I'aspect d’un point d’inflexion. Si le cone
présente des génératrices doubles, il faut ajouter aux
plans tangents ceux passant par ces génératrices.

3° Si le cone se décomposce et comprend un plan, ce
plan coupe la surface suivant une courbe ayant un point
multiple d'ordre p+ 1, les tangentes étant p 4 1 des
tangentes osculatrices, qui se trouvent alors dans ce
plan.




