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SUR LES POINTS DE CONTACT DU CERCLE DES
NEUF POINTS D'UN TRIANGLE AVEC LES CERCLES
TANGENTS AUX TROIS COTES;

Psr M. G. FONTENE.

1. Considérons ( fig. 1) un triangle ABC et son

cercle des neuf points (centre Q) passant par les mi-
lieux M, N, P des cotés. Soient K, K’, K’, K les
points de contact de ce cercle avec les cercles tangents
aux trois cotés du triangle (centres I, I, 17, 1”). Le
point K, par exemple, est le point commun aux cercles
des neuf points des triangles IBC, ICA, IAB; ce fait,
qui résulte de la démonstration du théoréme de Feuer-
bach dounée a la page 260 de ce Volume, a été signalé
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d’abord par M. Ch. Michel (Bulletin des Sciences
mathématiques et physiques, 9° année, p. 208), en
partant d'une construction du point K donnée par
M. Mannheim. Considérons le point K comme le second
point d’intersection du cercle Q avec le cercle des neuf
points du triangle IBC, et cherchons le diametre MU
de ce dernier cercle. La tangente en M est paralléle a
la tangente en I du cercle IBC, laquelle fait avec BC
C—B

un angle ayant pour valeur > de sorte que le dia-

métre MU faitavec la hauteur du triangle ABC un angle
ayant cettec méme valeur; ce diameéire est paralléle
a Il et est, par suite, dirigé suivant la bissectrice de
"angle NMP. 1l est d’ailleurs égal & la moitié de I'L.

Des faits analogues ayant licu pour les cercles ex-
inscrits, on a ce théoréme :

Si, sur les bissectrices MX et Mx des angles inté-
rieur et extérieur en M du triangle MNP, on prend

B .

MU = MU' = I—I, MU"= MU" = I—)I—,

on a les diamétres de quatre circonférences qui ren-
contrent encore la circonférence Q aux points K, K/,

U U
K7, K".

Le milicu de 11 étant sur la perpendiculaire & BC
menée en M. les directions 1U, I'U" sont perpend:-
culaires a BC; le cercle de diameétre MU, par exemple,
passe bien au Pied de la hauteur issue de I dans le
triangle 1BC. Une remarque analogue s’applique a 1"1”.

2. On a, en outre, dans le quadrangle ortho-
conal 11'1"V",

I 1"l = 4R},
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R, étaut le rayon du cercle I'I”I”, par exemple; on a
done, en divisant par 4,

—_ —2
MU MU' = 4R?,
R étant le rayon du cercle ABC, ou cenfin

(1) UU"= 2R = 2d,

d étant le diametre du cercle Q.

Or, sur le cercle des neuf points d’un triangle ABC,
les points de contact K, K/, K, K” de ce cercle avece
les cercles tangents aux trois cotés ne sont pas quel-
conques : ils sont liés par une relation, puisque la
figure formée par quatre points sur un cercle dépend de
sept parameétres qui doivent ici se réduire aux six para-
métres du triangle. Comme la figure formée par un

"

— o Ut
losange UU”U'U"” et un cercle Q de diaméire — , pas-
)

sant au point de rencontre M des diagonales, dépend
de six parameétres, on a ce théoréme :

Etant donné un losange dont les diagonales UU/
et U'U"” se coupent en M, on méne par M un cercle &
dont le diamétre est égal a la moitié du cété du
losange ; les cercles décrits sur MU, MU', ... comme
diamétres rencontrent le premier cercle en des points
K, K, K7, K" qui sont les points de contact de ce
cercle, considéré comme cercle des neuf points d’un
certain triangle ABC, avec les cercles tangents aux
trots cdtés de ce triangle.

On peut construire le triangle ABC. En premier licu,
les droites MX, Mx qui portent les diagonales du
losange sont les bissectrices en M pour le triangle MNP ;
si donc X, et 2y sont les seconds points ou ces droites
rencontrent la circonférence Q, le diameétre X,x, du
cercle Q est perpendiculaire @ NP, par suite a BC; on
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peut alors tracer la droite BC par le point M; le second
point de rencontre de cette droite avec la circonférence @
est le pied D de la hauteur AD du triangle ABC, et I'on
peut tracer par D la droite qui porte cette hauteur :
c’est un premier lieu du point A. D’autre part, les
cO1és de 'angle A du triangle sont perpendiculaires aux
cd1és du losange, en vertu de la relation

tangMU"U = %% = %;’7 = tang% = tangIAB.
f.es directions des cotés du triangle ABC étant connues,
celle de la médiane MA I'est également, et I'on peut
tracer par M la dioite qui porte cette médiane : c’est
un second lieu du point A. On obtient donc le point A
L, par suite, le triangle.

3. Considérons une circonférence Q, un point M de
cette circonférence et une droite Mo passant en M;
prenons sur cette droite les segments égaux MU”, MU",
ey sur ces segments, comme diamétres, décrivons deux
circonférences qui déterminent sur la premiére les
points K” ¢t K”. Si 'on fait varier la longueur MU”,
il y a involution entre les droites MK”, MK”, et les
rayons doubles sont la tangente en M au cercle Q
ct la perpendiculaire MX 4 Mx. Ou a donc ce théo-
réme :

Les points de contact du cercle des neuf points d’un
iriangle avec les cercles tangents aux trois cétés étant
K, K. K", K" si M, N, P sont les milieux des cotes,
la tangente en M a ce cercle a pour conjuguée par
rapport aux droites MK?, MK” la bissectrice MX de
Uangle M du triangle MNP, et pour conjuguées par
rapport aux droites MK, MK’ la bissectrice Mx de
Uangle extérieur en M de ce méme triangle.



(533)

Si X, et z, sont les points ou les bissectrices err
question rencontrent encore le cercle Q, les points K”
et K” forment avec les points M et X, une division har-
monique sur le cercle des neuf points; de méme, les
points K et K’ forment avec les points M et x4 unc
division harmonique. Les cordes K'K” et MX, sont
donc conjuguées par rapport a ce cercle, ainsi que les
cordes KK’ et Max,y. On a ce théoréme :

S¢ T, T, T, ', ", 1" sont les sommets du quadri-
latére complet formé par les tangentes au cercle Q,
aux points K, K/, K", K" le point T', péile de la
corde W'K", et le point t', pole de la corde KK', sont
sur les bissectrices MX et Mx des angles interieur et
extérieur en M du triangle MNP,

On remarquera Pangle droit T'M 7.

4. Soit ABCH un quadrangle orthogonal, ¢’est-a-dire
un quadrangle dans lequel les cotés opposes HA et
BC, ... sont rectangulaires. Si D, E, F sont les points
d’interscction des cotés opposés, le cercle DEF passe
par les milieux des six cotés du gnadrangle. Ce cercle Q
est le cercle des neuf points de chacun des quatre
wriangles ABC, HBC, HCA, HAB; il est donc tangent
aux seize cercles qui touchent les trois cotés de 'un ou
Pautre de ces triangles.

Le quadrilatére AEHF étant inscriptible, les bissec-
trices en A pour le wiangle ABC, et les bisscetrices en H
pour le triangle HBC, sont paralléles; si M, N, P, M/,
N’ P’ sont les milicux des segments BC, CA, AB, HA,
HB, HC, les bisscctrices en M sont done les mémes
pour les deux triangles MNP et MNP/, comme on le¢
verrait d’ailleurs en considérant les seconds points de
rencontre X, et x, de ces bissectrices avec le cercle Q.
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Si donc on désigne par K, K, K|, K/ les points
de contact du centre Q avec les cercles tangents aux
arois cotés du triangle HBC, les droites MX et Mx, qui
contiennent déja les points T’ et 7', contiennent égale-
ment les points analogues T ct ¢,. Les six points
milieur M, N, P, M', N’, P! donnent lieu & douze bis-
sectrices dont chacune contient deux des vingt-quatre
sommets des quatre quadrilatéres complets (T, t),

(Toy ), v

3. Prenons comme axes de coordonnées les droites

. , A

Ma et MX. Le demi-angle en U” du losange élant —
oua, on a, pour les équations des cercles décrits sur MU

ct MU’ comme diamétres,

x4+ yrt—odsinx.y = o.

L2yt adsina.y =o;

. .. — B
si I'on désigne par § Pangle , le cercle des neuf

points a peur équation
22+ y?— dsinl.2 — d cosb.y = o.

Les équations des cordes communes MK, MK/ sont

donc
z sinf + y cos® = aysina,

xsinl + y cosh =—oysina;

les coefficients angulaires de ces droites sont

sin0 , —sinf
m= ———————————— m—= —————
2 8ina — cosf 9 8in 2 4 cosh
et l’on a

m'—m
tang( MK, MK') = ———;
[+ mm

— 4 sinzsinb 2 sina sin®

fsin?a—1 7 cosax—1
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On a un calcul analogue pour K” et K”; il faut
échanger x et y, remplacer a et § par leurs complé-
ments, et regarder m et m' comme des coefficients angu-
laires relatifs au systéme d’axes Oy, Ox, de sorte que
le signe de I'angle (MK”, MK”) est changé; ¢n prenant
ce signe dans le systéme d’axes Ox, Oy, on a donc

2 cosa cosf

tang (MK’, MK") = 2222220,

Ainsi, le plan étant orienté dans le sens ABC, si S
est un point quelconque de la circonférence des neuf
points, on a

sinB —sinC sinB +sinG
tang KSK' = B —sint oK' SKv— 0B +sinG
ne L —cosA ’ tangK* SK !+ cosA
, sinC—sinA we s SInC —+sinA
(]) taanSI\ = m, tancK SK' = m’
GinA — i inA .
tang KSK"” = M, tangK' SK" = 2]1—+SE:—B,
2 —cosG 1 4+cosCG

A-1—B+C=‘r:;

les six premiéres relations forment seulement trois
relations distinctes.

Si, au lieu de se régler sur le point K, on se régle
sur le point K’ en désignant les points K', K, K", K’
par les letires k, K/, kK, K", et en posant

A=A, B=B+rn C=C+m,

on a
., sinB'—sinC' vem SinB'4+sinC
tanghk Sk’ = m—, tang k" Sk" = m
.., sinC'—sinA’ ma g _ SinG'—+sinA’
(5) tangkSk" = W’ tangk” Sk’ = W,
NV (A’ sin B’
tangh Sk = SRAT SN gk shr = S0 20

smaA e,
1 —cosC’ 1+ cosC

2
A+ B+ C =3~
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Réciproquement, quatre points K, K', K", K" situés
sur un cercle sont les points de contact de ce cercle,
considéré comme cercle des neuf points d’un triangle,
avec les cercles tangents aux trois cétés du triangle,
st l’on peut trouver trois angles A, B, C vérifiant, par
exemple, les trois premiéres des relations (1), o entre
le point K, et satisfaisant a la condition

A+B+C=(Ck+1)=

6. Soient deux droites infinies 3 et y ( fig. 2) qui

Fig. 2.

/ C

AN
Y

se coupent en A sous des angles de 60° et de 120°. Si
une troisiéme droite détermine avec les deux premiéres
untriangle ABC, dont I’angle A peut avoir 60° ou 120",
le cercle des neuf points de ce triangle a son centre Q
sur la bissectrice de ’angle de 60° (angle intérieur
ou angle extérieur) (*).

(') Si les hauteurs BE, CF se coupent en H, on a auss: en H un
angle de 6o° dont la bissectrice contient le point Q.



(537)

Les deux cercles tangents aux trois cotés du triangle,
qui ont leurs centres sur cette bissectrice, touchent le
cercle des neuf points aux extrémités K, K’ ou K”, K
du diametre de ce cercle porté par cette bissectrice, et
ce fait est d’accord avec les formules (1) qui donnent
alors pour tang KSK’ ou tangK”SK” une valeur infinie.

8i l’on se donne le cercle Q, avec le diamétre KK!
(ou K’K"), en prenant un point quelconque A sur la
droite qui porte ce diamétre et en menant par ce point
deux droites § et y faisant avee la droite KK/ des angles
de 30°, il suffit de prendre sur 3 et y deux segments AB
et AG qui aient leurs milieux sur le cercle Q@ sans éire
égaux, pour former un triangle ABC admettant le
cercle @ comme cercle des neuf points. Selon que le
point A est pris en dehors du segment KK/ ou a I'inté-
rieur de ce segment, ’angle en A qui a pour bissectrice
la droite KK’ est 'angle intérieur ou ’angle extérieur
cn A du triangle ABC. Les points K, K’ (ou K’, K”)
sont les points de contact du cercle des neuf points
avec les cercles tangents aux trois cotés du triangle
et qui ont leurs centres sur la bissectrice AKK';
restent deux autres points de contact que nous appel-
lerons K’, K”, méme dans le cas ou il conviendrait de
les nommer K, K’. Si 'on pose

tang KMK’" = z, tang KMK" = y,
les formules (1) donnent
zyV3—2(z—y)—V3=0;

si I'on faitx =y, ona

z=y==%1
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Lenveloppe de la corde K"K" est une ellipse dou-
blement tangente au cercle Q; la corde des contacts
est le diamétre de ce cercle perpendiculaire a KK':
dest un axe de la conique; I’autre axe est la moitie
du premier.

7. Ce qui précéde conduit a chercher ’angle (Al, AQ);

on trouve

tang(AI,AQ)_Ln A_ﬁotan A+ 60
B_c " &

2%

tang



