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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1987.

- (1903, p »76.)

Si les segments aa', bb', cc' sont en involution, ainsi
que les segments aa’, bb", cc", les points a, b, ¢ auront
le méme conjugué dans les trois involutions respective-
ment déterminées par les segments b'c" et c'b", c'a’ et a’c”,
a'b"etb'a’ (A. Tissor.)

SOLUTION
Par M. R. B.

On peut supposer que les points a, b, ¢, a’, ', ¢, a", b", ¢’
appartiennent a une conique C. Il résulte de I'énoncé que les
droites aa’, bbd', cc’ eoncourent en un certain point w, et que
les droites aa”, bb", cc” concourent en un antre point ;.
Désignons par p, g les points d’intersection de ww, avec G.

Le théoréme de Pascal, appliqué a I’hexagone bb'c’cc’'d’,
montre que les couples de droites (b'c",c'b"), (c’c, b"d),
(cc', bb") se coupent respectivement en trois points en ligne
droite. Le deuxiéme et le troisiéme de ces points sont respec=~
tivement w, et w. Par conséquent, 'involution déterminée par
les couples (&', ¢") et (c', b") contient les points d’intersec-
tion de ww,; avec G, c’est-a-dire les points p et g, comme
points conjugués.

Soit m le conjugué de a dans cette involution. On aT'éga-
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lité entre rapports anharmoniques
(mc'pg) = (ab" gp).

Mais les points a, 6", ¢, p ont pour conjugués respectifs,
dans l'involution de centre w,, a’, b, p, q. Donc

(ab"qp) = (a"bpg),
et, par suite,
(mc'pg)=(a"bpq)=(ba"gqp).

Cela montre que m et & sont conjugués dans I'involution
determinée par les couples (¢', a”) et (p, ¢). Mais cette invo-
lution contient le couple (a', ¢"). La proposition en vue est
donc établie.

2005.

(1905, p 48

On considére en un point M d’une ellipse les deux nor-
males obliques sous ’angle a.

1° Les produits des distances des foyers a chacune de ces
normales sont les mémes.

2* La somme de ces produits en deuax points conjugués M
et M' de l’ellipse est constante. (E.-N. BaRIsien.).

SOLULTION
Par M. Paruob.

Désignons par d;, d} les distances des foyers F et F' a
I'une des normales et par d,, d} les distances a l'autre nor-
male.

1° La similitude des triangles donne

dy _ MF dy _ MF
7 =MF' " M’
donc
dyd) = dyd}.

2° Désignons par D, D’ les distances des foyers a la bissec-
trice des normales et par A, A’ leurs distances a la tangente
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a l'ellipse au point M. On a facilement

dy + dy = 2D cosa, dy— dy = 2A sina,
d}+ dy=2D'cosz, d\— d,

i

2 A’ sina.

0

Multiplions membre 4 membre les deux premiéres relations
puis les deux autres et retranchons

d;d; = DD'cos?a — AA’sin2q,

or,
AN = D2 et DD’ = ¢?sin?g,

érant 'anomalie excentrique du point M.
q Y
En M', on a
8187 = c2cos?g cos?a — b2 sinla;

donc
did —+ 8¢48) = c? cos?a — 2b* sin2a.

Remarque. — On apercoit d’autres relations telles que

(do—dy)(dy—dy) = b2 sin?a,

dody 4+ dydy - 828, 4~ 818, = 2¢2 cos?a + 452 <in%a.

) 2013.

{1903, p. 102.)

Un cercle a pour centre le sommet de l’angle droit
d’un triangle rectangle donné et il est tangent a Uhypo-
ténuse de ce triangle; les coniques gui ont pour foyersles
extrémités de cette hypoténuse, et qui touchent le cercle,
ont pour points de contact les sommets d’un triangle équi-
latéral. (MANNHEIM.)

- SOLUTION

Par M. R. B
Soient

AOB le triangle donné, rectangle en O;
OH sa hauteur;
(C) le cercle de centre O et de rayon OH;
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M le point de contact de (C) et d’une conique ayant pour
foyers A et B;
2 le point de rencontre de MO et de AB;
I le milieu de AB;
T le point de rencontre de AB et de la tangente 4 (C) en M.

. . N
MO est une bissectrice de I'angle AMB (intérieure dans le

ANy

VY,

T A H «l B

cas de la figure); les quatre points T, A, 2, B forment donc
une division harmonique et 'on a

—2 ——2 la 10
[« IT =1A =10 ou =T

Il en résulte que les triangles I« O, 10T sont semblables.
On a donc

N\ N
AN N
{02 = 1o = 2T _ 2OH/
2 2
et, par suite,
N
N 10H
I a:T.

La droite O a se construira donc par trisection de I’angle 6\H
Mais ce dernier probléme a trois solutions. les droites corres-
pondantes Oay, Oa;, Ox«; faisant deux a deux des angles
de 130°. De la résulte la propriété énoncée.

Remarque. — Le lieu du pied des normales abaissées du
point O sur les coniques ayant pour foyers A et B est une
strophoide, dont le point double est O et dont le sommet
est H. On peut donc énoncer la proposition suivante, dont la
démonstration directe est d’ailleurs bien simple :

Le cercle qui a pour centre le point double d’une stro-
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phoide et qui passe par le sommet de cette courbe la
rencontre en trois autres points qui sont les sommets d’un
triangle équilatéral.

AUTRE SOLUTION
Par M. C.-A. L.
Soient

CFF' le triangle rectangle;

O le milieu de FF';

CP la hauteur, rayon du cercle;

a I’'angle XOC que forme OCA avec PC;

M Pun des points de contact du cercle avec Pune des coniques.

Il s’agit de trouver un point M tel que CM = PC, et que CM

F

soit bissectrice de FMF'. Prenons pour unité la longueur

OC = OF = OF'.
Celle de PC = CM est alors cosa. Si 6 est 'angle ZCM de €M
avec PC, on a les équipollences

F'M =¢ex+edcosa—1,
FM = e*+ &Y cosa+ ¢,
CM =¢bcosa.
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La condition & laquelle il faut satisfaire est que F'M.FM soit
paralléle a CM2, ou

(e%+ B cosa)?+1 || €b,
c’est-a-dire
£2% 41 4 2eb+a cosa || 228,
Mais

€204 | = & (g4 e~%) = 2¢% cOs 2.

Il vient donc

[}
1+ ¢eb || e26—a ou 2cos ~ ¢ || e20-2,
2

On satisfait a cette condition, soit par

6
cos - = o, 6 =m,
2

ce qui donne pour le point de contact P. correspondant a la
conique dégénérée FF', soit par I'égalité

20—1=9+ka—:,
2

d’'ou
2 2 2T 2 4
b= za B= Za+ = 0= a4+ 2=,
37 3 3’ 3 3
On voit donc que les trois points M forment un triangle
équilatéral.
On constate en méme temps qu’en formant angle

ACM = 3 ACZ,

on obtient 'une des solutions.
2016.

{1905, p. 240.)

Si l’on considére toutes les loxodromies passant en ua
point M d’une sphére et si, pour chacune d’elles, on prend
le centre de courbure correspondant au pointM, le lieu de
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ces centres de courbure est un cercle situé dans le méri-
dien perpendiculaire a celui du point M.
(M. 0’OCAGNE.)

SOLUTION

Par UN ANONYME.

Soit M un point de la sphére, M’ un point voisin sur une
loxodromie. On peut faire coincider les deux méridiens et sur
ces méridiens les points M et M’ par deux rotations, autour
de OC, et de OB (perpendiculaire au méridien). Il est clair

que les tangentes en M et M' viendront ainsi en coincidence,
et par suite les plans normaux.

Je veux démontrer que la caractéristique du plan normal
est dans le plan COB.

Les deux rotations se réduisent & une seule autour d’un
axe O @ situé dans le plan BOC. Cet axe étant perpendiculaire
4 MM’ et passant par O est contenu dans le plan normal. Il
en est donc la caractéristique.

Le centre de courbure se trouve sur le cercle décrit sur OP
comme diamétre, P- étant la projection de M, OQ étant la
trace du plan normal est perpendiculaire a la projection de la
tangente en M. Cette projection est donc QP. Le cercle oscu-
lateur est le cercle de section de la sphére par le plan PQM.
. La réciproque de la proposition est vraie. Toute famille de
courbes jouissant de la propriété est du genre loxodromie
daus le voisinage du point M.
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On peut rattacher le probléme a une question de Géométrie
plane. Prenons la figure inverse par rapport au point C. Les
loxodromies demeurent des spirales logarithmiques. Le cercle
osculateur a ces spirales est la transformée du cercle de
centre © dont le plan est perpendiculaire au plan COB. 1l a
donc son centre dans ce plan, et 'on voit que toutes les spi-
rales passant par un point du plan ont leur centre de cour-
bure en ligne droite, a go® du rayon vecteur.

11 était d’ailleurs facile de le voir directement et de remonter
a la propriété des loxodromies.

En général, & une famille de courbes passant par M corres-
pond une courbe tracée sur la sphére de diamétre OM qui est
le lieu du cercle osculateur. Il n’y a que pour les loxodromies
que cette courbe soit plane. Il suffit pour le voir de changer
les poles de la sphére; le point P restant toujours la projec-
tion de M sur le plan, et la ligne des poles passant par P.

Autre solution de M. PaRrRrob.

2047.

(1903, p. 240.)

St une cubique gauche et une quadrique admettent un
tétraedre inscrit a la cubique et conjugué a la quadrique,
on sait qu'elles en admettent une infinité. Démontrer que
le lieu des centres de gravité de ces tétraédres est une
cubique gauche. (G. FoNTENE.)

SOLUTION

Par UN ANONYVE.

Supposons la cubique représentée en coordonnées carté-
siennes par les formules
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les polynomes en A étant du troisiéme degré. Soit D un point
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de la cubique; son plan polaire par rapport a la quadrique
coupe la cubique en trois points A, B, C, qui forment avec D
un tétraédre de l'espéce indiquée. Les valeurs de A aux
points A, B, C, D étant «, B, v, 8, on a entre a et 3 une
relation de la forme ’

a3 f(3)+ato(8)+...=o,

les polynomes f, ¢, ... étant du troisiéme degré, et, si § est
donné, on a une équation en « dont les racines sont 2, 8, y.

Les coordonnées des points A, B, C étant (2, ', 3'),
(2", ¥", 3"), ..., 0na

A(x)_LA((B)+A(Y)
D(x) D(E) Dy
_A@D@)CHy)+...
D(a2)D(B) D(y)
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F et @ étant du neuviéme degré. On en conclut pour les
coordonnées du centre de gravité G
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les polynomes en 3 étant du douziéme degré. Les points G
situés dans un plan donné correspondent donc a des points D
en nombre égal a 12, & des tétraédres en nombre égal a 3, de
sorte qu’il y a trois points G dans un plan quelconque; le lieu
du point G est dés lors une cubique gauche.

[Si A est un paramétre qui correspond uniformément au
point G sur la cubique qu’il décrit. les valeurs de A aux
points A, B, C, D sont données par une équation de la forme

M et N étant du quatriéme degré. Comme on a pour les
coordonnées du point G '

r(k) __s(/:) .
(/\')’ }’—v(l\_)’ ey

xr =

<
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les polynomes en % étant du troisiéme degré, on voit que 'on
obtiendrait les formules (1), avec A au lieu de 8, en substituant
a k son expression en A.}

2018.

(1903, p. 240.)
Soit Pm) une parabole générale d'ordre m
Y =ay+a1xr + ayri+. ..+ ap .

Si, sur la parabole P27 on prend les points Ag, Ay, ...,
A;, dont les abscisses croissent en progression arithmétique
et st l’on fait passer par ces points une P@n+1 quelconque,
Daire comprise entre ces deux courbes depuis le point A,
Jusqu'au point A,, est algébriquement nulle.

(M. p’OcCAGNE.)

SOLUTION

Par M. LETIERCE.

Si I'on désigne par i P’abscisse du point Ag. I'équation géné-
rale des paraboles P 2t+!  satisfaisant aux conditions de
I'énoncé, est

Y=y+a(er—h)(x—ah)...[z—(2an+1)h],

a étant un paramétre et y = o I'équation de la parabole P 2%
considérée.
Il faut donc démontrer que l'intégrale définie

Len+1h
:/ (Y—)’)d.l'
h

2n+1h
=af (x —h)y(x—2h)...[x —(2n+1)h|dx
h

est nulle.
Posons

x=h|(n-+1)+ 3],
z étant une nouvelle variable, I s’écrit

+n

l=¢'zh2"l+1’f 2(32—1)(22—4)...(32— n?)da.
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Pour des valeurs de z égales et de signe contraire, le poly-
nome sous le signe [prenant des valeurs égales et de signes
contraires, on en c.onclut que lintégrale I est nulle. Ce qui

démontre la proposition.

Autre solution par M. PARRoD.



