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QUADRILATERES DE STEINER DANS CERTAINES COURBES
ET SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. STUYVAERT.

Le théoréme célébre énoncé par Steiner et relatif aux
conditions de fermeture de certains polygones inscrits
dans une cubique plane ou dans une quartique binodale
a é1é démontré bicn des fois, soit par des considérations
de Géométrie syuthétique, soit par 'emploi des fonc-
tions elliptiques. D’habitude on passe de la cubique a
la quartique par une transformation birationnelle et
I'on n’expose guére plus que la démonstration méme du
théoréme.

Nous nous proposons d’étudier, au moyen de I’Ana-
lyse algébrique, les quartiques binodales quadrillées,
¢’est-a-dire doudes de quadrilatéres de Steiner. On sait
que, s'il existe un quadrilatére pareil, il en cxiste une
infinilé et nous montrerons que cetle proposition est
au fond identique a la suivante : une courbe rationnelle
plane du second ordre ne peut dégénérer qu’en deux
droites coincidentes.

Ce sera le point de départ d’une série de propriétés
des courbes ou systémes quadrillés a deux, trois ou
quatre nceuds.

Cette théorie peut éwre ¢tendue aux deux courbes
gauches du quatriéme ordre. Enlin, dans certaines sur-
faces du quatriéme ordre, on peut chercher les sections

plancs quadrillécs.
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COURBE PLANE RATIONNELLE DU SECOND ORDRE.

I. Les relations paramétriques
or, = a2 —2bt+ ¢, (Z=1,92,3)

définissent une conique dans le plan des xy, x,, 25
Flles donneut, en employant une notation qui s’explique
d’elle-méme,

22t 1= (xbc):(axc):(abx),
d’ou Véquation ponctuelle de la courbe

(arec)?= j(xbc)(abr).

Les points d’intersection de la conique avee Lo doite
uy= 0 sont déterminés par Péquation

t2u, + 2tup -~ Us= 0.

2. Pour que la courbe dégénére, il faul qu’une cer-
taine droite u la rencontre en une infinité de points;
alors I'équation précédente est indéterminée, tous ses
coefficients sout nuls, donc les relations en w;

Uy =0, wuy = o, Ue=o0
sout compatibles ct Von a
A = (abc) = o.

Or, ]01'sque ce déterminant est nul, sans que tous ses
premiers mineurs s’évanouissent, il existe une seule
relation linéaire entre les éléments de ses lignes, donc
une seule droite u rencontrant la courbe en une infi-
nité de points. Et si tous les premiers mineurs de A
sout nuls, les quantités a;, &,, ¢; sont proportionnelles,
les équations paraméiriques délerminent les rapports
de oy, 22, 1y cL ne représentent plus qu'un scul point.
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Donc, quand la courbe rationnelle dégénére, ce ne
peut étre qu’en deux droites coincidentes ou en un
seul point.

Dans le premier cas, chaque point de la droite trouvée
répoud a deax valeurs ¢/ et t" du paraméure ¢, et on a

art? 201 4 ¢1 a4 0byt' + ¢y azt2+2byt' + oy

a4 obit ¢, axl4 byt ¢, ayl?— 0byt + cy

L’égalité des deux premiers rapports donne, en cflee-
tuant les caleuls et divisant par ¢ — (", généralcment
non nul,

28 (@1 by—ay by) + (t+ ) (a1 ca— ascy) +2(bycg— biyey) = 0,
ou, en appelant A, B, C;les premiers mineurs de A,
20s8'— B3(t+~1')+2A;=o0.

En égalant le troisi¢me rapport a 'un des deux pre-
miers, on obtient les équations
2Cott' —By(t+ ')+ 2\e=0,
2C 8t —By(t+t')+2\ =0,
qui sont identiques a la précédente, puisque, par hypo-
thése, A est nul et que ses mineurs A, Bi, C; sont pro-
portionnels.
Quand les équations paramétriques representent

une droite, les couples de valeurs du paramétre qui
donnent un méme point de lu droite sont en involution.

QUADRILATEBES DE STEINER DANS LA QUARTIQUE PLANE
BINODALE.

3. Voici, précisé et complété, le cas particulicr du
théoréme de Stciner, que nous nous proposons d’éla-
’

blir :

Une quartique plane binodale n’est pas, en general,
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circonscrite « un quadrangle ayant deux points dia-
gonaux aux neuds: mais, lorsqu’il existe un qua-
drangle pareil, il y en a une infinité. Dans ce cas, le
(roisiéme point diagonal décrit une conique et les
cotés du quadrangle qui ne passent pas par les noeuds
enceloppent une courbe de quatriéme classe.

Supposons les neeuds aux sommets &y oy etz 3 du
triangle de référence. L’équation de la quartique cst de
la forme

v=r}(a,x}+ 20,22, + c1x})
—awyr(asxi+ 2byxsxy+ crx})

+ 2} (ayxi+ 205237, + ¢33 ) = o,

ou, en posant £, = Ex, Xy =17,

o =n2(a; 52+ 2b 5 +¢y)

= (@ght - 2038 4 ) + (@324 2035+ ¢3) = or

Pour qu'il existe un quadrangle inscrit dont deux
points diagonaux soient aux nceuds, il faut que, pour
deux valeurs, &, ¢t £,, de &, on ait les mémes valeurs
de 7,5 il faut done que les relations ci-apres soient com-
patibles en &, et &, :
adt+20 5 +c¢p  asii+abybi—ca  azit 203k, + ¢

342018+ astl+2byky+cy agty =035 +c;

Considérons, dans un autre plan, trois coordonnées
homogenes X, X,, X;, liées & un paramétre § par les
égalilds :

O

Xi=ai822+20,5+c; (i =1,2,3).

Elles définissent une courbe rationnelle du second
ordre qui, d’apres les conditions précédentes, doit avoir
un point double, done dégénérer. Cette circonstance se
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réalise quand on a
A= (abc) = o.

Alors la conique a une infinité de points doubles et
les couples de valeurs de § qui donnent un méme point
double forment une involution, représenlée par une

des trois égalités suivantes, équivalentes entre elles,
28— Bi(5i+5) +2Ckk=0 ({=1,2,3).

Par suite, si la quartique binodale posséde un qua-
drangle inscrit, on a A = o5 elle posséde donc une infi-
nité de quadrangles inscrits dont les couples de cotés
passant par le neeud xya, sont en involution: et cette
imvolution est représentée par une des égalitds ci-dessus
Ot [)ﬂl'

wAjx ) = Bilriay, +ay )+ 2Cxyxy =0  ({=1,2,3).

De méme les couples de ¢oLés passant par xya; for-
ment une involution représentée par une des équations
suivantes, équivalentes entre elles ¢

"

! ;o
s\l 2 — N\ (2 2y — a2 32y =0,

2Byri @, — Ba(x a'y + iz ) + 2Byl = o,

< .y | . N ’
2C 2y 2y — Ca (g~ i) + 202l 2% = o.

4. Avant de poursuivre la démonstration du théo-
réme du numéro précédent, faisons quelques remarques.
Le déterminant A étant nul, il existe une relation

lindaire enwre les polynomes
a;xri-+2bixsar, i} (t=1,2,3)

ligurant dans 'équation z = o. L’évanouissement de
ces polynomes représente donc trois couples de la pre-
miére involution trouvée ci-dessus. De méme on peut
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ordonner © par rapport  x, et I'on trouve que
‘.

a\ T+ 20,2321 + azx} =0,
byx}+2byx32y+ bz} =o0,

CL ZE+ 20 X321+ C3 X} =0

représentent trois couples de la seconde imvolution.

Pour la simplicité nous dirons que la courbe o est
quadrillée quand clle est cixconscrite & des quadrangles
ayant deux points diagonaux aux nceeuds. La remarque
précédente donne alors I'énoncé que voici :

Soient unc quartique binodale 2, la premiére po-
laire d’un de ses neeuds et le couple de tangentes en
ce noeud ; ces trois figures sont coupées par une droite
quelconque, issuc du second point double, en irois
couples de points (autres que les neeuds). St ces (rois
couples de points sont en involution, il en est de méme
des trois couples de points analogues obtenus en inter-
vertissant les réles des points doubles. Dans ce cas, et
dans ce cas seulement, la courbe o est quadrillée.

Voici encore un corollaive évident :

St la courbe o est quadrillée, toutes les droites
issues d’un neeud la coupent en des couples de points
qui sont projetés de Iautre neeud suivant des couples
de rayons en involution. Réciproguement, si trois
couples de rayons pareils, issus d’'un meme neud,
sont en involution, tous le sont, aussi bien pour l'un

que pour Uautre noeud, et la courbe est quadrillce.

Un élément double d'une involution correspond a
des tangentes issues de l'autre neeud et donne un qua-
drangle réduit a un scgment de droite. Ainsi, pour
qu’une courbe p soit quadrillée, il faut et il suffit que
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les contacts de deux tangentes issues de l'un des
neeuds soient aligne's sur UCautre.
Soit, pour fixer les idées,

a,xri—+2bzxs,+ ¢y 2}

=Marzd+ 20,321+ ¢1 7)) + w(a, 73+ 2bs 2y ry 4 e x})

la relation identique qui lie trois cou ples de P'involation
en .y, .ry. L’équation de la courbe peut s’écrire

-G

= (a1 23+ b zyx)— c,x}) (2} + hx})
—(ayri—+ 2,0+ cax}) (2230, pa})

a1x3— 201202 1@} asx}+ 20,50 +cyx} (
= 0.

— (ox30 + pa}) z3—+ ha}
Réciproquement, I'évanouissemeut d'un déterminant

Si(xy, 20)  folz, 73)

O(x X3)  ©a(Ty, Xy)

ou les fetles o sont des formes quadraliques, repré-
sente une quartique binodale quadrillée. Car ies quatre

points communs aux deux ('Ouples de droites

Si—hfr= o0, e+ Ahoy=o0

vérifient I'égnation de la courbe ct, quel que soit A, ce
sont les sommets d’un quadrangie ayant deux points
diagonaux aux neceuds. Dounc, pour qu'une quartique
binodale soit quadrillée, il faut et il suffit que le pre-
mier membre de son équalion puisse se mellre sous
Jorme d’un déterminant de quatre fonctions quadra-
tigues, oy manque dans une ligne et x, dansVaulre.
Il en résulte aussi que les dewx involutions sont pro-

jectives.

5. Passons a la recherche du lieu du troisiéme point
diagonal des quadrangles inscrits : nous venons de voir
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que les couples de cotés opposés d’un quadrangle sont
Ji+kfa=o, 0, + ko= o.

Un des cdtés du triangle diagonal cst xy=o0;3 les
autres sont respectivement les droites polaires du
neeud x, 2y par rapport au couple de droites fy —+ Af,
et du nceud x,x,, par rapport au couple de droites
9y + k9,3 les équations de ces polaires sont

d d do drg

dh e Ao e

dz, dz, day dxy
et leur intersection (Lroisiéme point diagonal) déerit la
conique

dfv dfs

dz, dz, _ d?o

doy  dys =d-l‘zd-73_0'
dw, drs

Le liew du troisieme point diagonal des quadrangles
inscrits dans la quartique quadrillée o est la conique
polaire de Uun des neeuds par rapport & la cubique
polaire de U autre.

Celle conique a pour équation développée
A X230+ 01 X321+ A X221+ by = 0.
Si I'on calcule son discriminant, on trouve
—ai(ajbg— asby) ou —a C;.
l.a courbe dégénére si I'on a
‘aj=o0 ou Cz=o.

Dans le premier cas, la quartique ¢ se décompose ¢n
une droite x; et une cubique. Ecartons provisoirement

) \ e . d?o
cette hypothése. La propriété de la conique Tz, dr. de
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se réduire a deux droites est indépendante du choix du
triangle fondamental ; mais I'équation 5= 0 ne con-
serve la méme forme que si deux des sommets de ce
triangle sont aux neeuds. La quantité C, est donc inva-
riante pour les transformations de coordonnées qui
déplacent le sommet x, xy. Nous supposerons d’abord C,
non nul; le cas de Cy= o sera examiné plus tard.

6. Avant d’étudier enveloppe des cotés des qua-
drangles qui ne passent pas par les neuds (dans I'hy-
pothése C52 o), il convient d’examiner la correspon-
dance entre les sommets opposés des quadrangles.

Les équations des involutions en x,, x, el x3, x,
peuvent s’écrire, par exemple, sous la forme suivante,
“trouvée au n° 3 :

232y 2] — By (2 &y + xy 2y ) + 2 Cyx 2y = o,

I " I o . ot
2Cizy 2] — Gy (x| oy + 2y 2 ) + 2Cyxsa'y = o,

De ces relations on peut tirer les coordonnées du
sommet &' proportionnelles a des fonctions quadra-
tiques des coordonnées du sommet opposé x” ou inver-
sement. Donc, les sommets opposés des quadrangles
se correspondent dans une transformation biration-
nelle quadratique.

Puisque C; n’est pas nul, les équations précédentes
définiront unc simple inversion sil'on déplace le som-
met x,x; du triangle de référence de maniére a annu-
ler By et C,, ce qui revient a prendre pour cotés iy
et x3 du triangle de référence les rayons conjugués
de x, dans les deux involutions.

Supposons que cette transformation ait é1é faite el
que les deux involutions soient désormais représentées

par

1o 1o "o
XY Zy = cxy T, zhay=ax| .
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Leurs rayons doubles ont pour équations
xgzi:r”/g, z‘;:im,\/g,

et I'on voit facilement que les couples de ces involu-
tions se représentent par les équations suivantes ou A
et w sont des paramétres variables :

zi+ cx] — Ay =0, 23+ axi— w3z = 0.

Ces deux involutions élant projectives, on a, par
exemple,
Ip+2nk+omu—+ 4b=o.

L’élimination de X et w doune I'équation de la courbe

rapportée au triangle fondamental de Pinversion

o= (xj+cxl)(x3+axi)+2m(ri+cxi)rsx,
+am(xi+ax})r,x,+ jbxzr.xri=o

ou
o=z} (2} 2mxyr1+cx})

+2xyr(nxd+ 2bryxy+ nex})

+ x¥(axi+2mazxsx, + acxr})=o.

Dans une quartique binodale quadrillée, les som-
mets opposés d’un quadrangle sont des points homo-
logues d’une inversion trilinéaire dont les points fon-
damentaux sont les points diagonaux du quadrangle
déterminé par les intersections des rayons doubles
des deux involutions.

7. Pour obtenir 'enveloppe des cotés des quadrangles
inscrits nous allons résoudre d’abord ce probléeme d’al-
gebre : eliminer i entre les relations

ay+0yh ay+ by az+ byh

Ci+di A Catdak ¢y + dih

Représentons chacun de ces rapports par — o, il
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faut donc que les trois relations

a;+bh+cip+dhp=o (i=1,2,3)

soient compatibles en X et 5; multiplions-les par o :
nous aurons six équations non homogénes en A, o 7\9,

0% /\p , et I'élimination de ces cing quantités (.ondult a
I'évanouissement du déterminant

a; b,‘ Ci d,' . .

i =1,12,3).
. a, l)l (o3 d,' (l b2 )

Pour que les deux relations proposées en ) aient
deux racines communes, il faut que les équations

a; —+ b[)\ -+ Cip + d,')\p =0

soient vérifiées par deux systémes de valeurs de ) et g,
En coordonnées cartésiennces 2, p, clles représentent
wrois hyperboles ayant les mémes directions asympto-
tiques; pour qu’elles aient encore deux points com-
muns, ils faut qu’elles fassent partie d’'un méme faisceau
ou que l'on ait

“ a; bi ¢, dill=o0 (i=‘72~3)'

Ces problémes préliminaires élant résolus, revenons
a la courbe quadrillée © rapportée aux trois points fon-
damentaux de U'inversion. Son équation cst

3 (2L +o2mzexy + cx}) + 2032 (nX}+2b73 01+ ncx?)

“+x}(azi+2mar,xr+ acxri)=o,

et lon a supposé que le mineur du déterminant A re-
latif au dernier élément, done ici & — mn, n’était pas
nul. L’équation peut encore s’écrire

x}+ ax} — 2z
nz? 4+ 2bxyx + nex? i+ 2mxyx+cx}

Ann. de Mathémat., }° série, L. V. (Octobre 1905.) 3o
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elle montre que les involutions projeclives peuvent
s'éerire
z3+ ax}—2Ax3xy = o0,

r3(n 4+ M)+ 2xs2(b+md)+cx}(n-+Ar)=o,

unc méme valeur de h donnant des couples correspon-
dants des involutions.
Une droite « dounée par I'équation
Uy Xs + Uy Xy
Xy = — —————————
uy
coupe la premiére involution en des couples de points
qui, projetés du neead z, xy, donnent cetle troisiéme

mvolution

Ui} oxsx (Ugtty+ Ity uy)+xi (Ul +aul-—2hu uz) = o.

Pour que la droite u soit diagonale d’un quadrangle
inscrit, il faut que la seconde et la troisiéme involution
aient un couple commun, correspondant a une méme
valeur de %, donc que P'on ait

2

w3 Uy + AUgiry U} + aul —ohu u;
n+x"  ba+mr c(n—+2)

L’élimination de A, comme nous venons de l'effectuer,
donne ce résultat

u? o n I
w Uy g lly b m .
Ul —aui 2uyuy ne ¢ Lo
......... ’ .. w3 o no1 | ©
...... Uyt usug b m
R vee evene. ul +aui 2uqu; nc c

E'n développant par le théoreme de Laplace, et sup-
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primant le facteur (& — mn)usuy, il vient

ui —2u(mus+ nuz) + 4bui usuy

“+ ur(cuij—aul)(muy— nuz) — (cul— aul)*=o,

équation tangentielle d’une courbe de quatrieme
classe.

Pour que la droite u soit diagonale de dcux (ua-
drangles, il faut que les deux équations en A écrites en
dernier lieu aient deux racines communes; done, d’a-
prés le probléme préliminaire, il faut que P'on ait

; u? o nooc |

U,y u>uy b m i =o.
i

]
l! wy +~aur yuy o ne ¢

En omettant la scconde ou la premiére colonne on a
respectivement

cu3—aul— u}=o, 2u uy(b— mn) = o.

Par hypothése, b — mn n’est pas nul; on a supposé 1y
différent de zéro, puisque I'on a, ci-dessus, divisé par ws,

donc
Uy = o, cul—aui=o

représentent deux droites qui sont a la fois diagonales
de deux quadrangles inscrits, ct, par suite, tangentes
doubles a I'enveloppe.

Pour une de ces droites, les seconde et troisiéme in-
volutions considérées précédemment ont deux couples
communs, par suite tous leurs couples communs, et aussi
meémes éléments doubles. Ceci explique pourquoi cha-
cune des tangentes singuliéres,

uy = o, u_,:u;;:i\/;l—:\/ﬁ—‘,

est diagonale du quadrilatére formé par les rayons
doubles de la premiére ct de la seconde involution.
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L’enveloppe des cétés des quadrangles inscrits qui
ne passent pas par les nceuds est une courbe de qua-
trieme classe ayant pour tangentes doubles les diugo-
nales du quadrilatére formé par les rayons doubles
des involutions des cotes opposés des quadrangles
inscrits.

Toutefois, bien que, pour 'une des tangentes singu-
3 que, |

iéres, la scconde et Ja troisiéme involution ont tous
1 y | de et Ja t lut Lt
eurs couples communs, elles n’ont que deux couples
| | , ell i p
communs corvespondant a la méme valeur de %; ces
valeurs de A s’obtiennent en faisant

uy = o, zq:u;,:i\/?t:\/g
dans 'une des relations

uj3 Uy Uy + KUyl W} + aul 4+ 2 uyuy

n+r_ b+mh\ - c(n—+ )

par exemple dans la premiére : on obticnt successive-
ment
a(b + mh) == yac(n -+ )k,

+x2y/e+rlx=nyc—mya)—bya=o.

Les deux valeurs de & coincident, pour I'unce ou
Tautre des tangentes singuliéres, si 'on a

(£ nye--mya)=4byac

=am? + cnt= 2 \/ac(2b — mn) = o.

Pour que les valeurs de ) coincident pour les deux
tangentes singulieres, ¢’est-a-dire pour gu’elles soient
toutes deux inflexionnelles, il faut que

am?+ ¢cn®=o0 et 2b— mn = o.

Quand une courbe de quatriéme classe a deux tan-
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gentes doubles, clle est en géndral du huitiéme ordre.
Cet ordre s’abaisse d’ane ou de deux unités quand une
ou deux tangentes doubles deviennent inflexionnelles;
comme on vient de le voir, cette circonstance peut se
réaliser sans que 'on renonce a 'hypothése b 2 mn.

L’enveloppe des cotés des quadrangles inscrits dans
la quartigue quadrillée est une courbe du huiticme
ordre qui peut s'abaisser au septiéme ow au sixiéme
ordre.

8. Reprenons la premiére équation de la quartique
quadrillée

v =xiax; - 10Xy e r))
. " . . . 2
G 2xy (A + 20s 2y = crxd)

G+ xi(azxri+ 200,00+ cyx}) = o,

Nous supposons encore a,Z 0; mais, par contre, le
mineur C; de A= (abc) ou a;by — a, by cst a présent
nul.

Nous pouvons toujours, et d’unc seule maniére, dé-
placer le sommet s 2y du wiangle de référence de telle
sorte que les cocfficients @y et b, s'annulent, car la
transformation des coordonnées remplace ces coelfi-
cients @, et b, par des fonctions lindaires des para-

meétres de la translormation. Ayant donc
aby—aby=az3;=b,=o0 et a,zo,

on doit avoir aussi
by =o,

et le déterminant A se réduit a

— 01030,
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Par suite, pour que la courbe ¢ soit quadrillée, il faut
qne ¢, ou by soit nul. L’équation se réduit a I'une des
formes
2§ y (@1, 7y) + 2} Y(21, T2) = 0,

‘T% 7_l<'Tl1 xs) -+ ‘2‘% "Pl(zh x3) = 0.

Dans le premier de ces cas, chacune des droites
'/‘(x,, xy)=o0 coupc la courbe en quatre points con-
fondus au sommet Xyxe; et ce sommet cst alors un
point double d’inflexion; dans le sccond cas, c’est le
sccond sommet qui présente cette singularité. 1l suffit
évidemment de considérer un de ces cas.:

Nous nous bornerons a énoncer les résultats que l'on
obtient en appliguant les méthodes des numéros pré-
cédents.

Lorsque, dans une quartique binodale quadrillée,
un des neads est un point double d’inflexion, Ic troi-
sieme point diagonal des quadrangles inscrits deerit
une droue, les sommels opposés de ces quadrangles se
correspondent dans une semi-inversion trilinéaire, et
leurs diagonales enveloppent une courbe de troisieme
clusse.

Remarquons que, si une des branches de la courbe
passant par un point double y présente une inflexion
et si la courbe est quadrillée, la seconde branche a
aussi une inflexion en ce point; car les quatre lan-
gentes issues du neeud considéré ont leurs contacts ali-
gnés deux a denx sur autre neeud; si donc un de ces
contacts s’approche indéfiniment du premier nceud, il
en est de méme d’'un autre de ces contacts.

(A suivre.)



