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[M*1a]
DETERMINATION D’UNE COURBE ALGEBRIQUE GAUCHE:
Par M. LANCELOT.

1. Cherchons le degré minimum d’une surface pas-
sant par une courbe algébrique gauche de degré m.

Soit une surface de degré p. En général, elle coupe
la courbe dounée en mp points, et, si elle contient
{(mp + 1) points de cette courbe, elle la contient tout
enliére, si elle n’est pas indécomposable.

La condition nécessaire et suffisante pour que la sur-
face passe par la courbe est donc qu’elle contienne
(mp + 1) de ses points.

D’autre part, on sait que, en général,

P<P~_+£P_:£ points

déterminent une surface de degré p, et que, par

(p+1)(p+2)(p+3)
6

points
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ne passe, en général, aucune surface de degré p. Il
faudra donc, en général, que

(p+1)(10+2>(p+3)’

mp +1< 6
ou que
pi+6p4+11p+6>6mp —+6,
pi+6p2—(6m—11)p > o,
ou

p:+6p—(6m—r11)>o.

Ce trinome en p a ses racines de signes contraires si
6m > 11 ou, m étant forcément entier, si m22; p
étant d’ailleurs entier et positif, il faut donc que p soit
plus grand que la racine positive, ou que

p>—3+y23m—1).
Le degré minimum cherché est donc supéricur ou
au moins égal a la partie entiére de — 3 + /2 (3m — 1),

augmentée de 1, ou a la partie entiére de \/2(3m —1),
diminuée de 2. Soit

E[v2(3m—1)]

cette partie entiére :

Ainsi, le degré minimum d’une surface passant par
une courbe du deuxiéme degré, est

—2+E(y/2x5) ou —a2+E(y/10),
— 24 E(\/;) est nul. Donc, quel que soit Ientier p,
on pourra, par une courbe du deuxiéme degré, faire

passer une surface de degré p.

Exemples. — 1° En particulier, par une courbe
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du deuxiéme degré indécomposable passe toujours un
plan : toute courbe du deuxiéme degré est plane.

La donnée d’une conique située sur une surface de
degré p équivaut d’ailleurs, au point de vue de la dé-
termination de cette surface, a 2p -+ 1 conditions.

2° Soit une courbe du troisiéme degré
E[V2(3m —1)] =E(y/2 < 8) = E(y/16) = 4.
DO”('

p22.

Done, une courbe du troisiéme degré n’est, en gé-
néral, pas plane. Par une telle courbe passe toujours
une surface du deuxiéme degré.

La donnée d’une telle courbe équivaut d’aillenrs,
pour la détermination de la quadrique, a la donnée de

mp —+1=2> 3 +1=7 points.
Done, par une cubique gauche, il passe toujours une
infinité de quadriques dépeudant de deux paramétres.

On retrouve ainsi la distinction des cubiques en deux
classes :

Cubiques gauches;

Cubiques planes.

3° Soit une courbe du guatrieme degré :
E[ya3m—1)]=E(>x11) =E(y/2) =4

Donc

v
EEN
»
]
v
b

P

On voit donc que, par une courbe du quatriéme
degré, il passe une quadrique.
La donnée d’ume telle courbe équivaut, pour la

Ann. de Matheémat., §° série, t. V. (Septembre 1905.) 26



( 4o2))

détermination de la quadrique, a la donnée de

2 X 4 + 1= g points

et détermine enticrement cette surface.

Donc, en général, par une courbe gauche du qua-
triéme degré, il passe une quadrique et une seule :
quartique de Steiner.

On sait d’ailleurs que, si les g points sont situés sur
la courbe d’intersection de deux quadriques, il passe
par ces g points un réseau de quadriques, se coupaut
suivant une courbe gauche du quatriéme degré. Donc
il existe une seconde classe de quartiques gauches,
intersection de deux quadriques : biquadratiques
gauches.

Enfin la quartique peut étre plane.

On retrouve ainsi les trois classes de courbes du
quatriéme degré, et 'on voit de plus que toute courbe
du quatriéme degré appartient a I'une de ces trois
classes.

4° Soit une courbe du cinquiéme degré :

E[V2(3m—1)]=E(/>>15) = E(v38) = 5.

Donc
pz3.

Donc, par une courbe du cinquiéme degré, ne passe,
en général, aucune quadrique.

Par une telle courbe passent des. surfaces du troi-
sieme degré. La donnée de cette courbe équivaut, pour
la détermination de cette surface, a

3 < 5 +1=16 points,

et, comme il faut 19 points pour déterminer une sur-
face cubique, par une courbe du cinqui¢me degré
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passe, en général, un réscau a trois paramétres de
surfaces du troisieme degré.

La courbe la plus générale du cinquiéme degré faji
donc partie de I'intersection de deux surfaces cubiques,
se coupant en outre suivant unc courbe du quatriéme
degré (4 4+ 5=9).

Il peut arriver que, par la courbe, passe une qua-
drique : il passcra en outre une infinité de surfaces
cubiques dépendant d’au moins trois paramétres, et
’on a unc scconde classe de courbes du cinquiéme
degré, faisant partic de I'intersection d’une quadrique
et d’une surface cubique ayant en plus une droite com-
mune.

Entin la courbe peut éire plane.

D’ou trois familles de courbes du cinquiéme degré.

5° Soit encore une courbe du sixiéme degré :
E[V23m—n]=E(/>x1;) =E(/3]) = 5.

Done

v

p2Z3.

Par une courbe du sixiéme degré passe, en général,
une surface de troisiéme degré, et pas de surface de
degré moindre.

La donnée d’une telle courbe équivaut d’ailleurs,
pour la détermination d’une surface cubique, a

6 < 3 +1 =19 points.

Comme, en général, par 19 points, il passe une sur-
face cubique et une seule, il s’ensuit que, en général,
par une courbe du sixiéme degré, il passe une surface
cubique et une seule. Il passera d’ailleurs par cetle
courbe une infinité de surfaces du quatrieme degré, et
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la courbe sera Pintersection de deux surfaces, une du
troisiéme et une du quatriéme degré; cette intersec-
‘tion étant du degré 3 >< 4 = 12 comprendra donc deux
courbes du sixiéme degré.

Il peut arriver que les 19 points nc soient pas tous
distincts, au point de vuc de la détermination d’une
surface du troisiéme degré. Alors 18 au plus seront dis-
tincts, et il passerait par la courbe un faisceau de sur-
faces cubiques : ces surfaces cubiques ayant en commun
une courbe du neuviéme degré, il s’ensuit que le
nombre maximum de points distincts sera méme infé-
rieur a 18. La courbe est alors P'intersection de deux
surfaces cubiques, ayant en outre en commun une
courbe du troisiéme degré.

Entin, la courbe du sixiéme degré peut étre située
sur une quadrigue : elle sera son intersection par une
surface cubique. Ou encore la courbe peut étre plane.

Donc, on a ainsi quatre sortes de courbes du sixiéme

degré.
Remarque. — On voit que :

Toutes les courbes du premicr degré (droite) ou du
deuxiéme degré sont planes;

Toutes les courbes du iroisieme et du quatriéme
degrés sont racées sur des quadriques;

Toutes les courbes du cinquiéme et du sixiéme degrés
sout tracées sur des surfaces cubiques.

La loi weés simple, qui semble en évidence sur ces
premicers exemples :

Toutes les courbes de degré 2n — 1 et 2n sont tra-
cées sur des surfaces de degré n,

se vérifie encore pour les courbes du septiéme et du
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huitiéme degrés, et pour celles. du neuviéme et du
dixiéme degrés; a partir de ce point, elle cesse d'étre
exacte @ loutes les courbes de degrés 11, 12, 13 sont
tracées sur des surfaces du sixiéme degré.
On a, en effet,

p2E[AGm=n] =2,

T/2PE P pZE(ﬂB)——z ou >4,
" s p2E(ViB)—2  ou 24
[ S S p;‘E(/fz)——e ou 25,
m:? 10 ...... ng(m)—-'z ou z5,
s/ | R p;E(‘/f,T/;)—‘Z ou 26,
m=<q2...... p‘gE(\/y_o)—) ou 26,
(13 ...... PZE(/76) —2 ou 26

2. Nombre des paramétres dont dépend une courbe
gauche unicursale de degré m. — Une courbe algé-
brique de degré m, C,, coupe le plan de Vinfini en
m points. On peut toujours, en faisant au besoin une
transformation homographique, supposer 'un d’cux
simple. Soit A la direction dans laquelle ce point se
trouve rejeté a 'infini.

Considérons le cylindre k ayant pour directrice la
courbe C, et dont les génératrices sont paralléles a la
direction A. Ce cylindre est de degré m — 15 car un
plan paralléle a ses génératrices coupe la courbe C en
un point & U'infini, et en m — 1 autres points; donc il
coupe le cylindre k suivant m — 1 génératrices.

De plus, sur toute génératrice simple du cylindre &
se trouve un point ct un seul de la courbe C. Eu effet,
le cylindre k ayant la courbe C pour directrice, sur
chacune de ses génératrices s¢ trouve au moins un point
de 1a courbe.
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Supposons que sur une génératrice simple D sc
trouvent deux points de la courbe C. Tout plan P
passant par cette génératrice coupe le cylindre sui-
vant m — 2 autres droites, contenant chacune au moins
un point de la courbe : d’'ou au moins m — 2 points
communs i la courbe C et au plan P. A ces points il faut
ajouter un point a I'infini et les deux points de la géné-
ratrice, ce qui ferait m — 1 points : ce qui ne se peut.

Cherchons a déterminer la courbe C sur le cylindre £.
On pourra pour cela se donuer abscisse x du point de
la courbe situé sur chaque génératrice du cylindre k.

Supposons que le cylindre & soit déterminé par la
direction de ses génératrices, ct sa base dans un plan
fixe P. Supposons, en outre, que Von ait pu exprimer
les coordonnées courantes de cette base en fonction
d’un parameétre, au moyen d’une représentation para-
méirique algébrique parfaite : c’est-a-dire telle qu’a
toute valeur du paramétre J corresponde un point et un
seul de la base, et que, réciproquement, a tout point
simple de la base corresponde une valeur et une seule
du paramétre h. Ces conditions sont remplies pour une
courbe unicursale : nous ne considérerons, dans ce (ui
suit, que des courbes telles que le cylindre & gque 'on con-
sidére soit unicursal; la position d’une de ses généra-
trices est alors déterminée par la valeur de A correspon-
dant au point ou elle rencontre sa base dans le plan P.

Comme la courbe n’a qu'un point sur chaque gené-
ratrice du cylindre k, l'abscisse & du point qu’elle
posséde sur une génératrice A sera lide a i par uue
relation linéaire en x, qui, résolue par rapport a x,
sera de la forme

J»)
¢ (™)

xr =

’

f et o étant deux polynomes : la courbe C est alors
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elle-méme unicursale. L'x d’un point de la courbe est,
par exemple, la longueur de la génératrice qui le com-
prend, comprise entre ce point et le plan de la basc.
Donc, les points d'intersection de la courbe et d’un
plan parallé¢le au plan de base sont donnés par I’équa-
tion ,

o

ou A est regardée comme 'inconnue. La courbe étant de
degré m, il y a m points répondant a la question.
L’équation en A est donc de degré m, et par suite les
polynomes f et ® sont de degré m.

Entin, un point de la courbe C peut s’éloigner a I’in-
fini de deux maniéres :

1° Sur une des (m — 2) génératrices du cylindre
situées dans le plan de U'infini. Sur chacunc d'elles se
trouve un point et un scul de la courbe. Soient %,
X2y ooy hm_y les paramétres de ces génératrices : ce
sont des quantités parfaitement déterminées.

2° Un point et un seul de la courbe se trouve a I'in-
fini dans la direction des génératrices du cylindre k.

L’asymptote correspondante de la courbe est alors une
génératrice du cylindre, qui peut d’ailleurs étre quel-
conque. Soit k¢ son parameétre.

Or x ne peut devenir infini, et le polynome ¢ (x) ne
peut devenir nul que si le point M s’éloigne de I'infini;
o (x) a donc pour racines Ay, Ay, + .., hpn_y qui sont des
nombres déterminés dés que 'on connait le cylindre k
et la représentation choisie pour la base du cylindre £ :
le choix de cette représentation n’influe d’ailleurs pas
sur la courbe C et, en faisant varier cette représentation,
on ne fait pas varier la courbe C. Dans ces conditions, |
le polynome ©(X) ne comprend, i un facteur constant
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prés, que 'on peut faire rentrer dans le polynome f(}),
qu’une seule arbitraire, %, :

(P()‘)= A=R) A —=A) e e A =Dim—1)-

D’ailleurs le polynome f(2) est un polynome arbi-
traire et contient (m — 1) arbitraires; donc D'expres-
PACY)
¢(M)
Inversement, une courbe quelconque définie par le

procédé ainsi indiqué est unc unicursale de degré m.
Car prenons pour axe des x une paralléle aux généra-
trices du cylindre &, et pour plan des 3z le plan de
base de ce cylindre; soient

y=%Q), =00

sion & =

contient m + 2 parameétres arbitraires.

les coordonnées courantes de sa base en fonction d'un
parameéure : la base étant unicursale de degré (m — 1),
P et § sont des fonctions rationnelles de X, de
degré m— 1. Comme Ay, Agy ..., Am_, sonl les para-
8 ) ) I
métres des points a I'infini de la courbe, les dénomina-
teurs sont identiques a (A —Ay)...(A—%y_y), et 'on
peut éerire
YO (= o) B(h) (A — o)
Y=oy SYS U
¢ (h) ¢(N)

avee en plus
(A
#(

%

|

X =

>
-~

La courbe est donc bien unicursale et du degré m.

Ainsi, étant donué un cylindie unicursal quel-
conque de degré m — 1, il existe, sur ce cylindre, une
infinité de courbes unicursales de degré m, dépendant
de m + 2 paramétrds.

Reste a chercher de combien de paramétres dépend
un tel cylindre. On peut le déterminer par la direction



( 409 )
de ses génératrices, d’ou deux paramétres, et par sa
base dans un plan donné.

Or, cette base est une courbe de degré m — 1, ayant
le nombre maximum de points doubles que comporte
(m—2)2(m-—3)' Or,

son degré : c'est-a-dire la connais-

sance d'une courbe de degré m — 1t (plane) dépend

m—i)(m-+2 . ‘. s . .
de (————L;————) parametres. Le fait qu’elle doit avoir
un point double équivaut 4 dire que, f(xyz)= o étant
son équation homogéne, les trois équations

Je=o0, fy=o, fi=o

ont un systéme de solutions; ce qui équivaut a une
condition. Le fait qu’elle est unicursale vaut done

(m—2)(m—3)
2

conditions :

et 1l reste

(m—1)(m+2)—(m—2)(m—3)

)

= 3 m — 4 paramétres.

Une courbe unicursale plane de degré m — 1 dépend
donc de 3m — 4 paramétres.

Exemple :
m=-2... la droite dépend dans le plan de 2 paramétres
m =3... une conique dépend de 5 paramétres
m=4... unc cubique a point double dépend de 8 paramétres

Uun cylindre unicursal de degré m — 1 dépend donc
de 3m — 2 parameétres.

Enfin, comme sur un tel cylindre se trouve une infi-
nité de courbes unicursales gauches de degré m, dépen-
dant de m + 2 paramétres, on voit que :

La détermination d’une courbe unicursale gauche de
degré m dépend de

3m — 2 + m+ 2 = 4m paramétres.
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Remarque. — La démonstration ne s’applique pas a
la ligne droite. Cependant la formule doune, en y
faisant m = 1, le nombre des paramétres dont dépend
une droite : 4.

On sait que toute courbe du deuxiéme degré est uni-
cursale, et quiil en est de méme de toute cubique
gauche. La formule peut done s’appliquer pour toutes
les courbes du deuxiéme degré; une conique dépend
de 4 >< 2 = 8 paramétres : 3 pour son plan, 5 pour la
déterminer dans son plan.

Elle s’applique aussi A toutes les cubiques gauches :
une cubique gauche dépend de 4 >< 3 = 12 paramétres.
Comme un point équivaut, pour la connaissance d’une
courbe, a deux conditions, on voit que par 6 points
passent un nombre fini de cubiques gauches. On peut
voir d’ailleurs qu’il n’y cn a qu'une; car le cone de
degré 2 qui a pour sommet 'un des 6 points et qui
passe par la courbe est parfaitement déterminé, et I'on
a 6 cones du deuxiéme degré passant par la courbe.

Enfin, on sait que les quartiques se décomposent en
trois familles : quartiques de Steiner par lesquelles ne
passe qu'une seule quadrique; biquadratiques gauches et
quartiques planes. Les quartiques de Steiner sont uni-
cursales. Donc une quartique de Steimer dépend de
4 >< 4 =16 parametres.

Comme on sait que par 8 points passe une biqua-
dratique gauche et uune seule, la biquadratique gauche
dépend aussi de 16 paramétres.

Le probléeme du nombre de paramétres dont dépend
une courbe gauche est done complétement résolu pour
le quatriéme degré.



