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[D6b]
SUR UNE FORMULE POUR LE CALCUL NUMÉRIQUE

DES LOGARITHMES;

PAR M. F. GOMES TEIXEÏRA.

Je me propose de donner ici une formule pour le
calcul des valeurs des logarithmes des nombres, laquelle
me parait pouvoir être utile en quelques circonstances.

Je considère, pour cela, la fonction rationnelle

t'l( t - a y1



et je la décompose en fractions simples; ce qui donne

= 4

l'l(t — a)n~~ t t2 t* *" V1

t — a (t — af (t—a)* "' (t-a)*

Pour déterminer AM A2, . . . , A/M je développe le
binôme (h — a)~n en série ordonnée suivant les puis-
sances de /i, ce qui donne

( 3

2 n ~~

On a donc

3

(— 1 )» / /l -h I

Pour déterminer B<, B2, B3, . . . , B«, on doit poser

t = a -\- h dans la fraction — > et développer le résultat



( 3 8 )
suivant les puissances de hr ce qui donne

(a-H h)~n

(n\h
)

par conséquent

B2 =(zL^rV^-.3

3 2"-» 1/1 —

B« = ~ .

Nous avons donc

i _ (— i)n / i n — ? \ / i i \

t — a)» ~ a*"-1 \ /i — i / \7 t — a)

— 2 / \^* ^ (̂  — a)2

(-.y/2tt-4\/i i \

a"+» V 2 / \^"-2 V ; (t—a)»-*/

(—i)n/n\ / i i

an \t>i^K ) (t — a)*)'

En intégianl maintenant les deux membres de cette



( 3 g )
identité el en prenant l'intégrale entre les limites x
el oo, on trouve, en supposant x > a >> o,

r* dt

= ~~ *' ( 2 n ~~2 ) log — ^ - ^
a2w~i \ n — i / b x

-+- . a lin— \ l }_ _^_ _
ain-% \ n _ 2 ) \ x

a2,-3 ( n - 3 1 ) 2 U (x-a)*)

a n-+-2 \ n in '\ \ T/I —3 ^ ir n \n—3 /
y IV I IL —~~ 3 \U/ \ 't — (JL y f

ct, par consequent,

log
\ r — a

n — i

in — '2 \x x - a )

a* ( / i - i ) ( n —-2) / i i \

2. (2n-'2)(an-3)\^ (x — a)*/

SLL (n — l)(n — a ) ( n — 3 ) / i
3 (in — » ) ( a n — 3 ) (211 — 4 ) V ^ " ^ (rr — a ) 3

• \
—a)"-*/

q—i ( n - t ) ( n - 3 ) . . . a . i / i i _ \
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Mais, d'un autre côté, on a

r* dt Ï r« dt

et, par suite, en représentant par R„ le dernier terme
de l'égalité précédente,

(2 / i — 2 ) ( 2 n — 3 ) • . . n J r tn(t — a y1

(in — 2) (2/ i — 3) . . . n n — i J ^ J - — a)1-1 '

On voit, au moyen He celte inégalité, que Rw tend
vers zéro quand n tend vers l'infini, si x ^ a a ; et, dans
ce cas, on peut donc écrire

= lim a — ( 1 )
«=oo L 'z n — 2 \.r x — a J

2 (in — i)('in — 3) \.r2 (x — or)2

— ' 2 ) (a7i — 3 ) (in — 4 ) \xz (x — a)4

a n - ï ( n _ i ) ( n — 1 ) . . . 3 2 / I ( — O " "

n — 2 (2/1 —2)(27i — 3 ) . . . ( T U - f ) \ ^ / l - 2 (57 — a ) « -

H- £ ! l L ( / i - i ) ( n - ' 2 ) . . , 2 . i / i _^ ( - 1 ) ^ \ 1
/i—i (2« — 2) (2/i — 3) . . .n \xu~l (x — a)11-*) J

Cette formule, que nous croyons nouvelle, sans en
<Hre certain, est celle que nous nous proposions de
démontrer. Elle donne la valeur de la dilïërence entre
les logarithmes des nombres x et x — a avec une



erreur inférieure à

« . „ - , . < » - • > ( « - * ) . . . * . !/ \ / '* \ ni \n 1

et peut être principalement utile quand le nombre
représenté par a esl petit et le nombre représenté par x
est grand.

Eu posant a = r, on trouve la formule

" — log (x — i)

lim [ n~l (--\ —)

— 2 ) ( 2 / i — 3) \cr9- (a? — i

n — 2 ( 2 / i — i ) (in — 3 ) . . . ( n •+• i ) \xn-^ (x — i ) " - 2 /
/ \ / \ / / \fl \ -j

~^ Tl — I (272 — 2) (2/1 — 3) . ..71 V ^ " - 1 "^ (57 — O ' 4 - 1 / ]

ijui donne la valeur de la différence des logarithmes
des deux nombres consécutifs x et x — i avec une
erreur inférieure à

(n — i)(n — 2 ) . . . * 2 . i T i

(m — i)(m — 3 ) . . . / i n — i xn(x — i ) / i ~ 1

et qui a lieu quand x> i.
On déduit, comme corollaire de cette formule, que

la différence des logarithmes des nombres x et x — i
% peut être représentée approximativement par l'expres-

sion

avec une erreur inférieure à -> quand # > i o ,
2 . I O 3 "

à 6> quand r̂ > ioo, à -, quand x > ÏOOO, etc.



(4* )
Ou voit, de la même manière, que la différence des

logarithmes des nombres x et x — i peut être repré-
sentée approximativement par l'expression

i /i i_\ j _ /_L i \

•>. \ X X [ / I 2 \ X2 (X — I )- /

avec une erreur inférieure à -> quand x >> 10,
12.10 5 ^ J

à —, quand x > 100, etc,
12. io 1 0 ^ '

Parmi les formules qui résultent de la formule géné-
rale précédemment écrite, nous indiquerons encore la
suivante

. . f n — 1 / 1 1 \

n=ao L 'xn — n \ x -\-\ x — 1 /

X-f-l)* (.-27 i ) 2 /i ( i n — 2 ) ( 2 / i — 3 ) \ ( ^ - - t - \)1 {x — i ) 2

2 3 (n — i ) ( / i — i)(n — 3 )

n — 2 ( 2 / 1 — i ) ( i n — 3 ) . . . ( n - h i ) V(./.*-+- i j " " 2 ' ( .2?—i

2 " - ' (tl— \){li— 2 ) . . . 2 . 1 / l ( — 1

n — 1 (in

— i)( n — i ) . . . * . \ / 1 ( — ! ) * Vf

1 — 2) ( 2 / i — 3 ) . . .n \{x -+- I / * - A " ^ (a? — 1 ) " - 1 / J

qu'on obliciit en y remplaçant x par x -t- 1 et en
posant a = x.

Cette formule a lieu quand x > 3 et donne log

avec une erreur inférieure à

_
(2/1 — i ) ( m — 3 ) . . . / i /t — 1 (x -\- i)n(x — i ) " - 1


