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[K7a]
SUR LES RAPPORTS HYPERANHARMONIQUES;

Par M. Georces REMOUNDOZ.

I. Dans un article précédent (') nous avons d¢rabli
une extension de la notion du rapport anharmonique
de quatre quantités au cas de 22 quantités, n élant un
entier quelconque.

Les nouveaux rapports (rapports hyperanharmo-
niques) sont des quotients de deux produits de n diffé-
rences ; chacune des 21 quantités ne fizure qu’une fois
dans le numérateur et le dénominateur, mais toutces y
figurent dans chacun des termes. Clest 1a le mécanisme
de leur formation et le fait ui entraine toutes les pro-
priétés de ces rapports.

Il ne faut pas croire que les rapports hyperanharmo-
niques, tels que je les ai définis, ne sont que des pro-
duits de rapports anharmoniques de quatre quantités.

La plupart d’entre eux sont des expressions qui ne
sont pas du tout réductibles aux rapports anharmo-
niques usuels.

Supposons, par cxemple, que le numérateur con-
tienne la diférence )  — y, et le dénominateur la dif-
férence y, — 3 3.

Alors, si y, figure dans le numérateur par la diffé-
rence y3—) x (A 21, 2, 3), 1l faut que y, soit combiné
avec yx dans le dénominateur pour que l'on puisse

(1) Voir ce Recueil, mars 1goj.
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former un rapport hyperanharmonique réductible aux
rapports harmoniques (c’est-a-dire produit de tels rap-
ports). Autrement, le rapport obtenu est bien irréduc-
tible (*).

Ce sont ceux qui nous intéressent surtoul.

L’évaluation du nombre des rapports irréductibles
est facile a faire; je laisse au lecteur le soin de la faire.

II. Les propriétés des rapports hyperanharmoniques
sont tout a fait analogues a celles des rapports harmo-
niques.

Soit
Py, ps ....50m)

Q (V15 Y2y - ooy Van)

R(y1.p2 «--02n) =

un tel rapport.
Faisons la transformation homographique

R

3,
Y= A—‘,
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t=1,2,3,...,2n).
% — ( y 2y 3, )

On aura

P‘]'l-}/?v < Yon)

P(31.3,, ... 39,

(131 0) (Y324 0)...(Y32n+ 6)’

— (1,3 _ .3‘,')"

Q()'h]’iy ey Yan)

= (18 - ?“A’)"

1l en résulie
R(_}/l,.}/% --.,,}’m) = R(51, 32, .+, 32n)-

Les vapports hyperanharmoniques ne changent pas,

(1) Dans le cas de n = 3, tous les rapports réductibles sont néces-
sairement des rapports harmoniques (c’est-a-dire qu'ils ne renferment
que quatre quantités). On s’en apercoit immédiatement.
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quand on effectue sur tous les y; unc transformation
lmmograplnque quelconque.

HI. Si les 2n droites OM,, OM,, OM,, ..., OM,,
sont coupdes par une sécante aux points M, M, ...,
M,, ..., My, les rapports hyperanharmoniques de
ces 2n points restent les mémes, quelle que soit cette
sécanle.

La démonstration de ce théoréme se fait au moyen
du précédent. On passe d’une sécante a unc autre par
unc transformation homographique.

Quant a la définition du rapport hyperanharmonique
de 2n points My, My, ..., My, situés sur une droite,
clle se fait ou bien au moyen de leurs abscisses relatives
A unc origine, ou bien par les segments M, M;, d'une
facon évidente.

Chacun des termes du rapport sera un produit de
n segments M;DM; n’ayant aucune extrémité commune.

IV. Je remarque maintenant que la formule donnée
dans 'article précédent pour Pévaluation du nombre
des rapports hyperanharmoniques de 2n quantités tient
compte aussi des dégénérescences, ¢’est-a-dive-des rap-
ports ne dépvndant que de un, quantités (ny<n)ou
encore des rapports anharmoniques.

Soit N, le nombre fourni par cette formule; le
nombre des rapports hyperanharmoniques de 22 quan-
tités, proprement dits, est égal a N, — N,_,. Si 'on
retranche de ce nombre le nombre des rapports réduc-
tibles (produils de rapports anharmoniques), on obtient
le nombre des rapports de 2n quantités, qui nous inté-
resseul cssenticllement.



