NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

LUCIENLEVY

Remarques sur la détermination des
moments fléchissants produits par le
passage d’un convoi sur une poutre
a deux appuis simples

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 5
(1905), p. 289-299

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1905_4_5_ 289 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1905, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1905_4_5__289_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(289 )

[R4d ]

REMARQUES SUR LA DETERMINATION DES MOMENTS FLECHIS-
SANTS PRODUITS PAR LE PASSAGE D'UN CONVOI SUR UNE
POUTRE A DEUX APPUIS SIMPLES;

Par M. Lucien LEVY,

Professeur remplacant de Géométrie descriptive
au Conservatoire des Arts et Métiers.

Diverses méthodes ont été proposées pour la déter-
mination des moments fléchissants produits dans une
poutre par un convoi mobile. M. Maurice Lévy, dans
son classique Traité de Statique graphique (t. 1,
p- 352), a fait connaitre un intéressant théoréme, dix
a M. Ventre, théoréme établi par des considérations
analytiques, et en a déduit une méthode trés simple que
nous appellerons, pour abréger, la méthode ¥Ventre.
M. Rouché, dans ses excellents Eléments de Statique
graphique, a donné la préférence a une méthode in-
ventée par M. Leman (Bulletin de I’ Académie royale
de Belgique, 3° série, 1. 1X); outre que cette méthode
purement géomélrique parait mieux a sa place que celle
de M. Ventre dans un cours de Géométrie descriptive
et est certainement plus a la portée des auditeurs du
Conservatoire des Arts et Métiers, on verra qu’elle
donne des renseignements plus complets que la mé-
thode Ventre. Cette derniére s’en déduit d’ailleurs
immédiatement, sans aucun calcul, comme nous le
mountrerons.

Rappelons rapidement en quoi consiste la méthode
Leman. Soit AB la poutre reposant librement par ses
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extrémités sur deux appuis A et B. Soient A, ki, hs
les points de la poutre situés sous les essienx, dans une
position quelconque du convoi mobile ( fig. 1 et 2) :

Fig. «. Fig. 2.

nous supposons le train enti¢rement engagé sur la
poutre, et nous avons réduit a trois le nombre des
essicux pour simplifier la figure.

Soit, enfin, p le pole du polygone des forces réduit
ici ala droite abed; d = pm est la distance du pole &
cetle droite; XCA,A;A; Dy est le polygone funicu-
laire correspondant aux trois charges donuées ab,
be, cd; CD est la ligne de cloture de ce polygone. On
sait que le moment de flexion de la poutre au point M
(somme des momeénts par rapport au point M des
forces situées a gauche de M, y compris la réaction
de T'appui A) a pour expression

s < d.

Ce moment varie & chaque instant avec le dia-
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gramme CA,A;A;D. Le probléme consiste & trouver
le maximum de ce moment, et aussi le point de la
poutre pour lequel ce maximum est le plus grand pos-
sible.

Le polygone des forces et son péle ne changent pas
pendant le mouvement du train; nous garderons aussi C
comme origine du polygone funiculaire. 1l en résulte
que le sommet A décrira une droite XC paralléle a ap.
De plus, I’écartement des essieux restant constant, le
segment A, A, garde la méme grandeur et la méme
direction; le point A, décrit donc une paralléle 4 XC;
de méme A, décrit une droite parallele & XC. On en
déduit facilement, le train marchant de A vers B, le
diagramme d’entrée CA, A} D’ correspondant a la posi-
tion du train pour laquelle I'essien de queue est au-
dessus de I'appui A, et le diagramme de sortic CA| A} D’
correspondant a Ja position du train pour laquelle I'es-
sieu de téte arrive en B.

La solution trés ingénieuse de M. Leman consiste a
considérer tous ces diagrammes successifs comme les
projections sur le plan de la figure (que nous sup-
poserons horizontale) de diagrammes respectivement
égaux 4 leurs projections et situés dans des plans hori-
zontaux : la position de ces diagrammes est entiérement
déterminée dans 'espace si I'on assujettit les sommets
projetésen D", ..., D, ..., D' étre tous sur une méme
droite, d’ailleurs arbitraire. Nous désignerons, dans ce
qui suit, les points de Vespace par les mémes lettres
que leurs projections horizontales, ce qui ne pourra
pas produire de confusion; D" est supposé dans le plan
horizontal. Dans cette nouvelle maniére de concevoir
la figure, la droite mobile de I'espace AyD décrit un
plan D?ALD'; Ay A; déeritle plan AJD"AL AL, A A, le

. plan CATA" A}, enfin la droite de cloture CD décrit
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un paraboloide hyperbolique (P) ayant pour plans
dirceteurs le plan horizontal et le plan vertical D'D’.
Ces plans, le paraboloide (P) et les plans horizon-
taux des diagrammes supérieur et inférieur limitent un
solide plan gauche (II).

Le plan vertical, perpendiculaire a la poutre qui a
pour trace MP, coupe le paraboloide (P) suivant unc
génératrice rectiligne licu du point o; il coupe les
autres faces du solide (Il) suivant des lignes droites.
On obtient ainsi, dans ce plan vertical, un poly-
gone PQRST; le point p déerit les cotés PQ, QR
(fig. 3). Ce polygone, outre ses sommets dans les

Fig. 3.
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plans le plus haut et le plus bas, a un sommet sur
chaque aréte, telle que A} A, du solide (II), rencon-
wée par le plan sécant. On voit immédiatement que le
maximum de po correspondra nécessairement a une
position de coincidant avec un des sommets du poly-
gone, Q par exemple. A ce moment, le diagramme
mobile CA; A, A; D sera placé de maniére que son
sommet A, soit en Q) et un des essieux du convoi sera
en M. Ainsi, & moins que le moment maximum au
point M ne se produise a I'entrée ou a la sortie du
train, pour U'obtenir il suffira de prendre le plus grand
des moments obtenus en M, i 'instant du passage d'un
essieu en ce point.
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Cherchons maintenant le plus grand de ces maxi-
mums. Lorsque le train a la position %, hy 44, le mo-
ment de flexion en k; a pour valeur Aya,>< d. Suivons
le deuxiéme essieu pendant le déplacement du convai.
La droite A,a, considérée comme élant dans I'espace
décrit un plan paralléle a 'aréte A{ A}, du solide (II)
et a axe du paraboloide (P); a; décrit I'intersection
de (P) avee ce plan, c’est-a-dire une parabole. La pro-
jection horizontale de cette parabole est une parabole,
dont I'axe est perpendiculaire a AB.

Nous ferons ici une remarque importante. Toutes
ces sections du paraboloide par des plans paralléles
entre eux sont des paraboles égales, et leurs projec-
tions horizontales sont des paraboles égales entre elles.
Elles passent toutes par le point G, projection du point
ou la génératrice verticale du paraboloide hyperbolique
est coupée par le plan sécant. Pour en construire une,
il suffira d’en avoir trois points, savoir ¢, le point a,
fourni par le diagramme d’entrée et le point 4, par le
diagramme de sortie. Une de ces paraboles étant con-
struile aussi exactement que possible, on en découpera
un patrou qui servira a construire les autres. Sur la
figure 1, nous n’avons représenté qu'une de ces para-
boles; l'arc en traits pleins est le seul utile. Les mo-
ments sous l’essieu sont les portions de perpendicu-
laires 4 la poutre comprises entre l'arc ct la droite
initiale A, A}. Le moment maximum sous le second
essien correspondra au point pour lequel la tangente
est parallele a Aj A%, On trouvera ainsi pour chaque
essieu un moment maximum, et il faut comparer ces
moments maximums entre eux.

A cet effet, M. Leman remplace les diagrammes
polygonaux ou paraboliques par des diagrammes ayant
tous .pour ligne de cloture ou pour droite initiale la
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poutre AB. Il suffit, pour cela, de faire glisser chaque
ordonnée telle que A a, dans sa direction jusqu'a ce
que son extrémilé supérieure vienne sur la droite AB.
On aura alors au-dessous de AB deux espéces de dia-
gramwmes.

Aux deux diagrammes polygonaux d’enirée ei de
sortie CA,A[D/, CA A, D" correspondront des dia-
grammes polygonaux Ad,a), B, Ao, B. Ces deux dia-
grammes auraient pu étre obtenus directement, comme
d’ailleurs tous les diagrammes polygonaux analogues
déduits des diagrammes quelconques GAyA,A3Dj en
effet, Aaja) B, par exemple, w'est pas autre chose qu'un
polygoue funiculaive pour la position du train dans
laquelle I'essicu de ueue est au-dessus de A, et la
méthode de Culmaun permet de construire un poly-
gone funiculaire dont trois cotés passent par trois
points donnés (on peut aussi employer la construction
de M. Collignon).

A un diagramme mixtiligne tel que A} Al a)a,al,
correspondra un diagramme mixtiligne formé de trois
droites hya,, MLN,, hyo) et d’un arc de courbe aja,.
Cette courbe sera une parabole égale & la premiére.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ce théo-
réme facile dont voici ’énoncé :

Etant données une parabole et une corde, si, & par-
tir d'une droite arbitrairement donnée, on porte sur
les diametres de la parabole des segments égauxr aux
portions de diamétre interceptées entre la parabole et
sa corde, le lieu des extrémités des segments ainsi
obtenus est une parabole égale a la premiére.

La véciproque du théoréme est vraie :

Etant données deux paraboles e'gales et a axes
paralléles, si, a partir de Uune d’elles et sur les dia-
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métres, on porte des segments égaux aux portions
interceptées sur ces diamétres entre ’autre parabole
et une droite donnée, le lieu des extrémités des seg-
ments ainsi obtenus est une droite.

Il n’est pas d’ailleurs nécessaive d’avoir construit les
paraboles de la figure 1 pour construire celles de la
figure 4. Par exemple la parabole correspondant au
deuxiéme essieu sera déterminée par la direction de son
axe (perpendiculaire sur AB) et par trois points v,
a,y, oy tels que

"

A= Cey, hiyaly = afy A, Ry = ay Afj.

Le contour AUa; Vo, B formé par des arcs de para-
boles et par deux droites Vo, Vo, donne les moments
fléchissants maximums en chaque point. Ainsi en M le
moment maximum a pour valeur Mm > d. On peut
méme suivre la variation du moment fléchissant en M
en effet, son quotient par la distance polaire d com-
mence par avoir la valeur M/ au premier instant ou
le convoi est entiérement engagé sur la poulre, croit
Jusqu’a la valeur Mm qu’il atteint au moment du
passage du deuxiéme essien (parce que m cst sur
le deuxiéme arc de parabole), et décroit jusqu’a la
valeur M:" qui correspond a la sortie du convoi.

La figure 4 donnera sans peine le moment fléchissant
le plus grand; ici il correspond au point P et se pro-
duit au moment du passage du deuxi¢me essicu.

Théoréme de M. Fentre. — Tragons une parabole
quelconque égale a toutes. les paraboles précédentes,
par exemple celle dont 'axe est perpendiculaire au
milieu de la poutre AB, et soit AB la corde d'intersec-
tion de cette parabole avec les verticales des appuis.
Reportons sur cette parabole le diagramme mixtiligne
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o, by I, o) nealy s on sait, d’apres la réciproque énoncée a
Fafbg Ity %y HIEC, S yaap proq
la page précédente, qu’il suffit pour cela de porter sur
deux diamétres, a partir de la nouvelle parabole, des
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longueurs o, k), oy, respectivement égales aux lon-
gueurs de méme nom comprises entre AB et la parabole
du deuxiéme essicu. En un point M quelconque de la
poutre AB, le moment fléchissant sous le deuxiéme



(297)
essieu scra donné par le produit Mm x d, qui est
égal a Mm < d. D’on I’énoncé :
8i une poutre a deux appuis simples, portant ou
non une charge permanente uniforme, est parcourue
par un convoi quelconque, la valeur que prend le
moment fléchissant sous un essiew déterminé, pendant
la marche du train, est représentée par les ordonnées
d’une parabole uNIQUE POUR TOUS LES ESSIEUX, ces
ordonnées étant seulement co}rzptées a partir de
droites différentes pour les différents essicux.

Le lecteur trouvera dans le traité de M. Maurice
Lévy (§ 220 et suiv.) la régle trés pratique et trés
simple que ce savant géométre a déduite du théoréme

de M. Ventre.

Remarque. — Pour simplifier notre exposé, nous
n’avons pas parlé de la charge permanente uniforme
portée par la poutre. On sait que les moments de flexion
qui en résultent sont représentés par les ordonnées
d’une parabole orientée comme les précédentes, et
doivent éuwre ajoutés aux moments dont nous avons
parlé. Tl est facile de voir que cela revient a remplacer
les paraboles du texte par d’autres paraboles, aussi
toutes égales entre elles, mais avec un paramétre diffé-
vent. Nous n’insisterons pas sur ce point.

Comparaison des deux méthodes. — La méthode
Ventre n'exige le tracé que d'une parabole. La méthode
Leman exige une parabole par essieu; mais, comme
toutes ces paraboles sont égales, il suffit de tailler un
gabarit en carton sur le patron de 'uune d’elles et de
s’en servir pour tracer les autres. Pour la recherche du
moment maximum maximorum, la méthode Leman
le donne immédiatement, comme le montre la figure 4;
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cette recherche est plus délicate avec la méthode Ventre.
L’une et I'autre méthodes montrent que, pour les points
de la poutre situés entre %, et &, le moment de flexion
maximum n’est sans doute pas atteint pendant que le
convoi est entiérement engagé sur la poutre; aucun
essien n’est, cn effet, passé pendant cette période sur
la section A% M. Mais, tandis que le diagramme Ventre
n’offre aucune indication, le diagramme Leman montre
que, pendant cette période, le moment de flexion au
point N a décru constamment de la valeur Nn'x< d
a la valeur Nn">< d. La figure 5 présenterait ici I’as-
pect suivant :
Fig. 5.

N o

N, o

C’est donc trés probablement avant que le train ne
(4t entiérement engagé sur la poutre que s’est produit
l¢ moment maximum, et il s’est produit a I'instant du
passage du troisiéme essieu au-dessus du point N. On
sait qu’au lieu de faire rcculer le train, on peut avancer
la poutre virtucllement d’une méme quantité dans le
sens de la marche: le méme polygone des forces dans
lequel on négligera la premiére charge, la méme dis-
tance polaire et la plus grande partie des polygones
funiculaires déja dessinés pourront étre utilisés. Nous
n’insisterons pas sur ce cas qui, en somme, se rencon-
trera exceptionnellement dans la pratique.

Mais le diagramme Leman présente un dernier avan-
tage. En effet, si I'on envisage les sections Vi, ou V7,
de la poutre, le diagramme Ventre fournit pour tous les
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points de cette section un moment de tlexion maximum.
Au contraire le diagramme Leman montre nettement
que cette conclusion serait erronée. Par exemple, au
point Q, le premier diagramme donne comme moment
de flexion Q(;: Qg au facteur d prés; le deuxiéeme
montre que le moment commence par avoir la valeur
Qq’><d et décroit constamment, en passant par la
valeur Qg >< d jusqu’a la valeur Q¢">< d. Ici encore le
moment maximum s’est produit avant que le convoi ne
fGt entiérement engagé sur la poutre. Le polygone des
moments représenté ( fig. 6) aurait ici 'aspect suivant :

Fig. 6.




