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CONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE POLYTEGHNIQUE
EN 1905,

COMPOSITION D’ALGEBRE ET TRIGONOMETRIE;
SoLuTioN PAR M. JEAN SERVAIS.

1. Démontrer que U'égalité
. .
sinB = gsm(m\ + B)
entraine la suivante :

tang(A + B) = StangA.
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1I. Calculer la valeur de e? & un dix-milliéme prés
(on ne supposera pas connue la valeur du nombre e).

HI. 1° Zrouver une série S ordonnée suivant les
puissances entiéres et positives d’une variable x, et
telle qu’on ait identiquement la relation :

z(1+z)[2+ (2—p)z]S
+[(prt—p—2)xr— fr —2]S+2p[t+ (2 —p)x]S = o,

S' désignant la série des dérivées premiéres, et 8" la
serie des dérivées secondes des termes de la série S.

2° Etudier les conditions de con vergence des séries S
ainst obtenues.

3° Examiner en particulier les solutions qui s'an-
nulent pour x = o.

4° Qu’arrive-t-il si p est un nombre entier et po-
sitif ?

N.-B. — Les candidats pourront commencer par
traiter les cas les plus simples ol p a I’ une des valeurs :
1,2, 00 —1.

La question I ne présente aucune difficulté; il suffiv
d’écrire I'égalité proposée sous la forme

sin[(A+B)—A]= %sin[(A—*—B)—{—AJ

et de développer les deux membres.
La question II est un exercice de calcul facile.
Pour résoudre la question [}, posons

S=ay+a1x + ayx?+ a3 +...+ a, " +. ...

Pour les valeurs de z comprises dans l'intervalle de
convergence, S se comporle comme un polynome entier.
En portant S et ses dérivées S’ et §" dans I’équation
différentielle, et en égalant a zéro le terme constant,



( 262 )
les coefficients de x, x2, x?, ..., x”, on obtient, toutes
réductions faites, les égalités suivantes :

Pay— ay=o0,
a(2—p) (pas—ar) =o,
6ba;—(p—1)(p—2)ay=o,
16a,— 4(p—3)az=o,

IS S ST y

2(n+1)(n—1)@p—(n—2)[p(n+1)—4n]a,
+(n—=3)[pt—p(n+1)+2(n—r1)]a,-1=o.

Les deux premiéres relations se réduisent a une et
donnent

ay = pay.
Les deux suivantes donnent ensuite

ay= p(p——;)!(p—'z)
pp—1)p—2)(p—=3),
q! "

Qy,

a, =

On voit apparaitre la loi. [’expression de a, est
vraisemblablement

an=PLPL—VP—=2). (p=—n+1),

n! o

Pour montrer que c’est exact, il suffit de prouver
que, si cette loi est vraie jusqu'a 'indice n, elle est
encore vraie pour l'indice n—+1, ce qui se vérifie an
moyen de la relation générale entre a, ., a, et a,_,.

Tous les coefficients du développement sont déter-
minés en fonction de a,, sauf le coefficient de x* qui
reste arbitraire.

On voit alors que la série S est le développement de
S=a(1+x)»+ ba?,

a et b étant arbitraires.
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La série est alors, d’aprés des résultats bien connus,

convergente pour les valeurs de « comprises entre — 1
et +1.

La solution qui s’annule pour & = o est celle obtenue
en faisant @ = o, c’est-a-dire

S =baz2.

Enfin pour p entier positif le développement est
limité au terme en xP.

COMPOSITION DE GEOMETRIE ANALYTIQUE;
SoLuTioN pAR M. PHILBERT DU PLESSIS.

Etant donnés trois axes de coordonnées rectan-
gulaires Ox, Oy, Oz, on considére deux cones (S)

et (T), se coupant & angle droit suivant Oz et dont
les sommets S et 1 sont situés sur la partie Pos1TIVE

de Oz, de facon que
08S=y, OT=y (¥Y>71):

leurs bases dans le plan Oxy sont des circonférences
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dont les centres et les rayons sont A et a pour (S) et
B et b pour (T) (A sur Ox, B sur Oy).

Les deux cones ont ainsi en commun, outre l’axe O z,
une courbe (T').

1° Former Uéquation de la cubique (C) projection
de (T) sur le plan ijf, et construire cette cubique.

2° Soit PQ une corde quelconque de (T') [obtenue,
par exemple, en la considérant comme située sur une
genérairice (G) d’un hyperboloide passant par Uin-
tersection compLETE des cdnes (S) et (T)]; soit pg la
projection de PQ sur le plan xQy : cette projection
rencontre la cubique (C), outre les points p et q, en
un troisiéme point m.

On demande le lieu de la droite PQ dans les cas

suivants :
I. Le point m est fixe.

Il. Les droites Op et Og font des angles égaur
avec Oux.

M. La corde pg est vue de lorigine suivant un

angle droit. Généraliser.

Les équations des deux cones (S) et (T') sont
()] Y (224 y?) —2a2(1 —3) =0,
(T) Y (@24 yt) —2by(y'—3)=o0.

En éliminant 3, on a I'équation de la strophoide
(€©)  (Yaz—1by)(at-+y?) —aab(y —y)zy =o.

Pour la construire coupons-la par une droite passant
par le point double a ’origine

Yy =tx
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¢t nous avons

_ 2ab(y' — )t
T (Ya—7ybt)y(i+22)’

(1

’ _ 2ab(y — )t
7= Ga—yenu+e)

Le coefficient angulaire dela direction asymplotique

est
’

rea.

= —-

vb’
I'ordonnée a I'origine de 'asymptote est la limite de la
diflérence

—a2ab(y'— )t
yo(1+ t2)

L
Y5

\I'a , .
Jlorsque ¢ tend vers:,—b~ I’équation de I'asymptote est
[}

donc

2 x 2ab(y'—vy)
va 1b -+ Vb4 y2a? 0

Cette asymptote coupe la courbe en un point a dis-
a . . . vb
tance finie qui correspond a la valeur ¢t = J— du para-
Ya
metre.
On est ainsi conduit a distinguer trois cas, suivant
.. . 'a b
les positions relatives des deux valeurs :{{—b et ;{—,5»
1° Si yYa > b, on ale Tableau suivant des valeurs

de z ety

~b Ya
t — (o] 7 — - ®©
i Yb
x o —_ o —+ —+ — ®© — o
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et la forme de la courbe est celle de la figure 2.

Fig. 2.

Y
2° Siy'a=+b, I'équation de la courbe se simplifie
et devient

(z—y)(2*+y?)—2(b—a)zy = o;
celle de 'asymptote est

y—x+b—a=o.

La courbe est une sirophoide droite, comme l'in-
dique la figure 3.

3* Siy'a<<vyb, on ale Tableau :

t [}} :{—g -[b

—“— -+
't T a

-
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et la forme de la courbe est celle de la figure 4.

Fig. 3.

Pour traiter la seconde Partie, formons I'équation

Fig. 4.

-

d’un hyperboloide (H) passant par V'intersection des
deux cones,

(H) (y-+M) (@ +yt)—2az(y—3) —2bdy(y — 3)=o.
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Pour mettre les génératrices en évidence, écrivons
cette équation sous la forme

z[(y+M)x—2a(y—2)]+y[(y+M)y—26A(y—z)]=o0.

Une corde PQ de la cubique est une génératrice (G)
de méme sysiéme que O z. Ses équations sont donc

s (y+ My —2bhy — 3)+ pxr =o,

(2) | (y+XM)z —2a(y—2) —py=o.

Elles représentent d’ailleurs les plans menés par PQ
et respectivement les points T et S.

Faisons 5 = o dans une de ces équations, la seconde
par exemple; nous obtenons ainsi I'équation

(Y+MN)x—py —2ay=o,

qui représente la droite joignant les points de rencontre
du cercle (A) et des rayons Op et Oq. Pour avoir les
équations de ces rayons il suffit donc d’éliminer une
variable d’homogénéité entre la derniére équation
écrite et I'équation du cercle (A) dans le plan Oxy,

ce qui donne
YYi+ pry — N rt=o,

d’ou I'équation aux coefficients angulaires de Op et Oy,
(3) Y4 ut — Ay =o.

La projection pg de la droite PQ sur le plan xOy
s'obtient en éliminant z entre ces deux équations, ce
qui donne

4 G+MYGrr—ay)+2abr(Y—y)—waz+bhy)=o.

Formons I'équation des droites qui joignent I’ori-
gine des coordonnées aux points d’intersection de la
droite (D) et de la cubique (C); et nous obtenons, par
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un calcul facile,

(5) (az +bly) (MW o — pzy —yy?) =o.

Cette équation du troisiéme degré en 'Z admet d’abord

la racine — I?T indépendante de @; c’est le coeflicient

angulaire de la droite Om. En effet, 'hyperboloide (H)
correspondant 4 une valeur donnée de X a une scconde
génératrice mM paralléle & Oz. Toutes les droites PQ
étant des génératrices de (H) de systéme différent de
celui de mM rencontrent cette droite en un point qui
se projette sur le plan xOy en un point m de la cu-
bique (C) projection du point M de I'espace ou la
droite Mm rencontre la cubique gauche. Lorsque 2
reste fixe, m reste fixe, le coeflicient angulaire de la
droite Om doit donc bien étre indépendant de p; c’est

n n — —
donc bie bk

I. Ce raisonnement prouve, de plus, que, pour que
le point m veste fixe, il faut et il suffit que X soit con-
stant (c’est-a-dire que la génératrice mM reste fixe) et
la droite PQ engendre I'hyperbolowde (H) correspon-

dant a la valeur A du paramétre.

II. Les coefficients angulaires des droites Op et Ogq
sont racines de l’équatiou (3) obtenue en débarras-

sant (3) de la racine — b)\ et en posant t= ;- Pour

que Op et Oy fassent des angles égaux avec Ox, il faut
et il sulfit que cette équation (3) ait des racines oppo-
sées, C'est-a-dire que w = o. La droite PQ a alors pour

équation :

|+ MYy =2 = 3)] =0,
l Yz —2a(y—3)+ Ay'z =o;

(6)
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et elle engendre le paraboloide

Way —[yz—2ae(y—2)] Yy —2b(y—32)] =0
ou

ay'y(y—23)+byx(y'—z)—2ab(y—2)(yY—2)=o,
qui admet comme plans directeurs les plans

3=0 et ay'y +byxr +2abz =o.

HI. Pour que I'angle pOg soit droit, il faur et il
suffit que le produit des racines de I'équation (3) soit
égal a — 1, c'est-a-dire que I'on ait

On retrouve le cas I, le point m est fixe et la droite PQ
engendre ’hyperboloide

2y (22 +y?) —2ay'z(y'—3)—2byy(y'— 3)=o0.

Les trois cas précédents sont des cas particuliers du
cas plus général ou les droites Op et O g décrivent deux
faisceaux cn involution. Pour cela, il faut ev il suffit
que les racines t et t' de Véquation (3) vérifient une
relation de la forme

atl'+ B(t+t')+3d=o,
ce qui donne
ay'h + B — 8 =o.

Le lieu de la droite PQ s’obtient alors en élimi-
nant X et entre cette relation et les équations (2),
ce qui donne la quadrique

Ty —2b(y'—2) = 1
V' x —y yxr—2a(y—z) |=o.

ay' B — oy
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SOLUTION GEOMETRIQUE PAR M. V. JAMET.
Rappelons d’abord les propositions suivantes :

I. Une cubique gauche ne peut couper une surface
du second degré en plus de six points, & moins d’étre
contenue tout entiére sur la surface.

En effet, une cubique gauche étant définie par trois
équations de la forme

A0 _ A f(0)

= 5 z=

A I0)

8]

ot l'on adésigné par f, f3, f3, ©, quatre polynomes
entiers du troisiéme degré, I’équation qui fait connaitre
les valeurs de ¢ correspondant aux points ou elle coupe
une surface du second degré, sera elle-méme du sixiéme
degré. Donc, de deux choses 1'une : ou elle a six solu-
tions, et six seulement, et la cubique a six points, et
six seulement, silués sur la surface; ou bien elle est
vérifiée quel que soit t, et la'cubique est située en entier
sur la surface.

CoroLLAtre. — 8¢ une cubique gauche a sept points
sur une surface du second degre, elle y est située

tout entiére.

II. Si unedroite A z rencontre une cubique gauche
en un point A, les cordes de la cubique qui s’appuient
sur Az engendrent une surface dusecond degré.

En effet, trois de ces cordes dont les extrémités sont,
par exemple, M et N, P et Q, R et S, déterminent une
surface du second degré X, qui contient la cubique
tout entiére; car, outre les six points, M, N, P, Q,
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R, S, cette surface contient la droite A z tout entiére,
et par conséquent un septiéme point de la cubique, le
point A.

Mais chacune des droites dont nous cherchons le
lieu géométrique est située en eantier sur X, puisqu’elle
a, sur cette surface, trois points, savoir : les deux
points ou elle s’appuie sur la cubique, et le point ot
elle coupe Az. Donc le lieu cherché est la surface .

III. Si dans les équations (1) on donne a ¢, séparé-
ment, deux valeurs entre lesquelles il y a une relation
involutive, elles déterminent, sur la courbe, deux
points, M, N, qui, par définition, décrivent sur la
courbe deux divisions en involution. Par exemple, les
extrémités d’'une corde de la cubique seront en involu-
tion, si cette corde est assujettie a rencontrer unc
droite fixe qui, comme dans le théoréme précédent,
s'appuie sur la cubique en un point fixe A. En effet,
soit A z la droite fixe, et soit M un point mobile sur la
cubique. Par ce point passe une corde MN, et une seule,
qui s’appuie sur Az; son extrémité N est le troisiéme
point d’intersection de la cubique avec le plan MAz;
donc a toule position du point M répond une position,
unique d’ailleurs, du point N, et inversement. D’ail-
leurs, les deux points s’échangent visiblement I'un
dans l'autre, et ceci ne peuat avoir lieu que s'il y a,
entre les valeurs de ¢ qui les déterminent, une relation
involutive.

RecieroQuement, s'il y a involution entre deux
points mobiles sur une cubique gauche, la droite qui
les joint engendre une surface du second degré.

En effet, soient, sur la cubique, (M, N), (P, Q),
deux couples de points correspondants d’aprés I'involu-
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tion donnée, A un point pris a volonté sur la cubique,
Az une droite issue du point A et s’appuyant sur les
deux droites MN, PQ. Une corde de la cubique, assa-
jettie a s’appuyer sur A z, engendre une surface du se-
cond degré (II). Mais les extrémités de cette corde
décrivent sur la cubique deux divisions en involution;
et la correspondance entre ces deux points ne différe
pas de la correspondanee donnée, puisque, dans ces
deux correspondances, il y a deux couples de points
correspondants, savoir (M, N) et (P, Q), appartenant
al'une et a Vautre.-Donc la surface du second degré,
que nous venons de définir, coincide avec le lieu cherché.

1V. Dans le sujet de concours il s’agissait d’une cu-
bique gauche, intersection de deux cOnes du second
ordre, de sommets S et T, se coupant a angle droit suivant
leur génératrice commune ST, et dont les bases sout des
cercles situés dans un plan x O y, perpendiculaire a la
droite ST. Ces deux cercles devront couper I'axe des z
en un méme point O. Leurs tangentes au point O sont
les traces, sur le plan xOy, des plans tangents aux
deux cOnes suivant la droite ST, et la projection de la
cubique commune aux deux coues, sur le plan des xy,
admettra nécessairement ces deux droites comme tan-
gentes au point O. De plus, cette projection est une
cubique circulaire, car, si 'on cherche a la déterminer
par points (comme en Géométrie descriptive) en
adoptant pour plans auxiliaires des plans horizontaux
(paralléles a xOy ), les sections faites dans les deux
cones par un tel plan sont des cercles, projetés hori-
zontalement en vraie grandeur. Donc la courbe plane
cherchée doit passer par les deux points cdmmuns a
tous les cercles du plan xOy, ¢’est-a-dire par les deux
ombilics du plan. En résumé, la projection cherchée

Ann. de Matheémat., * série, t. V. (Juin 1905.) 18
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est une cubique circulaire ayant, au point O, deux
tangentes rectangulaires Ox, Oy ; c’est donc une stro-

phoide.

V. Dans la deuxiéme partie de la composition, on
proposait de rechercher le lieu décrit par une corde PQ
de la cubique, dans divers cas ou les points P, Q sont
en involution; par exemple (§ I du texte) dans le cas
ou la projection de la droite PQ sur le plan xOy
coupe la strophoide définie ci-dessus, en un troisiéme
point M supposé fixe. Mais alors, la paralléle a Oz,
menée par m, s’appuie sur la cubique en un point
fixe M et la droite PQ coupe une droite fixe Mm s’ap-
puyant elle-méme sur la cubique. En pareil cas elle
engendre une surface du second degré. Cette surface
est un hyperboloide; car, si le point M vient en S, le
point N vient en T, et la surface a deux génératrices
paralléles a distance finie, savoir ST et Mm.

On raméne immédiatement a ce cas celui ou la pro-
jection pg de PQ, sur le plan Oy, est vue du point O
sous un angle droit (§ III du texte). En effet, d’aprés
les propriétés connues de la strophoide, la droite pg
coupe alors la strophoide en un point fixe m tel que la
droite Om et ladirection asymptotique réelle de la stro-
phoide sont également inclinées sur les tangentes au
point O. Le lieu géométrique de PQ est encore un hy-
perboloide.

Si les droites Op, Oy font avec O x des angles égaux
(§ 11 du texte), on démontre aisément que la droite pg
enveloppe une parabole, de telle sorte que le contour
apparent de la surface cherchée est parabolique; et la
surface elle-méme est un paraboloide.



