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[C2a]
INTEGRATION DES FONCTIONS INVERSES;

PAar M. C.-A. LAISANT.

On sait que si I’équation y = f(x), résolue par
rapporta x, donne
z=29(y),

les deux fonctions f et ¢ sont appelées deux fonctions
inverses. Presque tous les traités d’Algébre ou d’Ana-
lyse donnent la dérivée d’une fonction inverse d’unc
autre,

Par contre, je n’ai trouvé nulle part I'exposé d'une
régle permettant d’obtenir I'intégrale

‘/cp(x) dr = ®{x)
dés I'instant ou ’on sait déterminer
ff(m)dx = F().

La question est d’une telle simplicité, cependant, que
j’ai peine & croire nouvelle la régle que je me propose
d'indiquer ici. Mais, déja connue ou non, elle n’est
pas répandue dans l'enseignement, ou elle serait de
nature a rendre les plus sérieux services. C’est donc
surtout aux professeurs que je m’adresse, et je crois
mon appel particuliérement opportun, a heure ou les
éléments du Calcul infinitésimal viennent d’étre enfin
introduits dans le programme de la classe de Mathéma-
tiques spéciales en France.
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Avec les notations qui précédent, la régle dout il

s’agit se résume en l'identité suivante

) *(z) =2 (@) —F[e(a)}

qui peut aussi s’écrire symboliquement
P = (x—F)o.

On la vérifie immédiatement en prenant les dérivées
des deux membres, et en se rappelant que

Sle(@)] = e[ f(2)] = z;
car on obtient ainsi
¥(z)=9(z) +z¢(x)—Fle(z)]¢(z);
mais &' = o, F'=f; en sorte qu'on a
¢(2) =¢(z) + 29 (7)—2¢'(2)

Je suis arrivé a cette régle, traduite par I'identité (1),
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A P ]

par la considératian géométrique de l'aire qui corres-
pond a uame intégrale définie. Si une courbe (M) a pour
équation y = f(x), son équation est aussi x = g(y).
Alors les coordonnées de deux points M, et M étant
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respectivement (@, b) et (x,y) on a

M, APM =‘/If(x)d.v, M, MQB =£?9(y)dy,
MoAPM + MeMQB = OPMQ — OAMyB = 2y —ab,
ou, avec les notations précédentes,
F(z)—F(a)+®(y)— ®(b) = 2y —ab.
Comme x=¢(y), @ =¢(b), on peut encore écrire

(y)~yoly)+Fle(»)]

(2) =®(b)—bo(b)+Fle(d)],

relation qui devientidentique avec (1) si 'on remplace y
par x et si 'on considére des intégrales indéfinies au
licu d’intégrales définies.

Naturellement, on a aussi Iidentité réciproque

(3) F(z)=2af(z) — @[ f(2)]
ou, symboliquement,

On obtient d’ailleurs cette identité (3) en remplagant

dans (1) z par f(x).
Au fond, tout ceci dérive dela formule qui donne la
différentielle du produit xy,

d{zy) =z dy + y dz,

ou, ce qui revient au méme, de I'intégration par parties
de f(z)dx, en séparant simplement dxr comme diffé-
rentielle exacte, car on a ainsi

JH@rde =z f@)— [adf@=zf@)— [e)dr
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si 'on a posé y = f(x), =19 (y)- Etl’on tire de-1a
F(z) =af(z)— ®(z) =2 f(z)— 2[f(2)],

c’est-a-dire l'identité (3).

Le grand avantage de la régle indiquée consiste,
chaque fois que la fonction inverse ¢ est explicitement
connue, dans la possibilité d’écrire immédiatement I'in-
tégrale @, sans aucun calcul préalable, si I'on connait
celle, F, qui correspond & la fonction directe f. Nous
allons en donner quelques exemples :

1° On sait que l'intégrale de e® dx est e®. De la on
déduira immédiatement celle de Lo dx. Ici

S(x)=e>, ¢(z) = Lz, F(z) = ex.
Donc, ¢n appliquant I'identité (1)
P (z) =fo dr =zLz —el* =zl —x =x(Lx —1).
2° Soit
Sf(x)=sinz, ¢(x) = arcsinz, F(x)=—cosx.
On aura
®(x) =jnarc sinz dz
= z arc sinz -+ cos(arcsinz) = z arcsinz + /1 — x2.
3° Soit
Sf(z)=tangaz, ¢(x) = arc tangz, F(z)=— L cosx.
Alors .
d)(x):farc tangz dr = z arc tangx + L cos(arc tangzx)

=z arctangx + L

Vi-+a?

1
= warc tangz — - L(1+4 2?).
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4° Sty =f(x)=aox™+a,x™ ' +...4ap, et si
Péquation f(x) — y =o est algébriquement résoluble,
soit « = ¢(y) 'expression qui donne I'une des racines.
On aura

q;(@:/ep(z)dx
= g(a)—(

ao
m—+1

[e@)]m+t+ L p(@))n+. ..+ an tp(x)).

L’introduction de cette régle d'intégration dans I’en-
scignement me parait, j’y insiste, profondément dési-

rable.



